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Se presentard un modelo matematico abstracto de sistema dindmico
deterministico (que proviene de modelos simplificados de redes neu-
ronales bioldgicas) en que m subsistemas dindmicos (llamados “uni-
dades”, “celdas” o “neuronas”), que no son necesariamente mutua-
mente idénticos, evolucionan independientemente excepto en instantes
de “disparo”, determinados por cada neurona en forma ciega al estado
global de la red.

En sus instantes de disparo cada neurona envia una senal instantanea
de acople excitatoria (colaborativa) o inhibitoria (no colaborativa, o
competitiva o antagonista) a algunas de las otras. Se asume como
hipétesis el principio de Dale (establecido en el sistema nervioso de
los animales). Esto es, cada neurona es o bien excitatoria o bien in-
hibitoria. Es decir no es colaborativa con algunas y competitiva con
otras.

En primer lugar se estableceran condiciones suficientes (ejemplos:
que el grafo de la red sea completo y sean todos los acoples colabo-
rativos, o que tenga un subgrafo completo colaborativo con suficiente
cantidad de neuronas en relacién a otros pardmetros) para que la red
sincronice totalmente. Esto es, periédicamente, sin necesidad de un
reloj externo marcapasos o de un sistema del tipo "master-slaves”,
todas las neuronas disparan simultdneamente, con un periodo determi-
nado por la red (que en general no coincide con el periodo espontdneo
de ninguna neurona por separado si estuviera aislada de la red). Se aco-
tara superiormente el tiempo de espera hasta la sincronizaciéon completa
de la red, en funcién de los pardmetros.

En segundo lugar, en el caso de redes en que existan ademas neuronas
inhibitorias (competitivas con las demés) se definird ”riesgo de muerte”
de una neurona cualquiera. Esto es un coeficiente que mide qué tan
posible es que el estado de esa neurona se mantenga bajo el umbral de

disparo para todo tiempo futuro a partir de un cierto instante. Se vera
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que una red que sincroniza, aunque tenga algunas neuronas inhibitorias,
minimiza el riesgo de muerte de todas sus neuronas.

En ltimo lugar se definird la cantidad total de informacién de la
red (a tiempo finito). Se vera que la cantidad de informacién es nula
si todas las neuronas son idénticas y colaborativas, pero que puede
ser positiva si las neuronas son muy diferentes entre si en relacién a
otros parametros de la red, aunque sean todas colaborativas y la red
sincronice (”principio de la necesaria diversidad”).

Como conclusién, se observara que la cantidad de informacién crece
si se agregan neuronas competitivas, pero la sincronizacion puede ser
destruida si el nimero de neuronas competitivas es demasiado grande,
y el riesgo de muerte de todas (incluso de las competitivas) aumenta si
la sincronizacion se destruye.
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Objeto de estudio

Dindmica determinista de un red N

de m > 2 células (o neuronas: sub-sistemas dindmicos)
ie{l,2,...,m}

acopladas por impulsos instantaneos.

e CELULA O NEURONA i: subsistema dindmico auténomo
(Dindmica libre de i )

o ACOPLAMIENTOS A;; V (i,7) : i # j

N



Dinamica libre de ::

Estado x; de ¢ en funcién del tiempo ¢
si ¢ estuviera desacoplada de la red N. DOS FASES:

S(x(t)) Satisfaccion en el estado x(t) al instante t
FASE DE RELAJACION FASE DE ACTUALIZACION
(Disparos)

HITO

RESHT t

0

e FASE DE RELAJACION

o &; = fi(x;) ecuacién diferencial n-dim; flujo solucién z;(t) = ®;(z:(0),1);
z; € X;

o Si: X; — [0, 6;] funcidén de satisfaccion ,

o 0; goal 6 hito 6 threshold level
4 (Si(xi(t)) =< Si, fi >vi >0 Vx; € 5;'0,60:)
e FASE DE ACTUALIZACION - UPDATE RULE:

o Si(zi(t7))=0; = zi(t) € 5;1(0)

o Disparo o spike Es la discontinuidad en el estado z;(t) que se produce
cuando la variable de satisfaccién S; alcanza el hito 8;: S; se resetea a cero

instantaneamente.




ACOPLAMIENTOS EN LA RED:

I(t) :== {1 <i < m:idispara en el instante ¢t}
REGLA DE INTERACCIONES INSTANTANEAS:

S(x;(t) == S(z;(t" )+ Y Aysies <0;, =0sies >0,
i€I(t), i#j
s1
Ayy<0 Ayq<0
t
SZ
A, > /
1270 A0 A,
t
Célula i es Cooperativa: A;; > 0Vj #i, A;; > 0 para alglin j # i.

Célula i es Antagonista: A, ; <0Vj #i, A;; <0 para algin j # .
Principio de Dale (hipétesis) Cada célula o bien es cooperativa o bien es
antagonista.

Red Cooperativa: Todas las células son cooperativas



Definiciones

Espacio (funcional) de parametros de la red

Param(N) = {{(% Si,0i) h<i<m, {Aijhi<igi<m, #j}}

Topologia Cy en el espacio de parametros.
Fenémeno robusto o persistente V N que exhibe el fendmeno, existe un
entorno V tal que toda red N/ en ese entorno también exhibe el fenémeno.

Muerte de célula i en instante ¢
Para todo t > to la célula i no dispara.
to es el minimo to > 0 para el que ocurre lo anterior.

SINCRONIZACION DE DISPAROS: existe {t, }nso
0<to<ti<...<tp— oo tal queI(t,) :={1,...,m}.
SINCRONIZACION DE DISPAROS PERIODICA: existe {t},>0 tal que
I(ty) # 0 (I(t;) se llama n-ésimo cluster),

I(t) =0 si tn <t < tpt1,y existe p > 1 tal que

I(th,) ={1,...,m}VYheN" I(t)=1(t,) VneN.

Caracteristicas y ejemplos:

No hay reloj externo ni neuronas masters y otras slaves

Ejemplo de luciérnagas. Otros ejemplos en biologia, neurociencias y ecologia.
Ejemplos en redes en economia y otras ciencias sociales.

o

N



Resultados de sincronizacion

Teorema

1a) Sila red es cooperativa con grafo completo, y si el niimero m de células
es suficientemente grande, i.e.

v/m > max {\/_ & 4L 1}
min;; Ag j
entonces la red sincroniza disparos. E/ transitorio I' entre un disparo
simultaneo de todas las neuronas de la red y el siguiente, estd acotado
0
superiormente por T’ < max —.
1<i<m v;
1b) Si ademds la dindmica libre de cada neurona es tal que dS;/dt = ¢:(S:),
entonces la sincronizacion de disparos es periédica con periodo p > 1: cada p
disparos en la red, todas las neuronas disparan juntas. Hay p clusters
diferentes entre un disparo de la red completa y el siguiente.
1c) Siademds las neuronas son mutuamente similares, i.e.
(min; 0;) - (min; ming, e x; < V.55, gi >) _ mingg; Ay

>1
(max; ;) - (max; maxs,cx, < \V.Si, gi >) max; 0;

entonces p = 1. Es decir, todas las neuronas disparan juntas cada vez que una
de ellas dispara. Hay un solo cluster formado por todas las neuronas de la red.
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Demostracion de sincronizacion

max
Hipdtesis: v/m > max{\/_ 77 + 1}
ming-; As j
Seant] <t5<...<ty; <...los mstantes en que por lo menos una neurona
de la red dispara.

max; 9]'

Sea K := parte entera (7) +1. (Obs: K% <m)
min;£; Ai’j

Afirmacién A) A mis tardar en el instante tx ya dispararon todas las
neuronas por lo menos una vez.

Afirmacion B) Si en el instante ¢, disparan por lo menos K neuronas
simultdneamente, entonces disparan todas simultdnemente.

Afirmaciones A) y B) = existe un instante to en que todas las neuronas
disparan simultdaneamente. De lo contrario la cantidad de neuronas seria menor
que K? lo cual contradice la hipétesis. O

N



Riesgo y factor de proteccion (Definiciones)

INTERFERENCIAS NEGATIVAS EXTERNAS A LA RED
Riesgo de muerte intrinseco de 1, relativo a las otras neuronas de la red
ei/vi

R = € (0,1]

Riesgo de muerte neto en red de i en el h-ésimo interspike interval IS[Z.(}‘) de
la neurona ¢:

max{0, 6; — Zjel(t):telsﬂ") Aji} /v

maxi<;j<m(0;/v5)

R™ —

i € (0,1].
Factor de proteccion de la red a la neurona i en el h-ésimo interspike interval
de i:
hy . Z]‘el(z):tezsth’) Aji
P =minq1, 0 .
T

Proteccidn negativa si la red es antagonista.
Proteccién > 0 si la red es cooperativa. Es 1 si Z]. Aji > 0;
Proposicion:

R'Eh) =(1- Pi(h))Ri es nulo cuando el factor de proteccién es 1.



Resultados sobre riesgo y factor de proteccion

Teorema

2a) (En las hipdtesis del Teorema 1a (si la red es cooperativa de grafo
completo y con suficiente cantidad de neuronas) entonces el factor de
proteccion Pi(h) de cada neurona i en todo intervalo inter-spike h, es positivo.
Luego el riesgo neto R, de muerte de la neurona i acoplada a la red, por
interferencias negativas externas a la red, es menor estrictamente que el riesgo
intrinseco R; de la misma neurona si no estuviera acoplada a la red.

2b) Si ademds todas las neuronas son similares (hipdtesis del Teorema 1b),
entonces el factor de proteccion P; de cada neurona es igual al maximo posible
100%, y su riesgo neto de muerte R; es el minimo posible 0%.



Cantidad de informacién (Definiciones)

to < ti... <ty < instantes en que por lo menos una neurona dispara.
. I(t,) = {i : ¢ dispara en el intante ¢, } # 0.
Cantidad potencial de conjuntos diferentes en cada disparo: 2™.
Cantidad potencial de informacién en cada disparo: log,(2™) = m.
e Spiking code (cédigo de disparo): Sucesién {I(tn)}n>0. Depende de la
condicién inicial de todas las neuronas en la red.
e Pattern de longitud finita £ > 1: Palabra de longitud k en el spiking code.
Tng,k = (I(tno),l(tnoJrl), .. ,I(tnﬁk,l)). Depende del estado inicial.
e Pattern recurrente de longitud &£ > 1: palabra 75 de longitud k tal que
existe alglin estado inicial y una sucesién n; — +oco que lo realiza:
Tk = Tnj,k Vj € N.
e I, := {mx} conjunto de todos los patterns recurrentes de longitud k.
e #I1;: cantidad de patterns recurrentes de longitud k > 1 diferentes que la
red exhibe.
e Cantidad de informacion que la red puede procesar en forma recurrente:
H = supy> log #11j.
Si H = 400 se define entropia: h = lim sup

k—+o0
entropia = velocidad de crecimiento exponencial de la cantidad de informacién

que la red puede procesar en forma recurrente.

log #11x
—
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Resultados sobre la cantidad de informacion

Teorema

2 a) Sila red sincroniza periédicamente todos sus disparos con periodo p > 1
log, m

(por €j. en las hipdtesis del teorema 1b), entonces  H = log, p < >

2 b) Siademds las células son mutuamente similares, entonces
H =log,1=0.
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Conclusiones (redes cooperativas)

A) Cuando se maximiza el factor de proteccién de cada neurona (haciéndola
100% y logrando 0% de riesgo neto de muerte de cada una), se minimiza la
cantidad de informaciéon H en la red, haciéndola nula.

B) Las redes cooperativas con suficiente cantidad de neuronas sincronizan y
dan un factor de proteccién positivo a cada una de sus neuronas.

Si no son periddicas o si son periddicas con periodo p mayor que 1, entonces su
cantidad de informacién total H(durante todo el tiempo futuro) es positiva. Si
son periddicas, H es finita igual a log p.

C) Necesaria diversidad de células para tener cierta riqueza dinamica:
Las redes cooperativas que pueden procesar una cantidad positiva de
informacién estdn necesariamente compuestas por neuronas diversas, cuyas
dindmicas intrinsecas difieren sensiblemente entre si.



