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https://www.youtube.com/@eleonora17s/videos

BIBLIOGRAFIA y EJERCICIOS.

CAPITULO 0. (Agregado) Ecuaciones Diferenciales.

Clase Al. Ecuaciones diferenciales ordinarias. Definiciones. Ejemplos. Ecuaciones en
variables separadas.

Pizarrones.

Videos: Clase A1 Parte 1 https://youtu.be/ALbHp6Ikcl.M

Clase A1 Parte 2 https://youtu.be/zkjEDP1NaCO
Clase A1 Parte 3 https://youtu.be/JixMZMvImtw

Ir al indice

Clase A2. Ecuacion diferencial lineal de primer orden homogénea y no homogénea.
Meétodo de variacion de constante. Errata en la Parte 1: donde deberia decir y' = by dice y'
= bx.

Pizarrones.

Videos Clase A2 partel https://youtu.be/9-BmX7nW7bw
Clase A2 parte 2 https://youtu.be/ENOPViehd74
Clase A2 parte 3 https://youtu.be/yWgseXkOZ5s

Ir al indice

Clase A3. Ecuacion diferencial lineal de segundo orden homogénea con coeficientes
constantes. Soluciones exponenciales. Ecuacion caracteristica y Solucion general.

Pizarrones.

Videos Clase A3 parte 1 https://youtu.be/WeGqglxZ3Kj8
Clase A3 parte 2 https://youtu.be/leqc20EKIN3M
Clase A3 parte 3 https://youtu.be/UOPyM-c6pPY

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/ClaseA3pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/ClaseA2pizarras.pdf
https://youtu.be/UOPyM-c6pPY
https://youtu.be/Ieqc20EKN3M
https://youtu.be/WeGqlxZ3Kj8
https://youtu.be/yWgseXkOZ5s
https://youtu.be/EN0PViehd74
https://youtu.be/9-BmX7nW7bw
https://youtu.be/JixMZMv9mtw
https://youtu.be/zkjEDP1NaC0
https://youtu.be/ALbHp6IkcLM
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/ClaseA1pizarras.pdf

Clase A4. Ecuacion diferencial lineal de segundo orden no homogénea con coeficientes
constantes. Método de seleccion.

Pizarrones.
Videos: Clase A4 parte 1 https://youtu.be/10xsz52zdW7Q
Clase A4 parte 2 https://youtu.be/GOPRuYRH4XM

Clase A4 parte 3 https://youtu.be/dmhOF5SHNmjg

Ir al indice

CAPITULO 1. TOPOLOGIA en Rq.

Clase 1. Norma y distancia en Rq. Bolas y entornos.
Pizarrones.

Videos Clase 1 parte 1 https://youtu.be/pBzQMAgQOMY

Clase 1 parte 2 https://youtu.be/FbShywxgl.wk

Ir al indice
Clase 2. Limite de sucesiones en Rq. Sucesiones Divergentes. Sucesiones de Cauchy.
Pizarrones.
Videos Clase 2 parte 1 https://youtu.be/zZ9KYRAjGLns
Clase 2 parte 1B https://youtu.be/q63W1iS4GL8
Clase 2 parte 2 https://youtu.be/D5NzZgGSfyQ
Clase 2 parte 3 https://youtu.be/GOc7p6sdeQY

Ir al indice
Clase 3. Subsucesiones y teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones.
Pizarrones.

Videos Clase 3 parte 1 https://youtu.be/r8kKzz156J0

Clase 3 parte 2 https://youtu.be/HVv8BMvkB -E

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase3pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase2pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/ClaseA4pizarras.pdf
https://youtu.be/HVv8MvkB_-E
https://youtu.be/r8kKzz156Jo
https://youtu.be/GOc7p6sdeQY
https://youtu.be/D5NzZgGSfyQ
https://youtu.be/q63W1iS4GL8
https://youtu.be/z9KYRAjGLns
https://youtu.be/FbShywxgLwk
https://youtu.be/pBzQMAgQ0MY
https://youtu.be/dmh0F5HNmjg
https://youtu.be/G0PRuYRH4XM
https://youtu.be/1Oxsz5zdW7Q
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase1pizarras.pdf

Clase 4. Interior, exterior, frontera y clausura de un conjunto. Abiertos y cerrados.
Intersecciones y uniones de abiertos y cerrados. Conjuntos compactos.

Error: En el video de la clase 4 parte 1, al final del pizarrén dice D donde deberia decir C.

Error: En el video de la clase 4 parte 3, donde dice a la derecha “demostracion del Teorema 17, deberia
decir “demostracion del Teorema 2”.

Pizarrones.

Videos Clase 4 Parte 1 https://youtu.be/meWbek73100

Clase 4 Parte 2 https://youtu.be/vvsTpgqGGPs

Clase 4 Parte 3 https://voutu.be/VavfFx68B9Q

Clase 4 Parte 4 https://youtu.be/os1WNyT2600

Ir al indice
Clase 5. Puntos de acumulacion y teorema de Bolzano-Weierstrass para conjuntos.
Pizarrones.

Videos Clase 5 Parte 1 (Unica parte): https://youtu.be/yEc7gsKRcTw

Ir al indice

CAPITULO 2. LIMITE Y CONTINUIDAD EN VARIAS VARIABLES.

Clase 6. Funciones de varias variables. Superficies graficas y curvas de nivel de funciones
reales de dos variables. Funciones vectoriales. Conjuntos imagen y preimagen. Funciones
acotadas.

Pizarrones.
Videos Clase 6 Parte 1 https://youtu.be/F_FfsIFKdLLA
Clase 6 Partes 2, 3 y 4 https://youtu.be/7m5xrwZBdM0

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase6pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase5pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase4pizarras.pdf
https://youtu.be/7m5xrwZBdM0
https://youtu.be/F_FfsIFKdLA
https://youtu.be/yEc7gsKRcTw
https://youtu.be/os1WNyT26Oo
https://youtu.be/VavfFx68B9Q
https://youtu.be/vvsTpgqGGPs
https://youtu.be/meWbek731Oo

Clase 7. Limite de funciones de varias variables: Definicion, caracterizacién con limite de
sucesiones. Limite infinito y cuando el punto tiende infinito. Propiedades de los limites.
Limites direccionales. Ejemplos.

Errata: Clase7 parte 1 en la figura del 2do pizarrén y en el dltimo pizarrén debe ser entorno reducido,
falta el asterisco en B sub delta (0,0)

Pizarrones.

Videos Clase 7 Parte 1 https://youtu.be/WyRFxXmu0z8

Clase 7 Parte 2 https://youtu.be/vol aFiQFfA
Clase 7 Parte 3 https://youtu.be/ xEcJYJU9bA
Clase 7 Parte 4 https://youtu.be/ENEbyYsirfY

Clase 7 Parte 5 https://youtu.be/5SuaBenLL.IVQ

Ir al indice

Clase 8. Continuidad de funciones de varias variables. Propiedades de la continuidad.
Caracterizacion de la continuidad por la preimagen abierta de abiertos. Ejemplos.

Pizarrones.

Videos Clase 8 Parte 1 https://youtu.be/04bXn2fzCVE

Clase 8 Parte 2 https://youtu.be/YhWMzTQ1Xjk

Clase 8 Parte 3 https://youtu.be/gNMgm7Zxx-VE

Ir al indice

Clase 9. Imagen continua de un compacto. Teorema de Weierstrass. Continuidad uniforme.
Propiedades de la continuidad uniforme y ejemplos. Continuidad uniforme en compactos
(Teorema de Heine)

Pizarrones.

Videos Clase 9 Parte 1 https://youtu.be/XIwveoM55u0

Clase 9 Parte 2 https://youtu.be/00ZIpr2VJVw
Clase 9 Parte 3 https://youtu.be/luHx8f1gQ1laY
Clase 9 Parte 4 https://youtu.be/zS2QBiXKIiY
Clase 9 Parte 5 https://youtu.be/x7svXsWFCBw

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase9pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase8pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase7pizarras.pdf
https://youtu.be/x7svXsWFCBw
https://youtu.be/zS2QBiXKliY
https://youtu.be/uHx8f1qQ1aY
https://youtu.be/o0ZIpr2VJVw
https://youtu.be/XIwveoM55uo
https://youtu.be/gNMgmZxx-VE
https://youtu.be/YhWMzTQ1Xjk
https://youtu.be/04bXn2fzCVE
https://youtu.be/5SuaBenLIVQ
https://youtu.be/ENEbyYsirfY
https://youtu.be/_xEcJYJU9bA
https://youtu.be/voI_aFiQFfA
https://youtu.be/WyRFxXmu0z8

CAPITULO 3. DERIVADA Y DIFERENCIAL EN VARIAS
VARIABLES.

Clase 10. Derivadas parciales. Matriz Jacobiana. Derivadas parciales de orden superior y
funciones de clase C/r.

Pizarrones.

Videos Clase 10 Parte 1 https://youtu.be/IT5SUgGThlis

Clase 10 Parte 2 https://youtu.be/5BIulJekB-A
Clase 10 Parte 3 https://youtu.be/usi e5S54{zQ

Ir al indice

Clase 11. Derivadas direccionales. Interpretacion grafica. Ejemplos de funciones continuas
sin derivadas direccionales, y de funciones no continuas con derivadas direccionales.

Pizarrones.
Videos Clase 11 Parte 1 https://youtu.be/GHGzeIShYNI
Clase 11 Parte 2 https://youtu.be/QE0GrSAb530

Ir al indice

Clase 12. Diferenciabilidad. Definicién y calculo del diferencial. Diferenciabilidad y
continuidad. Diferenciabilidad y derivadas direccionales. Propidades de linealidad del
diferencial.

Pizarrones.

Videos Clase 12 Parte 1 https://youtu.be/opns4yOVIFE

Clase 12 Parte 2 https://youtu.be/RLfl.yFjhz Y

Clase 12 Parte 3 https://youtu.be/mL.mGMcywvdc

Ir al indice

Clase 13. Funciones reales de dos variables. Plano tangente. Funciones reales de varias
variables. Vector gradiente. Teorema del valor medio del célculo diferencial. Desigualdad
del valor medio para funciones vectoriales.

Pizarrones.
Videos Clase 13 Parte 1 https://youtu.be/p8xN2H3GhUE
Clase 13 Parte 2 https://youtu.be/-Q6_yjTWr6Q

Clase 13 Parte 3 https://youtu.be/ko0DcfGJIx0

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase13pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase12pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase11pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase10pizarras.pdf
https://youtu.be/ko0DcfGJIx0
https://youtu.be/-Q6_yjTWr6Q
https://youtu.be/p8xN2H3GhUE
https://youtu.be/mLmGMcywvdc
https://youtu.be/RLfLyFjhz_Y
https://youtu.be/opns4y0VIFE
https://youtu.be/QEoGrSAb53o
https://youtu.be/GHGzeI5hYNI
https://youtu.be/usi_e5S4fzQ
https://youtu.be/5BIulJekB-A
https://youtu.be/IT5UgGTh1is

Clase 14. Funciones de clase C/1 y diferenciabilidad.

Pizarrones.

Videos Clase 14 Parte 1 https://youtu.be/ByAmWSL1ER8
Clase 14 Parte 2 https://youtu.be/qNsZiC5u-1k

Ir al indice
Clase 15. Derivada y diferencial de la funcion compuesta. Regla de la cadena.
Pizarrones.
Videos Clase 15 Parte 1 https://youtu.be/nTbhgEzC710
Clase 15 Parte 2 https://youtu.be/YvmaRDNtVE8

Ir al indice

CAPITULO 4. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. DESARROLLO
DE TAYLOR.

Clase 16. Derivadas de orden superior. Teorema de Schwarz-Bonnet de igualdad de
derivadas iteradas.

Error en Clase 16 parte 2: donde dice lim (xi, eta) =x_0, y_0
cuando h,k tiende a (0,0), debe decir lim (x_0 + xi, y_0 + eta) = (x_0, y_0)
Pizarrones.
Videos Clase 16 Parte 1 https://youtu.be/JkrOJtdlOfY
Clase 16 Parte 2 https://youtu.be/NZ9csNXUCDA

Ir al indice

Clase 17. Diferenciales de orden superior. Definiciones. Caso particular para dos
variables. Expresion del diferencial con la férmula del binomio de Newton. Ejemplos.

Error en Clase 17 parte 2: donde dice “clase C/r el diferencial de orden r”, debe decir “clase C/n el
diferencial de orden n”.

Pizarrones.
Videos Clase 17 Parte 1 https://youtu.be/BRLu-bwRSDk
Clase 17 Parte 2 https://youtu.be/FpkxRdpgv34

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase17pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase16pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase15pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase14pizarras.pdf
https://youtu.be/FpkxRdpqv34
https://youtu.be/BRLu-bwRSDk
https://youtu.be/NZ9csNXUCDA
https://youtu.be/JkrOJtdlOfY
https://youtu.be/YvmaRDNtVE8
https://youtu.be/nTbhgEzC710
https://youtu.be/qNsZiC5u-lk
https://youtu.be/ByAmWSL1ER8

Clase 18. Desarrollo de Taylor en una variable. Enunciado y demostracion. Formula de
Lagrange para el resto en una variable. Ejemplo de aplicacion al calculo de limites.

Pizarrones.
Videos Clase 18 Parte 1 https://youtu.be/tuPMiwytNHO
Clase 18 Parte 2 https://youtu.be/xbim1mqU DM

Ir al indice

Clase 19. Desarrollo de Taylor en varias variables. Enunciado, demostracién y ejemplo.
Formula de Lagrange para el resto en varias variables.

Error en Clase 19 parte 1: Al final del ultimo pizarron de esta parte, donde dice
lim (x,y) tiende (0,0) deberia decir lim (x,y) tiende a (x_0, y_0)
Pizarrones.
Videos Clase 19 Parte 1 https://youtu.be/MXIEalo8uFk
Clase 19 Parte 2 https://youtu.be/NcxtKI8A43U

Clase 19 Parte 3 https://youtu.be/c7ksPpkOmLE
Clase 19 Parte 4 https://youtu.be/DtUIKCJIXuj8

Ir al indice

CAPITULO 5. FUNCION INVERSA Y FUNCION IMPLICITA.

Clase 20. Definicion de funcion implicita local en una sola ecuacion real. Teorema de la
funcion implicita local (caso de una sola ecuacion real). Enunciado, demostracion y
ejemplo.

Pizarrones.
Videos (en construccion)
Ir al indice

Clase 21. Definicion de funcion implicita local en varias ecuaciones reales. Teorema de la
funcion implicita local (caso de varias ecuaciones reales). Enunciado, demostracion y
ejemplo.

Pizarrones.
Videos (en construccion)

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase21pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase20pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase19pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase18pizarras.pdf
https://youtu.be/DtU9KCJXuj8
https://youtu.be/c7ksPpkOmLE
https://youtu.be/NcxtKI8A43U
https://youtu.be/MXlEa1o8uFk
https://youtu.be/xbim1mqU_DM
https://youtu.be/tuPMiwytNH0

Clase 22. Teorema de la funcién inversa local en wvarias variables. Enunciado,
demostracion y ejemplo. MOSTRAR O IMPRIMIR

Pizarrones.
Videos (en construccion)

Ir al indice

CAPITULO 6. EXTREMOS RELATIVOS, ABSOLUTOS Y
CONDICIONADOS.

Clase 23. Extremos relativos de una funcion real de varias variables, y puntos criticos o
estacionarios.

Pizarrones.
Videos (en construccion)
Ir al indice

Clase 24. Extremos absolutos de una funcion real de varias variables, y clasificacion de
los puntos criticos por el método del Hessiano.

Pizarrones.
Videos (en construccion)
Ir al indice

Clase 25. Extremos relativos y absolutos condicionados a ecuaciones de Ligadura.
Meétodos directo y de los multiplicadores de Lagrange.

Pizarrones.
Videos (en construccion)
Ir al indice

Clase 26. Maximo y minimo absolutos de una funcién real de varias variables. Discusion
de existencia y método de busqueda.

Pizarrones.
Videos (en construccion)

Ir al indice
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https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase26pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase25pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase24pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase23pizarras.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Clase22pizarras.pdf

CAPITULO 7. INTEGRALES PARAMETRICAS. INTEGRALES
DOBLES Y TRIPLES ITERADAS.

Clase 27. En construccion.
Clase 28. En construccion.
Clase 29. En construccion.
Clase 30. En construccion.
Clase 31. En construccion.

Ir al indice

CAPITULO 8. CAMBIO DE VARIABLES EN INTEGRALES
MULTIPLES.

Clase 32. En construccion.
Clase 33. En construccion.
Clase 34. En construccion.
Clase 35. En construccion.

Ir al indice

CAPITULO 9. INTEGRAL DE RIEMANN MULTIPLE e
INTEGRALES MULTIPLES IMPROPIAS.

Clase 36.En construccion.
Clase 37. En construccion.
Clase 38. En construccion.
Clase 39. En construccion.
Clase 40. En construccion.

Ir al indice
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BIBLIOGRAFIA:

* El curso sigue la siguiente bibliografia:

Juan de Burgos. Cdlculo infinitesimal de varias variables. Capitulos 1, 2 y 3. Editorial
Mc. Graw-Hill. ISBN 84-481-1621-6. (1995).

Eleonora Catsigeras. Integrales paramétricas e integrales dobles y triples. Notas para
el curso de Cdlculo 2. (2006). Se pueden bajar del siguiente sitio (dltima conexion en
marzo de 2024)
http://www.fing.edu.uy/~eleonora/Recopilacion/Archivos/NotasEnsenanza/
IntegralesDobles2006.pdf

Eleonora Catsigeras. Ecuaciones Diferenciales. Una introduccion para los cursos de
Calculo. Se pueden bajar del siguiente sitio (Gltima conexion en marzo de 2024)
http://www.fing.edu.uy/~eleonora/Recopilacion/Archivos/NotasEnsenanza/
Calcu2EcuacionesDiferenciales.pdf

Repartidos de ejercicios de practicos de Céalculo 2 del afio 2006. Se pueden bajar aqui:
Practicos2006.pdf

Repartidos de ejercicio de practicos de Calculo 2 del afio 2007. Se pueden bajar aqui:
Practicos2007.pdf

* Como bibliografia alternativa y de consulta:

Ir al indice

Ernesto Mordecki: Notas para el curso de Calculo 2. (2004) Se pueden bajar del
siguiente sitio (dltima conexion en marzo de 2024)
http://www.cmat.edu.uy/~mordecki/courses/calculo2/2004/teorico/

R. Courant: Introduccion al Calculo y al Andlisis Matemadtico. Vol. I1. Editorial
LIMUSA. ISBN 968-18-0640-9. (1996).

Tom M. Apostol: Calculus. Vol II. Editorial Reverté.

117420


http://www.cmat.edu.uy/~mordecki/courses/calculo2/2004/teorico/
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http://www.fing.edu.uy/~eleonora/Recopilacion/Archivos/NotasEnsenanza/IntegralesDobles2006.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Practicos2007.pdf
https://www.fing.edu.uy/~eleonora/calculo2Pizarras/Practicos2006.pdf
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DEFINICION: Ecuacién diferencial ordinaria de grado k es
una igualdad en que:

. LA INCOGNITA ES UNA FUNCION
y = flx)

desconocida, definida v derivable para todo x € [
donde I es un intervalo ablerto de reales.

» APARECE ALGUNA(S) {no necesariamente todas)
LAS DERIVADAS HASTA ORDEN £ > 1 DE y{z):

EI’;, E"H: yHIF y{h)




EJEMPLO Iy

|
oo
£
i)
il
=

y +y ey

LA INCOGNITA es una FUNCION y

DESCONOCIDA, A ENCONTRAR
llamada SOLUCION, porque sustituida en la ecuacion donde dice y
LA TRANSFORMA EN UNA IDENTIDAD ';?.' T E I

donde | es un Intervalo abierto de reales.

En el ejemplo:
ylx) +uylx)" +e'ylz) =desz YreICR

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA |

URUGUAY 14 /420
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EJEMPLO:
Y — (cosz)y MM

Una. solucion es

ylx) =%, xR

pues
(7Y = (cosx)(e™*T) YxelR
Otra solucidn es (Otra, es:
y(z) =0 Yz € R yz) =2, z€R

Todas las soluciones son de la forma.
ylx) = ke, xR

k es constante arbitraria real {para cada valor de k se
obtiene una. solucion diferente.)



UNIVERSIDAD DE LA REP_UIBL.[CA:f

RUGUAY

DEFINICIONES:
SOLUCION GENERAL: Todas las funciones solucion de la ec. dif.
(usualmente son
infinitas.)
RESOLVER: Hallar TODAS las soluciones
i 2 f 3
Solucién general (después demostraremos) es:

=3+ Cet + Oate’, teR

Donde {:.‘1 ¥ {:.‘.:. son constantes reales arbitrariamente elegibles.

EXISTEN INFINITAS FUNCIONES SOLUCION de este ejemplo de Ec. Dif.

Una solucion para cada eleccidon de los valores de las constantes.
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CLASE a1 PARTE 2:
ECUACIONES DIFERENCIALES
CON DATOS INICIALES

Bibliografia de la Clase A1:

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clase A1

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reissli794§(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.



Datos o condiciones iniciales:

Si la ecuacioén es de primer orden : <

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY

Si la ecuacion es de segundo orden: <

EF(ID} = o0
donde

Xn, on
son numeros dados,

" ylxo) = m
o' (x0) =
donde

xn, o,  Up
son numeros dados,

SOLUCION CON DATOS INICIALES:

Entre todas las soluciones (solucion

general) encontrar aquella que cumple con

los datos iffi¢iales.



UNIVERSIDAD DE LA REP_U.BL.[.'
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EJEMPLO: Hallar la
solucion de:

DATOS INICIALES

Solucion general sin datos iniciales: (despues
ylxy =3+ e + Chret, Tz eR probaremos)
1y Ch constantes reales arbitrarias.
EEE}) i—l—t’j‘le +Cyre” Yz eR 1=4+01 =1
#'{0) = 5 : & il
y'(x) = Cre* + {Cox + Cha)e™ } =01 +0 -

11111
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CLASE a1 PARTE 3:
ECUACIONES DIFERENCIALES
de VARIABLES SEPARADAS

Bibliografia de la Clase A1:

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clase A1

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisszg)gggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.
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ECUACION DIF. DE VARIABLES SEPARADAS ES

v = Aly) B(x)

Ejemplo 1: y,r _ (EEH I] { ].‘I'EJ"E] e dE variablES SepafﬂﬂEE,
A@) — 1 _|_yg W E‘(I) = B2 T,

No ejemplo 2: y" — SED(I —|—'y:] NG s

SOLUCIONES: 1) Cada, real « tal que A{a) = 0 da un funcion solucion

y{r) = o constante, ¥V z € R

- cambio de variable y = g(]

=y/{2)di]
- Bl :}/ dl_/ ()dﬂjyd;:/dﬁ(x)dx )

@ perdlemn 35 soluciones mnstamtj Al




dy / UNIVERSIDAD DE LA REPUBL@A:?
= | EBlr)dx 1

Ply)=C+Q(z)  (2)
Donde C es una constante real arbitraria.
De (2), si se puede, se despeja y en funcién de x.
Para cada valor de la constante C una solucion.

Ademas estan las soluciones constantes

ylz)=a
encontradas al principio y perdidas
al pasar dividiendo A(y).

221420
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Ecuacion diferencial lineal de primer orden homogénea.

i +afzly=0

a5 de varlables separadas, ya que es:




CLASE a2 PARTE 1:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 1er. ORDEN
HOMOGENEA

Bibliografia de la Clase A2: UN'VERS'DABRE)GEUALYA L

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clase A2

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisszigﬂggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.
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Ecuacion diferencial lineal de primer orden homogénea.
¥ tafzly=0
=3 de varlables separadas, ya que es:

y = —a{z) -y

La solucion general se encuentra con el método general
visto para las ecuaciones de Variables Separadas.

I CASO PARTICULAR: Coeficiente -a(x) = b constante dada. I
257 220
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Ecuacion diferencial lineal URUGUAY
De 1er. Orden
Homogéneay

De Coeficiente constante: ‘y’=by; b constante real ‘

TEOREMA:
Su solucion general es: EI(I:] — '::'E'br IIIG'II X E E
Y constante real arbitraria.

¥y =by = y=0 5 O

; Definiendo k asi:
[ yl2) _ f bdr =

Demostracion:

y(z) k=4e" 6k =05 lasolucion esy =0
dy
— =C+bxr = N " b

/y y=1ee") y=k e~

log |y| =C +bx = 0 > siendo k una
_ O br constante real

H =€ € — —

4 o= 0 arbitraria.

y — :l:E‘CEbI 26420 7



CLASE a2 PARTE 2:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 1er. ORDEN
NO HOMOGENEA

Bibliografia de la Clase A1: UN'VERS'DABRE)GEUALYA L

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clase 1

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisszi794§(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.



Ecuacion diferencial lineal
De 1er. Orden

UNIVERSIDAD DE LA REPUB
URUGUY

NO HOMOGENEA 7/ + a(x)y = 7(x) (NH)
Ecuacion homogénea asociada: yH +a I)EFH — 0 (H;‘I
TEOREMA: D
(x) solucion general de (NH) —,

yp{x) una {y una sola) solucion particular de (NH)

yg(z) solucion general de (H)

‘ ylx) = wfz) T yplx)

Dem.

La solucion general de (NH) es la SUMA de
La solucion general de (H) mas
una (cualquiera pero una sola) solucién particular de (NH)

tale) Hallulz) =0 (1)

pla) tollplr) =vlz) (2
(2=

) - 9ple)] ) £ of)fymlz) +pl)

-z

=(x) = (ya{z) + yp(z)) e solucién de (NH

jSon todas? ¢(x) essolucion de (NH)
= o (z) talzlylz) =r(z) {3)

yplz) +alzlyp(z) =7(z)  (4)

(3) —14)

((z) —yple))(2) + al2){yl2) — ypl2))

#{x) — yplz) = yg{z) es solucion de (H),

)

|=#(z) = (ym{x) + yp(x))




CLASE a2 PARTE 3:
METODO DE VARIACION DE CONSTANTE.

Bibliografia de la Clase A1: UNIVERIDAD D

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clase 1

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisszggﬂggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.



MRS ¢ talrly=r(x) (NH)
yg talzlyg =0 (H)

La solucidon general de (NH) es la SUMA de
La solucién general de (H) mas
una (cualquiera pero una sola) solucién particular de (NH)

¢, Coémo encuentro alguna solucién particular E"P(I] de (NH)?

Probando, o a 0jo, 0 como sea para encontrar alguna X
ALTER- EFP( }

NATIVA 5
por el “Método de Variacion de Constante”
gue consiste en:

1) Escribir una E"P(I} iguala YH {I} , excepto que en donde esté
la constante C escribo una funcion desconocida, a determinar, C[.TF

2) Determinar la funcion C (I:] sustituyendo esa yP(I)
en la ec. dif. (NH) para que yP{I}omzola verifique.



EJEMPLO: Resolver\iz (cr:s I]y T COR XY (N H ] UNIVERSIDAD DE LA REP_
con el dato inicial: y{[}j :I‘

Homogénea asociada: Y — (C‘:EI}TJH =0 (H) L
Resuelta por Variable separadas: Uy = I._-:iE,senr hg.-' o E

(' constante arbitraria real

Solucion general de (NH) ‘ yl[:.-:] = UL {I] -+ yp{:r:]

Enc’ontrar alguna_ 3 yP(I} de (NH) por el
Méetodo de Variacion de Constante”: EFP(I) _ G(I) BT Ja (NH)

(Clx)e* ™Y = (cos x) (C{x)e*™™ ") + cosx
(C{x) + C{x)ecom 216 = O x ) com x 1™ + cosx
C'lz) = e =T cosx = Cfx) =/E_SEEI cos X dx

([ s = e By =

U=3en r



\i cosrly+cosr  (NH) IUGERRING = |

Ly . N
con el dato inicial: ;:l \

Homogénea asociada: Y — (‘:CEI yr =0 (&) L
yg = Ce™T YrxrcR
(' constante arbitraria real
Solucién general de (NH) yl[:.-:] = UH {I] -+ yp{:r:]

Encontrar alguna prl Ij de (NH) por el

“Método de Variacion de Constante”: 3P (Ij - ( Ij AL Hpe (NH)

Cflx) = —e" = + k
Una. sola. y#p{z) < un solo k, por ejemplo & = 0

Cla) = — 77 = SOLUCION GRAL. DE (NH) es: .
yp(z) = —e—semrgenr  |lylr) =ylz) +yplz) = Ce -1, 2€R

yplx) = —1 (' constante arbitraria real,

32/420




\i: (CEE I)ﬂ + COS X (N H ] UNIVERSIDAD DE LA REEU'
con el dato inicial: y{m ZI‘ e

SOLUCION GRAL. DE (NH) es:

ylz) =ymlz) +yplz) = CE -1, 1€R

7 constante arbifraria real.

DETERMINAR LA CONSTANTE C PARA QUE CUMPLA CON EL DATO INICIAL:

4= 101 = =5 =

Hespuesta:




CLASE a3 PARTE 1:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 2do. ORDEN
A COEFICIENTES CONSTANTES
HOMOGENEA
Soluciones Exponenciales.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

Bibliografia de la Clase A3: URUGUAY

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clases A1 hasta A4

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reissgigﬂggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.
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Ecuacion diferencial LINEAL
DE 2do. ORDEN
CON COEFICIENTES CONSTANTES

HOMOGENEA
o + oy’ + by =0 (H)

@ y b constantes

TEOREMA
Las funciones solucién de (H) forman un espacio vectorial de dimensién dos.

Dem. que forman un espacio vectorial: Si dos funciones! & (I) = QE(I) son
soluciones de (H) entonces su suma también (verificarlo) y el producto de una
de ellas por un escalar real también. (verificarlo).

COROLARIO

Si dos funciones! El’l(l") = EI’E(I} son soluciones de (H) y
son Linealm. Independ.

entonces forman una base del espacio vectorial de soluciones de (H); y

la solucién general de (H) es: yl[:r} — {j‘lyl(;}:} + Gg“yg(I}

4 v Ch constantes arbitrarias.
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Y tay +thy=0  (H)| -

SOLUCIONES EXPONENCIALES DE (H):
Buscar si existen soluciones de (H) de la forma:

y{x) = e** con A constante real

=€ i t+ay +hy=0 &

y(:.'::] __ AT ™~
ur) =¥ L (N par+ble =0
ylz) = Ae & ANtar1b=0 (EC)

! I T |
y’ (I:] = A~e™t — | CONCLUSION: y{:,r:] — e

es solucion de (H) si y solo si :}'u
es raiz de la Ecuacion Caracteristica (EC)

(EC) tiene dos raices reales diferentes. (2 soluciones exponenciales L.1.)
3 CASOS (EC) tiene una sola raiz real doble. (1 sola solucion exponencial)
(EC) tiene dos raices complejas conjugadas no reales. (Ninguna sol.exp.)

36/420



CLASE a3 PARTE 2:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 2do. ORDEN
A COEFICIENTES CONSTANTES
HOMOGENEA
Solucion General

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

Bibliografia de la Clase A3: URUGUAY

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clases A1 hasta A4

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reissgi794g(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.
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Y toy +by=0 (H)
M4+ad+b=0 (EC)

(EC) tiene dos raices reales diferentes. (2 soluciones exponenciales L.I.)
3 CASOS é (EC) tiene una sola raiz real doble. (1 sola solucion exponencial)
(EC) tiene dos raices complejas conjugadas no reales. (Ninguna sol.exp.)

1er. Caso: Existen dos raices reales }'bl ?é An dela(EC) ﬁ:’
Existen dos soluciones E-J"II E:"?I L.I. (verficar que son L.l.) de (H)

# La solucion general de (H) es

y(x) = C1eM* + Chettt

C1 v ' constantes reales arbitrarias
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Y tay +hy=0  (H)| T
Mtar+b=0 (EC)

2do. Caso: Existe una raiz real doble A1 de la (EC) #
Existe una solucion  €*1*  de (H)

Afirmamos que re&*1f también es solucifm de (H) (A probar (*))
Existen dos soluciones eMr y ret® L.1. (Verificar que son L.I.)

— La solucion general de (H) es

y{r) = C1e™* 4 Chxe™”

C1 vy Ca constantes reales arbitrariaﬁ

Pruebade (") | ; gofx) =xe™* as solucién de (H)?

a” —4b =0 | jan(z)” + anfz) + byalz) = 07

A= —a/2 AT + 22 )eMT + a1 + Agx)est + breltt = 07

Ne—2(M)x —a + afl + (A)x) + bxletr = 07
(AL 4 aX + Blxett = 07
S porque A eeraiz de (EC).
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Y tay +by=0 (H )
Mtar+b=0 (EC)

3er. Caso: Raices complejas noreales & T 17 dela (EC)

Afirmamos que e cosf Sz} ;e*" sen{5x) son soluciones de (H) (A probar (*))

Existen dos soluciones e®* cos{gx) vy e*fgen{fx)  L.I. (Verificar que son L.1.)
= La solucion general de (H) es

ylx) = e {Cy sen{Bx) + Ca cos{Fx)

Oy v ' constantes reales arbitrarias.

Prueba de (*) Defino funcion auxiliar compleja: #1,4{x)
es solucion de (H) si y solo si
Teosl Hx .
(Fx) soluciones de (H)7 sus partes Real e
&%t Een{ﬁ;‘:] Imaginaria lo son.

yalx] = e®{cos(Fx) + tsen(Fx]) jra{x) es solucion de (H) ¥

(1) = e8tlg £ Fillcosl ) +igenffr)) |LALE) T oualz) 4 byalr) =
gj%x%” = e“f(ﬂigi))(g(mg;ﬁl;; *asegzﬁl:))) e lack i afort B ] {cos{Ba) isen( fr) =

S ,porque @ +43 8 raiz de (EC)




CLASE a3 PARTE 3:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 2do. ORDEN
A COEFICIENTES CONSTANTES
HOMOGENEA
Ejemplos.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

Bibliografia de la Clase A3: URUGUAY

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clases A1 hasta A4
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EJEMPLOS: UNIVERSDAD DELA ERCH
e o e
B)v"+2 +y=0 (H2)

Cly’"+2y+2y=0 . {H3)

AY(EC) ¥ —53+6 =0 Solucion general de (H1):
L= L AL=d, A =2 y(x) = C1e’" + Coe™”

Y, Ch constantes reales

BY (ECY: A2+ 90+1=0 Solucion general de (H2)
= A = —1 ylx) = Cre” " + Caxe™™

Unica. raiz real, doble, ', Ch constantes reales

Solucién general de (H3)

3 —
G)(EC] AT LA+ - 0 y(:r) =E_I(G1 CO8 X —I—GEEEHI}

= A=—1=x1
raices complejas no reales

4, ©h constantes reales



CLASE a4 PARTE 1:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 2do. ORDEN
A COEFICIENTES CONSTANTES
NO HOMOGENEA
Método de Seleccion.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

Bibliografia de la Clase A4: URUGUAY

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clases A1 hasta A4

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis§1i394g(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.
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Ecuacion diferencial lineal “N'VERS'DAER&EAEAREF:’F’BF‘_;________
De 2do. Orden
NO HOMOGENEA

Y +ay + by =r(x) (NH)

@ v b constantes




Ecuacion diferencial lineal UNIVERSIDAQRQGE;AREEQ?B_
De 2do. Orden
NO HOMOGENEA

¥ +ay +by=r{x) (N H)

@ v b constantes

Ecuacion homogénea asociada:

yg oy thyr =0 (H)
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Ecuacion diferencial lineal URUGUAY

De 2do. Orden
NO HOMOGENEA ¥ +ay +by =r(x) (NH)

a v b constantes

Ecuacion homogénea asociada: y;} =+ ay}f + E?-'yH = {) {H]

TEOREMA: D
(x) solucion general de (NH) —,
yp{x) una {y una sola) solucion particular de (NH)
yg(z) solucion general de (H)

/

La solucion general de (NH) es la SUMA de

La solucion general de (H) mas

una (cualquiera pero una sola) solucion particular de (NH)

Dem. Idem. Demostracidén que para la ecuacién lineal de primer orden, Clase 2.
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B | +ay +by=r(x) (NE)]
Y T oy thyr =0 (H)
La solucidon general de (NH) es la SUMA de

La solucién general de (H) mas
una (cualquiera pero una sola) solucién particular de (NH)

¢, Como encuentro alguna solucion particular de (NH)?

Probando, o a 0jo, 0 como sea para encontrar alguna T
ALTER- EFP( :]

NATIVA 6

por el “Método de Seleccion”
que tiene como hipotesis la siguiente:

r(z) = e""(Afz) cos(gx) + B(x)sen{gz))
Py ¢ constantes dadas

Afx) v B{x) polinomios dados

de vrado < k o alguno de elloses = 0




¥ +ay +by=r(zx) (NH) UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI
g + oy +byr =0 (H)

Método de Seleccion:

URUGUAY .

Hipotesis: r{x) = P (Al x) cos{qx) + Bl{x)sen{qz))| k = mayor de los
Py g constantes dadas grados de A{x) y B(z)
A{x) v Blx) polinomios dados k=0 si Ay B
de prado < Kk oalguno deelloses =0 1;"::::;”&5

Tesis: ]

1er. Caso: p+iq no es raiz de la EC de (H).

yp(x) = € (A(x) cos{gzx) + Blz) sen(gzx)) (*)
P v ¢ las mismas constantes dadas en r{x)

Alx) v B(z) polinomios desconocidos,

ambos de grado < k

con coeficientes indeterminados, a determinar.

2do. Caso: p+iq es raiz simple de la EC de (H).

3er. Caso: p esraizdobledelaECyq=0

8/ 420"



¥ +ay +by=r(z) (NH)
vy +oayy +hyr =0 (H)
Método de Seleccion:
Hipstesis: [';72) = e (A(x) cos{qz) + B(z)sen(qz))

Tesis:

1er. Caso: p+iq

P ¥ ¢ constantes dadas
A{x) v Blx) polinomios dados
de prado < Kk oalguno deelloses =0

2do. Caso: p+iq es raiz simple de la EC de (H).

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL

URUGUAY .

k = mayor de los
grados de A{x) y B(z)
k=0siAvyv B

fueran
constantes.

no es raiz de la EC de (H). (ver pizarron anterior)

yp(z) = 2eP(A(x) cos(gz) + Blz)sen(gz)) (%)
Py ¢ las mismas constantes dadas en r{x)
Afx) v B(x) polinomios desconocidos,

ambos de grado < k

3er. Caso: p esraizdobledelaECyq=0

9/ 420"



¥ +ay +by=r(x) (NH)
Yy oy thyr =0 (H)

Método de Seleccion:

UNIVERSIDAD DE LA REPUB

URUGUAY

Hipotesis: r{x) = P (Al x) cos{qx) + Bl{x)sen{qz))| k = mayor de los
Py g constantes dadas grados de A{x) y B(z)
A{x) v Blx) polinomios dados k=0 si Ay B
_ _ _ fueran
_ de prado < Kk oalguno deelloses =0 constantes.
Tesis:
1er. Caso: p+iq no es raiz de la EC de (H). (ver pizarron ante-anterior)
2do.Caso: p+iq es raiz simple de la EC de (H). (ver pizarron anterior)

3er. Caso: p es raiz doble dela ECy q=0.

ypl{x) = 2P { A1) cos(0x) + B(x) sen{0x))

Afx) polinomio desconocido,

de grado < k

Py q= 0 las mismas constantes dadas en T{I)

con coeficientes indeterminados, a determinar.

(*)

OBSERVAR QUE:

50/420
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Los coeficientes indeterminados en los polinomios
desconocidos

et

Aflx) y Blz)

del método de Seleccidon se determinan sustituyendo
en la ecuacion diferencial (NH) la funcion

yp{x)

que tiene la expresion dada por la formula (*) en
cada uno de los tres casos diferentes vistos antes.
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CLASE a4 PARTE 2:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 2do. ORDEN
A COEFICIENTES CONSTANTES
NO HOMOGENEA
Ejemplos.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

Bibliografia de la Clase A4: URUGUAY

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clases A1 hasta A4

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisssizgggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.



UNIVERSIDAD DE LA REPU
EJEMPLO 1 Resolver o

Y +% +y=3 (NH)
con dato inicial #{0) = 3, #/(0) =4

Yat 2 tyr =0 (H)
Solucion general de (NH) es: y(x) = yu{x) + yp{z)
o

E"H(I] = (1e7 + Caze™" 7 [j:] C +3
yp(x) = 3 {descubierta. a ojo) /{0y = —Cy + Oy
= E"{I]=G1€_I‘|‘CQIE_I—|—3 = 3=(4+3
(1, Ch constantes reales arbitrarias. di=—Cy +Co

L Ch =4 =0
Dato inicial: #{0) = 3, ¢/{0) =
yir) = Cie" +Coze™"+3 ] || Respuesta:
i (2) = —Cre™ +(Cy — Cox)e™ ylz) = dxe™ + 3

-




URUGUAY

EJEMPLO 2 Resolver UNIVERSIDAD DE LA REPUB

o +y=3x"+5x (NH).

yp+ye =0, (H)
(ECY: XM+1=0 = X=d4i
ygl(x) = Cicosx + Chsenzx

r{x) = 3x° +hx = &% ((3x° + hx) cos(0x) + Osen{0x))
Meétodo de seleccion, p =0, g =0,

Afx) = 3z°+5x, B=0. Grado k = 2

ypls) = M) o0 + B(a)on(ox) = 4| A{r) = e’ 4 B 4

A{x) polinomio de grado 2 Sustltuyo en (NH):

con coeficientes indeterminados: J yelz) =2ax + 3, wp(x)" = 2a,

_ g’ﬁ—I—ypz&.-:g—l—EI, —
EaES(;llJJCEi(')SnTAfy(I) =Ccosx+ Cheen + | 2a +ax+ Bxr 4y =32+ bx

general de ) +32° +bx —6 \LL A ZG{JFT_D
(NH) es: C1 y Ch constantes reales. 7= —* :‘”C ) = 3x° +a:.~:—6>




CLASE a4 PARTE 3:
ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
DE 2do. ORDEN
A COEFICIENTES CONSTANTES
NO HOMOGENEA
Otro Ejemplo.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

Bibliografia de la Clase A4: URUGUAY

*“Ecuaciones Diferenciales: Una Introduccién para los
cursos de Calculo”. Eleonora Catsigeras.

Ejercicios para las clases A1 hasta A4

*Practico 1 del ano 2007

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y ReissS{iag‘ggiS. Montevideo. Uruguay. Agosto 2007.

Derechos reservados.



EJEMPLO 3 Resolver

yﬂ_l_zyf I y—EE_I

UNIVERSIDAD DE LA RER

URUGUAY

g+ 2y tyg =0 (H)

E.C. tiene raiz real doble A = —1

yg = Cie” " + Chrxe

Método de seleccion:

r(x) =27 = e *{2cos{0x) + Osen{0x)

p:_l: q:D:

Alzy =2, Bl{x)=0

Grado de A{x) es O {es un polinomio constante)

P+1ig — —L &5 raiz doble de (EC)
yplz) = r e Ta ()

Sustituyo (*) en {NH):

yp(z) = (—2° + 22)e "

yp(z)’ = (27 — dx + 2)e *a
wp(x)” + 2yp(x) 4 yplz) = 2e777

- dr 4 2= e g et = 07
daeT =2t YrERI S sa=1
\ yplz) = e >

al

Respuesta:

Solucidn general de {(INH)
ylx) = Che T + Chxe T +x%e T

fro Y, 9 constantes reales
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CLASE 1 PARTE 1:
NORMA Y DISTANCIA EN Rq

Bibliografia de la Clase1Parte1:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafos 01 y 02.

*Ernesto Mordecki: Notas para el curso de Calculo 2 de la
Facultad de Ciencias. Capitulo 1. Nociones topolégicas
elementales en Rn. Secciones 1y 2.

Ejercicios para la Clase1Parte1:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicio 1 parte a)

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras. 1
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisssiﬁ‘gg& Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



Clase 1 parte 1. Normas y topologia en &3

r b c
B? = ¢ I, - reRyeR}
| (£,¥) y v
| pareja ordenada de niimeros reales )
" b
B = ¢ Iy, I reR yeR R
(E43) ¥ |
| terna ordenada de niimercs reales ) V= a-0=c-h
( V= (L)) componentes
del vector
q _ -
R = Erl, I-_,-.,IE, o Iql e B 2=0+V=(x.y)
Lg—1pla ordenada de niimercs reales ) E‘;"I];]duen'lga:

ESPACIO VECTORIAL.:
Suma de vectores: sumar componente a componente
Producto de un vector por escalar A: multiplicar componentes por A

LI+ v /
Au 2

URUGUAY 5817420
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DEFINICION: Se llama Norma del vector V, denotada como ||VI|

a un numero REAL, no negativo tal que

c

VY

a Wi

DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS :

dist (b, o) = [[c =},

PROPIEDADES DE LA DISTANCIA:

vasih o labde v d(ho=0ab=c
v st b, o) = dit{e b
o Propiedad trizngtlar: dish(a, o] € disb(a,b) 4 dist(bc)

o ||V]| =080V £0, ¥
o [V = A [V

V|=0sV=0

s Propiedad triangular: ||V + ]| < [|V]| +[|¥]]

NORMA USUAL:
V=(ry), V] = VTHS

V=(nus, V)= /7

V= o,z m)y (V=i +a+. 423

OTRA NORMA (no usual) en R2:

]_.-"-=|::I y:l ||1’:|| =JJ:L§.."{{|I|,|LI'|}
DISTANCIA USUAL qn R2
.'.1, ye), ©= (T, %
c—b=1V = I::In': — b, He — yl':l

dist b c:l —|||:'—b||

59/
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UNIVERSIDAD DE LA REPUBL

URUGUAY

CLASE 1 PARTE 2:
BOLAS Y ENTORNOS EN Rq

Bibliografia de la Clase1Parte2:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafos 01 y 02.

*Ernesto Mordecki: Notas para el curso de Calculo 2 de la

Facultad de Ciencias. Capitulo 1. Nociones topologicas
elementales en Rn. Secciones 1y 2.

Ejercicios para la Clase1Parte2:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicio 1 parte B)

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras. 4
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%gﬂg(?& Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



DEFINICION: BOLA (ABIERTA) de radio r y centro a. ET {_E::l

Dado fijo el real r>0

i .

. 5
SOPT
! : h
l a |
\ /
Y, A
., -
.- -

Efa)={pcR9: Hp—uH €T

BOLA CERRADA ‘

E- (o]

I:].'I.St |:|'.'I.|]:l::| =T

pEEL[@—mHET

ALGUNAS PROPIEDADES dist fa,p)2r
b 2 3150 I 0 Byfd)NB.fH)=0 N /
1beBf) 2 Tt Brﬂ(b)cﬁr(u){r’ a./“/%x”} as”

' E

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI




ENTORNO DEL PUNTO a:

Cualquier conjunto que contenga
a alguna bola abierta de centro a.

CONJUNTO ACOTADO:
Si esta contenido en alguna bola

(con centro a cualquiera, y radio r >0
real finito).

UNIVERSIDAD DE LA REPU I 6

URUGUAY



BOLA DE CENTRO a Y RADIO r CON OTRA NORMA (no usual):

{2, 1}|| = méaxd|z], |y}
dist(a.p) =llp —all =ll{r — 1,y — y.)|| = méxi|r — |, |y — | }

Ya + 7

p* p=(r,y), 8=/{(I,)

Ha a &

Ha — T

B.a) = {p e B> mic{|r — x|y — al} <7}

mic{r -zl ly—wl} <7 & |r—r<r, ly—wl<r &

rclr, —7, 5,47, yE(Ys— 7, 4 +7)
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URUGUAY

CLASE 2 PARTE 1:
LIMITE DE SUCESIONES EN Rq

Bibliografia de la Clase2Parte1:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 03.

Ejercicios para la Clase2Parte1:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicios 2 Y 4

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%!lgﬂggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



SUCESION EN [@S

2
E-: v ={I1'.|:|yr.|:|
]EE: ﬂn={rn;yn;| :'11::'

1 B, = |:\I1.n:| I?.,,JIE-.HJ' -

&
‘ﬂﬁ a3
oy &
&
L
&
a1
&

a2

EJEMPLO EN R2

B 3-|-1 Mn?
fn = n w41

Esta dada con formulas en funcion de n.
No toda sucesion esta dada con formulas.

65/420

&
*
4
7 | . *
an
i
i
an *
L
i
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lme,=L, &a,— L

DEFINICION: LIMITE L Ye =0 3N t.q.
de la sucesiéon a_n en Rq

nrE N = |la, — L|| < ¢

&
a1l

. o f-’ &
CONDICIONES . * * a2
a3 aHl
EQUIVALENTES .
A LA DEFINICION
DE LIMITE L . o

lima,=LenB? & r; — L;en K componente a componente
2line, =LenRY & Hmlle,—L||=0enR

Dem.2 Dem. 1 |IE,H_LE| E ‘/(Il..,_Ll)?+"'+(rq,n_‘[‘q)?=||ﬂn_L||

o= 0| ==L =T < Y5 ¥ | |7t~ Ll Sllan— Bl <e ¥n >N

Reciproco de 1. |=» F; — L:.
& Jon=1| =0 O] llew— 2ll 2/(zr, — P+ + (g, — L= 0 O




UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY

CLASE 2 PARTE 2:
SUCESIONES DIVERGENTES Y
ARITMETICA DE LIMITES EN Rq

Bibliografia de la Clase2Parte2:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 04 y paragrafo 06 inicio.

Ejercicios para la Clase2Parte2:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicios 2Y 4

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%i794§(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



SUCESION CONVERGENTE: QUE TIENE LiMITE L EN Rgq. Ejemplo:

n w41

1 : I ? :
— — S — 1
e = i J(E T 3) + (ﬂ.? +1 ‘)
132 IEE
n— Ll = — — 0
e | J(ﬂ-) + (ﬂ.? + 1) -

SUCESION NO CONVERGENTE: QUE NO TIENE LIMITE L EN Rq. Ejemplos:

1 pITRd
Bne, =L=(32pues [3+ =, — — (3, 2)

B = {14+ {—1)",1/n)

B, = Iill.f'ﬂ,ﬂ.?:l

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY 687420



SUCESION NO CONVERGENTE: QUE NO TIENE LIMITE L EN Raq.

Puede ser DIVERGENTE (tiende a Infinito) o
OSCILANTE (no tiende a Infinito ni a L en Rq)

DEFINICION: i, — 00, lma, =00
SUCESION DIVERGENTE

(que tiende a Infinito). YR >0 ANt qgnzN =2 |o) >k

SUCESION DIVERGENTE: QUE TIENDE A INFINITO. Ejemplos:

n = [1;'?1.,?1?} a, = (n{-1)", 1} — a0

UNIVERSIDAD DE LA REPUB.

URUGUAY

SUCESION OSCILANTE. Ejemplo: 5 {1 1 {_1}11: 1 Ilf'ﬂ_}

69/420
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LOS LIMITES.

1 Yna,=L, Bme, =L = L=1L
2]i|:|1ﬂ11=LER'5' = {a,} ez acotado

J lina,=e, lnb,=b = Um(a, +b)=0a+b
4 Yne, =0, Umi, =1 = lnie, =l

Demostracion de 2.

]imﬂ'n=L=}"||ﬂn—L||{:E"-f-n}N
llen — L|| € A ¥ =10,1,2. W
= |lon — L|| <« ¥ ¥ = a, € Ei(L)
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URUGUAY

CLASE 2 PARTE 3:
SUCESIONES DE CAUCHY EN Rq

Bibliografia de la Clase2Parte3:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 04.

Ejercicios para la Clase2Parte3:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicios 2 y 4.

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reiss7ilg4§(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



DEFINICION: Sucesién de Cauchy en Rq

Yer0 dNtqg mZEnz2N =2 ||len —aof| < ¢

TEOREMA: Rq ES UN ESPACIO METRICO COMPLETO
Es decir:
a_n convergente sl y solo si a_n es de Cauchy

Demostracion:
Directo:

a—L =¥ >0 4NV tg

wsNoafaopfcd 7 ool S lon Bl el <26 =

Reciproco: Yex0 INtgmznzN = |lem —of| < =2

|2i, — 20| S [lon —om|| < #" ¥; €3 1na suceson de Cauchy en [E
E es completo = dL;,=lmr;, c R

= 3L =(Ly,Ls,.. ., b)e® _ L=lmnge, O

1 72 | 420



DEFINICION: Sucesién de Cauchy en Rq

Yer0 dNtqg mZEnz2N =2 ||len —aof| < ¢

. ®ak o
i
ah
* .
i i
al ad
i
* *oan

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC

URUGUAY 731420



UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI |

URUGUAY

CLASE 3 PARTE 1:
SUBSUCESIONES

Bibliografia de la Clase3Parte1:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 04.

Ejercicios para la Clase3Parte1:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicio 3

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reiss7ig4g(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



DEFINICION: Subsucesion b, = n; de m_, eslaquese
obtiene seleccionando
algunos términos de (en infinitas posiciones) .

b, = a

R T T N - I W

1 2 3 4 5 6 7T 2 9 10 11 17 13 14 15 16 17 _n

b = {oy, as, o7, 010, 211, 212, 814, . . . }

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | =

751420 URUGUAY
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EJEMPLOS DE SUBSUCESIONES: e
by = a;, = oz,
bn = 8; = Gagt1

bT.I = O = {EE-:I o, Bim, B, Ban, . .., B2 1, . }

TEOREMA: Si una sucesion converge con limite L, entonces
toda subsucesion de ella converge al mismo limite L.

en— L = by—a;, =L

\

Dem. Yew0 INtq
n= N = ||ﬂn—L||":E> #HEEH—LH{:E I?I?l:_bﬂf
b =0; wnFxAM =i,>N

761420




EJEMPLO:

B 1 { l:I" N 1 {l]
fm = n?’ 1
1 1
B2y = (ﬁg !1 +(2_nJ — [DJ 1:'
1 1
Bl = rt;n_ﬂ‘;z,_l _I_tzr:l:li - {D’ _1}

(0,1) #(0,-1) = Alima,

771420

*i

(0,-1
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UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI

CLASE 3 PARTE 2:
TEOREMA BOLZANO-WEIERSTRASS
PARA SUCESIONES.

Bibliografia de la Clase3Parte2:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 05.

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reiss7g;94g95. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



TEOREMA BOLZANO-WEIERSTRASS PARA SUCESIONES

By acctada =+ d subsicesidn @ converpente

Dem.

Bn = {{Il:lnn {I?:Ina {I-'i:lm {I-l:lm SR {Iq:ln:l

o, acctada = g, € Bla)¥n = A

e —a £r¥a = [fas]| <[Jd] 4=k ¥n
{zida| € ||oo|| % & ¥
I

(1), acotada en B ¥

(1;), acotada en I ¥h _/

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLC

sigue dem.




(:I } Elnl:'li]'hﬂlia £l R II?II'H. #‘ UN|VERS|DA[3RE)GEUALYARE?UBtf
[IT] | ..

¢ 3 1% subsucesidon i, = {(1,n) tal que (r1)1, — Ly en F
¢ 3 2 zubsucesidn i, = (2, 1), subsucesidn de la 1%, tal que
I::I-'_:::I-'_:In — L-'_: en I

¢ 33" subsucesidn i, = (3,n),
subsucesidn de la 2* y de la 1%, tal que (r3)s, —= Lien R

® Jg" subsucesidn i, = (g,n),
subsucesdn de las anteriores, tal que (r;),, =+ L, en B

Para esta Ultima subsucesion, convergea Li; la

componente i-ésima. Luego converge a
L={Li,Ls,. .., L)

., B
la subsucesion o




UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY

CLASE 4 PARTE 1:
INTERIOR, EXTERIOR, FRONTERA Y CLAUSURA

Bibliografia de la Clase4Parte1:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 07.

Ejercicios para la Clase4Parte1:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicioS 5 a 10

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y ReisssilgﬂggiS. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



DEFINICIONES:: UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI
Interiorde ¢ e€intC & B (ajC
Exteriorde ¢ beertC & JEB(MCCT

FronteradeC g< 70 &% EB({g): E.g)intersecta &y C*

Clausura o Adherenciade C ¢ — ;.4 Ll A

OBSERVACIONES:

@ b aEmil’ =2 pel

@ pEC +— pptedeser o no e mberor a C
qeC g intC = g ol

beertC = bEC
p& C +— ppiede ser o noser exterior a C

g C, g eriC = ge ol

g = 70 +— g piede ser o no ser perteneciente a O
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UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC/

URUGUAY

CLASE 4 PARTE 2:
ABIERTOS Y CERRADOS

Bibliografia de la Clase4Parte2:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 07.

Ejercicios para la Clase4Parte2:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicioS 5 a 10

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisssi394§(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



UNIVERSIDAD DE LA REPUBUC

DEFINICIONES:

C es un conjunto ABIERTO si intC=C

C es un conjunto CERRADO si & =C

o lo que es lo mismo si el complemento de C es abierto.

Importante: Un conjunto puede
no ser abierto ni cerrado.

ABIERTO: Si y solo si no contiene a ninguno de sus puntos
frontera.
CERRADO: Si y solo si contiene a todos sus puntos frontera.

NI ABIERTO NI CERRADO: Contiene a algunos pero no todos
sus puntos frontera.

ABIERTO Y CERRADO A LA VEZ: Su frontera es vacia.
Solo son el conjunto vacio o todo Rq.

84 /420



TEOREMA: Sucesiones convergentes en conjuntos cerrados
g, € O, lma, =L B3

& cerrado = Le O

Dem.
Por absurdo, si L no perteneciera a C, como C es cerrado
L perteneceria al exterior de C.
Existe una bola de centro L y radio epsilon >0

que no corta a C.
Entonces ningun elemento de 2n pertenece a esa bola.
Por lo tanto limitede 25 noes L. Absurdo.

URUGUAY 85/420



UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY

CLASE 4 PARTE 3:
UNIONES E INTERSECCIONES
DE ABIERTOS Y CERRADOS

Bibliografia de la Clase4Parte3:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 07.

Ejercicios para la Clase4Parte3:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicioS 5 a 10

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisssgsgﬂggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.
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URUGUAY .

TEOREMA 1.
La union (finita o infinita) de conjuntos abiertos es abierta.
La interseccion finita de conjuntos abiertos es abierta.

TEOREMA 2.
La interseccion (finita o infinita)

de conjuntos cerrados es cerrada.
La union finita de conjuntos cerrados es cerrada.

Observacion: Observacion:

La interseccion infinita La union infinita

de conjuntos abiertos de conjuntos cerrados
puede ser o no ser abierta. puede ser o no ser cerrada.
En el siguiente ejemplo En el siguiente ejemplo

no es abierta: no es cerrada:

b

ﬂ E’Un I::ﬂ::l = {ﬂ.} no &3 ablerto U Es_imle) = Byle) noes cerrado

87/ 420
n=1

n=1



Dem. Teorema 1.
Primera parte:

Unidén cualquiera de abiertos

pEUU; & pe U paraalpint
]

Uy abierto & Yol 3Bp) C T
+ Wpe| JU, 3BG U | o,
! i

3 | JUj ahierto. [
i

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | . |
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Dem. Teorema 2.
Segunda parte:

Interseccion finita de abiertos

N
pe (U, & pel, ¥a=12.. N

n=1

(, abierto & Ypell, 3B, (p)CU,
Ehjoler<r, ¥Yn=12 N
N
Er(p)CUn Yn=12.. N #ET@)[HUH

n=1

N

.

n=1

N
3 ¥pe (|l 3Bf)C

n=1

N
5 [ |Us abierto,

420 n=1



Dem. Teorema 2.
Primera parte:

Interseccién
cualquiera de cerrados

' cerrada & £F abierto
(ﬂ c;) = | | € abierto
) 7

= ﬂ 3 cerrado.
!

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
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Dem. Teorema 1.
Segunda parte:

Unidn finita de cerrados

O cerrado & CF aberto

[

I

Je.

n=1

N
— [ ] €= aberto
n=1

N
= U C cerrado. [

n=1

420
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CLASE 4 PARTE 4:
CONJUNTOS COMPACTOS

Bibliografia de la Clase4Parte4:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 08.

Ejercicios para la Clase4Parte4:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicioS 11 Y 12

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reissg!)gggi& Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



DEFINICION: Un conjunto de Rq se dice COMPACTO
si es CERRADO y ACOTADO. (1)

TEOREMA: Sucesiones en compactos de Rq.
Toda sucesion de puntos de un compacto

contiene alguna subsucesion convergente
a un limite que pertenece al compacto.

Dem.
B C compacto =P C acotado =% La sucesion tiene una

subsucesion convergente a un limite L en Rq.

B C compacto =¢ Ccerrado =# Lasubsucesion
convergente a L es tal que L pertenece a C.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | . |
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DEFINICION: Un conjunto de Rq se dice COMPACTO
si es CERRADO y ACOTADO. (1

CUBRIMIENTO }# deC: TEOREMA:
Coleccién de abiertos cuya Cubrimientos de compactos.

union contiene a C. Si K es compacto entonces
SUBCUBRIMIENTO de : todo cubrimiento de K por
Otro cubrimiento de C que se |abiertos contiene N
obtiene tomando algunos pero |algun subcubrimiento finito.

no necesariamente todos los Dem
abiertos de ' o _
'1} 1-'?={1”-'_:,1f-'_:,...,1”_|;,...}
b WclhCoclhe, . CcV,CVC...
A probar: U Vi o Por absurdo, suponemos que

r=1

wek aglJy  me€K @€V puadpin

j=1

_ o € Vi, C | |V} absurdo
B E Vi, ¥ 2N jn=2 .. iz
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CLASE 5 PARTE 1:
PUNTOS DE ACUMULACION

Bibliografia de la Clase5Parte1:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.1, paragrafo 09.

Ejercicios para la Clase5Parte1:

*Practico 1 del aino 2006, ejercicioS 5 a 12

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reissgi394§(§5. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



DEFINICION: a es un punto de acumulacién del conjunto
g si en todo entorno de a existen infinitos
C - I3 puntos de C.

Jo, € O\ {altqg Hna,=a=a

j‘:' Cimy ?é 2 t"‘]. Bn & El.l'nl::ﬂ:l M
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | <= | '
= lne, =
. OBSERVACION:

El o los puntos de

+ - acumulacion de C

- o No tienen necesariamente

. " que pertenecer a C.

. * NOTACION:
- C’ = el conjunto de puntos
. «0 || de acumulacién de C




TEOREMA de BOLZANO-WEIERSTRASS para
CONJUNTOS:

Si C es un conjunto infinito y acotado

entonces existe algun punto de acumulacién de C.

Dem. UNIVERSIDAD DE LA REP

Canhntbs = de, € 0

de elementos todos diferentes entre si
C amotado , g, € & =

Por el teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones

URUGUAY

= d subsucesion o, — o £ R

a es un punto de acumulacion de C N

95/420
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URUGUAY

CLASE 6 PARTE 1:
FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Bibliografia de la Clase6Parte1:

*Ernesto Mordecki: Funciones de Rn a R. Desde el principio
hasta la seccion 1 excluida.

*Courant: Introduccién al Calculo y al Analisis Matematico.
Volumen 2. capitulo 1, seccién 1.2

Ejercicios para las clase 6

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 1y 2

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reissg5394§95' Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



Funcion real: si el codominio (donde toma valores f)
esta contenido en los reales.
F-DCBE—E

Funcion vectorial: si el codominio esta contenido en
£ . i F
IE con s >1. _iFDCE — [

Funcion de varias variables reales: q > 1
P =&k = I[.Ile-'_.'lJ. ..JIg::I

fipl = fix) = f{ry,rs,...,1,]

fF.DCR— R F DCR—R
F=%X=1(I,¥,3] p=x=(ry)
f(p) = f(x) = f(z,y,2) . flp) = fix) = flr,y)




Ejemplo: Funcién real de dos variables.

2 = flr, y)

Dominio D

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
URUGUAY -- ”x._,» /
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SUPERFICIE GRAFICA de FUNCION REAL de 2 VARIABLES

f DB — B : = flr, y)
1{r,y, =) c B (r, e D, == flr, yi}

7 (x.y.Z): z= T(x.¥)

UNVERSIDAD F LA REPUBLCA | ==

URUGUAY




UNIVERSIDAD DE LA REPUB[

URUGUAY

CLASE 6 PARTE 2:
CURVAS DE NIVEL

Bibliografia de la Clase6:

*Ernesto Mordecki: Funciones de Rn a R. Desde el principio
hasta la seccion 1 excluida.

*Courant: Introduccién al Calculo y al Analisis Matematico.
Volumen 2. capitulo 1, seccién 1.2

Ejercicios para las clase 6

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 1y 2

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



CURVAS DE NIVEL.:

Lugar de puntos en el plano
dentro del dominio D

tales que f(x,y) = k

e, e B flr )=k} & cte

o
P

=0 P4y =k da de radic vk
k=10: I?-|-y?=|:|p‘llﬂt:]|::|:|,|:|:l
b0 4y’ =kes el corjunto vach

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL

URUGUAY
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CLASE 6 PARTE 3:
FUNCIONES VECTORIALES

Bibliografia de la Clase6:

*Ernesto Mordecki: Funciones de Rn a R. Desde el principio
hasta la seccion 1 excluida.

*Courant: Introduccién al Calculo y al Analisis Matematico.
Volumen 2. capitulo 1, seccién 1.2

Ejercicios para las clase 6

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 1y 2

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



‘_;IE:JE:'I::IFE';''—"Il;l'i45
j:'=x=l,iI1:Ig-JI,3.,---;Ig:|

fipl = fix)= flr, r2,. .., pg) E S
Sip) = Uhip), £ip),. o Slp)) € BT

EJEMPLO: f B R
{P:' .iF{I H:'—{I o, F+4y—+ ry, £E‘I+F::I

UNIVERSIAD DELA REPUBLICAM # I:I 5"::' .il:i'l:-"-' |-IEI'::| ke I:I'E:I




CLASE 6 PARTE 4:
CONJUNTOS IMAGEN Y PREIMAGEN
FUNCIONES ACOTADAS

Bibliografia de la Clase6:

*Ernesto Mordecki: Funciones de Rn a R. Desde el principio
hasta la seccion 1 excluida.

*Courant: Introduccién al Calculo y al Analisis Matematico.
Volumen 2. capitulo 1, seccién 1.2

Ejercicios para las clase 6

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 1y 2

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



Dada una funcion - [} [B9 +— [B°

CONJUNTO IMAGEN es
f{‘D:' — {'.'I-’ ey = f{xjpara alpin x £ E'}

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
URUGUAY m /




Dado un conjunto C contenido en el codominio
CONJUNTO PREIMAGEN de C es

Flicy=IxeDC®: fixeC}

fi F/Yfc)C C

- o

F e

106/ 420



DEFINICION: Una funciénreal f - DCRBI— R
es acotada si

f{x)| < K ¥x € D C B

DEFINICION: Una funcion f: L} C B9 — E°
es acotada si

| fix)|| = & ¥xe D C B4

OBSERVACION: La funcién es acotada si y solo si el
conjunto imagen es acotado.

| fix)|| <= ¥ ¥xe D &
D) C Br{D) &
FiD) es un conjunto acctado de B

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | e |
wow - g




CLASE 7 PARTE 1:
LIMITES DE FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES

Bibliografia de la Clase7:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.2, paragrafos 11, 12 y 13.

Ejercicios para las clase 7

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 3 a 11

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



f : _D C ]Eﬂ — ]E‘-" UNIVERSIDAD DE LA REPU
p=X=1rra,...,
g
a=(my,a,. . .,8. & D
DEFINICION: Se dice que

fin f(5) = LE R, F(p) —pe LER

cuando

Yex= dd=0t q.

peD, <lp-d| <5 = |f) - L] <e
N — —
peEj (o) flpEE (L)

Nota: Bola reducida de centro a. radio delta. es la bola abierta

sin su centro a: E.;'::E':' = E.gl::ﬂ-:l "'-L {ﬂ-}







EJEMPLO. Probar que existe y es igual a cero el siguiente
Limite: ~
Xy

lim = - =10
I:II-E":I_I:DIDII -+ o-
.'_:
* i
ilr,y)e Be((0 0)) = < ef
COORDENADAS POLARES: g = ‘Fl,-"l_-'_: n y-'_:
I::I:I y:l =."||£ I::DJD::I ¥

w2 € [0, 2or) / P /H
I = prosy, ¥ = paen, kﬁ/




a

I
4 yf
5y #10,0) = 1=poosy, y=p=ny, e [0, 3]

= gf

r,y) e B((0,0)) =

3 3 4
ry =p31:':::3:,55=5:11':,5 0OS L7 3el”
ip<d = p3 nf:, Y < Ef
it

E,

I?‘I‘y?:_ﬂ_

g = p E‘::'E:,.'JEEJ].?:,.'J“':_:F'].*’-':-5=E
e =l eljod =c¢




CLASE 7 PARTE 2:
LIMITE DE FUNCIONES
COMO LIMITE DE SUCESIONES

Bibliografia de la Clase7:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.2, paragrafos 11, 12 y 13.

Ejercicios para las clase 7

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 3 a 11

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisiiaq/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



Reco_rdemos la definicion de limite de una funcion:
Se dice que]ilif@} _ L e Eﬁj ,iFGD} —'F—ﬂ L = R-E
Ye= dd=0t q.
peD, D<lp-df <6 = |ftp)-L] <
——
pEE] fa) flp)EB, L)

cuando

TEOREMA: Limite de funciones como limite de sucesiones.

Im fip)=L & Ya,€ Dtqe,—e o,#0

= cumple: fla,) — L



Dem. Directo

Ye=0dd>=0tq.
pel,0<|lp—ol| <d = ||f(p) - L] <¢ (1)

II:'Lr.lE"E:I:I'I:'Lr.li"ér:'hl'I'-'Lr.l_llu =}
INtgn=N = 0<|la,—al|| <8, eneDl (2)

(2, (1) =

nEN =2 0<|le,—e||<d, en €D = ||flog) — L|| = ¢

Hemos probado que

Ye=0d N tqg. N ]ﬂﬂf{ﬂn}=L
nEN = |[flon)— L <.




Por absurdo, =1

FP—Aa
Jeg = 0 £.q. ¥ = 0, en particular & = 1/ se cumple:

Jan € D, D < lan —al| < jn, ||f{an)— L] = ea> 0 (3)

Dem. Reciproco

Lo anterior se obtiene NEGANDO la definicion de limite
de figual a L.

g€ D, 0= ||, —g|| <1l/n = g, e D, 6, # 8, 8, 8
Hipdtesis  f(a,) — L (4
(2}, (4 =
|L- L] ZjEE.ME:D = [ > 0abswrdo L




CLASE 7 PARTE 3:
LIMITE INFINITO Y
LIMITE CUANDO P TIENDE A INFINITO

Bibliografia de la Clase7:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.2, paragrafos 11, 12 y 13.

Ejercicios para las clase 7

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 3 a 11

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisii?q/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



1 Vimos la Definicion de Limite L en Rs
Cuando p tiende a aen Rq:

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI

URUGUAY '

Min fP)=LER  F(p) —pua— L
e = 04ds =0 t.q.
peD, D<|lp—a <5 = ||fp)— L|| < e

2 DEFINICION: Limite Infinito cuando p tiende a aen Rq

lin f(p) —oco @ B®  Fp) —tp_a= o0
YR =038 =0t
pe D, 0<|lp—a|l <5 = ||Ffp)l > K

118 /420



3 DEFINICION: Limite L en Rs cuando p tiende a infinito.

PJEEE:.f{P} = L e E° fip) —p—ca= L
e =0dHF =0t q.
pe D, |l > H = [|£(p) — Ll| < ¢

4 DEFINICION: Limite infinito cuando p tiende a infinito.

Him f(p) =00 f(P) —rpce= 00
YR = 03H =0 t.q.
peD, |v]l > H = [|F@)| > &



CLASE 7 PARTE 4:
PROPIEDADES DE LOS
LIMITES DE FUNCIONES

Bibliografia de la Clase7:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.2, paragrafos 11, 12 y 13.

Ejercicios para las clase 7

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 3 a 11

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



|1. UNICIDAD DEL LIiMITE: |

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | == |
URUGUAY '

> L=L

lin f(p) = L
p
Bin fip) = L'
. 2.
3. Limite
de funciones
Vectoriales

f-OCRHRE

Si el limite L existe en Rs entonces la
funcion es acotada en un entorno de a.

=LecE

fiz) = (filp), flr),

~ & ]ﬂﬂfg@})=ﬂf

]imfip}:L:{LlJL?J---;L;}EEE F—d



4. LIMITE DE LA SUMA DE FUNCIONES

lin f(p) = L
kim o() = A - #E_ﬂ:ﬁllf{p:l-l—g{p}=£--l—ﬂf

[5. LIMITE DE UNA FUNCION POR UN ESCALAR]
N
Bm f{p) = L € B
F—na

J;miipllﬂem - = hm A{p]fip) = AL

p—a P—d

6. DESIGUALDADES DE LIMITES PARA FUNC. REALES.

ho:DCR =R flr) <g(r)¥r#a
]]:Iil_ﬂif{P:'=L -

= L < Af



EJEMPLO. Calcular si existe, el siquiente limite:

log(1 + 4 y?:l

L= ln
(rel—fom ¥4 y® 4 ry’
| 3

log(l + '+ ¢  log{l+°4+47) 4y

4 yf 4 ry? 4 yf P4y 4 ry?
log(l + £* 4 ") log(1+ #°) S Ly
I'-_-:'_|_ y'-_-:' F? | I|:l—|l:|
p=Vr+y’
I"_ﬂ"_l_ y"_‘"

— L3 —_— ,
oy~ b [L=L L




g 3 5 |
I + ] ' Fy- UNNERSlDA[BR&EUALYARET
I+ y + ry

Vimos en el ejemplo de la primera parte de esta clase:

Hiim Iy?

0
trg— 0,0 2 +

= lim 4y

=1/{1+4+0)=1= Ls
(r)—tom r? 4 y? 4+ /' ) :

L=0L1 la=1x1=1
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CLASE 7 PARTE 5:
LIMITES DIRECCIONALES

Bibliografia de la Clase7:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.2, paragrafos 11, 12 y 13.

Ejercicios para las clase 7

*Practico 2 del aino 2006, ejercicios 3 a 11

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



Sea una funcion real de dos variables: D IFE? —

a=(0,0)e D

Limite de f cuando p tiende al origen a=(0,0)

Direccion por el origen: rectas del plano x,y
gue pasan por el origen y tienen pendiente Lambda,

o recta vertical x=0 (pendiente infinita). 1 = }'ILIJ r =]
DEFINICION: Limite direccional
de f segun la direccion con ;]_i_l:% f{I, ":!"I:I

pendiente Lambda es:

En particular si la pendiente es 0 : K _iF{I, I'_'I::|
r—0
Limite direccional segun la direccion
x=0
Himo £(0, )

126 /420



TEOREMA: Limites direccionales

lim firy}="L = 3 lnites direccionales y son todos guales & L
|:I|y)—|:|:|,|:|:| "1:5"":

LIMITE A LO LARGO DE CURVAS CONTINUAS:
oy =yl r) conbinua | iy, =y(r,)
Lo = Ym f(zr,y(r)}
I—rI.
TEOREMA: Limite a lo largo de curvas

in fir,y)=L= 3L, yesipualal
..?":

|:.'I.' l_[.'::l—l'.'l.



Dem. Teorema de limites direccionales.

Ye=0dd=0%tq
Lyl e D0 <|liny)l| <6 = |[fir,y)— L <e (1)

y= Az, [|(5,9)ll =ll(z, Az}l = V14 22 1]
Elijo & = &/ 4/1 + A2
0= |z| = é1 =
D V1442 2| <8 =
0 < ||{x, AL)]| = &

Ny | fiz, A} — Lf| < e sigue
por (1)




Hemos probado:

e = 0dd > 0%.q
(r,Ar) e D, D] <dy = ||flr,Ar)— L)| < ¢

lim f{r,Ar) = L

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC
URUGUAY |
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CLASE 8 PARTE 1:
CONTINUIDAD DE FUNCIONES
DE VARIAS VARIABLES.

Bibliografia de la Clase 8:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.3, paragrafos 15, 16 y 17.

Ejercicios para las clase 8

*Practico 3 del ano 2006.

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%ié;/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Agosto 2006.

Derechos reservados.



Sea dada F.DCEY— R-, o = [}

(no se define continuidad en puntos a que no pertenecen al dominio de D)

| DEFINICION. Continuidad de f en el punto a: |
f conlhnuaen a € L} s

Fe=0dd =0t.q

peD, |[p—af| <& = ||fip)— fla)l| <«

p=Bafa)nD Flp)=Bal Fla))

| DEFINICION. Continuidad de f en el conjunto D |
f conbinua en f7 s

f confmmvaena ¥ac [

131/420




TEOREMA [¢  pimaenac D' & Yim f(p) = f(a)

OBSERVACION:

. .| puede o no existir,
f oo conbinuaen . — ;]-i—ui fizll pero si existe,

es diferente de
f(a)

e

EJEMPLO: Encontrar los puntos de continuidad
y discontinuidad de la siguiente funcion:

flr,y) =1 $h—1 szl
<

3rdy® Ar«l

URUGUAY 132/420



f{rjy}=/r?-|-iy—l 311 7]
dr+ 7 Ar<h

A={r=0} _
) Eﬁeﬂﬂﬂr! y} -1
E={I¢::I:I} |:IE::| ﬁﬁﬂﬂf{rjy}=

bH—1=F & b=1
f continna en {{r,y): r#0} yen(0 1)
f discontinna en (0,5) 21 b #£1
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CLASE 8 PARTE 2:
PROPIEDADES DE LA
CONTINUIDAD

Bibliografia de la Clase 8:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 1, seccion 1.3, paragrafos 15, 16 y 17.

Ejercicios para las clase 8

*Practico 3 del ano 2006.

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
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1. FUNCIONES VECTORIALES CONTINUAS
f-DCR R

flpl = (AG). folp), fulp), - Pl e

f continna & fy, fa, ..., f conbinuas

2. FUNCION REAL CONTINUA CONSERVA EL SIGNO
EN UN ENTORNO DEL PUNTO DONDE ES NO NULA

fF DCR— R

f continmaena, fla) £
= flp) # 0. ¥p € Es(n)



3. La suma de funciones continuas es continua.

4. El producto. de una funcion continua por
el escalar A continuo, es continuo.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA;:
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COMPOSICION DE FUNCIONES: g f {F:l = g {f {F:' :'

IE-E

N

fi
.ﬁ 0
7

C
flr)

g0 f(p)

Q, & 40
JoT

g{fiD)

!

[DCBRE fDjcC 9:CCR-E

20 ll_.-".



Dem. que la composicion de funciones continuas es
continua.

o —+akE [ 2 fle,) = fla) e C

§ oonknua

fla) = fla)eC =, glflen) — glf(a))
¢ conbinia

g, —aE D =2 g fle,)) = g(f{e)) = gof conbinua

UNIVERSIDAD DE LA REPUBU
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TEOREMA (Caracterizacion de la continuidad por abiertos.)

Una funcion es continua si y solo si la preimagen de
cualquier abierto es un conjunto abierto.

f. B — [ conbinua

I

FHVY) ablerte WV C B® abierto

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | e |
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Dem. Directo:
ac fH{V) & fla)eV
flale V'V ablerte = 3JE(fla))C V¥
f continua = JBs{a) t.q.
pE Bj{a) = f(p) € Bf(a))
pEBila) = fip)c BLfla)) CV
pE EBila) = flpleV =pE _;F_l[lf'}
Es(a) C f71(V) = ainterior a f'{V)
f7HV) abierbo




Dem. Reciproco:

FH{1) ablerto ¥V abierto
Ve 0 f7 (B f{a))) ablerto
fla) € B.f(a)) = ac f7(B.(f(a))) ablerto =
38> 0 t.q. Befa) C F{B{f(a))]

pe Bila) = flp) € B f(a})
f conbinia
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F conbinua I compacto

=  fl) campacto

Dem. -
12 parte: demostrar que f{ﬂ_} acotado

Por absurdo si f(K) no fuera acotado:

3gn € fIK) ta gl = n

qn_rmll E[n_l'l::l:l

URUGUAY | 144/ 420 s i g u e



Teniamos: gG; —+ ¥l

0 € fI) = go=flpa) meEL

M compacto, poe k. =2 dp tg  Hmp =pE B

tim f(p:,) = Yimg,, = F(p) € F(K) absurdo

27 parte: Demostrar que f(K) es cerrado. Por absurdo:

dg e df(&), g& flI)
Jg, € fIK) tq g,—o@ f{K) g —g#& f{R)

Repetimos el mismo argumento recuadrado en verde.
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fF DCR—R
Maximos y minimos (absolutos) de funciones reales.
DEFINICION: EI VALOR de la funcién fen el puntoa = I}

Af = f(a)

se llama MAXIMO (absoluto) de f en D si
fla) = fipl ¥pe D

OBSERVACION: El maximo existe cuando el supremo
se alcanza en algun(os) punto(s) de D.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC

URUGUAY

OBSERVACION: El maximo (absoluto) si existe
ES UNICO.

Se puede alcanzar en uno o muchos puntos a del

Coniunto D.



fF DCR—R
Maximos y minimos (absolutos) de funciones reales.
DEFINICION: EI VALOR de la funcién fen el puntob = I}

m = (b

se llama MINIMO (absoluto) de f en D si

fib) < fip) ¥pe D

OBSERVACION: El minimo existe cuando el infimo
se alcanza en algun(os) punto(s) de D.

OBSERVACION: El minimo (absoluto) si existe
ES UNICO.

Se puede alcanzar en uno o muchos puntos a del

Conjunto D.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | e |
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TEOREMA DE WEIERSTRASS.

Toda funcion continua en un compacto K tiene
Maximo y minimo en K.

Dem.
FflI) compacto

FiI) acotade =

g, e i) tq go —+ 5
FlI) cerrada =

g, = fllK), gob— 5 = &Se flI)

= daoe A tq fla)=25
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DEFINICION:
f es uniformemente continua en el conjunto D si

Fe=0da =0
(independiente de a € D) t.q

o,p€ D, |lp—of| <8 = [|flp)- fla)l| <

TODA FUNCION UNIFORMEMENTE CONTINUA EN D
es continua en D, pero el reciproco es falso.
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EJEMPLO. Probar que la siguiente funcién es uniforme-
mente continua en todo el plano R2:

| fip) — fla)l = |op — pa| =
[I2l] = ]l

Conclusion:

Terlelioa=rc
lp—all <6 = |fip) - fla) <e

.
=)
I
B
M
G
|
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EJEMPLO. Probar que la siguiente funcion
no es uniformemente continua en R2.

flr,yl=1r"+y

NOTA: Por el teorema de Heine que veremos luego esa
funcion es uniformemente continua en cualquier compacto
contenido en R2.

Dem. Por absurdo, si lo fuera:
Fexrl e=1 dd=0t.q

lp—ell <é = [fp)— fle)l <1

p=Vr 4y’

|F(p) — £lall = |7z —pal = (o + pa)lop — £l

Siaue



|lp—el| <d = |[flp)— fla) <1
| Fip) — F(a)| = |7 — 72| = (o + Pa)|Pp— Pl
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1. Si f es uniformemente continua en D entonces
es uniformemente continua en cualquier subconjunto de
D.

2. Si f es uniformemente continua en D y en E entonces

es uniformemente continua en la union de D con E.
Es también cierto para una unidén de tres, cuatro, o una cantidad finita de
conjuntos. Pero es falso para una union infinita.

3. Sif es uniformemente continua en D entonces
para toda pareja de sucesiones

B, 0 by e D)t

UNIVERSIDAD DELAREPUBL’ICA = H_;Flillnll — flif.‘-ln:l H —+ [
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. EJEMPLO. Probar que

flr, )= i - 10 es Unfformemente continiia en B \ 400,03}
r 4y
1 1

_ — 0
||gn — Fal| YN
| flgn) — flpn)| =240
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TEOREMA de HEINE.

UNIVERSIDAD DE LA REPUB
URUGUAY . .

N
B CR A compacto fes

_ . ;o= uniformemente
f:h — B* conbinua continua en K.

Dem.

For absurdo, suponpo que exaste e = 0 £.q.

Yo =0, d=1/m Ip,, g, € K,

lPe — gall < 1jm, || f(pn) — flgn)l| 2 €0 D

”.HP::' — f('?::'”‘.fr' ] sigue



Teniamos:

H‘Fn gnl|| = ].I."ﬂ.‘

|11 £ — Fa )] 4 0

K compactop, E K g, e A =

Ipi, = p < K

N
= |lpe, — 2|l — |lp— 2

1
|Pen —gia]| = —— D

T

=

-

g; — g = ML

[ £(pe,) — £lai )| — 0

absirdo

0]

|flp,) - (qt)H-*HfEPJ fla)l| =D pties p =
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DERIVADAS PARCIALES
DadaZ = f (X, %) af

La derivada parcial de f respecto de x ox es

la derivada de f como funcidén de una sola variable X,
dejando y constante. af

La derivada parcial de f respecto de y f;'y es
la derivada de f como funcién de una sola variable vy,
dejando x constante.

& 7, B
a_iﬁln,ﬂn} = ;]il_r.% flan + ’y”; £ {xo, o)
t‘_;"'f 1 f(ID:EfD‘I‘;C}—f{ID,yD:]

@(Iﬂayﬂj = lim I-

k — I:I 162 /420



Notaciones para las derivadas parciales:

EJEMPLO:

flx,y) = 35~'3g—|-gr‘3:.': + 7
of
IRC -
o T+
3 f )
@—Sy r+1

of 3f

UNIVERSIDAD DE LA REPUBUC
URUGUAY




INTERPRETACION
GRAFICA:

Recta verde de
pendiente

of
By

—— (a)

Recta rosada de
pendiente

o f
@;:-:

—(a)

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA ™
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Se definen las tres derivadas parciales

@f@_f@_f 0 frfy f‘-

PARA FUNCIONES DE TRES VARIABLES:
flz,u, 2]

dr Jy Oz
derivadas respecto de x, y 6 z respectivamente
dejando las otras dos variables constantes.

PARA FUNCIONES DE q VARIABLES:
f DCRf— R

_ £ \ of of of
£ = Il,Ig,...,Ig D_,I—Il aIE a—Ig
8f .\ Fla+le) — fla)

SIJ-{EJ_E—IFIL] A
e; =(0,0,..., _1_,...,0)

lugar ;
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OBSERVACION IMPORTANTE:
Para funciones f(x) de una sola variable real:

Existe derivada f’ IMPLICA que f es continua

Para funciones f(x_1, x 2, ..., x_q) de mas de dos
variables reales:

Existen las derivadas parciales NO IMPLICA
que f sea continua.

Existen funciones de varias variables:

* continuas que no tienen derivadas parciales.

* que tienen derivadas parciales y no son continuas.
* que no son continuas ni tienen derivadas parciales.
* que son continuas y tienen derivadas parciales.
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MATRIZ JACOBIANA. f.DCR2 R

f=_0f,fo . fs)

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY

fi!: :fi(I].:IE:---,Ig)

J f (a) es la matriz con s filas y g columnas, tal que
en lafila i, columna j, tiene el termino  f, ()
d

:5‘::-:_,-

_aflfal"l aflfal"g aflfalq_
@fgfﬂll :ﬂfgfcal"g :ﬂfgf@Iq

Of,/0x1 Of/0xs ... Of/0xy




EJEMPLO. Hallar la matriz Jacobiana en el punto a = (1,1) de
la funcion f siguiente:

flz,y,z) = Tt

of +ii 4+t Of et O o i
=g Ty _ 3ttt —=lze
br By e Bz
af . 3 af _ n 2 af 3
5-(1,1) = le —ay{l,l)—ﬁe 5 (L1) =2e
Jf 1x3

Jf = [ oIy +3 3@;35”5’3“2 Yooy 3 }

JF(L,1)=|e® 3 2

1697420



EJEMPLO. Hallar la matriz Jacobiana en el punto (1,2) de
YL R .
f{I: E.I’:] o (I H,c ,EED(E‘HE{) )

Jflz,y) 3 x2

CDxe Jxty” i
Jflz,y) = dxer v fflg;r‘gr.f'rzﬂ’4=
0 27 cos(2ay)
16 12

Jf{l, 2) — | 2elT 32elT
§ 2T
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DERIVADAS PARCIALES SEGUNDAS: Se obtiene derivando
parcialmente respecto a una variable x_i (dejando las demas
fijas) y a lo que se obtiene derivandolo parcialmente respecto
a otra o la misma variable x_j (dejando las demas fijas).

&f 0 [8f &f 8 (Of\
dxr  Ox (SI) Jar ayax_ay(ax)_f“

f & (8f Bf 9 (8F\
By’ By(ay) W | 5ray B (a’y)_fry

N _
N

Derivadas “iteradas’

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI
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EJEMPLO: Calcular las derivadas parciales primeras
y segundas de f. Verificar que las derivadas iteradas son
iguales entre si.

flz,y) =€+
zi = EIEIEJrHE jii — (2 —l—ﬂl;rg]er +of
j; — 3yt T ;EI — fixyle Y

dydr  Brdy ~—_ Iagf _ fyylet Y
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DEFINICION:  { de clage 1

si existen derivadas parciales primeras y son todas
continuas.

DEFINICION: f de clagse 2

si existen derivadas parciales primeras y segundas y son
todas continuas.

DEFINICION: f d_E C]_EEE (T

si existen derivadas parciales hasta orden r y son todas
continuas.
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EJEMPLO:
Encontrar si existe una funcion f(x,y) tal que:

fo=e"T¥=¢"eY f,=¢ € +cosy

UNIVERSIDAD DE LA REP

fr= =g e o
=  flzx,y) =" ¥ + Aly)
= fy=e ¥+ Aty
= Aly) =cosy Afy) =seny+ K

=  flr,y)=e" ¥ 4 seny + K
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DERIVADAS DIRECCIONALES: Seaf Y
f:DCR - R, D abierto, a={xy,y) € D

Sea un versor u, que da una direccion por el punto a:

u = (cos#,zend), & |0, )

Derivada direccional en el punto a
segun la direccion del versor u: es la derivada de f a lo largo
de la recta que pasa por a colineal con u:

o f - fla+ Au) — fla)
::3'*1.-:( a) = EE% A

1771420
b |




INTERPRETACION
GRAFICA DE LA
DERIVADA
DIRECCIONAL:

Recta r tiene
pendiente:

of
L

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | == |

URUGUAY LIET i
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Las derivadas parciales son dos derivadas direccionales
particulares: en las direcciones de los versores

u=-e = (1,00 yu=e =(0,1).

respectivamente.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC
URUGUAY '




Las derivadas parciales son dos derivadas direccionales
particulares: en las direcciones de los versores

u=-e = (1,00 yu=e =(0,1).
respectivamente.

a—f(ﬂ) _ )i £t e — f9)
g B fe— [ f :

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC
URUGUAY '




Para funciones reales de q variables:
f DCR'—R

Dado un versor u de R%? | la derivada direccional
en el punto a segun la direccion del versor u es:

of _ fla+ du) — f(a)
5,00 = im )

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

URUGUAY '
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foy)=2"+y a=(rm,m) u=(cosf,send)
EJEMPLO

o f o {zg+ Acosd) + (1 + Asend)® — (25 + 77)
—{a) = lim =

3’0’; A—0 A

}le 2cosf{zy + Acosf) + 2senBlyy + Asenf) =

2xpcosd + Zypsend

En particular, en el punto a = (1,2), la derivada direccional
segun versor 4y — (n:r:ﬁﬁ senﬁ) es:
]

i‘i{l 2) =2cosf +dsend
o f
6 =0, uw=(1,0), 25(1,2) =2
6 — /2 w—(01) z—i{l,zj—d
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OBSERVACION: UNIVERSDAD DE LA REPUBL

URUGUAY

derivadas direccionales — derivadas
en todas las direcciones — parciales
1 derivadas 1 derivadas direccionales
parciales 5’5’ en todas las direcciones
f{I: y] = 1 =1 L = O
flz,g) =0sizy#0
a O+ &,0) — FI(O,0 1 —1
fe— fr. fe—r 0 fr
5 0,0+ k) — F(D,0 1 —1
T kD s . —0

2 = {::CEE,SEHE] #=£ 0,6 £ /2

ﬁf{D 0) — lim FflAcosf, Asen ) — F{O, 0} _ lme_ 1

A—0 18}’-420 A— 0




OBSERVACION

1 derivadas direccionales
f es continua. = J derivadas direccionales

UNIVERSIDAD DE LA REP (

URUGUAY .

= f =8 continua.

3
r .
EJEMPLO: J flz,9)= 5 #0
flz,0)=0
) O
lim f{0,4) =lim — =0 = L4
1y —0 y—0 ¢
- 3 - IE
lim £z, %) = lim 5 = 1= L
L Lr:n — HEEL x,
170 = A By Y

f{z, %) no es continua. en {0, 0)

185/ 4

u = (cosf,senf)

of
—(0,0) =
(0,0
. f{Acosd, Asend) — £(0,0)
A—D A

o Meosd ,
ziﬂﬁisenﬁ = 051670

0—0

=lim——=08#=0

A—

Existen derivadas direccionales
en {0,0) segln todas

las direcclones u.



OTRO EJEMPLO:  flx,u) = \/IE + *

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

f es continua. en (0, 0) i

2@ = {cosf,sen f)

eﬁ'fm 0) — hmf{hu:r:ﬁﬁ,}usenﬁ] — f{0,0)
o A—] A

’ Vv AZeos28 + Algen?d
= l{m
A— A

No existen derivadas direccionales en (0, 0).
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Sea dada un funcion f en un abierto D, y un punto a en D:
f . DCR— IR, D ablerto, ae D

Para cada punto p = x en un entorno de a

se llama incremento Delta x P=X E L}é{g) — [
al vector p-a = x-a

AX=X—a=p—d

DEFINICION: Se dice que f es diferenciable en el punto a si

3 transformacion lineal D f{a) : R? — R®
tal que

flp) — fla) = Df{a){p —a) +elp) - |lp — o

llﬂl = (]le — D UNIVERSIDADDELAREPUBLIC

o

URUGUAY .
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MNotaclones:
— f{a) = Df(a){Ax) + of ||x —
fix) — fla) f(ﬂ)(iﬁ i({iille\lﬁ
Af = fix) — fla)
OBSERVACION:

1 derivadas parciales en @ = f diferenciable en @

TEOREMA:

f diferenciableen g = 3 derivadas parciales en o
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‘ TEOREMA. ‘ UNIVERSIDAD DE LA REPUB

f diferenciable ena = 3 derivadas parclales en a
Ademas:
La. matriz asociada. a la transformacion lineal D f{a)
a5 la. matriz Jacobiana Jf{a) es decir:

_aflfal"l aflff'al"g_ _ﬂIl_
Of,/0xy ... Of,/0x, | | Az,

Ax;=2; —a;

X={Z1,..., Ty a=I(a1,...,a,

Ax=x—a=(x;—a1,...,2, —ay)




Dem.

—

| asociada a la transformacion lineal Df{a)

—

flathe) S0 _ppe. , dothelh
-, }El}]f(ﬂ_l_hfé) _f('l) =Df(£1)€i

Sus componentes Dfy(a)e;, Dfila)e;, Df;{a)e;for-
man la columna. j-ésima. de la matriz Jacobiana Jf{a).

Existen las derivadas parciales 8f,/dx; = Dfi{a)e; v
son lguales al término en la fila £, columna. § de la matriz

UNIVERSIDAD DE LA REPU
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OBSERVACIONES:
1. Por el teorema anterior:

f diferenciable en @ = 3 derivadas parciales en @

: 1 derivadas parciales en ¢ 5 f diterenciable en o

pues

Para. que f sea diferenciable en a, ademas de existir
la. matriz Jacobiana Jf{a) {es decir todas las derivadas
parciales) se necesita que
) — fla) — I fa)lx— o
X, Ix—al
. Af— Tfla)Ax
lim
A0 lngzﬂ}i | |

= (J

=
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OBSERVACIONES:
Del pizarron anterior

7 derivadas parcialesen ¢ = f diferenciable en a

Sin embargo, demostraremos mas adelante que

7 derivadas parciales en p f diferenciable en
y son continuas ¥ p € Byla)

Esto ultimo da un procedimiento suficiente (pero no
necesario) para probar que f es diferenciable:

hallar las derivadas parciales en un punto p genérico
(si existen) y demostrar que son continuas.
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DEFINICION: Si f es diferenciable en el punto a
se llama DIFERENCIAL de f en al punto a:

D fla){Ax)

o (segun el autor) también a la transformacién lineal:

Df{a)

UNIVERSIDAD DE LA REP

URUGUAY
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EJEMPLO. Calcular el diferencial de f en (0,0) siendo:
flz,y) = e + 2sen(2z — y)

Jflr,y) = | ™ +4cos(2x —y) eV —2cos(2z —y) |

f es diferenciable porque sus derivadas parciales
son continuas.

Jf(0,0) =[5 —1] Ax={Ar, Ay) = [z - 0,5 -0) ={z,7)

Df{0,0)Ax = Jf(D,D)-(ﬂg) = 5Ar— Ay = b —y

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | 2 |
URUGUAY 96




UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |

CLASE 12 PARTE 3:
DIFERENCIABILIDAD
Relacion con continuidad y
derivadas direccionales

Bibliografia de la Clase 12:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 2, seccion 2.2, paragrafos 24, 25 y 26.

Ejercicios para las clase 12

*Practico 4 del aino 2006, ejercicios 6, 7,9y 10.

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reis%i% 452(35. Montevideo. Uruguay. Setiembre 2006.

Derechos reservados.



TEOREMA. Diferenciabilidad y continuidad.

f diferenciable en a ;:. f continua en a.

Dem.

f(p) — fla) = D fla)(p — a) + €(p)||p — o]

litm e(g2) = O

lim f{p)—f(a) = lim D f{a)(p—a)+<(p) [p -0 = 0+0 =0

lim f(p) = fla]

F—o
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TEOREMA. Diferenciabilidad y derivadas direccionales.

f diferenciable en a #:. Existen derivadas
direccionales y son

of

) = Df(ayu

Dem. UN'VERS'DAEREGEUALYAREP;UB;;
f{ﬂ-‘l_.:’kﬂ-}—f(ﬂ} Bf{ﬂ)}'ﬂ‘l‘f(ﬂ—l—}uuﬂh‘
A N A
lim fla + Au) — fla) = Df{a)u

A—0 A



PROPIEDADES DE LA DIFERENCIABILIDAD:
1. La suma de funciones diferenciables es diferenciable y

D(f + g)la) = Df(a) + Dgla)

2. El producto de una funcion diferenciable por un real
es diferenciable y

_D { Af:] — .-}LD f UNIVERSIDAD DF LA REPUBLIC
- URUGUAY :

3. Veremos mas adelante que la composicion f o g de
funciones diferenciables es diferenciable, y que vale
la REGLA de la CADENA

D(f o g)(a) = Df(g(a)) . Dg(a)
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Sea dada una funcion real de dos variables f(x,y), definida
en una abierto D. Sea dado un punto
g th = (ID: yﬂ} c L

DEFINICION:
Plano tangente a la superficie grafica z= f(x,y)

en el punto (ID,EID: Eﬂj FAIES f(ID:yDj

es (si existe) el plano que
contiene a todas LAS RECTAS TANGENTES

por el punto {ID, 70 s EEI]

a las CURVAS CONTENIDAS
EN LA SUPERFICIE, que pasan por L0, 20, 20 )

Ver figura siguiente

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | |
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z=t(x.y)

UNIVERSIDAD DE LA REPUB
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Si f(x,y) es diferenciable en el punto (ID: 3"'3')
entonces existe plano tangente a la superficie grafica por

(x0, %0, 20)
y tiene por ecuacion

z—znp = alxr —xp) + By — )

donde

204 /420



Dem. Curvas contenidas en la. superficie grafica son {1)

¥ (2);

(1) x=x, 2= flm,7) =4y
(2);§ — 1 = kfx — o]
_ E=f(I,y)

La. recta tangente a la, curva. {1) por (zp, 70, 2p) es

r=Ip < — = ’ﬁf’f(ﬁl’ﬂ)(@’ _EI’EI) — ’5(3" —yn)

v entonces verifica la. ecuacion del plano

== EI(I —IEI) T b(@’ — ﬂlﬁl) sigue



Die las ecuaciones de la. curva. (2) se obtiene

z— zo= flx,u) — flxo, ) =

= a{x—xo)+bly —wo) telx, )| [(x— 20, v —w0}|| = wix)
Recta. tangente a. la. curva. {2) por {xp, 20, z0) a8
Lo e %) y—p=kr—n)

z — zn = @ (xn){x — xo)

2= flz,y)

r—rg X — I
Lo, (2 + BE)(x — x0) + ez, y)v']1 + E|x — 20| _
T—Fd X — xIn
— a + bk =
< — Zn = {EI —+ E?F:] {I — ID:] UNlVERSlDAERE)GEALYAREEQ.BL['

Resta. tangente a la. curva. [2) es
¥ —wn = k{x — xo)
z — zp = {a + Bk){x — xp)
Eliminando £

z— =z = alxr — xp) +ble — o) O
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Sea dada f funciéon REAL de q variables en un abierto D
y un punto a en D.

DEFINICION: Si f es diferenciable en a se define el vector
gradiente de f en el punto a:

orad fla) = Vf{a) = (Sf(ﬂ} o0f(a) af{a])

dx; © Oxa ' Oz,

NOTA: Si f no es diferenciable en a NO SE DEFINE vector
gradiente de f en el punto a, aunque existan las derivadas
parciales respectivas.

El vector pradiente en IR? es el que tiene componentes
los términos de la. matriz Jacobiana Jf(a).

208 /420



DIFERENCIAL Y GRADIENTE:
El diferencial de f en el punto a es el producto escalar del
gradien relv r incremento Delta x.

_ ﬂ;ﬁ:l _
ﬂIg

D fla)(hx) = Jf(a) - =V f-Ax

 Axg
DERIVADA DIRECCIONAL Y GRADIENTE: Cuando f es dife-
renciable en el punto a, la derivada direccional segun la

direccion del versor u es el producto escalar del gradiente
por u.

of

(@) =Dfla)u — Jf(a). | "2 | =Vf u

209/ 420



PROPIEDADES DEL GRADIENTE: (cuando f es diferenciable)
1. La derivada direccional segun u (pendiente de la
grafica en la direccion u) es nula si y solo si

u es ortogonal al vector gradiente de f.

Dfia)-u=0 & ul Vf{a)

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL

URUGUAY

CONSECUENCIA:
El vector gradiente, si no es nulo, es ortogonal a las curvas
de nivel de f(x,y).

El vector gradiente, si no es nulo, es ortogonal a las
superficies de nivel de f(x,y,z)

210/ 420



2. La derivada direccional segun u (pendiente de la
grafica en la direccion u) es maxima si
u es colineal al vector gradiente de f.

Dem. ¢ = grad f{a)/||grad f ()|

Df{e)-ul = |gradf(e) -« <||gradf(a)]|-||u
= ||gradf(a)|| = gradf{a) - gradf(a)/||grad f{a)]

= |gradf(a) -¢| = |Dfla) - e
= |Dfla) - u| < |Dfla) e

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
RGUR




Como consecuencia de la propiedad 1, vimos que

Si grad F{a) # 0 entonces:
la. recta. tangente (o el plano tangente) en el punto a
a. la. curva. (o a la. superficie) F(x) = k, es

= ()

vradF{a) - {(x — a)

EJEMPLO: Encontrar la recta tangente a la hipérbola
xy =1 por el punto (1/2, 2).

Flz,y) = zy, a=1(1/2,2), gradF(a) = (g, x)=(2,1/2)
Vector normal a. la. hipérbola. en o es (2, 1/2).
Recta, tangente a la hipérbola. en a es
2{lx —1/2)+ 1/2{y —2) =0 __
oxr — L+ {1/2)y — 1 =0 UNIVERSIDADDELAREPUB..:;._:::;.:.:m
dx +y —dre= 0 [ -

URUGUAY:
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TEOREMA del VALOR MEDIO del Calculo Diferencial
(para funciones reales)

sea f: D CR?— R,

definida en un abierto D.

Sean dos niuntos (1 = D: E] — JD
tales que [[1 E:'] - D

Si f es diferenciable 7 3 = [EI, EF']
entonces

€ € {a,b) tq.
f(b) — fla) = DF(E)(b — a)
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Dem.

") = I —
w () L —,

o F) — Fl)

s t — 1, y P= ﬂ_l_t(b_ﬂ]! o= ﬂ_l_tﬂ(b_ﬂ]

flp) — flpo) _ Df(po){p — po) + €lp)llp — 2ol | _

t— 1 t —1p

e(p)|t — ol [|b — af
i — 1 sigue

Df{po)(b—a) +



UNIVERSIDAD DE LA REPU
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= ) =Dfp)b —a)
= ¢(h) =Df(a+to(b—a))(b—a)
= a3 derlvable en 4y € (0, 1)

Teorema. del valor medio para funciones reales de una
sola, variable real £ 34 < {0, 1) t.q.

(1) —(0) = ¢ (8)(1 — )
§=oatblb—a) = f(b)—fla)=DfE)b—a)




TEOREMA del VALOR MEDIO del Calculo Diferencial
(para funciones vectoriales)

sea f.DCR!— R

definida en un abierto D.

Sean dos niuntos (1 = D: E] — JD
tales que [[1 E:'] - D

Si f es diferenciable 7 3 = [EI, EF']
entonces

1€ e {a, bt q
| £(B) — fla)|| <||DFEE)(B—a)|




EN GENERAL PARA FUNCIONES VECTORIALES
NO SUCEDE LO MISMO QUE PARA FUNCIONES REALES.
PARA FUNCIONES VECTORIALES NO NECESARIAMENTE

EXISTE ¢ e (ab) b
f(b) — fla) = Df(E){b —a]

sino:

1€ € {a,b) t. q.
| £(B) — fla)]| <|[DFE) (D~ a)]

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
URUGUAY .
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sea f:D CR*— R’ dondeDesun conjunto

abierto. La existencia de las derivadas primeras no implica la
diferenciabilidad cuando f es funcién de dos o mas variables.

Recordemos que  f de clase 1
si existen y son continuas sus derivadas parciales primeras.

TEOREMA
‘f de clase ©! = f diferenciable

Dem.

Solo demostraremos en el caso particular de funcion

real de dos variables. El caso general de funcion vectorial
de varias variables, se demuestra en forma similar, com-
ponente a componente de f.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |

URUGUAY
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fDEREHR P=(I,§)EB, PI]:(IEI,EF'EI:]

fio) — fipo) = flx,y) — flr,w) + flx, ;) — flzo, w)
flp) — Floo) = Filz, &)y — wo) + folm wo)(x — 2o)
¢ € v yl, 1€ [x,2]
flp) — Fflpo) = Ffulxo, o)y —wo) + F lxo, m0){x — x0)+

+[Flx, &) — Fulxo, wo)l{y —zo)+
_l_[f_r{ﬁ:yﬂj T fI{ID:yD:]]{I T ID:]
= flp) — flm) = Dfipa){p — o) + €lp) ||lp — pol|

_ - _ - (¥ — %) ,
E{p] — [fy{ :&] fy{ D;EJ’D]]HP_EJDH i

B N (x — xn)
+[_fr{ﬂ:yﬂj frl:: D:yﬂ}]”j_]_pn”

=  elp) — gy O [



EJEMPLO: Probar que la slijguiente funcién f es diferenciable
en todos los puntos de [[£~

flz,y) = (2" + 3 sen(zy)

fr =2z sen(zy) + y(z” + ) cos(zy)
f = 2y sen{xy) + I{IE + yg} cos{zy)
fz, f, son continuas para todo (z,¥)

= f es de clage O1
= f es diferenciable para todo {x, #).

UNIVERSIDAD DE LA RE
URUGUAY



UNIVERSIDAD DE LA REPU o

CLASE 14 PARTE 2:
FUNCIONES DE CLASE C1
Y DIFERENCIABILIDAD.

Bibliografia de la Clase 14:

*Juan de Burgos: Calculo Infinitesimal en Varias Variables.
Capitulo 2, seccidn 2.3, paragrafo 28.

Ejercicios para las clase 14

*Practico 4 del aino 2006, ejercicio 12.

Calculo Diferencial e Integral Il. Eleonora Catsigeras.
IMERL. Fac. de Ingenieria. UdelaR. J. Herrera 'y Reisgzig/ 452(35. Montevideo. Uruguay. Setiembre 2006.

Derechos reservados.



Teorema anterior:
fdeclase ! = £ diferenciable.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA |

OBSERVACION: fr.
f diferenciable =% f de clase C*

EJEMPLO: Verificar que la siguiente funcion no es
de clase C1 en un entorno de (0,0), pero es diferenciable
en (0,0).

Flz,4) = (22 + 4% sen ——— si (z,3) # (0,0)

=+ i
fi0,0) =0

2241420



x §
F(0,0) =0
=1 (I, gi] ?é (D:Dj
3 1 LT !
= lrsen — 3 3 7 OB
Sz Ty Ty Ty
9.

A4  lim —f

(£,)—(0,0) Fx

9.
—, :ﬂ_f es discontinua. en (0, 0}
T

1. 1
f no es de clage ' sigue



a f a UNIVERSIDAD DE LA 3
ey
- : — -

0,0) =10
5,10:0) =
E{I,“yj] _ f{I:g) o f(D:DE/;;:j;EE:D) _ny(D: D:] —
. 1
— \/Id_l_yi Sl 2 _I_y-:l (r,y)—{0,0) 0

= flz,y) = f(0, 0)+Df(0, 0){z, y)+elz, y)l[(2, 9|
donde e(z, ) —(r om0

= f es diferenciable.
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TEOREMA:
La composicion g o f de funciones DIFERENCIABLES
es DIFERENCIABLE y vale la

REGLA DE LA CADENA:

D (g of) (p) = Dg (f(p)) . Df (p)

2 y
CASO PARTICULAR:  fesfunciénde B en IR
y g es funcion REAL en Tp?

() = Flx, )
fDCR-CCR ?ig%x,y%,y
7 CCRAR 4 g—glud

3 Q‘_C'fl:il', —



(u,2) = flx,y) REGLA DE LA CADENA

w = ulzx

g= g\ 51  Oudr O dr
g - f{I: a(g 0 f) ag au | ag 3’1;
—glulx, dy  Sudy Oudy
=IENPLO: . M
olz,y) = (> 4+ ) +e™
P S S
glu,v) = ﬂ"g—|—.e” Qﬁ

wlz,y) = geo flx,y) = glulz, y), v (x, ¥))



Aplicar la regla de la cadena para calcular las derivadas
parciales primeras de:

olx,¢) = (2% + o) + ™

flx, ) w=2"4+%>, v =zx"+4+u
glu,v) = wipe”

wlr,y) =go flz,y) = glulx, ¥),vi{x, y))

o
j = Gty + Gty = 20 - 22 + &° L 3xt =
3x
=2f{x* + o) - 22 + et ¥ . 350
UNIVERSIDAD DE LA REPU e
a URUGUAY
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f DCRi— O CR? Dablerto, ae D,
g: C CR— R, Cabierte, b= fla)eC

Sean

. g £
TEOREMA. gﬂf.ﬂf:m — K

Si f es diferenciable en el punto a; si g es diferenciable en el
punto b = f(a); entonces gof es diferenciable en a.

Y vale la REGLA DE LA CADENA que tiene cualquiera de los
siguientes enunciados:

1 3(5}"‘3’ f:]j _ 39’3 df1 , 35}'; d fa . . :‘3'5;“,- af,
5z, S 8x; Oy Ox; By, O,

2. Digo f){a) = Dg(f(a)) - Df(a)
* o Jlgo fila) = Jg(f(a)) - Tf(a) pmmmm—
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2. implica 3, porque Jf es la matriz asociada a la transforma-

cion lineal Df.

J(go f)la) = Jg(f(a))- JF(a)

3. implica 1. pues  ~e— L~ LA
[f}-:g] [f:a:s] [s:uig]
Ggofh Ggofn G| ran dm am |9 R 9
aIl HIQ SI.'_] B_HI H_y? . 3_5',& 81'1 EII T EI.-_]
Ogofh (Ogof)y  (9gof); o On o W o
dry Jr3 o1, =30 % " Bue Bry An "t A,
Gocfle @oofh  Goofl | a2 dw | |0k ok o
T T S B I v R B = e e
— H - il
#:Ir d{g o f:]_j Sg,; Og, == EE
Sx, [5'91 Sy T E] I
e
| dr;
g f); _ B9, 8f 89, 8f» , | 8g,f.
Sx; Sty Bx; mibzye Sx; Sy, O,



Demostracion de que go f es diferenciable y vale 1.
Probar que la transformacion lineal

UNERSDHD D A REPURICA | = | L=D g(f {[1:1 :1 - D f (EI)

verifica g o f(p) — go f(a) = Lip —a) + (p)||p — a
elp)pna — 0 a probar

g diferenciable en b = fla) =

gl f(p)) — glfla)) =

= Dy{ f{a))( f{p) — Fla)) + e (F(p))]| Flp) — fla)|| (1)

A B))p e — O porque F(Blpa — F(a)
f diferenciable en & =

fip) — fla) = Df(a){p —a) + exlp)llp — 2f| (2)

2P )prsa — O sigue



Teniamos:

gl fip)) —glfla)) =

= Dg{ f(a)){flp) — fla)) +alflo))|| flp) — Fla)ll (1)
e1{f (p))p—a — O

fp) — fla) = Df(allp —a) + exlp)llp — al| (2)

Eg{j)jp_,ﬂ — D

Sustituyendo (2) en (1):
go flp) —go fla) = Dg(fla)) Df(a)(p —a)+
+Dg(fla))elp)llp — al| +alf(p))lflp) — fla)

go flp) —go fla) = Lip —a) +elp)llp —af| (3)

e(p) = Dyl fla))eslp) + e f(p))

donde
| f{p) — fla)l]

|5 — ||  sigue
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g 00 b

Teniamos: .Y
go f(p) —go fla) = Lip —a) +elp)llp —al| (3]

donde

el{fip)); exfplpra = 0 = e(plpaa— 0
(3), elp)pae = 0 = go f diferenciable en a

y Digo f) =L =Dgl{fla)) - Df(a)
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DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR,
Derivadas parciales de segundo orden: e A

4
f es de clase 'S”'
si existen las
derivadas parciales
primeras

y son continuas

en el abierto D.

f es de clase lf:"’
si existen las
derivadas parciales
segundas

y son continuas

(82 f(x,9) 8 (Of(x, )
Sz  Ox ox
Fflxy) B (af(I,y})
< dy* dy \ Oy
Fflr,y) 0 fOf(x,u)
Sxdy Oy ox
flxy) 8 (dflz,u)
\ Sydxr  Ox Sy

en el abierto D.

fesdeclase (.7 siexisten las
derivadas parciales

de orden r y son continuas

en el abierto D.




TEOREMA DE SCHWARZ-BONNET.
Sifes declase ¢ 2 entonces las derivadas iteradas

son iguales. ~ 1 1
3 f d- f
) )
. 4 : =
f DCR - Resdeclase O 513y _ Bubdz

5 f B f
DCR e Roesdeclase O = —
J LR ke e or;0x; Ox;0x;

CONSECUENCIA:

. T . .
Sifes de clase "7 entonces las derivadas iteradas
de orden r no dependen del orden de las variables
respecto a las que se deriva.

Por ejemplo, si f{x, ) es de clase ©° entonces:
57 f 57 f 57 F
Sx23y  Swdx?  Sxrdydx
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Sea:

Dief
Alh, E) = f(zoth, ot k) — f(zoth, uo)— F(z0, so-Hk)+ (20, 20)

LEMA 3
Si f es de clase & entonces:

3> f{zo, 1) ,
= Alh, K
- Sxdy {h,k}ﬂﬂ,ﬂ} (A, E)

Dem.
wit) = flxo + 4,20 + &) —f(ID—I—t 40 )

&ty = L (ot 0+ 8) — T (o 4, 00)
Ak, k) = @(h) — @(0) = & (€) - b =

= [jf{ID + & w0+ K) gi(ln —I—-E,EFD]} i
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Dem. del Teorema de Schwarz-Bonnet: ey §

(b, ) = f(zo+h, yobk) — Flzo-th, o) — F (o, so-+k )+ F(xo, o)
N aif — m ﬂl{h,ﬁ:}
dxrdy (k-0 hE
Nolh, k) =flzoth, o tk) —f(IlgnEfnJrk)—f(InJrh:EFD}JFf(ImEFD}
O f Ao(h, k)

Lema — — lim

SJydxr  (kE)—(00  hE
ﬂll(ha k] — -ﬂ"i(h: ‘E:} =
o f - o f
Jdxdy  Oyox
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Sea f - 0 [B? — B donde D es abierto. Sean
dos

PU X = (x1,20,...,2,), @a={al,as,...,a)

El vector incremento es

Ax=1—a=_[Axr,Axy,...,Ax,) Ar;=1,—0
DEFINICION. El diferencial primero de f en el punto a es
Dffa)x = Jf(a) - Ax

Of{a) ofta)|
or T dx,

ﬂ}z—z !5'.1'!_ T,

.ﬂIl

Dfla)Ax =

AT

_ g _




DEFINICION: Si f es de clase .:'_j'g se define el
diferencial sequndo de f en el punto a:

D? fla)Ax = D(Df - Ax){a) - (Ax)

donde '.ﬂ}{t se toma constante al calcular el
diferencial D{Df - Ax) del diferencial primero.

El diferencial segundo de f en el punto a resulta

. Of(a)
D fla)Ax = 5z, Z 5t Az | - Ax;

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI
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DEFINICION: Sifes de clase ¢2 se define el
diferencial tercero de f en el punto a:

D° fla)Ax = D{D*f - Ax)(a) - (Ax)

donde '.ﬂ}{f se toma constante al calcular el
diferencial D{D?f . Ax) del diferencial segundo.

El diferencial tercero de f en el punto a resulta

a)AX = Z:ﬂ;}:;h TY&I Bz, ﬂ:r,_ﬂ:.':u, A

j=1 i=1

a) AX = T T T 3y :ﬂ;:-:;';:-: Ax; Ax; Axy,

k=1 j=1 i=1

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA




DEFINICION: Sifes de clase (.7 se define el
diferencial de orden r de f en el punto a:

D" f{a)Ax = D(D™'f - Ax){a) - (Ax)

donde '.ﬂ}fh se toma constante al calcular el
diferencial D(Dr_lf - Axt) del diferencial de orden r-1.

El diferencial de orden r de f en el punto a resulta

L L
] Z - Z Z d1, 01, (ﬂ) o1; Ay ATy A,
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Si f(x,y) es una funcién real de dos variables en un abierto D:
Si f es diferenciable, el diferencial primero de f en el punto a

e Ofta) , . 9fla)
Df{a)Ax = 3 - A

Sifes de clase (' , el diferencial segundo de f en el
punto a es:

2 5 . 5 2
D~ fla)Ax = Sf:r(;) (Ax) 42 aféﬂ}ﬂrﬂy| ai(;)(ﬂy)‘

NOTACION:

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
URUGUAY .



Si f es de clase L'?E , el diferencial tercero de f

en el nunto a es ag aa
) f( )ﬂx— ( )(ﬂ;':) +3aldﬁy(ﬂl") ﬂy+3a;;(y)ﬂ (Ay)* + &j;g)( )

NOTACION: | D f{a) Ax

Si f es de clase f:'-L , el diferencial cuarto de f
en el punto a es

D fla) oo = 5‘I{fj AN 2‘12{5'23 (ANx) A+

Sx 22 S xS St

NOTACION:




Si f es de clase ¢ , el diferencial de orden r
de f en el punto a es

5 5 A\
D" fla) Ao = (Eﬂ;’: + %ﬂy) fla)
Bﬂf(ﬂ-:] .ﬂ]{ _ Z {::l?'.!- a”.lf(ﬂ'] (ﬂl)a(ﬂ }ﬂ.—i

donde los coeficientes son los numeros combinatorios que
resultan de la formula de Newton para potencia n-ésima
de un binomio.

O —

2

|
™ ol =1

?

il{r — 1)

252 /420 URUGUAY
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TRIANGULO DE PASCAL Numeros combinatorios.
(Coeficientes del desarrollo del binomio de Newton)

Coeficiente CF de ;:-ig;:}_é(ﬂrji{ﬂy]”_i en el diferen-

cial n— é&simo de f en a, es decir, en D" f(a)Ax,
~es el término 4 de la fila o en el siguiente triangulo:

l l

CsT
—
[
—
=
CsT
—

l

o 12 12 12 12 12 o
=1 ¢ CF (] Gy Oy CF=1

B53/420 11
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TEOREMA (Desarrollo de Taylor en una variable).
1. Si f(x) es una funcién de clase{ )'** entonces:

flp) = fla) + Fla)lp —a) + S (a)(p — a)°

cumpliendo: lim Balp) 0

ralp—al”

= Ralp) =elp)lp—af’, limelp)=0




FORMULA DE LAGRANGE PARA EL RESTO:
Sif es de clage O

3=a+ilp—a), tc(01)

Rn(p} T (ﬂ,

4y — 1
EJEMPLO: L—  lm © : {ffﬁ]
oy l— I, X -
Calcular e/ ’ “
R gy — 1
a—+ [ 7
X A T
e — e 4+ fe)] mp u e ]E|u=n TR
ir S
| (&)™ | 20+ efw) w®, lim efn) = O

_ & 2e—+ D
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC e =1 +u+ 2w /2 + 2 /6 + efu) ®  sigue
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Teniamos r+y 1
L gm S E’)
(z,4)=(0,0) (z + )

et —an — 1

u=x+y = L=Im -

21—+ [] 1=

et =1 +u+u /2 +u’f6 + efu) v

L= lfnthl/E—l-u/E +uefu)=1/2

UNIVERSIDAD DE LA REPUB
URUGUAY
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Dem. del teorema de desarrollo de Taylor en una variable:
Por induccion completa en n.

Sin=1,fcCl = fesdiferenciable
= f(p) = fla)+fla)(p—a)+e(p)|p—al, lime(p) =0

r—a

HIPOTESIS DE INDUCCION:

Hg = Cﬂ—l :

(n—1)(a}
g{p) = gla)+q'{a){p—a)+.. -+(gﬂ 0 (p—a)* '+ R,_1(p)

donde lim Foa (p) =

p—a |p _ |£1|ﬂ.—1

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL[CA
URUGUAY




TESIS DE INDUCCION, a probar:

v f e,
; f{n—l}{u}
o) = @)+ £ @)p—a)+..+ T (pay +Bo(p
donde lim Bn(p) =0
T— i |_‘p — [I.|ﬂ'
Dem.
Feld™ = g= §Ffcont
Hipotesis de induccion ==
’ L ’ .~ L I f!:_l_l {ﬂ'} L z
) = Fla) + e —a) +...+ L ayy
4 {iﬁjﬁl]] ! (p — a]”’_l + R._1(p)
donde lim 1 (P) = 0 sigue

P_’ﬂzeri]'ﬁo_ ﬂ-lﬂ'_l



Teniamos:  ¢'(p) — f'(a) + f'(a)(p —a) +... + ——(p — a)'+

il
i ﬂ. .
‘|“|—{i_(3)|(p—ﬂ)ﬂ l‘l'Rn—l(p)
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC | R,_1(p)
donde lfm —2— =0

T |_‘1i'_] — ﬂ.|ﬂ'_
Integrando respecto de la variable real p, en el intervalo desde
a hasta p:

Fo)—f (@) = fapt I pmay . L pay iy
—+ ... 4 fﬂ{ﬂ.j{p — ﬂ.jﬂ —+ ‘/ E‘i‘l—l{p] dj'}
Llamando F,{(p) = / F, 1{p)dp (1)
Falp) = B, 1(&)ip —a), £ € (a,p)
e i) o FEeald) p—a) o

poe|p —al?  poelp me” ! |p — g



Dem. de la formula de Lagrange en una variable:

Por induccion completa en n.
Si n=0 es el teorema del valor medio del calculo diferencial

en una variable:
Eo(p) = fp) — fla) = F(€) (p — a]

HIPOTESIS DE INDUCCION.

H { J[-,:_ Cﬂ': (ﬂ_}
Foesaft) = T oy, & — attilp—a), 1 (0,)

TESIS DE INDUCCION.

I Hf = Gm-l_l (7241)
e
Rﬂ-:f(.pj T (ﬂ‘l‘ ].:1'

(p—a)™™, & = att{p—a), t€(0,1)




Usando la hipoétesis de induccion para el resto Rn.—l,f’
de la funcion f’:
(£ (&)

Rﬂ—l:,f" {P) —

(p — a)?, donde:

Llamando R, (p) = | E._i{p)dp (1)

P P £N(n)
Fuslt) = [ Rocsplp)ip= [ V) oy —

= fEg)
donde : £ =@
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. 3
Sea f DCR*— R . donde D es abierto,

aesunpuntodeD, ysea Bjs{a) C D
Para todo punto ¥ C Eﬂg{a:} se cumple:

TEOREMA. Desarrollo de Taylor en varias variables.
Sifes declase ¢ ' entonces

f@)=f(ﬂ)+ﬂf(a){p—aj+zlﬂf()( —a)*+

o D¥f(a) (p— a)* +

7 lD*f( a)(p—al+...+

4!
—I—ﬁ D% fla){p—a)” + R,{p) donde:
lim Fn(p) =0

pa|[p —a]?

= Rulp) = e llp— al”, lim e(p) = ©

F—o




DEFINICION. Polinomio de Taylor de grado < %
de f(p) en torno de p=a es:

Fi(p) = fla)+ Dfla)(p—a) +

1
2

0

D*fla) (p— o)™+
1
4l
+— D"f(a) (p — a)"

+=D*f(a) (p— a)® +

2 Dfla)(p—al*+...+

Por el teorema de desarrollo de Taylor: fip) — F.lp) = R.lp)

Rﬂ(f})

Eo(p) = e(p)|lp — al”

es el error cometido al sustituir f(p) por el polinomio
de Taylor. Es un infinitésimode orden mayor que

|p — 2||® cuando p — a

266 /420 URUGUAY '
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FORMULA DE LAGRANGE PARA EL RESTO.
Vale para funciones reales.

fDCR'—R
D abiertode RY, a e D, BEsfa)CD
Sif e Cntl

L n+1 _ﬂﬂ--l—l
Bp) = 5 D" (0 o

donde E=a+t{p—a), t€(01)

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
URUGUAY iy
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CASO PARTICULAR:
Funcion real de dos variables reales

f DR — R
D abierto de IR®, a — {(xq,2n) € I, Bsla) C D
Si f es de clase &

Vo =(xr,y) € Bsla): Sp=p—a=_(x—xn, v —2n),

Flx,z) = Fflxo,zn) + F= (x — xo0) + F (7 — zo) +
_l_%{ fr.‘r: I::I _ID::IE_I_ E'fry {I _IDj{y_EfD)_l_fyy {y _ynjg )_I_

2 Frrn (2 — 20)® 4 BFray (2 — 20)>(mr — w0) +
_I_Efryy {I - ID} {y - yﬂjg —+ fyyy {y - yD}E ::l_l_
+i{ f::::rr {I - ID}_-L _l_ ":l._frrry {I - IDjS{y T yﬂj_l_

_l_Ei._frryy {I - Iﬂjgl::y T yﬂjg _I_":lfryyy {I - Iﬂj{y _yﬂjﬂ_l_
+ Farr (zr — EID}_L] + Fi{x, 2]

donde lirm Fatx, )

— O
(r.e)—(0,0) || f¥— xp, ¢ — zo)||*
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EJEMPLO. Hallar el polinomio de Taylor hasta grado 3 en
torno de (0,0) de la funcién

flx,y) = arc ELHIE—I-]_

Fy{z,y) = f(0,0) + f:(0, 0)x + £,(0, O)w+

2 £al0,02° + 20, Oy + £2(0, 07+

1
= (£(0,002° + 3£, (0, 0%+

+3f,,2(0,0)z¢” + f,5(0,0)5° ).

f(0,0) =0, f£.(0,0)=0, fy{[], 0) =1,
fIH(DJ D) — E:}I:' fry([}: D) — D? fHH(D: D) =0 > >
f.s{0,0) =0, frzy(ﬂ, 0) = —2,




L
Pz, ) =0+ 0x + 1y + E{DIE + Oxy + O+

L
+(0x° +3 x {—2)xy + 3 x Oxy” — 247)

4
3
2 o
—> Pﬂ(Iﬂ}:EF—IEF—E
OTRA FORMA. La serie geométrica de razon u es:
1
— =1 tutuut Futt. .
— U
3= —pt = Integrando env
para v en el intervalo [0.1]
1

ool gt =e-0 i -2 T4

UNIVERSIDAD DE LA REPUBI

URUGUAY .
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Teniamos: arctgt'=?;—?;3/3+?;5/5—t"/H...

] 1
= U

Por otro lado: —; -
r- 41 r=4 1

=y{l—Ig—|—IJ’—IE—I—...)

4 2 1 ;
=Y —Yr T+ yr —Hyr + ...
2+ 1 d—4 o o
arcty Igi T = arctg(y — wx” + zwxt — wx® + ...}
arcty —o— — (y —w2” +yrt — gt 4+ )—
x2 4+ 1
(7 — mx” +oyxt —yx® + .. %/3 + ...

arcty

N =(y—yr+yr—y+.. )= P+ )8+

sigue

2721420



E_I_]_

. Bir,y)=y—yr —

E.FE

3

UNIVERSIDAD DE LA REP_U.BL.['
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Dem. del desarrollo de Taylor para varias variables.
Sea fijo un punto P E :5'5,5{[1:]

Definimos la siguiente funcion auxiliar en una sola
variable real t, y calculamos sus derivadas

(om(t) = flattlpi—a)) = fluft)), ult)=att{p—a)
'(t) = D flult)) - /() = Df(ult)) - (p1 — a)

(1) < ¢"(t) = D(Df(ult))-(pr—a))-(pr—a) = D flult))(p1—a)
¢ (t) = D(D"f (u(t)) (p1—a))-(pr—a) = D" flut)){p1—a)

) = D" flult))(py — )

f = Gﬂ- —, Hﬂ{tj = f:'”'

sigue

o T
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Aplicando el desarrollo de Taylor de .:]g( ;'|

en una sola variable t:

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
URuGuar I

e"0) L e(0)

plt) = (0} + ¢ (0}t
donde B (1)

lim —=

= ()
£ 40 |t|ﬂ-

2l

v+ B

72l

Dado p_g—l—t{pl—a

(1) =>

) llamemos R.{p) = E(1)

p(t) = flp), ¢(0)
F(O)" = D" f(a)
¢ (0)t" = D" f(a)

(1 —
(» -

fla)

)

a) 1" = D" fla)[tlp1 —a)

sigue



f(») = fla) + Df(a)lp — @) + 7D fla)p — o)+
+D"f(a)(p — a) + Rult)
A probar que
i ; lim Balp) D

poallp —allr

Formula de Lagrange, que probamos después

para el resto o1 {j‘J:l >

de cada una de las coordenadas fj de f
& € [a,p] t.a. He 1 ;(p) = D& p — a)
By (p) = Bo1,;(p) — Dfj(a)ip —a) =
By i(p) = (Df7E) — Dfa))(p — a)
R.,(®)  (DfPE) — DF@)p — a)
e — all™ e |22 — |7




feniamos: | g (p) _ (D) —Dfa))(p — a)
|p — | |p —al|?

DfH&)p—a)y Df;{a)(p—a)son polinomios de grado
1t en las ¢ componentes x; — a; del vector p — a,

(x, —a,)/||p — a|| esta acotado.

limg e DfPE) — D f{a) = 0 porque f es de clase C7
y € € [a,p]

. (DfE) — Dfla))lp — a)

pa lp —a]?

— - lim Rﬂ,j(p) — N

pa ||p —.al]™

=




Dem. Formula de Lagrange para el resto en varias
variables.
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(1)
Rt = £ D, oe (0,9

Rulp) = B{t), p—a=1p —a)
AE) = DL f(E) (p1—a), € =atb(pi—a), 8 € (0,1),
p=a+itp —a) = £¢€lap

Dﬂ-l_lfigj(f}l . [1:1 _ t“-"-!--|—1 E'”'Hf(g]{p . [1)
B (rn+ 1) B (rn + 1)
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Dada una ecuacion en dos variables

y dado un punto (x, ¢,) que la verifica: F(In Er’lj} — 0
, —

se llama FUNCION IMPLICITA LOCAL
EN TORNO DEL PUNTO
tal que:

(x0, 7o)

Flz,y)=0




EJEMPLO DE FUNCION IMPLICITA EN UNA ECUACION.

Sea la ecuacion de la circunferencia‘ 2

iy —4=0

Pasa por el punto (2, 4) — ( 2 2 )
| V2 V2
La curva circunferencia, aireaeaor aei punto dado,
es la grafica de una funcion implicita en la ecuacion
La funcion es (despejando y en funcion de x, de modo que
pase por el punto dado):

§=\/4—Ig=f[i;r}, HItq—zi_:I'i_:?.

Ry Ly

Se cumple: T

FV2) =2V, T4 4=0 Yatq -2<2 <2



La misma ecuacion de la circunferencia:

‘IE—I—yE—ﬁJ::D

Pasa por el punto (z, ) = ( - _ - )
| V2 V2

La curva circunferencia, alrededor del punto dado,

es la grafica de una funcion implicita en la ecuacion

La funcion es (despejando y en funcion de x, de modo que

pase por el punto dado):

—4—z2=flz), VYartq —2<zx<?

A
- -
- '-.

kY
Se cumple: i\_,_/)

FRV2) =2V, T4 4=0 Yatq -2<2 <2
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Dada una ecuacion en tres variables
Flx,7,z) =0

y dado un punto (ID; 70, ED} que la verifica:

F(ID:yD:ED) =0

se llama FUNCION IMPLICITA LOCAL

ETJ&I:RNO DELPUNTO () o 20} 2 |2 = flx,y)

) =f(I|]:y|]): F(I:y:f(lay)) = V(I:y) C Bé(:":l]:yﬂ)



EJEMPLO DE FUNCION IMPLICITA EN UNA ECUACION.
Sea la ecuacion de la superficie esférica:

4y 2z —1=0

Pasa por el punto

{ ] L L L

I? y! < (ﬂ? ﬂ! ﬁ)

La sup. esférica, alrededor del punto dado,

es la grafica de una funcion implicita en la ecuacion
La funcion es (despejando z en funcion de x e y,

de modo que pase por el punto dado):

z=/1—-22—3% VY(r,g)tq r+y <1

En cambio, la misma ecuacidn, por este otro punto:

define como funcion implicita esta otra:
.E.:_\/]__Ig_yg, ll'c';ss@ér,y] t':]_ IE—I_yEE]_




Dada una ecuacién en q +1 variables
Flry,29,...,25,4) = D,I

y dadoun punto  {a1,aa,...,a45)  que la verifica:

Flag,as, ..., 05,6 =0
se llama FUNCION IMPLICITA LOCAL

EN TORNO DEL PUNTO {ﬂlp 22, . . ., Gy, b]
s |

y = flry,20,...,2,)¥x € Bsla)
tal que:

b:f(ﬂlnﬂin-":ﬂq): F(}:,f(x)]=[] v X € Er;'i(ﬂ)

86/
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TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA LOCAL et

(Caso de una sola ecuacion).

HIPOTESIS
Seadada . [ — R2tl . @ enU abierto,
F{'Il:l R Iq:y}
yunpunto ety an, ..., e, b) enU,
tales que:
| Flay, an...,a,,6) =0

2. F es diferenciable en U

K
3. En U: &yill,l'ﬁ "'JIE!E"}%D

288 /420




TESIS

1. Existe funcion implicita local en torno del punto dado.
Es decir: existe

g = flxr1,x0,...,x,) Yx & EBsla)

tal que ]
1a) flag,o,...,0,) =
1) Flry,z0,..., 2, flz1,20,...,2,)) =0 Vx € Bs(a)

2. La funcion implicita f es diferenciable.

; gf  OF/Ox,
| By 3 Sy

4.SiFes (" entoncesftambiénes (7
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Dem. del teorema de la funcién implicita (una sola ecuacion).
Paso 1. Existencia y unicidad de f

?’:ﬁi} e > 0Does o« 0
Para fijar ideas suponemos que es positiva.
Flxy, Ty} T cony cuando {x1, 19,...,2,) es cte
F(r;l oY) T Yy e b—e b+ :?F(al,...,aq,b-l—e)}ﬂ:
F(ghm g b) =0 Flay,...,0b—¢) <0

N
F{ﬂla X -:ﬂq:b _I_E:] > 0, (Il,Ig,...,Iq)EB@(&l,Gg,...,ﬂq)#’
Flay,...,a9b—€) <0 > = Flry,...,1,b4¢ >0

F continua Flry,...,z,b—¢) <0
sotfiz




Teniamos:

{Il,Ig,...,Iqj EE&{QI:QE:"'!EE) =
Flry, ...,z b+e€) =0, °
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Flry,...,xqb—e) <0

F' continua,

- (g =flo a0 Bt

g F(II!IE"'!Iq!f(Il:"':Iq))=0
Por la unicidad: flay, .., 0,

b

PASO 2. CONTINUIDAD DE LA FUNCION IMPLICITA f.
Hemos construido en el paso 1, la funcion implicita f tal que
dado ¢ = () existe & — [ que cumple:

{Ila"':Ig) EEé(ﬂl,...,ﬂq} —
f(:r:l,...,:.':g) = Y £ {Eta —Zggbob—l—fj

Por definicion, f es
continua en a.

En vez de a puede
usarse p geneérico.




PASO 3. Diferenciabilidad y derivadas parciales de f.

x € Bsla), Ax=x—a, ||Ax||<d

F(x,y)—Fla,b) = DF(a, b)(Ax, y—b)+e(x, y)|| Ax, y—b||

y=fx) = Fixy)=0 =

0= DF(a,b)(Ax, f(x) —b) +elx, f(x))||Ax, fix) -5

e1(5) = e (x) — e(x, f(x)) [|[Ax, fix) — ]
[[Ax|] + [ f(x) — 8

0= DF(a,b){Ax, f(x)—b)+ei(x)|| Ax|[+e(x)] £{>) Bl

0= 37500 s ey + 09—

—,

+er(x)]|Ax|| + e (x) sigue



Teniamos  OF({a,b) o F{a, b)
0= 5y e )+ S~
flx) — b
()| A + eao) TS (700) — 1)
""n_...v..._r"
=€3(X)
Despejando f(x) — b :
—1 L 8F(a,b)
1=t = (g +409) 2 T e a Gl o]
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Lo anterior prueba que f es diferenciable en a y que sus
derivadas parciales son: 3 f SF/dx,

8x;  OF /8y
El mismo razonamiento puede hacerse para cualquier punto
p donde la funcion implicita esté definida, en vez de a.

PASO 5. Probar que si F es de clase GT: COm T E i

entonces la funcion implicita f tambieén lo es.

S1 F es de clase 7, con v > 1 entonces &F/Jx; v
SF /8y #£ 0 son de clage 71

3 f SF/ox,

Sx; S F /Sy

= 5%’1 es de clage &7 = £ as de clase O
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EJEMPLO | cCalcular f{1) v f7{1}) de la funcion implicita local
7t = f{x) en torno del punto (xg,2n) = (1,2) dada por
la, ecuacion

riy + loglry) = 24 log 2

Ecuacion implicita:

Flzx,y) =0, F(z,y) =x"y+ log{zy) — 2 —log2

OF /8y = x°+1/y > Oen un entorno U de {xp, ) = (1, 2)
pues 0F/oy(1,2) =14+ 1/2=3/2 > 0

Por el teorema de la funcion implicita local existe y = f(x)
tal que:

Fla, f(x)) =0, rflz)+log(zf(z)) =2+log2 Yz € By(1]



Teniamos:

Flx, flr)) =0, o flz)Hoglzf(x)) = 2+log2 Yx € Bsfl)

Derivando respecto de x en x=1; f(1) =2
2xf(x) + 2° f'(x) (flz)+z2f(z)) =0 (1)

l
zf(z)
zf(l}-l-lgf;{l:] | f(l:i;_(]:i;(l} _
2+ 1),

2
10

3

4+ f(1) -

= f{1) =

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
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Teniamos:

f(e) + o fla)+ —— (fle) +2f(2)) =0 ()

[
rf(z)

Derivando (1) nuevamente respecto de x, en x=1, f(1)= 2

2f (x) + dx f{x) + x° F7(x)+
[2F{x) +x f{x)]xflx) — [flx) +xF(x)]°

P22 — Y
28 | _u 34 fF(1)
3 - ) g 2 =0
=2 = =20 o
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Sea dada una funcion vectorial: F o mets — RS

en un abierto U.

Sea dado un punto (a,b) en U que verifica la ecuacion
F(a,b) = 0. Es decir:

(a,b) e/, a c R bR’ tq. Fla,b) =0

Se considera la ecuacion F(x,y) = 0, que significa un
SISTEMA DE s ECUACIONES REALES con s+q variables.

Fiz,») = O
1T
Fl{Il: - - -2 g B, - - - :y-ﬂ] = U
FE{II:I - - -2 g B, - - - :y-ﬂ] — O
FS{I]_F - - -2 Ega B - - - :ys::l = O
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Interesa encontrar las s variables

yl: EERCRCIERE ys
en funcion de las q variables independientes
X1, - - -5 Xg.

de modo que verifique el sistema de s ecuaciones reales
dado.

DEFINICION. Se llama funcién implicita local _
en torno del punto (a,b) a Y = f(]{)

f: Bs(a) C R? — R*

tal que

Fix, f{x)) =0¥x € Bs{a)
fla) =b

303 /420
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CASO PARTICULAR Seadada F - B — B
Tenemos la ecuacion: F{I, Y, Z, U, 1-:] = ()

Dados a = {xg, 70, z0) ¥ b = {up, vp) tales que:

F(ID:E-"D: ED,HD,?D) =

(u,2) = flz,y,2) V(z,9,2) € Bs(a)
tal que:

ver si existe

FI{I:E-":E: fI{I:y: E}:fﬂ{I:y:E}] =0 H{I:y::ﬂf} - Eé{ﬂ'}
FE{I:y:E: fl{I:y: E},fg{l’,y,ﬁ}] = U H{I,y,:ﬂ:} - Eé{ﬂ'}

Filxo, 2, z0) = (up, vn)

Falzxo, wo,.z0) = (2o, vo)
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TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA LOCAL.
(Caso de un sistema de varias ecuaciones reales)
HIPOTESIS. Sea dada

. +s 5 .
F.oUCRT — R : UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC
URUGUAY .

F(K:F} — F{I]_,Ig,...,Ig,ﬁlg---:ys) —
= (Fi{x, ¥}, Falx, ¥}, ..., F.(x, y))
en un abierto U, y sea dado un punto (a,b) en U tal que

1. F{ﬂ,:bj:F{ﬂ.l,ﬂ-g---,ﬂ-g,bl,---,bsj:
2. F es diferenciable en U aF. o o
3. En U es diferente de 0 31 31 —l\
el determinante de la aﬂ, aﬁ ,51%

matriz = -*., det | 0 % 7 B # 0
formada por las derivadas EFE E}Fﬁ E‘Fs /
5 TP PP 7 PR B N



TESIS
1. Existe unica la funcion inversa local y = f(x)
en torno de (a,b). Es decir:

y = f{x) esta definida para. x € Bs{a).

fa) -
Fix, f{x)) =0%¥x € Bs{a)

2. f es diferenciable en Esfa)

3. La matriz Jacobiana de f es

Jf(x) = —(J,F)™" - (J.F) en Bsa)

4. Si F es de clase .:':""' entonces f también.
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Demostracion del teorema de la funcion implicita local en
el caso de un sistema de varias ecuaciones.

Dem. de 3) admitiendo 1) y 2)
H{x) = F(x, f(x)) =0
= JH=0 = Jix+JF, - Jf=0

= (JE) ' TFx + Jf =0

= Jf = —{JF) ' JFx

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC
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Dem. de 4) admitiendo 3)

Fell" r2>1 =
JFx y JF, {invertible) son €71

= Jf=—{JF) ' JFxesCT"
= fes 7

Dem. de 1) y 2): Por induccion completa en s.
Si s=1 es el caso de una sola ecuacion visto en la clase
anterior.
HIPOTESIS DE INDUCCION: 1) y 2) son verdaderas para
s-1 ecuaciones y s-1 variables dependientes

, (22, %3, . . ., Hs)
TESIS DE INDUCCION: 1) y 2) son verdaderas para
s ecuaciones y s variables dependientes

3101420 {yla o, .. ?yﬁ]




Desarrollando por la primera fila el determinante de la

matriz  J, F que es no nulo por hipétesis:
& Fy & Fy g
— A1 1 A ] A, F# 0
e 11 1 £ 17 T | £ 1s 7

Alguno de los Alj ?é () . Para fijar ideas suponemos

Por hipétesis de induccion:

Dadas las s-1 ultimas ecuaciones

Agp #0

Fo(x,51,9m,...,95) =0 XSt
o = fﬂ (x:yl) para
Fﬂ(x:ylnyin"'!yﬂ) =0 yﬂ:f;(x:yl)

Exy, 1, ,0) = 0

x,91) € Bs)la,b)

s = fr{x,m) tales que

311/420



Para. 3 =2,3,...,5:

Filx, o1, fo{x, 1), ..., fi{x, 1)) =0
v {x,1) € Bsla,b) =

Derivando respecto de x:

_OF; Z SF; Of!

§
o |

Solo falta conseguir que se verifique la primera ecuacion:

G(X:yl) = Fl(xaylaf;(xayl):fg(xayl)a 3 ':f:(xagl)) =0




Solo falta conseguir que se verifique la primera ecuacion:

G(I:yl) = Fl(xaylafi*(x:yl): f;(x:yl): 3 'af:(xnyl)) =

Aplicando el teorema de funcién implicita en el caso de
una sola ecuacion con una sola variable independiente %f1

se obtiene 1 = fl(}i} que verifica G{}{,ylj =0

Después definimos

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL
URUGUAY gy

que verifican las s ecuaciones FJ'

queriamos.

1 = fi{x)
= fafx)

como



Solo basta verificar que se puede aplicar el teorema de
la funcion implicita a la ecuacién D
Gix,11) =

A probar que se cumple : @G;’@m % i

Teniamos:

G(I:yl) = Fl(xaglafi*(x:yl): f;(xayl): 3 'af:(xnyl)) =

Supongamos por absurdo

o ar:; aF1 ZdFl Bf

oy, O




Teniamos del pizarron anterior:

OG  OF) |~ OF 3f
V=3 5o V25 5. @
1 1 —a UHi Y5
Teniamos de antes:
dF. aF of!
0= —L 4+ i =2,3,...,8 [l
o Z Oy, O 7 (1)

Es un sistema lineal homogéneo de s ecuaciones con s incognitas

0= St 25
0 = Zgllgzl—l—;iij =
0 = Zgllgzl—l—;ij;? i
0 = gile —I—Zsziis =5

&1, &0 ey g
que tiene como solucion
31=lza af; 3—%...,3:%
1T e T dy

Entonces el determinante del sistema es
cero, contradiciendo la hipoétesis.

315/420
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EJEMPLO. Dado el sistema de ecuaciones: G

Ig—l—yg—l—zgzl
r+y+z=>0

Demostrar que existe funciéon implicita local: ) & = YiX
en torno del punto Z A

(z0, 20, 20) = (0,1/v/2, —1/v2)
\ y calcular 7 {0}, 2 {0)

2 Az
JHJEF—det( L 1 ) = 2{y — z)

I, F(0,1/v2, —1/vV2) =2 (\% + %) = 2V2 £ 0

= J,:F#0 ¥Y{z,9,z) €U donde U es algliin entorno del pto.
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Por el teorema de la funcion implicita local, existen

o =E"élg: o s E&(D) tales que

&= Zl X

7

P2+ (1) {2(2)>—1 =0, r+u(z)+2(z) =0 Vz € Bs(0)
y(0) = 1/V2, 2(0) = —1/V2

Derivando respecto de x

dx+ 2y +227 =0, 144 +2 =0
2(1/v 2/ (0) — 2(1/v2)2'(0) =

L+ 4{0)+ Z(0) =0
= ¥(0)=—1/2, Z{0)=—1/2




OTRA FORMA DE CALCULAR LAS DERIVADAS
y'(0) y 2Z'(0).

Ff = —(FF, )t TFF,
UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | -
T ' FI{D] URUGUAY w
f{ j EII::D::I

TF, (0,1/V3, —1/v3) — [ﬂ V2

1 1

(FF, )10, L2, —1/v2) = [ V2

yOI1__ [ v2  va] [0
Z0) | | -1/(2v2) 1/2] |1

TFUH0, 1/ 2, —1/v2) — [E’W

73 |

—1 /22 1/2

12
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Sea dada f : -E:l C Eq —3 EE e

en un abierto D. Sea dado un punto e _E:I

T b = fla) € R

DEFINICION: fes localmente invertible en torno de a

si existe un entorno I7 ZE.LE {'51:1 — del

punto a, tal que

fly U fFIU) =V C R®

es biyectiva (biunivoca: inyectiva y sobreyectiva). Entonces

existe funcién inversalocal:| 3If 1 V= U C R?t.q.

FHfP)=p¥pel

3

N

FfHe)) =aqaVYq eV = fU)



EJEMPLO. UNIVERSIDAD DE LA REPUBL[C

flx): w=2° b=ga>, dadofijoa >0
U=(a/23a/2), b=a"
V = flU)=(a’/4,9a /1) 20> = b
FL. v U fFliy=yyvelUc{zxeR x>0}

Existe inversa local de f{z) = x* en torno de @ = 0

g ¥
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flx): y= ?, b=ga’, dadofijoa <0
U=1{3a/2a/2), b=ga"
V= flU)=(a*/4,9a> /) 5 a> =5
FLVvelU ffiY)=—yrveclUc{zeR z<0}

Existe inversa local de f{x) = 2% en torno de @ < 0.

—— =

UNIVERSIDAD DE LA REPU'B:L
URUGUAY g




En cualquier entorno de ¢ = 0 existen
dos puntos diferentes x1 > 0 y —x1 < O tales que

3

flz1) = f{—21) pues 27 = {—21)°
= f no s inyectiva en ningun entorno Lf de a = 0,
= En torno de ¢ = 0 NO existe inversa. local de §.

UNIVERSIDAD DE LA REP_U:BL

URUGUAY .

|
L

7 fll(y)
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eadee f: D C R RS
en un abierto D. Sea dado un punto .~ =

T b = fla) € R
| TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA LOCAL. |

St fet detdfla) #£0

entonces:
1} Existe inversa. local de f{p) en torno de p = a, es
decir:

A1V = FIUY— U = Bsfa) t.q

llif{P]] =p Vpel, f(f ig))=qVgeV
F1 Vi IJ es de clage &1
J

fHa) =(Jflp))™ VpeV.
Si fFeC", v > 1 entopges FL e O

-
2)
3)
4)



Dem. .
Sea la funcién auxiliar F(T{: .‘f) = f(}i) -y vxebl, yekR

aeD, b= fla) = Fla,bl=fla)—b=b—5b=0
DxF(x,y) = Df{x) = detJxF{a,b) = detJf({a) £0
JxF = Jf continua porque f € C!,  detxF{a,B)£0 =
det ) F £ 0 Vx € By la), Yy

Por el teorema de la funcion implicita local en el caso de un
sistema de q ecuaciones:

Ix=gly), g€ C", t.q Flgly),y) =0 Yy € B[}

sigue

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | <= |
oy gy




Teniamos

Ix=4g(y), g€ C", tq Flgly),y) =0 Yy € BJb)
= flgly)) =y Yy e B.(b) (1)

f continua, = 3U = Bsla) C By la) t.q.
fix) € B(b) Yx & Bsla)=U
Yxel: fix)—flx)=0, = Fix, fix}))=0

= x=g{f(x)) ¥xe U (2)

sigue



Llamando V' = f(L/} C B.(b] teniamos

flaly) =y Yy eV x—glf(x)) ¥xeU

= g es lainversa local de f.

FHfp)=p YpelU

Derivando respecto de p y aplicando la Regla de la Cadena

TFHflp) I =1d = JF(f(p)) = (Jf(p))




UNIVERSIDAD DE LA REPUBL[

URUGUAY

CLASE 22 PARTE 3:
TEOREMA DE LA FUNCION
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EJEMPLO- , 2

>e8 a=(1,0), b=fla)=(=3,1)
Probar que f tiene inversa local en torno de a

r = zx{u,v), ¥ = ylu, )

y hallar las derivadas parciales de x e y respecto de u y v.

\
—3 3¢’ )
detJf = det 3.2 3 =Y —HYr7y . Por el teorema
de la funcién

detJfla) =9—-9-1°-0°=9+#0 | inversalocal:

3 7! inversa local de f en torno de p = a

Jf Ha) = {Jﬂfi”_l _ [3;3; %;}—1

/420




JfH(B)

Jx
31) = —
au{ ! ]
e
au( 3?]') T

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA | = |
URUGUAY :. J',L““'/

Jx
a‘;t( 3:]-} =0
:5'1'( 3: ]-:1 — T 5




OBSERVACION. El reciproco del teorema de la

funcidn inversa es falso. Existen funciones localmente
invertibles que no son diferenciables, y otras que son
diferenciables pero su Jacobiano tiene determinante igual

d cero.

EJEMPLO. Sea f

w=1", v=y, a=I(0,0)

Demostrar que f es localmente invertible pero Jf(a) = 0

detJ f(x,7y) = det ST 0

D1

— 32, detJf(a) =0

. 3 .
f es invertible porque dado (u,v)sea 4. & = \./E, H =1

g(flx,y)) = (x, )V (z,y) €eR
flglu,z)) = (u, 2]V (u,2) € R

2

2
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Sea £:D CIRq — R Una funcion real de q variables reales. Sea g ¢ D

DEFINICION: El nimero real f(a) se
Ilama maximo relativo de f (y el
punto a se llama lugar donde se
alcanza ese maximo relativo) si:

* El punto a €intD

*Existe algun entorno BS (a) del
punto a tal que:

f(p) ¢ f(a) V peBy(a)

DEFINICION: El nimero real f(a)
se llama minimo relativo de f (y el
punto a se llama lugar donde se
alcanza ese minimo relativo) si:

* El punto

*Existe algun entorno del
punto a tal que:

f(p) 2f(a) V peBy(@)

EXTREMOS RELATIVOS: son los MAXIMOS y MINIMOS RELATIVOS |

<

f(a) f(b) f(a’) y f(b) son -
maximos relativos,
f(c) no es ni maximo
ni minimo relativo

ey i E

pEB,(a)

f(a) es minimo rel.
pero f(c) no, porque

c no es interior a D.
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DEFINICION: Punto estacionario o critico de f, es un punto a tal que:

* a esta en el interior del dominio D de f

* f es diferenciable en a

- df(a) = 0 (o sea: Jf(a) es nula; las derivadas parciales de f en a son todas 0;
el plano tangente a la superficie grafica de f en el punto a es horizontal).

En la figura a, b y ¢ son puntos criticos.

a y b son extremos relativos pero c no lo es.
Los planos tangentes en los tres puntos son
Horizontales.

c se llama “punto silla”: es un punto critico
pero no es extremo relativo.

TEOREMA:
Si f(a) es un extremo relativo de fy si f es

PEB, diferenciable en a entonces, a es un punto
critico de f.
CONCLUSIONES IMPORTANTES: AR

(1) Si en a hay extremo relativo (max. o min. rel.) entonces, o bien f no es
diferenciable en a, o bien a es un punto critico. (Dénde buscar max. y min.)

(2) Si a es un punto critico entonces, o bien en a hay extremo relativo (max. o
min. rel.), o bien a es un punto silla. (Como se clasifican los puntos criticos.)

33717420



TEOREMA:

Si f(a) es un extremo Dem. Ya sabemos que f es diferenciable en a
relativo de fy si f es por hipétesis. Hay que probar que las derivadas
diferenciable en a Parciales de f en a son ceros. Lo haremos para
entonces, a es un punto dos variables independientes x e y, pero vale
critico de f. también para q variables independientes.

Por hipétesis en a hay max, o min. rel. Si hay min. en
a (en caso de max. la prueba es similar), vale (*):

o fp)2F(a) ¥V pE BS(G) UNVERS DADDELAREPBLIC

URUGUAY

Por hip. f es diferenciable en a, luego existen
derivadas direccionales ﬁ)

= of - lim f(a + tu) - f(a) =30
u t—0 T
(*) = f(a + tu) > f(a)

| = sg(A) =sg ()|
120 sit0 =>A 30 <0
t40 sit—0 = A L0
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EJEMPLO: Sea ,_ f(x,y) = (X‘E-zy-Z) (y-1) +2 = xey_xz_ 2‘/2+4

(a) Hallar todos los puntos criticos.

(b) Clasificar los puntos criticos en maximos rel., min. relativos o puntos silla
(c) Hallar todos los maximos y minimos relativos.

d
(a) El dominio es todo IR

if: 2xy-2x = 0 @
ﬂ = X-2—4Y = 0
Oy

2
y=x" /4
{2x(x2/4-1)=0 &
0 x =4, y=1 @

x=0, y=0 0 x=2,y=1 0 x=-2,y=1

x=0, y=0

Puntos criticos @

Df_ .
Ox UNIVERSIDAD DE LA REP!
’af URUGUAY '
21 -0

Dy

(b) (x,y) = (0,0); f(0,0) = 4

f(x,y) -f(0,0) = xzy-x2—2y2=
=x% (y-1) -2y?

En un entorno B5(0,0)

(y-1)0 pues

y esta proximo a O

Respuesta a la parte (a): Los puntos criticos
son tres: (0,0), (2,1) y (-2,1)

340/ 420 f

x%(y-1)€0; -2y% 0
> x° (y-1) -2y2<0
fxy) -f(0,0) <0 Y(x,y) B{0.0)

(0,0) es maximo relativo  sigue



Continuacion: z= f(X,y) _ (X‘E-

(a) Puntos criticos (0,0), (2,1) y (-2,1).

2y-2) (y-1) +2 = X'y -x"- 2y +4

(b) Clasificar los puntos criticos en maximos rel., min. relativos o puntos silla.
(c) Hallar todos los maximos y minimos relativos.

(b) Vimos que (0,0) es maximo relativo. Ahora veamos (2.,1) y (-2.1)

(x.y) =(*2,1); f(*2,1)=2
f(x.y) -f(+2,0)= (x*-2y-2) (y-1)
(x%-2y-2)< 0 & ¥ >(x72) -1

el punto (x,y)

UNIVERSIDAD DE LA REPU esta por f'""'bﬂ
URUGUAY | de la par‘abola

y= (x%2) -1

(y-1)< 0 & el punto (x,y) estd por
abajo de la recta

horizontal y=1

(x2-2y-2) (y-1)>0
si y solo si ambos
factores tienen el
mismo signo

En cualquier entorno de (2,1) el signo de
f(x,y) —f(2,1) =

es en algunos puntos positivo y en otros
negativo.

En (+2,1) no hay min. ni max. relativo.
Entonces es punto silla.

JJdem para (-2,1). Sigue



' ion: 2 2
Continuacion:  ,_ f(x,y) = (X '2Y'2) (Y'l) +2 = xey_xz_ 2y +4
(a) Puntos criticos (0,0), (2,1) y (-2,1).

(b) En (0,0) hay maximo relativo y (2,1) y (-2,1) son puntos silla.
(c) Hallar todos los maximos y minimos relativos.

(c) Los extremos relativos son o bien puntos donde f no es diferenciable y
cumple la definicion de maximo o minimo relativo; o bien puntos criticos que
cumplen la definicion de maximo o minimo relativo.

1°) f es diferenciable en todos los puntos. Entonces en este ejemplo no hay
extremos relativos donde f no sea diferenciable.

2°) f tiene tres puntos criticos de los cuales en solo uno (0,0) hay extremo
relativo (maximo relativo).

CONCLUSION: UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICE

URUGUAY

Los extremos relativos son:

Maximo relativo f(0,0)= 4 se alcanza en (0,0). No hay otros maximos relativos.

Minimos relativos no hay.
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DEFINICION: Punto estacionario o critico de funcion real f , es un punto a t.q.
* a esta en el interior del dominio D de f

* f es diferenciable en a
- df(a) = 0 (o sea: Jf(a) es nula; las derivadas parciales de f en a son todas 0)

e

Maximos relativos ]
Extremos relativos

Puntos criticos o estacionarios |< Minimos relativos

Puntos “silla” (Por def. puntos criticos
\donde no hay extremo relativo).

Observacion: Se puede ser maximo y minimo relativo al mismo tiempo. Si la
funcion es constante, todos los puntos son criticos y en ellos se alcanza
maximo y minimo al mismo tiempo.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
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UN OBJETIVO: Hallar MAX. y/o MiN. ABSOLUTOS de la funcién real f en su
dominio D. Veremos en futuras clases el siguiente procedimiento, solo aplicable
SABIENDO DE ANTEMANO QUE EXISTEN MAX.Y MIN. ABSOLUTOS de f en D:

*1) HALLAR TODOS LOS P. CRITICOS DE f EN INT(D), Y TODOS LOS P. EN INT(D).
DONDE f NO SEA DIFERENCIABLE. Pues si los extr. absolutos que buscamos se
alcanzaran en int(D), entonces serian extremos relativos (verificar que cumplen la
definicidn respectiva). Entonces serian (clase pasada) p. criticos de f si f es
diferenciable, o de lo contrario son p. donde f no es diferenciable.

*2) NO ES NECESARIO CLASIFICAR LOS PUNTOS CRITICOS , pues TODOS LOS
PUNTOS HALLADOS ANTERIORMENTE SON CANDIDATOS A LUGAR DE MAX. Y
MiN. ABSOLUTOS, ya sean extremos relativos (candidatos buenos), ya sean p.
silla (candidatos falsos, colados en la “bolsa de candidatos”), ya sean puntos
cualquiera de no diferenciabilidad de f (quizas buenos, quizas colados).
Consideramos TODOS esos puntos sin saber cuales son colados, para evitar
clasificar los p. criticos y para no estudiar f cerca de dénde no es diferenciable.

Sigue

UNIVERSIDAD DE LA REPU
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Continuacion:

UN OBJETIVO: Hallar MAX. y/o MiN. ABSOLUTOS de la funcién real f en su
dominio D. Estabamos adelantando el siguiente procedimiento, solo aplicable
SABIENDO DE ANTEMANO QUE EXISTEN MAX.Y MIN. ABSOLUTOS de f en D:

1) HALLAR TODOS LOS P. CRITICOS DE f EN INT(D), Y TODOS LOS P. EN INT(D).
DONDE f NO SEA DIFERENCIABLE.

*2) NO ES NECESARIO CLASIFICAR LOS PUNTOS CRITICOS.

*3) SE HALLARAN TODOS LOS OTROS CANDIDATOS EN FRONT(D) con los
métodos (clase siguiente) de “extremos relativos condicionados” y de “puntos
criticos de la funcién de Lagrange”, sin necesidad de clasificarlos.

4) Entre todos los p. candidatos que haya en la bolsa (buenos + colados):

Seleccionamos aquel(llos) donde f toma el mayor valor: ESE VALOR ES EL MAX
ABSOLUTO.

Seleccionamos aquel(llos) donde f toma el menor valor: ESE VALOR ES EL
MINIMO ABSOLUTO.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA
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OTRO OBJETIVO: Clasificar puntos criticos en maximo relativo, minimo relativo o
punto silla. (Innecesario cuando el objetivo es hallar maximo y minimo absolutos)

fEstudiar el signo de f(p) — f(a) en un entorno del pto. a

2 Métodos para S! es 20 VY pe BB(G) f(a) es mi’ni_mo rel.

Clasificar los Sies ¢0 V¥V pE Bs(ﬂ) f(a) es maximo rel.

Puntos Criticos < Si es = O en unos puntos y £ Oen otros, a es pto. silla.
Se puede aplicar siempre, pero a veces queda dificil. Hay
que estudiar las particularidades de la funcién, caso a
caso.

Sabiendo ya que \Ejemplo: ver clase pasada.

a es punto critico

de f

Método del Hessiano o del Diferencial Segundo de f.

Se puede aplicar solo cuando f es de clase C 2

Aunque se pueda aplicar, no siempre permite concluir de
qué tipo es el punto critico.

Ejemplo: al final de esta clase

Sigue
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METODO DEL HESSIANO O DEL DIFERENCIAL SEGUNDO |  [(UGDARIGT

URUGUAY

DEFINICION: Si f(x,y,....,z) es una funcién REAL de q variables reales
independientes (x,y,...,z), y sifes de clase ¢ 2 entonces se llama matriz
Hessiana H de f en un punto (x,y, ...., ) a la matriz CUADRADA gXq SIMETRICA
formada por las derivadas parciales segundas de f escritas en el siguiente

orden:
M fy o Fig )
. fox £y o Fy

Kfzx fzy o fzz‘/
EJEMPLO: Calcular el Hessiano H en el punto (1.1.2) de la funcion:
f(x.y.z) = xzz+yzz+.§za-4x-4y-102+1

3
= 2xz-4:, £, =2yz-4;

fz - x +y2+22_ 10 22 0 2 (40 2
fx= 22; fiy=22; f,,=42 :)H(x,y,z): 0 2 2 $H(1,1,2)= 042
by o2 ’ Y 4z 228

fyz= z_y= zy 349/ 420 \ j
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METODO DEL HESSIANO O DEL DIFERENCIAL SEGUNDO |  [LUESDIIEREEE

TEOREMA Si f es de clase C* y si a es un punto critico de f(x,y,....,z), sea H la
matriz Hessiana de f en el punto a.

1er. Caso) Si todos los valores prgpios de H son estrictamente positivos,
entonces el diferencial segundo df(a)-Ap > 0 VAp#0 (sedice que es definido
positivo) y el punto critico a es un minimo relativo.

2do. Caso) Si todos los valores propios de H son estrictamente negativos,
entonces el diferencial segundo d%(a) -Ap < 0 Y Ap #0 (se dice que es definido
negativo) y el punto critico a es un maximo relativo.

3er. Caso) Si algun(os) valor(es) propio(s) de H es(son) estrictamente
negativo(s) y otro(s) estrictemente positivo(s) (no importa si hay otro(s) que
son ceros), entonces el diferencial segundo en algunos incrementos es
positivo y en otros es negativo (se dice que es indefinido) y el punto critico a
es una silla.

4to. Caso) En los demas casos: todos los valores propios de H que no son
ceros (si hay) tienen el mismo signo y EXISTE(N) alguno(s) que es (son)
cero(s), el diferencial segundo se llama semidefinido, y el punto critico a puede
ser extremo relativo o punto silla (el método no permite clasificar en este caso).
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I Dem. del teorema del método del Hessiano: I URUGUAY

12. Parte: Demostrar las propiedades del signo del diferencial segundo.
2da. Parte: Usando las propiedades del signo del diferencial segundo
demostrar la clasificacion del punto critico a.

v 2 2 . . _ . . =2 A2

< , > indica el producto escalar 1 _;\“1 % . H vz '7‘*2?2 £ H Vq ';l“ﬂl“":l.“q
di(d)'Ap= <Ap, H-Ap> <Tf)i,H7j >=0sii ¢} *?
VAp+0 > & H¥ >= A, siis]
d%(a)-Ap= <Ap. H-A_p>, ﬁ:alfv}l +<:|2?2 +...+t:|q?q y
HAPpII? HAPpIIZ S

& .
_LIIAPII =d con norma 1 /A $<E),H'ﬂ> . ai Ay + & A, +m+02q;\dq )
d¥(a) Dp_ @ nTs (1) jy ) >

lHHAPpII |

d%a Ap 2 2 2
H matriz simétrica qXq ? ||(A) ||2p =q, ;‘\1 + 02;\2 +...+thI ?“q (3)
P

e IR CA A base ortonormal de

vectores propios de H, con valores| propios
;\,1 ;\,2 ...,?..q respectivamente.

sigue
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S A v A, +otdAg  (3)

q
AP
En el Rrimer caso: ) - o
(3) Si los valores propios A; /A, _---.?uq son todos positivos

dHa)'Ap \ 0 WApzo (4)
ABIE ~ ’

(el diferencial segundo es definido positivo).

En el segundo caso: _
(3) => Si los valores propios A, /A, ---.Aq son todos negativos

d%(a) '&_P 0O VApz0 (5)
T < P

(el diferencial segundo es definido negativo).

En el tercer caso:
(3) => Si un valor propio 2,0 y otro 2,<0

d%(ﬂ)'&P_ d ﬁp Y 4
HApHZ 2= 9 % Tapn = 7 o
df(a) Ap_ Ap >
HAplZ ~ =< 0 euando GOt = %

(el diferencial sgelgoundo es indefinido).



2da. Parte de la demostracién: Usando las propiedades del [iizsiyays REP_'
signo del diferencial segundo probadas antes, clasificar el .
punto critico a en maximo relativo, minimo relativo o p. silla

f de clase C? (desarrollo de Taylor hasta orden 2), p-a = Api

f(p) -f(a) = df(a)Ap+ d°f(a) . Ap + £(p) con E(p)—> O

p—a
a punto critico de f =  df(a) =0 | Ap -
HAPpII
f(p) -f(a) d°f(a) . Ap
510 = s+ B E(p)— 0 (7)
HAPIIZ NAPpII2 (P} con =(p) >
I En el primer caso: I
(4) S Si los valores propios %y Ay - Aq son todos positivos
dHa) Ap S 0 VApi0o 4 (n > lE@IE M2 si 0Lp-al
M- min df@ Ap [T L 2
Ap#0 |IAplI?
> fo)-f) >0 si 0Lp-al3
4 —
4) ? M>0 3541420 $ f(a) es minimo relativo n




En el segundo caso: Cuando todos los valores propios de H son negativos.
Idem el primer caso pero usando la desigualdad (5) en vez de la (4), y
definiendo

M= max d%(a)-&p <

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL

O
&P#O “ﬂp“2 URUGUAY
en vez del minimo >0 como teniamos en el primer_caso.
Se concluye asi que M= méx d%(a) -Ap <
Ap+0  [IApII?

$ f(p) - F(a) L 0 si 0L p-aLS

f(a) es max relativo
En el tercer caso: Cuando un valorpropio de H es negativo y otro positivo.

Se usa la desigualdad (6) en vez de la (4) en dos pasos:

ler. Paso: Elegir _Ap _ 2 2do. Paso: Elegir _ 8P _3
= V, 2
AP lHAPpII
M=2,>0 M=2,<0

Con el mismo procedimiento que al final de la prueba de los casos anteriores,
usando la igualdad (7) se concluye que:

fp) - F@) >0 si 0O< p-a<l S ysi —2P__3

IHAPpII
fp) - Fla) < 0 si 0L p-a<lSysi —2P__3
IHAPpII

— a es puntossilla. [
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EJEMPLO: Encontrar y clasificar todos los puntos criticos de |3

f(x,y,z) = 3 Z+y z+223-4x-4y-102+1

. [ x= (2/z) =y
2 (2/z) +27°-10=0

&

 x=y=(2/2)
4+z4- 5 2°=0

25\/2571<1:>

3
(£ =2xz-4=0 | HESSIANO de f]
< fy —2yz -4=0 Hxy.2) -
| fz = x%+y?+22°-10 = Y.2) =

2 ) Valores propios son
> | 4, 6+\V12, 6-\V12 Son todas> 0O

8 | d°f (1,1,2) es definido positivo =
(1,1,2) es minimorelativeo

o -27) Valores propios son:
' -4 -6+\12,-6-\V12 Son todas< 0

d’f (1-1-2) es definido negafuvo@
((1-1-2)es max. relative

z =+l 2z=-1 2z=2, 2=-2
(2/z)y:>

Ptos criticos:
(2,2,1)

204 Valores propios son:
_ 2, 3+V33, 3-\V33 Una es < 0 y otras>0
H(2,2,1)= |02 4 .
444 | df (2, 2, 1)es indefinido $
(2. 2. 1 es pto.silla

H(-2,-2,-1) es la

(-2,-2,-1)

(1,1,2)
(-1,-1,-2)

opuesta de H(2,2,1). ~ 2 3+V33,-3-V33 Una es <Oy otras>0

2 - - -
: 2 2_1
Sus valores propios d°f (2,-2-1)es n.ndefmldo j
son opuestos. =/ (2-2-1)es pto.silla
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EJEMPLOS: Encontrar

clasificar los puntos criticos de las funciones siquientes:

(x,¥) = (x-1)* +(y-3)° -5

g(x.y) = (x-4) + (y-8)° +7

1&
v = 2(y-3)
=

x=1 y=3
Pt+o critico: (1_,3)

O
O

£ = _ 2
f;,(,_:212(;; 1) 0 0
frte0 3= (02

Valores propios de H
Una es > 0Oy otra=0

dZ f (1,3) es semidefinido

El método del Hessiano no
permite clasificar el punto
critico (1.3) de f.

Estudiar signo de

f(x,y)-(1,3)
fx,y)-f(1,3) = (x-1)* +(y-3)" > 0
Vixy) 2 f(1,3)=-5

es minimo relativo de f.

{g-x = 5(x-D7- o
<

xX=44 wy=8
P+o critico.: (<4, 8)

=20(x-4)"
gyx:=2 (x-4) 00
Gy =Ty O Hg(4.8) =10 2

Valores propios de H
Una es > O yv otra=0

d°g(4.8) es semidefinido

El método del Hessiano no
permite clasificar el punto
critico (4,8) de g.

Estudiar signo de

g(x.,y) - 9(4.8)
lg(x.y)-g(4,8) = (x-4)" +(y-8)
es > 0 si y=8, x>4

es< O si y=8, x<4

En un entorno de (4,8) cambia de signo,
segun los puntos que se tomen.

19/425 (4'8) g.s pun'l'o silla de g.
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®:DcR! — R

®:DcR! —R

Sean m funciones reales de g variables reales.
P:DC RY — R
(Pl(xl.x_z,---.qu 0 I EJEMPLOS DE LIGADURA CON 1 sola ecuacion. I
(Pz(x1,>(_2, - ..,Xq)= 0| Silaecuacién de ligadura (1 sola) cumple en todos los
; J puntos de L con las hipoétesis del teor. de funcién

Ecuaciones de ligadura
(son m ecuaciones reales con
q variables reales).

onjunto L de ligadura: el
lugar de puntos (%, %5, ..., X,)
de|R ‘que verifican las m
ecuaciones de Iigaduraq LA
\VEZ)

=

2 C
En IR la ecuacion de ligadura
(1 sola ecuacion en IRg

(X‘2/4) +(y2/9)=1 es una curva eliptica.

3 ¢ N
En R la ecuacion de ligadura:

(12 soi!a gcuacién de R ):

X+y"+2°=4 es.ung superficie esferica.

: -0 impligita, entonces, L es una curva (“unidimensiong”)
(Pm(xl,xz,...,xq)— enlR"” 6 L es una superficie (“bidimensional”’)en IR 6
L es una hipersuperficie (“(q-1)-dimensional”) en qu

Y

;

(-&o;K} (2.0) “x

URUGUAY



| MAS EJEMPLOS DE LIGADURA CON 1 sola ecuacion. | e

URUGUAY

2 y .

En IR la ecuacion de })lgadura (1,1 (1,1)
(1 sola ecuacion en R

max {|x|,ly[} =1 es una curva cuadrada

: 1,1 1,1
En IR la ecuacién de ligadura ( ) (1,-1)

. v 3
(1 sola ecuacion en |R™)
xX+y+z=1 es una superficie plana.

3 . .
En IR la ecuacion de ligadura
(1 sola ecuacion en |R )

(Pl(x,y,z) = 0, donde

P, = méx(lz-11,1y-21)

es una superficie formada por

dos planos perpendiculares:
{z=1}U{y=2}

En este ejemplo (|)1 no es

diferenciable en los ptos.

ESQUINA: los de la recta

donde ambos planos se cortan:
{z=1, y=2, x cualquiera}

362 /420



EJEMPLOS DE LIGADURA CON 2 ecuaciones.

Si las ecuaciones de ligadura son 2 y cumplen en todos los puntos de L con las

hipétesis del teor. de funmon implicita, entonces, L es una curva
(“unidimensional’) en |R 6 L es una hipersuperficie (“(g-2)-dimensional”) en IRq

En IR la condicion de ligadura
(2 ecuaciones)

z=1, y=2

es una recta ('curva" con todos
los puntos alineados)

que es la interseccion
del plano z=1 conel plano y=2.

En IR3 la condicion de ligadura
(2 ecuacmnes)

x2+y =4, z=1
es un curva circunferencia
m1‘erseccnon del cilindro

2 +y _4
(de base circular con radio 2 , -
y eje el eje de las z) _ﬂ/ﬁ;&o)

con el plano z=1 (2.0.0)

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI | Q
URUGUAY . 363/420




3
En |IR la condicién de ligadura
(2 ecuaciones)

P (x.y.z) = 0. Bx.y.2) = 0,

P = maéx{ix|,lyl3-1

P(x.y.z) = z-3

es un curva cuadrada z
contenida en el plano z=3
interseccion con el prisma
max{Ix|, lyl}=1

de base cuadrada y eje el

eje de las z.
| W
4
%0.0,3 va cuadrada
max{Ix|, lyl}=1, z=3
AL (-1.1,0)
s e Y
; — - (0,1 0)

En este ejemplo P no es | -1 OF = F(1.1.0
diferenciable en los ptos. ] el
ESQUINA: los 4 vértices B
del cuadrado

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLIC
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Sea f: DC IRq —> IR una funcion real de q variables reales.

IS.eao:a ligadura (|)1 (%.%5,....%)= 0 tal que el conjunto
igadura —
g L: (Pa(xl,x_z,...,xq)_o L<D

: = a€l

([)m(xl,x_z, %) =0 Sea un punto
DEFINICION: El numero real f(a) se || DEFINICION: El numero real f(a)
llama maximo relativo de f se llama maximo absoluto de f
condicionado a la ligadura L (y el condicionado a la ligadura L (y el
punto a se llama lugar donde se punto a se llama lugar donde se
alcanza ese maximo relativo alcanza ese maximo absoluto
condicionado) si: condicionado ) si: |
*Existe algin entorno Bﬁ(ﬂ) del f(p) £ f(a) V pelL
punto a tal que: OBSERVACION: EI bsol

| : EI maximo absoluto

f(P) é f(a) V PE Bﬁ (CI) n L condicionado, si existe, es uno de los

maximos relativos condicionados.

CONCLUSION: Sabiendo que existe
Maximo absoluto condicionado, es
entre los maximos relativos
condicionados, el mayoy, .. o

UNIVERSIDAD DE LA REPU




Sea f: DC IRq —> IR una funcion real de q variables reales.

Sea la ligadura @ (% . %5, ...
ligadura - (Pz(’ﬁ"z
D (4%

DEFINICION: El nimero real f(a)
se llama minimo relativo de f
condicionado a la ligadura L (y el
punto a se llama lugar donde se
alcanza ese minimo relativo
condicionado ) si:

*Existe algin entorno By (a) del
punto a tal que:

f(p) 3 f(a) V peB @t

%)= 0 tal que el conjunto
xq)= 0 L c D

9 Sea un punto

DEFINICION: El numero real f(a)
se llama minimo absoluto de f
condicionado a la ligadura L (y el
punto a se llama lugar donde se
alcanza ese minimo absoluto
condicionado ) si:

f(p) > f(a) V pelL

OBSERVACION: El minimo absoluto
condicionado, si existe, es uno de los
minimos relativos condicionados.

CONCLUSION: Sabiendo que existe
minimo absoluto condicionado, es
entre los minimos relativos
condicionados, el menoy, .. o

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL




Métodos para haIIar maximo y minimo de f condicionados a la ligadura L:

UNIVERSIDAD DE LA REPU

URUGUAY

ALTERNATIVA:

DIRECTO: 1) En los tramos donde las m ecuaciones de L
son diferenciables y cumplen las hipétesis del
teorema de funcion implicita, si se puede,
despejar m variables en funcién de las otras q-

2) Sustituir esas m variables en la funcion f.
Queda una funcién compuesta g que depende
de gq-m variables independientes.

3) Hallar los extremos relativos de esa funcién
compuesta g, buscando:
*puntos criticos de g.

4) Estudiar aparte los puntos de L donde

puede haber extremos relativos sin ser
puntos criticos de g. Sonno es diferenc. 6 no
cumplehip.func.implic

i puntos “esquina” de L g-m
* 6 donde f no es diferenciable, 6

* estan.en el borde del dominiodeg(en R )
METODRA RE 1 AC MIIHTIDIICADRADEC NNE | ACDANCE



EJEMPLO: Demostrar que existen y hallar maximo y minimo absoluto
condicionado la ligadura L de la funcion F:

Fx.y) =V x -y Lify-x'=0, x4V ) U fy=m , AFex 2 \m)

L NO tiene dos ecuaciones (a la vez),

sino una sola (o la parabola o la recta), . Y .

L es una curva que tiene dos tramos: (_\h& ) GW—E ™)
es la unién del arco de parabola entre los B
puntos A O B de la figura, con el
segmento de recta AB.

L es una SOLA CURVA, (formada como -V ° +\rt
union de dos arcos), diferenciable en

todos sus puntos excepto en los ptos.
ESQUINA AyB.

Existen Maximo y minimo absoluto de F en
L porque F es continua y L es compacto _
(Teo de Weierstrass). UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI

369 /420 URUGUAY




Fix.y) VX +y| (L0, Rex V) U e, AR ex )

En pardbola y= x*

g(x) = F(x.x%) =\7T x+xZ

dom.de g: 7T £ x 2 \J7T

ptos.criticos de g:

g' () NIt +2 % =0
x=N7T/2

F(NTT/2, 7T/4) =

Ptos en el borde del dominio de

A: x=-\T,, y="Tt F(-{TT,'TT) @
B: x=+JTT, y='Tt F(+\I’»'_t.’7t)

En el segmento AB y=7T

g(><)= F(<, 70D=\J7T x+7T
dom. de g: =

g

No hay ptos.criticos de g

pues g'(x)=\7T #0

370/ 420

(-7, 7T) Y+, 7T)
A E

i

N o 7T

Ptos esquina son A 'y B, ya estudiados.

Ptos donde f no es diferenciable No hay.
El Maximo Absoluto de F

condicionado a L es el mayor de los
valores de F marcados en rojo.

F(VT, 'Te)

El minimo absoluto de F
condicionado a L es el menor de los
valores de F marcados en rojo:

F(\TT/2, T/4)-
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Objetivo del método de multiplicadores de Lagrange: Encontrar algunos puntos
candidatos donde pueda haber extremos relativos o absolutos de la funcion F
(funcion real de g variables reales) condicionados a m ecuaciones de Ligadura L,
cuando vale para estas la hipétesis del teorema de funciéon implicita pero no se
puede despejar explicitamente m variables en funcién de las otras g-m.

HIPOTESIS (*): (1) y (2)

PARA APLICAR EL METODO DE LOS MULTIPLICADORES DE L AGRANGE.

1) Se da la funcién real que es DIFERENCIABLE en el abierto V:

V < R? Vv entornoabierto del

q
f:VCR —> R punto (a.b), a€lRI™™
m
Usamosla | p=(*1-% - . X%-mY; .Yo.---. v.)EV < R? b €lR
siguiente —v— “—~ —
L q-m |

notacion: * €R YeR UNIVERSIDAD DE LA REPUBLICA

. ~ d URUGUAY

P=(x.y) € R’

2) Se dan las siguientes m ecuaciones de Ligadura:

(P (x,y) = 0 | Que cumplen las hipétesis del teorema de Funcion
1 : Implicita en torno del punto (a,b), es decir:
— 0 ’ L] .
L : (Pa(x'y) - + P son funciones diferenciables en V.
*Las ecuaciones se verifican en el punto (a,b)

P (x.y) =0| ° det Jy P40




TEOREMA DE LOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE:

Si se cumplen las hipétesis (*): (1) y (2)
y si (a,b) es un punto donde f tiene un extremo relativo (puede ser el absoluto)
condicionado a la ligadura L,

Entonces (Cl,b, 7\.,) es un punto critico de la “funcién de Lagrange”:

G0x.y. A) = f(x.y) + AP OCY)+ AP XY+ + AP (xY)

para cierto valor |
de los “multiplicadores de Lagrange”: 7\4= (7\.1.7\-’2. ve ey 7\-,")
Es decir: 6, (u b,A)=0 6, (u b,A) = qu(ﬂ b,A)=0

Gy(ubz,) 0 Gy(ubx) 0. Gyngu,b,?\,) 0
6, (@b A)=0 6, (abA)=0--- &, (@b A)=0

NOTA: El reciproco es falso: no todo punto critico de la funcién de Lagrange es
necesariamente un extremo relativo condicionado de fa L.

CONSECUENCIA: Los extremos condicionados hay que buscarlos entre los
puntos criticos de la funcién de Lagrange y entre los puntos donde no se

cumplen las hipétesis (1) y (2)
pero que verifican la ecuaciones de Ligagura L. RUCUAY
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EJEMPLO: Hallar los extremos absolutos de F condicionados a L, siendo:

_ 2 o 2y =
F(x,y.z)= x+y+z L: ] x“+y“=1 UNIVERSIDAD DE LA REPUBLC
x+y+z=0 '

URUGUAY

Existen los extremos absolutos poraue F gs continua en el compacto L.
F v L son diferenciables en todo IR

det J L = 2x Las ecuaciones L cumplen las hipdtesis del
x.= teorema de la funcién implicita (ya sea

o
. x, z en funcion de vy,
det J L, =2y +0 o y.z en funcién de x)

Se cumplen las hipoétesis (1) y (2) del teorema de los multiplicadores de Lagrange
en todos los puntos que verifiquen la ecuaciones de ligadura L. Entonces los
extremos condicionados estan solamente entre los puntos criticos de la funcién

de Lagrange:

G(x.y.Z, ;. A ;) = x+y+ZP A (x +y2-1)+ 2, (X + y+Z)

N G o e e
G'y=1+27\_,1y+7\_’2=0 (-N2/2,- /2.+\,§,—2+\,§/2,—2\]§)I

Gz = 2z+A=0 F(N2/2N2/2,-\[2)=\2+2

6, = x"+y*1=0 F(-N2/2,N2/2,+\2)=-\2-2

G. = x+y+2z=0 y N Mdximo de F condicionado a L es \[2+2
Ay Minimo de”F condicionado a L es \J2-2
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I Dem. del teorema de los multiplicadores de Lagrange: I

1er. Caso: En |R° F(x,y) con una sola ecuacién de Ligadura: | : (ng,xz -0

L : ®(x.y) = 0 cumple hipétesis de funcién implicita:
2 dy=y(x) Vxe BS(G) diferenciable, tal que

Plx.y(x))=0  VxeBy(a)
/ y'(@ =" 5P (o by

Llamapdo A = —Ey(a,b)/ B, (a.b)

resufta F,(a.b) + AR (a.b)=0 (1)
Fc<(a.b) + APi(a,b)=0 (2)
Pla.b)-o 3

Siendo la funcién de Lagrange:

GO<.y. ) = f(x.y) + A P x.y)

(1) (2) (3) fo“*b'l)= o
?{ Gy (a.b. 2> =0

G?L (a.b.A.) =0

(a,b) extremo de F
condicionado a L

a extremo relativo de la
funcion compuesta F(x,y(x))

definida Vxe B('S(a)
a interior a BS(G)

a punto critico de la funcion
compuesta F(x,y(x)
F.(a,b) + § (a,b) y'(a) =0

Fab)+E @b (-(g(a,b)/% (a'b)) 0

UNIVERSIDAD DE LA REPU [

URUGUAY

Luego: ,(u,b,?\_,) “*&8 punto critico de la f. de Lagrange G I:I



Caso General: En IRcI con m ecuaciones de Ligadura L:

Idem. Demostracion del 1er. Caso, sustituyendo:

7\.’:(7\‘1'7\’2" cevs 7\-frn)

det Jy(P%O en vez de '(%*0 .
qu) en vez de q{, ;, I P envez de B
-1 .
matriz inversa (JyP) en vez de 1/
: Y

Funcion de Lagrange

G0x.y. A) = fix.y) + A P O.Y)+ A P,x.¥)+ .

en vez de G(x,y, )= f(x.y) + A P(x.y)

3771420

L: Pxy)=0d BXxY)=0

Qx.y)=0
q:)m(X..y) =0
+ AP 0(x.y)

UNIVERSIDAD DE LA REP_UB-L[.
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, a
DEFINICION: Dadasen IR™ dos curvas | : (Pl(xty) =0 y . Px.v)=0
la distancia entre ambas es 1 2 2

min{l|A-BI|, A€ L . Be L}

PROPOSICION 1: Ese minimo absoluto existe. Dem: La distancia entre dos

puntos es una funcion acotada inferiormente (por 0), luego existe el infimo
I-inf{llAa-Bll. A€ L, . B€ |}

Para demostrar que es un minimo, hay que probar que se alcanza para una

pareja de puntos A€ L . Be |

Por definicién de inimo, para todo natural n exite un par de puntos A€ |..1 . B€ L2

tales que: I=]lA,-B,lI< I+(1/n)

Como las sucesiones A, , B, son acotadas, por Bolzano-Weierstrass existe
subsucesion convergente A — A ; B, — B
Por ser continua la funcion distancia:
I<IlimllA,-B,lI=IlA-B||< lim I+(1/n)=1
= llA-Bll=1I
Las curvas son conjuntos cerrados de R® (sus complementos son abiertos),

(aunque no sean conjuntos compactos) y toda sucesidén convergente de puntos
de un cerrado tiene punto limite en ese cerrado:

$ A€ L1 . BEL2 L] UNIVERSIDAD DE LA RERUBLICA |
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PROPOSICION 2: La distancia entre las dos curvas diferenciables

L ®x¥)=0 y L ®xy)=o0
es

a= 1A-B]I= V (x-u)* +(y-v)°

donde (A,B,?\, )= (x,y,u,v,xl,hz) es alguno de los puntos criticos de la
funcién de Lagrange:

Fd 2
G(x:y.rurv; 7\.;1, xz) = (X-I.I) +(Y-V) + 7\,1([)1 (XIY) + hz(pz(urv)
Dem:
Por definicion, d es el minimo relativo condicionado de la funcion

HA-BI= V Gc-u) +(y-v)°

siendo A= (x,y) en la curva ng (pl(x'Y) -0

y siendo B = (u,v) en la curva L2= P (u,v )= 0

Entonces d2 es también el minimo condicionado de la distancia al cuadrado, y
por el teorema de multiplicadores de Lagrange, es un punto critico de G.

UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI
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EJEMPLO: Ha_llar la qgstancia entre la elipse X2+4y2=4 UNIVERSIDAD DE LAREEUB :
y la recta Y- -X+

Aplicando la proposicién anterior, hallemos los puntos criticos de la funcion de
Lagrange:

2
‘G(X.Y.U.V.Kl.l.z) = (x-u) +(y-v)’ + A (x +ay*-D+ Z.E(V+U-6_)‘
r G, (x YUV ALA) = 2(x- u)+2,x -0 W G tiene dos puntos criticos:

G (.y.uv. AL A,) =2(y-v)+8Ay =0 (yuv. AL A = .

< Gy YAV A A =2k, =0 < (VZ,\[2/2, 3-\[2/4, 3+\2/4,-(3N2/4)-308, 6+:3\212)
Gy .y u v, A A) =-2(y-v)+A, =0 |
G;;(X'Y'u'v',t:‘ A = xieayza oo | (N2, 3N, 3G, (3\24)-38, 6-3V212)

CNSTTN W ERAE -0

—

URUGUAY

Evaluemos F=||A-B| |2= (x—u)2+(y—v)2 en los dos puntos criticos de G,
y después seleccionemos el punto donde F toma el menor valor.

F(\E. \/3/2 ) \l_ 4 3+ 4)- Respuesta: La distancia d buscada es:

_5\15/4)2,,(3_\[5/4 y ‘ d= \/(3—5\/5/4)2+ 3-VZ2/4y

_ NOTA: El otro punto critico NO es max. de la
F(—\I_-\/_/Z 3+ \1_2/4 3 \I_M) distancia entre puntos A y B de las dos

-(3+5\I_/4)+(3+\/_/4) curvas, ya que este max. abs. NO EXISTE
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ESTUDIO DE
MAXIMO

Y/O MiNIMO
ABSOLUTOS

UNIVERSIDAD DE LA REPU

URUGUAY

1er. Paso: Investigar existencia de Max. y/o Min.
Absolutos de f en D:

Si f es continua y si D es compacto (cerradoy acotado)
Teor de Weierstrass-> Existen Max. y Min. Abs.de fen D
*Aunque f sea continua, si D no es comptacto (si es
cerrado pero no acotado, o si es acotado pero no ce-
rrado, o si no es ni acotado ni cerrado): estudiar cada
caso particular. Puede existir o no Max absoluto, y
existir o no Min. absoluto. (Ver ejemplos)

2do. Paso: SABIENDO QUE EXISTE MAX. Y/O MiN.
ABSOLUTOS, HALLARLO(s).

(1) Juntar bolsa de candidatos (ver pizarrén siguiente).

(2) Evaluar f en cada punto p de la bolsa de candidatos

(3) El mayor de los valores de f hallados
es el MAX. ABSOLUTO, si ya se sabia que este MAX.
ABSOLUTO EXISTE.

(4) El menor de los valores de f hallados es el MiN.
ABSOLUTO, si ya se sabia que este MiN. ABSOLUTO
EXISTE.
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p esta en el
interi f no es diferenciableenp, 6
BOLSA DE oDy z
PUNTOS ademas
CANDIDATOS cumple p es punto critico de f (no es
DONDE PODRIA ALGUNA necesario clasificarlos)
ALCANZARSE de las
Xég(otl)_llﬁl'gs condiciones
' siguientes: f no es diferenciableenp, 6
Contiene TODOS
La funcién en la ecuacion de la frontera
los puntos A
taleg que: P F es:a endIaD de D no es diferenciable en p, 6 p es un
: rorl;)era de y punto “esquina de la frontera” 6 p es un
en b, y ademas punto de la “frontera de la frontera”, o6
cumple
':L?UNA Si se usa el método de la funcion de
e ZS _ Lagrange L, p es punto critico de L (no
conciciones es necesario clasificarlos), o6
siguientes:

Si se usa el método de despejar una

variable en la ecuacién de la fronteray

sustituir en f, p es un punto critico de la

UNIVERSIDAD DE LA REPUBL funcidén resultante después de sustituir
o */*8n f la variable despejada.
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EJEMPLO DE ESTUDIO DE EXISTENCIA DE MiINIMO O MAXIMO ABSOLUTO:
Investigar si la funcion

f(x,y)= x° +y’2 definida ¥V (x,y) € D= max {Ix].lyl}< 1

tiene maximo y/o minimo absolutos en D.
(-1,1) (1,1)

D es el cuadrado abierto (sin el borde) de la figura.
f es continua en D.

D es acotado pero no es cerrado: no es compacto. (0,0y

No podemos aplicar el teorema de Weierstrass a D

para deducir si hay maximo o minimo absolutos (-1,-1) (1,-1)
de f en D.

Consideramos laclausura D de D (D es el cuadrado cerrado),

D es compacto, y f ADMITE UNA EXTENSION

CONTINUA f AL CONJUNTO COMPACTO D (en este ejemplo; no siempre
sucede; en este ejemplo la funcion

extendida se puede definir con la misma formula dada para f, pero

con su dominio D en vez de D).

Por el teorema de Weierstrass existe Maximo y minimo absolutos de f
en D.

Hallemos primero ese méximo_y ese minimo de f,
que se alcanzan en puntos de D.
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Para hallar max. y min. absoluto de f en 5, podemos aplicar el método general,
sabiendo ya que existen los extremos absolutos en D. Pero en este caso, en vez
de aplicar el método general usaremos particularidades especiales de la
funcién fy del dominio cuadrado D.

Como f es el cuadrado de la distancia de (x,y) al origen, el maximo

absoluto de fen D se alcanza en sus cuatro vértices (1,1), (-1,1), (-1,-1) y (1,-1)
de D yvale \/_2 . El minimo absolutode fen D se alcanza en el
origen (0,0) y vale 0.

Si alguno de los puntos de D donde se alcanza el maximo absoluto de f
cae también en D, entonces existe maximo absoluto de fen D y es el mismo
queeldefen D En caso

contrario no existe maximo absoluto de f en D. Idem para el minimo absoluto.

En nuestro ejemplo ninguno de los cuatro vértices donde se alcanza el valor
2 pertenece a D, entonces

NO EXISTE MAXIMO ABSOLUTO DE f en D.
El origen donde se alcanza el valor 0 pertenece a D, entonces

EXISTE MINIMO ABSOLUTO DE f en D, se alcanza en el
Origen y vale f(0,0)= 0. UNIVERSIDAD DE LA REPUBLI
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EJEMPLO: Investiaar si la funcion

f(x,y) = (x+y-4)-definida ¥ (x,y) € D= {x >0, y2 0}

tiene maximo y/o minimo absolutos en D.

D es el primer cuadrante cerrado (incluido su borde \
formado por los dos semiejes coordenados positivos

y el origen).

D es cerrado pero no es acotado: no es compacto.
No podemos aplicar el teorema de Weierstrass para

deducir si existen 0 no maximo y/o minimo
absolutos de f en D.

Investiguemos primero si f es acotada en D:

¢ Acotada superiormente? En la semirrecta
x=y, x>0 contenida en D,
si hacemos x> +00 (estamos dentro de D)
resulta: f(x,x) = (2x-4)—> +0o

X —> +0o
Luego f no es acotada superiormente en D.
NO EXISTE MAXIMO ABSOLUTO de fen D.|

¢Acotada mfenormente’? Si, porque
fx,y) = (x+y-4) 30V (x.y) € D

Existe infimo de f en D.

388 /420

(0,4)

Si se alcanza el infimo de f en algun
punto de D, sera minimo absoluto
de f en D. En caso contrario no
existe minimo absoluto de f en D.

f(x,y)=0 & y=4-x;
y=4-x; (x,y)enD &)y=4-x, 0£x £ 4.
Es un segmento de recta incluido,en
D dond I Linfi 0
EXISTE MINIMO ABSOLUTO DE f EN
D, vale 0 y se alcanza en todos los

puntos de ese segmento.
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EJEMPLO DE BUSQUEDA DE MAX. Y MiN. ABSOLUTOS SABIENDO UNIVERSIDAD D LA RERUBLC

QUE EXISTEN. Sea la funcion:

F(x,y)=|x-yl+x° definida WV (x.y) € D= maéx {|x|,lyl} £1
Encontrar, si existen, el maximo y el minimo absoluto de f en D.
D es el cuadrado cerrado (interior+frontera) de la figura. (-1,1)=A

D es cerrado y acotado: es compacto.

F es continua en D.
Por el teorema de Weierstrass existen Maximo y Minimo

absolutos de F en D
(-1,-1)=D (1,1)=C

Puntos candidatos (a medida que los hallamos ya evaluamos F(x,y) en ellos):

1) En el interior de D: los puntos criticos y los puntos donde f no es derivable.
x+1 Si X2y -141)(&1 —1£Y 1

I;(X'Y)={2x-1 sixsy -1£ -14y41
-F(x'y)=<[—1 Six}y —lé
¥ 1 sixey -1£4

las derivadas parciales no existe .
en el segmento x =y. -1 £ x £1 (segmento DB)

Puntos criticos no hay porque F (x.y)

no se anula nunca.
Puntos donde f no es diferenciable:

Segmento DB:

(1,1)=B

le
x£1, -14£
x £1 14
n

Evaluacion de f en los puntos del
segmento DB:
F(x.x)= x
mayor valor F(1,1)=F(-1,-1)=1
" menor valor F(0,0)=0

~1Lx &1

X=Y:‘1£x£1




2) En la frontera de D: la descomponemos en los cuatro segmentos AB, BC,
CD, y DE (lados del cuadrado D). Buscamos los candidatos en cada uno de esos
segmentos (y a medida que encontramos candidatos ya vamos evaluando la

funcién F en cada uno de ellos.
{ 2 Alxld ﬁ:(x,-l)= x-2+-x'-+1, 1Ex £l
F(x 1)= X"-xtl, -12X& )
(xz_x+1)|=2x_1=0 (X +X'|'1) =2X+-1=0
seqmento AB x=1/2; y=1 F(1/2,1)-3/4 segmento D¢ €X+-1/2; y=1  F(1/2-1)=3/4
" |rextremos del segmento AB extremos del segmento AB
(1,00 (8,0) F(-1,1)=3; F(t, 1)L E:); (LA F-LA)L F(1A):3
F(l,y) =2-y , -1&y £l FELy) =2+y | -1&y &1
(2-y)'=-1#0 (2+y)'=+1£0
segmentoCB < extremos del segmento CB segmento DA< exfremos del segmento CB
L) (1,1): F(14)=3; F(L,1)=1 ) @1 F(LA)L FELL)=3

CONCLUSION: El mayor de los valores de F evaluados en cada uno de los
candidatos fue F(-1,1)=F(1,-1)=3. Entonces 3 es el MaXIMO ABSOLUTODE FEND

El menor de los valores de F evaluados en
cada uno de los candidatos fue F(0,0)=0.

Entonces 0 es el MiNIMO ABSOLUTO DE.E EN D. UNIVERSIDAD DELARE

URUGUAY




Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2006.

Practico 1.
Topologia en R".

1. (a) Investigar si las siguientes funciones de R? en R son normas:

L flz,y) = |z] + |yl
ii. f(r,y) = a2 +y?
ii. f(z,y) = |z +y|

iv. f(z,y) = max(|z], y|)
(b) Para aquellas que sean normas dibujar la bola de centro (3,4) y radio 2 e indicar cuéles de los
siguientes puntos pertenecen a ella: (3,4), (4,5) y (0,1)

2. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones definidas en R?:

3
ap = <e_"7 ) bn
n

3. Probar que si una sucesién tiene limite, entonces toda subsucesién tiene el mismo limite.

(e +2,1+(=1)"n) ¢,

4. Sea (x,)n>0 una sucesién contractiva, es decir, tal que existe k € R, 0 < k < 1, que cumple
|Znt1 — znll < klltn —xp—1|| Vn>1.
Demostrar que:

(a VneN.

|Trt1 — 2n || < K21 — 20|

(b) Sip,q €N, p> g, entonces ||z, — z4]| < |lx1 — 2ol|. Sugerencia: desigualdad triangular.

)
)
()
5. Se d

k4
1-k
() es de Cauchy y por lo tanto convergente.

efinen los siguientes conjuntos:

ISICES

ra?+y? <1, (2,y) # (0,0)}

eR?: 222 + 2 <1} U{(z,y) eR?: 2 =y}
rr=(-D)"+ L y=1n>1}

o= (1) e n > THUL(-1,0)} U {4 0 Q2

—_~
= D

- =

—~ o~
&

—~ -
Qo

—~ —~
~— ~—— — \_/\_/95/\_/\_/\_/\_/\_/\_/
N
RS
I

Representar graficamente e investigar si son acotados.
Hallar el interior, el exterior, la frontera y la clausura.
Hallar el conjunto de sus puntos de acumulacion.

Indicar si son abiertos o cerrados.

392 /420



6. (a)
(b)

Probar que toda bola abierta es un conjunto abierto.

Probar que si A es un conjunto abierto y p € A entonces A\{p} es abierto.

7. Sean A un conjunto abierto de R? y C = AN (Q x Q). Hallar int(C), C, y dC.

8. Sean A y B dos conjuntos de R™. Se define el conjunto suma A 4+ B de la siguiente forma:

A+B={a+beR" :a€ A, be B}.

Demostrar que si A es abierto entonces A + B es abierto. ;Qué se puede decir de A + B si A es
cerrado?

9. Probar los siguientes resultados:

a

(a)
(b)
()
(d)
()
10. (a)
(b)

()

A es abierto sii A =int(A) sii A° es cerrado sii ANJA = ¢.

int(A) = A—0A y que int(A) es el mayor conjunto abierto incluido en A.

A es cerrado sii A° es abierto sii A = A sii 04 C A sii A’ C A.
A=AUJA=AUAy que A es el menor conjunto cerrado que contiene a A.

A’ es un conjunto cerrado.

Probar que la unién de una familia arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Probar que la interseccién de una cantidad finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
. Es cierto que la interseccién de una cantidad arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto?

Extraer conclusiones sobre la union e interseccién de conjuntos cerrados.

11. Sea C' C R™ un conjunto compacto y A C C cerrado. Probar que A es también compacto.

12. El Conjunto de Cantor (Optativo)

(a)

(d)

Sea (Kn)m>0 una sucesién dec reciente de conjuntos compactos no vacios en R", es decir que:
— K,, CR"™ es compacto y no vacio Vm > 0.
- m—+1 g Km Ym Z 0.

Probar que K = N°_y K, es compacto y no vacio.

Nos limitaremos ahora al caso n = 1. Se define la sucesién (Kp,)m>0 de subconjuntos de R
mediante el siguiente procedimiento: Ko = [0,1], K1 = Ko\(1/3,2/3), Ky = K1\[(1/9,2/9) U
(7/9,8/9)],... En general, K,,1 se obtiene de K,, quitdndole los tercios centrales abiertos de
cada uno de los intervalos que forman K,,. Sea K = N%_,K,, (denominado “conjunto de
Cantor”). Probar que:

— K es compacto y no vacio.
- K=K'.
— K tiene interior vacio.

Observar que cada ntimero real z € [0, 1] admite una representacién “ternaria” de la forma:
=«
k
x:Z ax conag € {0,1,2} VE >1
k=1

(,Cémo es la representacion ternaria de los puntos del conjunto de Cantor?. Deducir que K no
es numerable.

i Cudl es la “longitud” de [0, 1]\ K?
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Practico 2.

Funciones de varias variables: representaciones graficas y limites.

1. Hacer un croquis del dominio, los conjuntos de nivel y la grafica de las siguientes funciones.

(@)z®+y*  (b)a?—y* (o) flz,y) =2 (dDy/z () y

2. Hacer un croquis del dominio, los conjuntos de nivel y la gréfica de las siguientes funciones.

O W) e ou()

(e) arccos (ﬁ) (f) arctg (‘j) (g) 2

3. Probar que en los siguientes casos NO existe lim g, ,)—(0,0) f(,¥):

4. (a)

(b)

2,2

@) fwy) =5y () fley) =

o osiz+y#0

23y
= 4y’
@ s ={ g 5TV

(332 + y2)2

Probar que si lim,_,, f(z) = 0 y ¢ es una funcién acotada en una bola reducida de centro p,
entonces lim,_,, f(x)g(z) = 0.

Calcular los limites de las siguientes funciones para (x,y) — (0,0):

@asen (1) 0L © L

22 + 42 22 + 42 22 + ot

Probar que si lim(, ) (a,p) f(2,y) = L y existen los limites unidimensionales: lim, ., f(z,y)
y lim, ., f(z, y), entonces existen los limites iterados y se tiene:

lfm (h’m (x7y)) = lim (h'm f(x7y)) -y

r—a \ y—b y—b \x—a

Verificar que los limites iterados de f(z,y) = (z—y)/(z+y) existen en (0, 0) pero son distintos.

Verificar que los limites iterados de f(z,y) = (22y?)/(2?y? + (z — y)?) existen y dan iguales
en (0,0) pero no existe el lim, ) (0,0) f(,¥).

Se considera la funcién f: R? — R definida por:

wseny, siy#0

f(x,y)_{(L siy=0

Mostrar que el lim, ) (0,0) f(2,%) = 0y que un limite iterado no existe. ;Esto contradice la
parte (a)?
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6. Calcular:

224 ay+1 22+ zy — 2
a lim _—_ b Iim zvylo c i _
()mmammaﬂ—x—y ()<Lwﬂmm v loglyl ()umHum z? — y?
a® 4y . e ¥ —1 , log(1 + 22 + y?)
(d) e ¢  Jm o m—e O sy
(z,y)—(0,0) T° + ¥y (z,9)—(0,0) T* —y (z,y)—(0,0) =+ y° +2°y

7. Consideremos f: R? — R tal que:

1 sio<y<a?
[l y) = { 0 en otro caso

Graficar f y mostrar que f(z,y) — 0 cuando (z,y) — (0,0) a lo largo de cualquier recta por el
origen. Hallar una curva que pase por el origen a lo largo de la cual, salvo en el origen, f(z,y)
tenga el valor constante 1. Concluir que f no tiene limite en el origen.

8. Sea f: U C R? — R una funcién definida en una bola reducida U = B}((0,0)) de centro (0,0)
y radio R. Mediante el cambio de variable z = rcosf, y = rsenf, se obtiene g: V C R? — R,
g(r,0) = f(rcosf,rsend), donde V = (0, R) x [0,27).

(a) Probar que lim(, ,y_.(0,0) f(z,y) = LsiiVe >036 > 0tal que|g(r,0)—L| <eVre(0,9),0¢c
[0, 2m).
(b) Probar que si lim, ) (0,0) f(2,y) = L entonces lim, o+ g(r,0) = L'V 6 € [0,27).

(c) Se consideran las funciones f siguientes

. _ x .. [ y/z six£0 .. [ 1 si0<y<a?
1=t ) fen={ 7 3520 @sen={ ] Stae

Calcular, cuando existan, lim, ,)—(0,0) f(2,y) y lim,_o+ g(r,0), éste 1iltimo en funcién de
0 € [0,2n).

(d) Probar que es falso el reciproco de la parte (b).

(e) En el caso particular en el que g tiene la forma g(r,8) = h(r)k(0), con h y k funciones
h: (0,R) — Ry k: [0,27r) — R, probar que si k es una funcién acotada y lim,_q+ h(r) = 0
entonces lim, ) (0,0 f(z,y) = 0.

(f) Calcular:
2

D e e
(z,9)—(0,0) T +y (z9)—(0,0) /22 + 32
9. Se considera la funcién b2
flz,y) = st y+ oy a,beR.

seny + log(1 + x)

(a) Determinar a y b para que todos los limites direccionales de f en (0,0) sean iguales.

(b) Para los a y b determinados en la parte anterior, probar que f carece de limite.
10. Discutir segun «, 8 € R la existencia del limite:

) zyP
hm )
(z,y)—(0,0) T2 + Yy + y
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11. Optativo. Sea ¢: R — R un inifinitésimo en el origen tal que €(0) = 1. Se considera la funcién

3a?e(y) — yPe(w)
log(22 + 42 + 1)

fz,y) =

(a) Analizar si f tiene limite en (0,0) segtin el conjunto C = {(x,y) € R? : zy # 0}.
(b) Analizar si f tiene limite en (0,0).
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Practico 3.
Funciones continuas de varias variables.

1. Determinar en qué puntos de R? las siguientes funciones f : R? — R son continuas y discontinuas.

(a) f(z,y) = { [ s e 2 0.0 (d) Sea ¢ : R — R una funcién derivable

0 . st (z,) = (0,0) con derivada continua.
o) e ={ 57 5U70
’ 0 siy=0 fa ):{ (py) —w(@)/(y—2) siz#y
224+2—1 siz>0 Y ' (x) siz=y

(c)f(x,y)={3x+y2 siz <0

2. Sea f: R™ — R una funcién continua. Probar que:

(a) Si f(p) > 0 entonces hay una bola B, con centro en p tal que V & € By, se tiene f(z) > 0.
(b) El conjunto A = {z € R" : f(z) > 0} = f~1((0,+00)) es abierto.
(c) El conjunto C' = {x € R": f(x) = 0} = f~1({0}) es cerrado.

3. Probar que f: R" — R™ es continua si y sélo si ¥ A C R™ abierto f~!(A) es abierto en R™.

4. Sea C' C R™ cerrado y no acotado, y f: C — R™ continua, tal que existe lim,_, f(z). Demostrar
que f es uniformemente continua en C.

5. Una funcién f: A C R™ — R™ se dice Lipchitziana sii existe k > 0 tal que:

(@) = F < klle =yl Va,ye A

(a) Probar que toda funcién Lipchitziana es uniformemente continua.

(b) Probar que la funcién f(z) = /7 es uniformemente continua pero no Lipchitziana.
6. Si A CR™ es acotado, se define el didmetro de A como diam(A) = sup({d(z,y) : z,y € A}).

(a) Probar que si C' C R™ es compacto entonces existen z,y € C tal que diam(C) = d(z,y).
(b) Sea C CR™y f: C'— C una funcién continua tal que

1f (@) = FWl > llz =yl Ya#yel.

Probar que C' no puede ser compacto.

7. Sea C C R™ cerrado y f: C — R™ una funcién continua. Demostrar que el grafico de f,

graf(f) ={(z, f(x)) : x € C},
es un subconjunto cerrado de R™,

8. Sea C' C R™. Se llama camino (o arco) continuo en C' a toda funcién continua «: [0,1] — C. Si
a,b € C'y «esun camino en C tal que «(0) = a y a(l) = b, se dice que « conecta a con b. Se dice
que C' es conexo por caminos (o arcoconezo) sii V a,b € C' 3 o camino en C' que conecta a con b.

(a) Sean C' C R™ conexo por caminos y f: C'— R continua. Probar que si a,b € C'y p € R son
tales que f(a) < p < f(b) entonces existe ¢ € C tal que f(c) = u. Sugerencia: considerar f o«
con « un camino de a a b.
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(b) Probar que si C es arcoconexo y f: C — R™ es continua entonces f(C) C R™ es arcoconexo.
(c) Sean S = {a € R?: |la|]| =1} y ap € S*. Probar que S* y S*\{ag} son arcoconexos.

(d) Probar que no existe f: S* — [0,1] continua y biyectiva. Sugerencia: suponer por absurdo
que existe una tal f, sacar un punto de ag € S* conveniente y considerar la restriccién de f a
este nuevo conjunto.

9. Optativo. (Un teorema de punto fijo)
Sea C C R™ un conjunto cerrado y f: C' — C una contraccidn, esto es, existe k € (0,1) tal que

If(z)—fW)l <kllz—y|| Vaz,yeC.

(a) Sea a un punto cualquiera de C. Se define la sucesién (x,,),>0 de la siguiente forma: z¢ = a
y & = f(2p-1), si n > 1. Probar que

|Tnt1 — znl| < k™21 — 20]] VYV n>0.

(b) Deducir que (x,) es una sucesién de Cauchy y que existe p € C tal que lim,, z,, = p.

(¢) Demostrar que existe un tnico punto p € C tal que f(p) = p. Sugerencia: observar que f es
continua y tomar p como en la parte anterior.

(d) Analizar si el resultado anterior es vdlido si C' no fuese cerrado.
10. Optativo.
(a) Sean V' y W espacios vectoriales normados y T: V' — W una transformacién lineal. Probar
que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

i. T es continua en V.
ii. T es continua en el vector nulo de V.
ili. Existe k > 0 tal que ||T(x)| < k|z|,Vz € V.
iv. Existe k > 0 tal que | T(z) — T(y)|| < kllz —y||, Yo,y € V.
v. T(A) es acotado ¥V A C V acotado.

(b) Probar que toda transformacién lineal de R™ en R™ es continua.

11. Optativo.

Se considera la funcién determinante det: R* — R tal que det(a, b, c,d) = ad — bc

(a) Probar que det es una funcién continua en R*.

(b) Sean A = {A € M3x2(R) : A es invertible} y B ={A4 € Myx2(R) : det(A) = 0}.
Investigar si A y B son abiertos, cerrados o ninguna de las dos cosas. Aqui el espacio de
matrices se considera como R*.

12. Optativo. Sea C' C R™. Probar que si toda funcién continua f: C' — R es acotada entonces C' es
compacto.
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Practico 4.
Derivadas parciales y diferenciabilidad.

1. Calcular las derivadas parciales de cada una de las siguientes funciones f = f(z,y), especificando
en cuales puntos las derivadas existen.

2¢ 3
L3y

(a) az® + by’ (b) = () 2 (d) log(e + ) (e) tgx () arcte(ey)

T

2. Calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de las siguientes funciones f = f(x,y).
@ay (D) logay (o) (d) sen(a® —y?)

. . — 212 . .7
3. Verificar que la funcién u(z,t) = e k"tsen kx satisface la ecuacién del calor: u; = a2ugy.

4. Estudiar la continuidad de cada funcién y la existencia de las derivadas direccionales respectivas.
(a) fz,y) = { (y)/(Va* +y?) S? (z,y) # (0,0)
a si (x,y) = (0,0)
(e*—1)/x siz#0
Y siz=0
Ty sen% cos % sixy # 0
a sizy =0

© sen={ 5" 5170

©ren={ %, $1Z

8

o) 1) = {
@ St = {

y? siy<1

5. (a) Sea f: U C R? — R, donde U es un abierto, una funcién tal que las derivadas parciales de f
existen y son acotadas en U. Probar que f es continua en U.

(b) Generalizar el enunciado anterior para f: U C R” — R.
6. Representar graficamente la siguiente funcién f: R? — R bosquejando las curvas de nivel.

. 0 siy§x202x2§y
f(x,y)—{ lz| six? <y <222

Demostrar que f es continua y que existen todas las derivadas direccionales en (0,0) y que, sin
embargo, f no es diferenciable en dicho punto.

7. Sea f: R? — R la funcién dada por
(@ +y*)senl + e siz#£0

Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de f en los puntos (0,0), (0,1) y (1,0), hallando, si
existen, las derivadas parciales.

8. En cada caso hallar la ecuacion del plano tangente a la grafica de la funcién en el punto P.

(a) 32% +4y%, P =(0,1)  (b) 2cos(z —y) + 3senz, P = (m,7/2)
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10.

11.

12.

13.

Calcular la matriz Jacobiana en el punto a y el diferencial df (a)(Ax, Ay) de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) ="t + 2sen(2x — y), a = (0,0)

(b) f(m,y,2) = (eT* W 2z +y+22), a=(0,1,2)

(c) flz,y) = (e"*¥,sen(2z — y),log(1 +y?)), a= (7, 7)

(d) f:RP+— RY en a € RP fijo cualquiera; siendo  f(x) = A-x, donde A es una matriz ¢ x p y
X se escribe como una matriz columna p x 1.

Probar que f(z,y) = /22 + y? es continua pero no tiene derivadas direccionales en (0,0) ni es
diferenciable en ese punto. (Solucién en J.Burgos, par. 24-1.)

Sea f : R? — R definida como f(z,y) = 23y. Sean a = (0,0) y b = (1,2). Hallar £ en el segmento
[a, 0] tal que f(b) — f(a) = df(§)(b—a).

Sea f : R? — R definida como
1
fz,y) = (2° erQ)SeHW si (z,y) # (0,0), f(0,0)=0

(a) Probar que existen derivadas parciales en todos los puntos y calcularlas.
(b) Probar que f es diferenciable.
(c) Probar que f no es de clase C*.

(Solucién en libro de J. Burgos, par 28-1, punto 2do.)

;Existe alguna funcién f: R? — R de clase C? tal que f.(z,y) = " y f,(x,y) = cos(zy)?

Notacion de la Regla de la Cadena: En algunos ejercicios se usa la siguiente notacion:

Siu=f(x,y), z =x(r,s) e y =y(r, s) entonces

Ly 0@y

* ox Y Oy
_ Ox(r,s) _ Ox(r,s) _ Oy(r,s) _ Oy(r,s)
‘T"T - ar b) xS - 88 9 y'f' - 87’ b yS - 88
Regla de la cadena:
0
ur = 5o f(2(r,5),y(r, 5)) = ua(a(r, ), y(r,5)) - (v, 5) + uy(2(r, 5),y(r, 5)) - ye(r, 5)
en breve: u, = UzTy + UyYyr
0
Us = % (J?(T, S), y(r, 3)) = ux(x(rv S), y(rv 5)) . 1‘8(7" 8) + uy(a:(r, S)v y(Tv S)) ' yS(Ta S)

en breve: us = UzpTs + UyYs
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14. Escribir la Regla de la Cadena para los siguientes casos:
(a) u= f(z,y) con x = x(r,s,t) e y = y(r,s,t). Es decir, hallar las derivadas parciales u,, us, u;
de la funcién compuesta u = f(z(r, s, t),y(r, s,t)).

(b) w= f(x,y,2) con x = x(s,t), y = y(s,t) y z = z(s,t). Es decir, hallar las derivadas parciales
wg, w; de la funcién compuesta w = f(xz(s,t),y(s,t), z(s,t)).

(¢) v = f(p,q,r) con p=px,y,2), ¢ =q(x,y,2) y r =r(z,y,z). Es decir, hallar las derivadas

parciales v, vy, v, de la funcién compuesta v = f(p(z,y, 2), ¢(z,y, 2), r(z,y, 2)).

15. Sea U C R™ abierto y sean A: (—e,e) — U y f: U — R funciones diferenciables. Calcular la
derivada segunda (f o A\)” en funcién de las derivadas parciales de f y de las derivadas de A.

16. Sean f1, g1, g2, h1, ho, hs, k1, ko funciones diferenciables de codomino R, z, y, z, t, &, 1, u, v, w
variables reales y considérense las siguientes funciones de R™ en R™:

(a) f(l?, Y, Z) = fl(zv Y, Z) (C) h(&a 77) = (hl (53 7])7 h’Z(fa 77)7 h3(£a 77))
(b) g(t) = (g1(£), 92(1)) (d) E(u, v,w) = (k1 (u, v, w), ka(u, v, w))
(i) En cada caso hallar el dominio y codomino, esto es, especificar el n y m adecuados.

(ii) Hallar los diferenciales de las composiciones go f, hok, koh y hog en funcién de las derivadas
parciales de f1, g1, g2, h1, ha, hs, k1, ka.

17. Hallar, en cada caso, las matrices jacobianas de f, g, fogy go f.

(8) Flu,v) = (4 log(u? + v?), arctg(u/v)), g(z,y) = (¢ cosy, e* seny).
(b) f(u,v) = (u? —v?,2w), g(z,y) = (zcosy, xseny).
(¢) F(u,v) = (e cosv, e senv), g(a,y) = (s, 7s).

18. Opcional.

(a) Sea T: R™ — R una transformacién lineal. Hallar §;T parai=1,...,n.

(b) Sea A una matriz simétrica n x n 'y @: R® — R la funcién dada por Q(z) = x'Ax, esto es,
Q(x1,...,xy) = Z;ijzl aijrizj, st A= (a;;)7;—;. Hallar 0;Q parai=1,...,n.

(¢) Sea T: R™ — R™ una transformacién lineal y f: R™ — R la funcién f(z) = (x,T(z)). Hallar
la derivada direccional 0f/0u para todo versor u € R™.

19. Opcional.
(a) Demostrar que una funcién de clase C2, u: R? — R, es solucién de la ecuacién Ugy = 0 sii
existen funciones f: R — Ry g: R — R de clase C? tales que u(z,y) = f(z) + g(y).

(b) Demostrar que una funcién de clase C?, u: R? — R, es solucién de la ecuacion u g, = uzuy,
sii existen funciones f: R — Ry g: R — R de clase C? tales que u(z,y) = f(z)g(y).

(c) Demostrar que una funcién de clase C2, u: R? — R, es solucién de la ecuacién ug, = Uyy Sii
existen funciones f: R — R y g: R — R de clase C? tales que u(z,y) = f(z +y) + gl — y).

20. Opcional. Demostrar que todos los planos tangentes a la grafica de la funcién f(z,y) = y h(y/z),
en donde h: R — R es una funcién diferenciable, tienen un punto en comun.
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Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2006.

Practico 5.
Desarrollo de Taylor.

1. Calcular el desarrollo de Taylor de orden 3 de f en el origen:

T sent

(a) f(x) =logcosz (b) f(z) = /0 dt (c) f(z) = /01’ arctg((1+1)~V/3) dt

2. Calcular el limite cuando =z — 0:

1 — cos(1 — cosx) 22e5NT _og(1 + 2?)
() 7 (b) -
T tgx — arctgx
log(1 + )
coshz\ r —senzx /1 —cos(1 — cosz) -2
(c) cosx (d) x4

3. (Cual es el menor nimero de términos que hay que tomar en el desarrollo de Taylor de e” en x = 0,
para obtener un polinomio que aproxime, con un error menor que 1074, a e* en el intervalo [—1,1]?

4. Hallar el polimonio de segundo grado que mejor aproxima a senxseny en torno al origen.
5. Desarrollar zyz? en potencias de z, y — 1y z + 1.

6. Hallar el polinomio de Taylor de grado 3 en (0,0) de las siguientes funciones:

() F(,y) = arctg —*—  (b) f(,y) = " cosy

+1
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Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2006.

Practico 6.
Funcién implicita y funcion inversa.

1. Probar que la ecuacién xy? + 4x%y — 12 = 0 determina a y en funcién de z alrededor del punto
(1,2). Dar la ecuacién de la tangente y de la normal a y = ¢(z) en = 1.

2. Probar que las siguientes ecuaciones determinan a y en funcién de z alrededor de (zg,yo). Hallar
¢'(z0) y ¢" (o).
(a) IZy + log(xy) =1, (anyO) - (L 1)
(b) =+ senh(z) —sen(y) =0, (zg,yo) = (0,0). Hallar ¢ (xg).
© a @3

= + o =1, en (z9,yo) genérico tal que 2 + 2 =leyy #0.

3. Sea (z,y) = g(u,v) la funcién inversa local en torno de (u,v) = (1,4), (z,y) = (0,0) de
f(z,y) = (1 -2z —y+ 22, 4— 2 —y— 3xy). Hallar la matriz Jacobiana de g en (u,v) = (1,4), el
diferencial primero dg(1,4)(Au, Av), y el diferencial segundo d?g(1,4)(Au, Av).

4. Sean U C R? un conjunto abiertoy f: U — R, f(z,y) # 0, tal que

(@ +y") f(z,y) + (f(z,9)* =1 VY (z,y) €U.
Probar que f es de clase C* en U.

5. Sean f,g: R" — R tales que g(z) = f(z) + (f(x))®> ¥ 2 € R". Probar que si g es de clase C*°,
entonces f también lo es.

6. Demostrar que la ecuacién e¥ +y = e~ 2% — x determina una tnica funcién y = o(x) definida en

todo R. Sugerencia: estudiar las funciones F(y) = ¢ +y y G(z) = e~2* — z. Hallar ¢'(0), ¢ (0) y
2"(0).

7. Se considera el conjunto S = {(z,y,2) € U : f(x,y,2) = ¢} en donde f es una funcién real de clase
C! en el conjunto abierto U tal que Vf(p) #0VpeE S.

a) Probar que para cada p € S existe alguna bola B, tal que S N B, es el grifico de una funcién
p i
de dos variables.

(b) Probar que V f(p) es ortogonal a S enp V p € S. Deducir la ecuacién del plano tangente a S

en un punto genérico.
8. Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie zyz = a3, @ > 0, en un punto genérico
(20, Y0, 20)- Demostrar que el volumen del tetraedro limitado por ese plano y los planos coordenados
es 9a%/2. (Vol. tetraedro = drea de la base x altura /3.)

9. Sea f: R® — R tal que f(r,y,2) = axz + xarctgz + zsen(2z +y) — 1, a € R.

(a) Probar que la ecuacién f(z,y, z) = 0 determina a z en funcién de x e y alrededor de (0,7/2,1).
(b) Hallar a para que (0,7/2) sea un punto critico de la funcién ¢ definida implicitamente.

(c) Calcular
| P@y) =1 —32%/2 = 2a(y — 7/2)
(2,y)—(0,7/2) 2+ (y — 7/2)?
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10.

11.

12.

13.

14.

Sea z = z(x,y) la funcién definida implicitamente por la ecuacién
v’z +a(logz —1)=0, 2(1,-1)=1

Hallar el desarrollo de Taylor de orden 2 de z en un punto apropiado y calcular aproximadamente
el valor de z(4/3,—4/3). Dar una cota del error que se comete al hacer dicha aproximacién.

Sea f: R? — R? definida por f(z,y) = (2? + 2, (2% + y?)?).
(a) Cada circunferencia centrada en el origen tiene su imagen por f en un punto de una parébola
que se determinara.

(b) Calcular Ji, ) f y probar que f no es localmente invertible en ningiin punto del plano.

(c) Sea g: R?* — R? tal que J
invertible en (zg, yo).

z0.y0)9 = 0. Probar, con algin ejemplo, que g puede ser localmente

Optativo. Sean u: R? — R3 u(x,y,2) = (z,v, 2)

r: R3S =R, r(z,y,2) = Va2 +y2 + 22.

Se define
or Or Or

(5 a %)

a) Mostrar que Vr es unitario y colineal con .

(c) Hallar f tal que Vf = u.

(d) Se sabe que el campo eléctrico creado por una carga puntual () ubicada en (0,0, 0), en el punto
(1,y,2) es BE(x,y,2) = kQu/r® y que el potencial eléctrico es una funcién V tal que E = —VV.
Hallar V' y deducir que el campo eléctrico es perpendicular a las superficies equipotenciales.

(a)

(b) Mostrar que Vr® = ar®2u, a > 0.
)
)

Optativo. Se considera el conjunto D = R?\{(z,y) : y < —1} la funcién f : D + R definida por
fla,y) =a* —y® + Mog(y + 1), A€ R.

(a) Discutir para que valores de \ existe una tnica funcién y = p(x) tal que f(x,¢(x)) = 0, para
todo x en un entorno de 0.

(b) Calcular lfm, .o ¢(z)/x?

Optativo. Sea p un polinomio de grado n con coeficientes reales y que admite una raiz x( simple.
Se considera la siguiente afirmacién:

Si se cambian un poco los coeficientes del polinomio p, se obtiene un nuevo polinomio
q de grado n que admite una raiz simple yo proxima a xg.

Considere la validez de la afirmacién anterior. En caso de ser verdadera formalicela y justifiquela.
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1.

10.

Practico 7.
Extremos relativos, condicionados y absolutos.

Hallar y clasificar los puntos criticos de las siguientes funciones:

(a) fla,y) =2"+(y - 1)%

(b) flz,y) =1+a® -y

(©) flay)=(z—y+1)%

(d) flz,y) =2° - 3zy® +y°.

(e) fz,y) =2 +y> - 3uy.

(f) f(z,y) = sen(z)sen(y)sen(z + y) en [0,x] x [0, 7.
(8) (2 +y?)e” V.

. Sea f(z,y) = (3—x)(3 —y)(z +y — 3). Hallar todos sus puntos criticos y clasificarlos. ;Tiene f

extremos absolutos en todo R??

Hallar los extremos absolutos y relativos y los puntos de silla de f(z,y) = zy(1 — 22 — y?) en

[0,1] x [0, 1].

Verificar que la funcién f dada por f(z,vy,2) = x* + y* + 2* — 4zyz tiene un punto estacionario en
(1,1,1) y determinar la naturaleza de dicho punto.

Hallar los extremos relativos condicionados de f:

(a) f(z,y) =2y con z+y=1

(b) f(z,y) =ax+by con z?+y?=1.

(C) f(xvyvz)_$_2y+2z con :L’ +y +Z =1.

(d) f(z,y,2) =(x—y)? con 2’ +y*+22=1,2=20—y.
1 z2_

(e) flz,y,2) =y Con3x—4y—07E+J+ 1.

Hallar extremos absolutos de f en D:

(a) f(z,y) =zy con D = {(z,y): 52> — 6xy + 5y* < 4}.

(b) f(z,y) =@+ con D= {(x,y): 222 +y* <1}
Sea f(z,y) =22 +y? —zy

(a) Hallar los extremos relativos de f en R2.

(b) Hallar los extremos relativos de f condicionados por 2 + y? + zy = 1.

(c) Hallar los extremos relativos de f condicionados por 22 + y? + xy < 1.

Hallar la maxima y minima distancia desde el origen a la curva 5z2 4+ 62y + 5y? = 8. Hallar ademés
los puntos en que hay tangentes horizontales y verticales.

2

Hallar los puntos de la superficie z° — xy =1 maés préximos al origen.

Calcular la minima distancia de la elipse 22/4 + y? = 1 a la recta de ecuacién z +y — 4 = 0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Hallar el maximo y el minimo absolutos de la funcién:

T +y
22+y2—2x+2y+3

flz,y) =
en la region:
D={(z,y) /2c+y>0,y<0}
Hallar los extremos absolutos de la funcién:
flay.2) =+ + (z+ (@ +y+1)

en la region:

D={(z,y,2) /2> +4y*>—22<0, 2 +y+42-4<0, 2>0}
Sugerencia: entender previamente como es el conjunto D.

Hallar el maximo condicionado de f(w,y,z) = log(x) + log(y) + 3log(z) con z? + y? + 22 = 512,
x>0,y >0, z>0y deducir que si a, b, c son tres reales positivos entonces se cumple que

b 5
abc® < 27 <a—+—5+c> .

Optativo. Sea f: R?" — R dada por ¢(X,Y) = (X,Y). Hallar los extremos condicionados de f
a || X|?+ |Y]]? =1y deducir la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Optativo. Demostrar que existe una funcién y = ¢(z) definida para todo z € R implicitamente
por la ecuacién 323 + 6z%y + 3zy? + 2> = 16.

(Sugerencia: para cada x real fijo probar que 323 + 622y + 3zy? + 2y — 16 es estrictamente creciente
con y y tiene codominio todo el eje real.)

Hallar los méximos y minimos de la funcién y = ¢(x).

Completar el estudio de ¢ y hacer su representacién grafica.

Mostrar que ¢ tiene una sola raiz y calcularla con error menor que 1072,

Optativo. Método de minimos cuadrados: Dados n numeros reales diferentes x1,...,x, y

otros m nimeros (no necesariamente diferentes) yi, ..., y,, hallar una funcién lineal f(z) = ax +b
tal que minimice el “error cuadratico”:
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Practico 8.
Integrales paramétricas e integrales iteradas dobles y triples.

1. Hallar f’(x) en los siguientes casos:
(a) f(z)= flh log(tz + 1) dt, > 0 (de dos maneras).
(b) flz) = [ t e dt, x> 0,

2. Sea f(z) = [, log(z — cos(t)) dt, x > 1.

(a) Calcular f'(x).
(b) Determinar f sabiendo que f(5/3) = wlog(3/2).

(c) Calcular/ log <3_COS(x)> dx
0

2 — cos(x)
3. Hallar extremos los relativos de

7/ 2
f(a,b) = / 2 (sen(x) + ax? + ba?) dx.

—m/2 €

4. Hallar a y b para que la integral [ (a + bsen(z) — sen(2z))? dz sea minima.

5. Las integrales iteradas que siguen corresponden a integrales dobles de f sobre ciertos dominios.
Dibujar esos dominios y expresar las integrales iteradas en el orden inverso de integracién.

/Oldy/oyf(:v,y)d:c /14dx/;f(x,y)dy /OQdy yjyf(x,y)dx
[a [T semar [ar [ sy

. Calcular [ [, f p f(x,y) drdy en cada uno de los siguientes casos:

(a) fz,y)=20—yyD={(x,y) eR?:1<2<4,0<y<3}

=2

(b) f(z,y) 42 — 2y D={(r,y) eR?*:0< 2 <1,0<y <z}

(€ flz,y)=ay®*y D={(z,y) eR*:0<y<ly<az<y+1}.

(d) fz,y) =22 -1y D={(z,y) eR?:0< 2z <7 0<y<senzx}.

(e) flz,y) =xyy D1={(z,y) eR?:a?/a® +y>/b> < 1}; Dy = D1 N {y > 0}.

(f) f(z,y) = 2%y* y D la regién del primer cuadrante comprendida entre las hipérbolas zy = 1,

xy = 2 y las rectas y = z, y = 4x.
7. Calcular [ [ [, f(x,y,2)dx dydz en los siguientes casos:

(a) f(2,9,2) = G Y D ={(#,9,2) eR*: 0<y, 0 <z, o +y+2 <1}
(z+y )

(b) f(z,y,2) =2y D laregién limitada por z=0,y =0,y =z, 2 4+y=2yxz+y+ 2z =6.

(¢) f(z,y,2) =ayzy D={(z,y,2) ER3:0<y, 0< 2, 0< 2z, 2% + 9> + 22 < 1}.

(d) f(z,y,2) = /22 + 9%y D laregién limitada por z =0, 2 = 1y 22 = 22 + ¢%.

(e) f(z,y,2) =2y D ={(z,y,2) eER3:0<a<z?+y?+ 22 <b}.

) f(z,y,2) = V= a)2+(y1 — y D ={(z,y,2) €R% (x —a)>+ (y — b)> + (z —c)?> < r}.
(g) f(z,y,2) = 2%+ 9%y D laregién limitada por 22 +y? =2z, 2 =0y 2z = 2.

407/ 420



Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2006.

Practico 9.
Integrales multiples. Cambio de variables, areas, voliimenes e integrales
impropias.

1. Calcular [ | p f(x,y) dxdy en cada uno de los siguientes casos haciendo cambios de variable conve-
nientes.

y)=e @) y D= {(w,y) € R? 122 4y <12},

y):x—kny-{(az Y) ER?:0<2,0<y<mx, 22 +9y> <1},

x,y) = a2 —|—y yD={(r,y) eR?:0<y, 22 + 4> > 1, 22 + y* — 22 < 0}.

y) = 2+y2 y D el tridngulo de lados y = x, y = —x y x = 1. Se sugiere pasar a polares.
y) = (z —y)?sen?(x +y) y D el cuadrado de vértices (0,7), (2m,7) y (, 27).

—_ = ===
8

(x,y) = 12+y2 yD={(x,y) eR?:0< 2 <1, 22 <y <2—2%}. Sesugiere hacer el cambio
de variable x = /v —u, y = v + u.

2. Calcular [ [, zdzdy donde D el paralelogramo de vértices (—2/3,—1/3), (2/3,1/3), (4/3,-1/3)
y (0,—1). Hacerlo de dos formas: en cartesianas y haciendo un cambio de variables lineal que
transforme D en el cuadrado de vértices: (0,0), (1,0) y (0,1).

3. Sean U = {(u,v) € R? :u >0} y h: U — h(U) C R? dada por h(u,v) = (u+v,v — u?).

(a) Probar que h es un cambio de coordenadas y hallar explicitamente h 1.
(b) Hallar Jh y det(Jh) en un punto genérico. Hallar det(J(h™1)) en (2,0) = h(1,1).
(¢) Sea T el tridngulo de lados u =0, v =0y u + v = 2. Calcular el drea de S = h(T).

4. Demostrar la siguiente igualdad:

[ [ st iy =10502) [ s

Donde D es la region del primer cuadrante limitada por zy =1, zy =2, y =x e y = 4.

5. Hallar I = fjooj e~ da. Sugerencia: Dado r > 0 sea D,. el disco de centro en el origen y radio r,
y sea Q. el cuadrado de centro en el origen y lados paralelos a los ejes con longitud r. Demostrar
las desigualdades siguientes, calcular las integrales dobles y luego hacer r — +o0:

2 2 2 2 2 2
// e TV dady < // e YV dedy < // e ¥ 7Y drdy
D, D

[ Var
La integral en @), conviene calcularla en coordenadas cartesianas, pero las integrales en los discos
D,y D s, conviene calcularlas en coordenadas polares.

6. Calcular en cada caso el area del conjunto D.
(@) D={(z,y) ER?:0<y < L <1}
(b) D={(z,y) eR?: Va2 <y <1}
) D
)

a

() D={(z,y) € R*:a® +y*> <72 2° > |r[}.
(d) D comprendido entre z = y* y z = 4 — 2.
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7. Calcular en cada caso el volumen del conjunto D.
:{(x’yvz)€R30§Z§§+g;§l}

(a) D

(b) D ={(z,y,2) €R3: /a2 +y2 < 2 < 1}.
) D

)

a

(c ={(x,y,2) e R3: 22 + 9% + 22 <2, 2% + 4y > |rx|}.

(d) D comprendido entre z = 22 y z = 4 — 2% — y2.

8. Sea S el sélido determinado por las condiciones z < 0, 22 +y? < 4, 22 +y2 > 22 y 22+ 2+ 22 < 16.
Pasando a coordenadas cilindricas calcular [ [ [ z dz dy dz.

9. Sean D = {(z,y) eR?:0<y,0<z}y f: D >R, f(x,y):m.

(a) Sea D, = {(x,y) eR?:0<y,0<z, v+y<n}, neN. Calcular [Jp, f(x.y)dzdy.

(b) Sea D = {(z,y) € R?: 0 <y, 0 <z, v +y}. (Existe (es decir converge) la integral impropia
JIp fla,y)dady ?
(c) Sea E, = {(z,y) e R?2:0<y, 0< 2z, 22 +y?> <n}, neN. Calcular h’rf I [ fzy)dedy.

10. (a) Calcular ffD" ﬁ dz dy, donde D,, = {(z,y) € R? : ; <a? + 3% < 4}.
(b) Calcular, si existe, la integral impropia ffD ﬁ drdy , con D = {(z,y) € R? : 22 +y* < 4}.
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Practico 10.

1. Calcular las derivadas parciales de F'(u,v) para u > 0, v > 0, siendo:
F(u,v) = // sen((u+v)(z? —y?)) dedy, D(u,v) = {(z,y) €R?*: 0< 2 <wu, 0<y<uvz}
D(u,v)

Sugerencia' Derivar las integrales simples paramétricas:

= [y G(u,v,2) dz, G(u,v,x) = [ sen((u+v)(z? —y?)) dy (1).
Respuesta.
(2) 0G/0u = zv sen((u + v)(z? — w?v?a?)) + [ (2% — y?) cos((u+ v)(z* — y?)) dy
(3) OF/0u = G(u,v,u) + [, 0G/0u dx
Sustituyendo (1) y (2) en (3) se obtiene 0F/0u.

2. Sean m y m numeros naturales positivos. Se define

1 m n ) )
S(m,n) = 33 ZZnQ(m+ 2i)? + m?j?

i=1j=1
Demostrar que existen, son iguales entre si, y calcular los siguientes limites:

lim lim S(m,n)= lim lim S(m,n)
m——+o00 n—-+o00 n—-+oo m—-+40o0o
Sugerencia: Calcular ff’ fol (22 + y?) drdy. Después escribir la integral doble anterior como limite
de sumas de Riemann en particiones formadas por mn rectangulitos R; ; todos iguales, de ancho
2/m y alto 1/n, evaluando la funcién integrando para cada R;; en el punto de R;; con mayor
abscisa y mayor ordenada.

Respuesta: L = 28/6.

3. Sea f(z,y) una funcién real continua para todo (x,y) € R? tal que

flz,y)=0siy=2a f(r,y) >0siy#ah

Se define la integral doble paramétrica:

(u+1)? v?
Fu,v) = / dz / fey)d

Encontrar y clasificar todos los puntos criticos de F(u,v). Probar que F' no tiene mdximo absoluto
en el plano (u,v) € R2.

Sugerencia: Calcular las derivadas parciales de F' respecto de u y v como en el ejercicio 1. Escribir
la derivada parcial de F' respecto de u como u + 1 por la integral de una funcién no negativa. Usar
que la integral de una funcién no negativa es cero si y solo si o bien el dominio de integracién tiene
medida nula, o bien la funcién es idénticamente nula excepto a lo sumo en un conjunto de medida
nula. Para clasificar cada punto critico (ug,vg) estudiar el signo de F'(u,v) — F(ug, vg).

Respuesta: Los puntos criticos forman dos rectas: © = —1, v cualquiera, y v = 0, u cualquiera. Son
todos minimos relativos. Si F tuviera maximo absoluto en R? como serfa interior, serfa un maximo
relativo, y por lo tanto un punto critico. Pero todos los puntos criticos son minimos relativos.
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4. En este ejercicio x,y, z se miden en c¢m. Encontrar la masa (en gr.) del sélido S definido como:
S:{(aﬁ,y,z)ERgz 2 +y? < z, 0<z<1}

sabiendo que su densidad puntual es:

d(z,y,z) = (100 gr.ﬁ) |zyz| em.?
cm.

Sugerencia: La masa es la integral triple en S de la funcién densidad puntual. Para integrar pasar
a coordenadas cilindricas.

Respuesta: 12, 5gr.
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Practico 1.
Ecuaciones diferenciales ordinarias.

1. Resolver (hallar la solucién general, es decir: todas las soluciones) las siguientes ecuaciones dife-
renciales de variables separables:

(a) (1+y*)yy' +(1+y*) =0
(b) xe®y — (1+€2)=0

2. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales mediante el cambio de variables u(z) = y(z)/x , de
forma de llevarlas a ecuaciones de variables separadas del tipo v’ = A(u)B(x):

(a) 2%y +yly —x) =0
(b) (x+y)y =z—y
3. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneas:
(a) ¥ +ycosx =0
(b) z(z— 1)y +(1—-2x)y=0
(©) ¢ = (2/x)y=0
4. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de primer orden no homogéneas:
(a) ¢ + ycosx = cosx senx
(b) z(z - 1)y + (1 —2z)y + 2% =0
(€) ¥ — (2/z)y ="
5. Para cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales:
(I) y" =3y +2y=0 (II) y"+4y +4y=0 ; (III) 2" +2y' +y =0
(a) Encontrar las soluciones y; () e y2(x) para las que se cumple los siguientes datos iniciales:

Vi Lo

y demostrar que y; () e y2(x) son linealmente independientes en el espacio vectorial de todas
las funciones f : R — R.

y(0) =

(b) Dadas las constantes a y b reales, hallar la solucién y(z) tal que { y/(0) _C; y probar que se

cumple y(z) = ay1(x) + byz2(x) para todo = € R.
(¢) Deducir que las funciones y;(x) e yo(z) forman una base del espacio vectorial de todas las
soluciones de la ecuacion diferencial, y concluir que ese espacio tiene dimension dos.

6. Hallar @ € R para que y(z) = e® sea una solucién de la ecuacién diferencial y” + ay’ — 2y = 0.
Hallar la solucién general de dicha ecuaciéon. Hallar la solucién de la ecuacién con datos iniciales

y(0) =¢'(0) = 1.

7. Hallar las constantes a y b reales para que y(x) = ¢2® cosz sea solucién de la ecuacién diferencial
y"” + ay’ + by = 0. Hallar la solucién de la ecuacién con datos iniciales y(0) = ' (0) = 1.
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. Hallar todos los valores reales de la constante a para que las ecuaciones y” + ay’ — 2y = 0 e
y”" — 2y + ay = 0 tengan soluciones en comtin ademds de y(z) = 0. Resolver las ecuaciones
obtenidas.

. Hallar la solucién de cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales, con las condiciones iniciales
dadas:

(a) ¥ + 2y + 2y = cos(2z), y(0)=1, ¢'(0)=0.

)y +2y + 2y = sen(2z), y(0)=1, ¥(0)=0.

) ¥y + 2y + 2y = cos(2x) + sen (2z), y(0)=1, ¢'(0)=0.
d) ¥’ +y=322~-5z, y(0)=1, 3'(0)=0.

Yy +4y +3y=3¢"+z, y(0)=1, y(0)=0.

)y +y=(1+x)? y0)=1, y(0)=0.
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Practico 2.
Topologia en R".

1. (a) Investigar si las siguientes funciones de R? en R son normas:

i f(z,y) =z + |yl
ii. f(z,y) = /a2 + y2
iii. f(z,y)=|z+vy|

iv. f(z,y) = max(|z|, |y])

(b) Para aquellas que sean normas dibujar la bola de centro (3,4) y radio 2 e indicar cuéles de los
siguientes puntos pertenecen a ella: (3,4), (4,5) y (0,1)

2. Estudiar la convergencia de las siguientes sucesiones definidas en R2:
—n 3 —n n n n
ap, = | e - b, = (e +2,[1+(-1) ]n) en = (=) (-1)"+ =

3. Probar que si una sucesién tiene limite, entonces toda subsucesién tiene el mismo limite.

4. Se definen los siguientes conjuntos:

(a) Aj={(z,y) eR?: 1< <21 <y<3}
(b) As = ) ER? 1< <2,y >0}

(c) Az ={(z,y) e R? : y = 2%}

(d) Ay = ,

eRZ: 222 + 2 <1} U{(z,y) eR?: 2 =y}
ER*:z=(-1)"+1,y=1n>1}

)

)

)

yeERZ: 22+ 9% < 1,(x,y) # (0,0)}

)

)

YERZ:z=(—1)"+e ™ n>1}U{(-1,0)}U{4; NQ?}

Representar graficamente e investigar si son acotados.
Hallar el interior, el exterior, la frontera y la clausura.
Hallar el conjunto de sus puntos de acumulacion.

Indicar si son abiertos o cerrados.
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5. (a)
(b)

Probar que toda bola abierta es un conjunto abierto.

Probar que si A es un conjunto abierto y p € A entonces A\{p} es abierto.

6. Probar los siguientes resultados: (A¢ indica el complemento de A, int(A) indica el interior de A, A
indica la clausura o adherencia de A, A indica el borde o frontera de A, y A’ indica el conjunto
de puntos de acumulacién de A).

int(A) = A— Ay que int(A) es el mayor conjunto abierto incluido en A.
A es cerrado sii A° es abierto sii A = A sii 04 C A sii A’ C A.
A=AUJA=AUA y que A es el menor conjunto cerrado que contiene a A.

A’ es un conjunto cerrado.

Probar que la unién de una familia arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Probar que la interseccion de una cantidad finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto; y
que la interseccién de una cantidad infinita de conjuntos abiertos no necesariamente es abierta.

Probar que la interseccién de una familia arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto
cerrado.

Probar que la unién de una cantidad finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado; y
que la unién de una cantidad infinita de conjuntos cerrados no necesariamente es cerrada.

8. Sea C' C R™ un conjunto compacto y A C C cerrado. Probar que A es también compacto.
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Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2007.

Practico 3.
Funciones de varias variables: representaciones graficas y limites. Del 27 al
31 de agosto.

1. Hacer un croquis del dominio, los conjuntos de nivel y la gréafica de las siguientes funciones.
(@) a?+y*  (b)a? =y (o) flay) =2 (Dy/z (ay (f)1/Va?+y?
2. Probar que en los siguientes casos NO existe lim g, ,)—(0,0) f (2, ¥):

223y 2L six4y#£0
=g — +y’
(22 + y2)2 (c) f(2.y) { 0, siz+y=0

22— 2

(a) f(z,y) = W

(b) f(z,y) =

3. (a) Probar que si lim,_,, f(z) = 0 y g es una funcién acotada en una bola reducida de centro p,
entonces lim,_,, f(x)g(z) = 0.

(b) Calcular los limites de las siguientes funciones para (x,y) — (0,0):

@asen () 0 S © -

212 212 21yt Tyt

2

Para las partes (b) y (c) se sugiere usar la siguiente desigualdad vélida para todos A y B
reales: 2|AB| < A% + B2.

4. (a) Probar que silimg ) (05 f(%,y) = Ly si existen los limites unidimensionales: lim, ., f(z,y)
y lim, ., f(z,y), entonces existen los limites iterados y se tiene:

lim (h’m (amy)) = lim (h’m f(xvy)) =L
z—a \ y—b y—b \x—a

(b) Verificar que los limites iterados de f(x,y) = (z—y)/(x+y) existen en (0,0) pero son distintos.
Concluir que no existe lim(, ,y — (0,0)f(z,y).

(c) Verificar que los limites iterados de f(z,y) = (2?y?)/(z%y* + (z — y)?) existen y dan iguales
en (0,0) pero no existe el lim, ) (0,0) f(,¥)-

(d) Se considera la funcién f: R? — R definida por:

wseny, siy#0

f(x,y)_{(L siy=0

Mostrar que el lim, ) —(0,0) f(2,%) = 0 y que un limite iterado no existe. ¢Por qué esto NO
contradice la parte (a)?

5. Calcular:
22 +zy+1 2% + zy — 2>
a lIlm ———F— b Iim =zvylo c i —_—
(@) (@y)—12) 22—z -y () )00 Y sl (@ (@y)—(11) 22— y?
3 3 =y _q 1 1 2 2
(@ 1im S @ 1m Sl g slAT AU
(z,y)—(0,0) = + Yy (z,y)—(0,0) T Yy (z,y)—(0,0) T* + Y +x i
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6. Consideremos f: R? — R tal que:

1 si0<y<a?
f(:z:,y){ 0 en otro caso

Graficar f y mostrar que f(z,y) — 0 cuando (z,y) — (0,0) a lo largo de cualquier recta por el
origen. Hallar una curva que pase por el origen a lo largo de la cual, salvo en el origen, f(z,y)
tenga el valor constante 1. Concluir que f no tiene limite en el origen.

7. Sea f: U C R? — R una funcién definida en una bola reducida U = B%((0,0)) de centro (0,0)
y radio R. Mediante el cambio de variable x = rcosf, y = rsen#, se obtiene g: V C R? — R,
g(r,0) = f(rcos@,rsend), donde V = (0, R) x [0, 27).

(a) Probar que lim, ,y_.(0,0)f(z,y) = L sii Ve > 0 3 0 > 0 (independiente de 6) tal que
lg(r,0) — L| <eVre(0,6),0 €l0,2n).
(b) Probar que si lim, ) (0,0) f(2,y) = L entonces lim, o+ g(r,0) = L'V 6 € [0,27).

(¢) Se consideran las funciones f siguientes

. : 2
01w = @ e ={ {7 300 e ={§ Lt

Calcular, cuando existan, lim, ,)—(0,0) f(2,y) y lim, o+ g(r,0), éste dltimo en funcién de
9 € [0,27).

(d) Probar que es falso el reciproco de la parte (b).

(e) En el caso particular en el que g tiene la forma g(r,8) = h(r)k(6), con h y k funciones
h: (0,R) — Ry k: [0,27) — R, probar que si k es una funcién acotada y lim,_ o+ h(r) =0
entonces lim, ) (0,0) f(z,y) = 0.

(f) Calcular:
2

m Y ) lm et
(@9)—(0,0) 22 +y (@)= (0,0) /22 + 2

(i)

4171420



Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2007.

Practico 4.
Funciones continuas de varias variables. Del 3 al 7 de setiembre.

1. Determinar en qué puntos de R? las siguientes funciones f : R% — R son continuas y discontinuas.

(@) fla,y) = { (V4 zigz;igggi (c) f(x,y){giiié’_l T
o) s ={ 57 3U70

2. Sea f: R™ — R una funcién continua. Probar que:

(a) Si f(p) > 0 entonces hay una bola B, con centro en p tal que ¥V = € B, se tiene f(z) > 0.
(b) El conjunto A = {z € R": f(z) >0} = f~1((0,+00)) es abierto.
(c) El conjunto C' = {x € R": f(x) = 0} = f~1({0}) es cerrado.

3. Probar que f: R" — R™ es continua si y sélo si V A C R™ abierto f~!(A) es abierto en R™.

4. Sea C' C R™ cerrado y no acotado, y f: C'— R™ continua, tal que existe lim, o f(z). Demostrar
que f es uniformemente continua en C'.

5. Una funcién f: A CR™ — R™ se dice Lipchitziana sii existe k > 0 tal que:

() = fWIl < Kklle -yl Va,yeA

(a) Probar que toda funcién Lipchitziana es uniformemente continua.

(b) Probar que la funcién f(z) = /7 es uniformemente continua pero no Lipchitziana.
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Facultad de Ingenieria - IMERL
Calculo 2 - Curso 2007.

Practico 5.
Derivadas parciales y diferenciabilidad. Del 10 al 19 de setiembre.

1. Calcular las derivadas parciales de cada una de las siguientes funciones f = f(z,y), especificando
en cuales puntos las derivadas existen.

2¢ 3
L3y

(a) az® + by’ (b) = () 2% (d) log(e +3)  (e) tga () arcte(ey)

x
2. Calcular las derivadas parciales de primer y segundo orden de las siguientes funciones f = f(x,y).
(@ oy (D) logazy (o) (d) sen(a® —y?)

3. Estudiar la continuidad de cada funcién y la existencia de las derivadas direccionales respectivas.

(a)f(x’y):{ @) s 200 ) f(:c,y):{ @ —1)jo siaoto

a si (z,y) = (0,0) y siz=0
3 i 3 i
@sen={ 3" 37 @ s ={ G GUZ5

4. Representar graficamente la siguiente funcién f: R? — R bosquejando las curvas de nivel.

_J o siy§x202m2§y
f(x,y)—{ |z| sia?<y<22?

Demostrar que f es continua y que existen todas las derivadas direccionales en (0,0) y que, sin
embargo, f no es diferenciable en dicho punto.

5. En cada caso hallar la ecuacion del plano tangente a la gréafica de la funcién en el punto P.

(a) 322 + 4y, P =(0,1)  (b) 2cos(x —y) + 3senz, P = (m,7/2)

6. Calcular la matriz Jacobiana en el punto a y el diferencial df (a)(Az, Ay) de las siguientes funciones:

(a) f(z,y) = e*T¥ + 2sen(2x — ), a = (0,0)
(b) f(z,y,2) = (eT* W x+y+22), a=(0,1,2)
(c) flz,y) = ("1, sen(2z —y),log(1 +¢?)), a= (m,m)

7. Probar que f(x,y) = /22 + y? es continua pero no tiene derivadas direccionales en (0,0) ni es
diferenciable en ese punto. (Solucién en J.Burgos, par. 24-1.)

8. Sea f : R? — R definida como f(z,y) = #3y. Sean a = (0,0) y b = (1,2). Hallar ¢ en el segmento
la,b] tal que f(b) — f(a) = df(£)(b—a).

9. Sea f : R? — R definida como

Fla9) = (@ + 9 sen s i (@) £ 0,0), F(0.0) =0

(a) Probar que existen derivadas parciales en todos los puntos y calcularlas.
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(b) Probar que f es diferenciable.

(c) Probar que f no es de clase C*.
(Solucién en libro de J. Burgos, par 28-1, punto 2do.)

10. ;Existe alguna funcién f: R? — R de clase C? tal que f,(z,y) = " y f,(z,y) = cos(zy)?

Notacion de la Regla de la Cadena: En algunos ejercicios se usa la siguiente notacién:

Siu= f(z,y), z =x(r,s) e y = y(r, s) entonces

_Of(zy) _ Of(x,y)
T e T T gy
Ox(r,s) Ox(r, s) _ Oy(r,s) _ Oy(r,s)

Ly = y Ls =

or os VT Tor YT T s

Regla de la cadena:

Up = % fla(r,s),y(r,s)) = uz(x(r,s),y(r,s)) - xr(r,s) + uy(x(r,s),y(r,s)) - yr(r,s)
en breve: U, = Uz Ty + UyYr

Us = s f(.%‘(?“, s)a y(r, 5)) = uw(x(r, S)v y(r, S)) : .’L‘S(T, 8) + uy(x(ra S)a y(’l“, S)) : ys(ra S)
en breve: ugs = UzpTs + UyYs
11. Escribir la Regla de la Cadena para los siguientes casos:

(a) u= f(z,y) con z = x(r,s,t) e y = y(r,s,t). Es decir, hallar las derivadas parciales u,., u, us
de la funcién compuesta u = f(z(r,s,t),y(r, s,t)).

(b) w= f(x,y,2) con x = x(s,t), y = y(s,t) y z = z(s,t). Es decir, hallar las derivadas parciales
wg, w; de la funcién compuesta w = f(xz(s,t),y(s,t), z(s,t)).

(¢) v = f(p,q,r) con p=p(x,y,2), ¢ = q(z,y,2) y r = r(z,y,z). Es decir, hallar las derivadas
parciales vy, vy, v, de la funcién compuesta v = f(p(x,vy, 2),q(z,y, 2), r(z, y, 2)).

12. Sea U C R™ abierto y sean A: (—e,e) — U y f: U — R funciones diferenciables. Calcular la
derivada segunda (f o A)"” en funcién de las derivadas parciales de f y de las derivadas de .

13. Sean f1, g1, g2, h1, ho, hs, k1, ko funciones diferenciables de codomino R, z, y, z, t, £, 1, u, v, w
variables reales y considérense las siguientes funciones de R™ en R™:

(a) f(:v,y, Z) = fl(z7y7 Z) (C) h(f, 77) = (hl(ga 77)7 h2(f’77)7 h3(§a7]))
(b) 9(t) = (g1(£), 92(1)) (d) k(u, v, w) = (k1 (u, v,w), ka(u, v, w))

(i) En cada caso hallar el dominio y codomino, esto es, especificar el n y m adecuados.

(ii) Hallar los diferenciales de las composiciones go f, hok, koh y hog en funcién de las derivadas
parciales de f1, g1, g2, h1, ho, hs3, k1, ko.

14. Hallar, en cada caso, las matrices jacobianas de f, g, fogy go f.

(a) f(u,v) = (3 log(u? + v?),arctg(u/v)), g(x,y) = (e” cosy,e” seny).
(b) f(u,v) = (u? —v2,2uw), g(x,y) = (zcosy, rseny).
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