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1. Resumen y objetivo general. Se aspira, mediante (y como objetivo
de) la introduccion a la investigacion de los candidatos, responder alguna de las
preguntas abiertas planteadas en el item 4.2, relativas a la dindmica asintética
de sistemas deterministicos con discontinuidades. Estos sistemas provienen del
modelado de redes complejas de unidades simples acopladas, incluyendo entre
ellos, por ejemplo, algunos modelos matematicos de redes neuronales y de redes
de osciladores.

2. Marco del proyecto y participantes.

AREA: Ciencias Bésicas. Matematica

SUBAREA: Sistemas dindmicos.

GRUPO DE INVESTIGACION EN DONDE SE ENMARCA ESTE PROYECTO:

Equipo de Investigacién registrado en la CSIC (Comisién Sectorial de Investi-
gacién Cientifica) de la Univ. de la Republica, en marzo de 2010, con el nimero
527. Docente responsable del equipo: Eleonora Catsigeras Nombre del equipo de
investigacion: ”Una rama del grupo de Sistemas Dindmicos de Jorge Lewowicz:
Estabilidad, caos, bifurcaciones, osciladores y redes neuronales”.

Enlace de la CSIC a los datos del grupo de investigacion:

http://darwin.csic.edu.uy/grupos/grupos?tipo=unover&id=527

PARTICIPANTES DE ESTE PROYECTO:

CANDIDATOS:

Mario Shannon, estudiante avanzado de la Licenciatura en Matematica en la
Facultad de Ciencias, Universidad de la Republica, realizando la monografia de
final de carrera de grado bajo la orientaciéon del Prof. Alvaro Rovella, y Docente
Ayudante (grado 1) del IMERL, Facultad de Ingenieria.

Eventualmente otros ayudantes del equipo de investigacion referido

TuToRrA: Eleonora Catsigeras, doctora en Matematica, Profesora Agregada
(grado 4) del IMERL, Facultad de Ingenieria, Universidad de la Republica.



3. Antecedentes cientificos del equipo en el tema de investigacion
propuesto.

e En [1] hemos fundamentado rigurosa y detalladamente, el modelo matematico
abstracto de una red neuronal con interacciones instantaneas inhibitorias, dis-
tribuidas en forma discreta en el eje del tiempo, cuando la red responde a un
grafo completo. Esto significa que cada una de las unidades dindmicas, que
en este caso corresponde a cada una de las neuronas, interactia con todas las
demés. Hemos demostrado que el sistema dindmico global de la red, puede rep-
resentarse mediante la dinamica por iterados de un mapa con discontinuidades
no aisladas, que es contractivo a trozos en una variedad homeomorfa a una bola
n—dimensional, que cumple ademas una propiedad que hemos llamado “de sep-
aracién” (las adherencias de las imdgenes de los trozos de continuidad diferentes
son disjuntas dos a dos). La dindmica de cada unidad ¢ (siendo 1 < i < n,
donde n es la cantidad de unidades o neuronas en la red), durante los interva-
los de tiempo llamados ISI (inter-spike-intervals: son los intervalos en la recta
real del tiempo ¢ comprendidos entre los instantes en que alguna otra neurona
J # i interactua con i), es modelada en este ejemplo, por una ecuacion diferencial
autonéma uni-dimensional del tipo #; = F;(z;), donde z;(t) € [0,1] V ¢ > 0,
es la variable que describe el estado en el instante ¢ de la neurona i. No se
asume ninguna formulacion particular de la funcién F;. Solo se asume la sigu-
iente condicién, que es abierta con la topologia C! del espacio funcional infinito
dimensional formado por todas las n-uplas de funciones Fj: Cada neurona es disi-
pativa durante los ISI. Més precisamente, para todo i € {1,2...,n} se cumple
que F; € C1([0,1] — R), F;(z) >0V z€0,1], F/(z)<0Vzel0,1].

e En [2] definimos 6rbitas estables e inestables (en ese paper se le llama cadticas
a las inestables) en los modelos abstractos mateméticos abstractos con discon-
tinuidades no aisladas provenientes de [1]. Probamos que el conjunto de las
orbitas cadticas nunca es vacio, pero que las 6rbitas estables siempre convergen a
una cantidad finita o infinita numerable, de érbitas periddicas atractoras (ciclos
limites).

e En [3] demostramos que en el modelo de [1], el sistema es C°-genéricamente
periddico. Esto significa que toda orbita es genéricamente atraida por uno, de
a lo sumo una cantidad finita, de ciclos limites (atractores periddicos). La tesis
referida como “C°-genéricamente periddico”significa que, en el espacio S de todas
los modelos del tipo [1], provisto de una topologia que considera solo las distancias
de las funciones continuas involucradas (y no sus derivadas), el conjunto de los
sistemas que son periddicos, forman un abierto denso en el espacio topoldgico S.
Este espacio, es en realidad el espacio de parametros funcionales, y es una variedad
C" infinito dimensional. Se observa que la existencia de drbitas inestables (o
cadticas), en el caso de mapas con discontinuidades no aisladas, no es incompatible
con que asintéticamente todas las dérbitas sean atraidas por ciclos limites. En
efecto, debido a las discontinuidades, la inestabilidad de una érbita puede darse
a tiempo finito, pero a partir de alli, la misma orbita puede transformarse en
estable. Esto sucede porque a tiempo finito, la orbita intersecta al conjunto
de discontinuidades, y en él, debido a los saltos positivos de discontinuidad del



mapa, el mapa presenta una dilatacién de tasa infinita. (Recordamos que la tasa
de dilatacién es el cociente entre la distancia de las imagenes, y la distancia entre
los puntos antes de aplicar el mapa, cuando ese cociente es mayor que 1.)

Todos los resultados en [1], [2] v [3] se refieren a redes con interacciones de
grafo completo e inhibitorias (de signo negativo), pero en ellas, las neuronas, o
unidades dinamicas que forman el sistema, pueden ser todas distintas entre si.

e En [4] estudiamos redes con interacciones de grafo completo pero con cualquier
signo de interaccion: excitatorias o de signo positivo, inhibitorias o de signo
negativo, o combinadas, es decir algunas positivas y otras negativas. En este caso,
la hipdtesis de que el grafo de interacciones es completo, significa que ninguna
interaccién es nula. Sin embargo, el resultado en [4] no es més general que los
obtenidos en [1], [2] v [3], sino simplemente diferente. En efecto, en [4] nos
restringimos a redes en que todas las neuronas son idénticas y evolucionan en
forma parabdlica como funcion del tiempo durante los ISI. Més precisamente las
funciones F; que regula la dindmica en los ISI de cada neurona ¢, son todas iguales
a una misma funcién F' que es lineal, es decir F'(z) = a(—x + [3), para constantes
fijas @« > 0, [ > 1. En particular, en la seccién 4 de [4] obtenemos condiciones
suficientes de sincronizacién en fase de todas las neuronas, en el caso que alguna
de ellas sea excitatoria.

e En [5] estamos estudiando en forma abstracta, la dindmica asintética (atrac-
tores) definida por iterados de mapas con discontinuidades aisladas y contractivos
a trozos, en cualquier dimensién (incluso infinita). Estos mapas, segun lo que se
desprende en [1], y de articulos recientes de otros autores, (referidos a redes de
otro tipo de unidades dindmicas interactivas), modelan ese tipo de redes comple-
jas, entre otros sistemas dindmicos. Ademas tienen interés en si mismos, para la
matematica pura, pues presentan desafios importantes para generalizar la teoria
abstracta, topoldgica o diferenciable, de sistemas dinamicos. En efecto, esta teoria
esta desarrollada hasta ahora, esencialmente para mapas sin discontinuidades, o
a lo sumo, con discontinuidades aisladas. E incluso en esos casos, los resultados
que se conocen hasta el presente, se refieren solo a dimensién uno, o a dimensiones
bajas. La teoria de los sistemas dindmicos abstractos, para mapas con discon-
tinuidades no aisladas, y de dimensiones finitas altas o de dimensién infinita, esté
practicamente totalmente abierta.

4. Objetivos particulares.

e 4.1 Introducir a los candidatos, en un plazo de 8 meses, en un trabajo de
investigacion cientifica en equipo con el grupo en el que se enmarca este proyecto,
y mediante el estudio de los problemas matematicos abiertos que se detallan en
item 4.2. La comunicacién de los resultados en avance y finales que se obtengan,
se realizard mediante exposiciones en seminarios, coloquios, y/o congresos, y me-
diante la redaccién de un articulo cientifico coautorado con el candidato, al final
del proyecto.

e 4.2 Responder, aunque sea parcialmente a alguna de las siguientes preguntas
abiertas, que se ordenan en dificultad (supuestamente) creciente:
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4.2.1 ;Son aplicables los mismos o similares argumentos a los utilizados en
[1], para reducir la dindmica de una red de n > 2 neuronas inhibitorias, con grafo
no completo, al sistema por iterados de un mapa contractivo a trozos? ;Con o
sin la propiedad de separacién? En caso afirmativo ;bajo qué hipdtesis sobre la
estructura del grafo no completo?

4.2.2 ;Son aplicables los mismos o similares argumentos a los utilizados en
2], para definir estabilidad y caos, y demostrar periodicidad asintética de las
orbitas estables, en redes de osciladores de grafo completo con interacciones no
inhibitorias? En caso afirmativo jbajo qué hipotesis sobre la estructura de signos
del grafo completo? ;Y si el grafo no es completo?

4.2.3 ;Qué ejemplos matematicos (o contraejemplos) a los resultados del
articulo [5], se pueden encontrar en espacios métricos abstractos que sean var-
iedades compactas (con o sin borde) de dimensién infinita, o en variedades de
dimensién finita mayor que 2, pero que sean topoldgicamente mas complicadas
que un compacto X C R™ homeomorfo a una bola cerrada? (Y que presenten car-
acteristicas, no trivialmente reducibles a los ejemplos que ya estan en el articulo
5).)

4.2.4 ;Se pueden extender los resultados de sincronizaciéon de la seccion 4
del articulo [4] a modelos en que las neuronas sean idénticas pero no respondan
a una ecuacién lineal del tipo &; = a(x; — ), sino una del tipo disipativo més
general: ©; = F(z;), F(z;) >0, F'(z;) <0 Y z; €[0,1]. En caso afirmativo,
bajo ;qué hipdtesis adicionales? ;Y si el grafo no es completo?

4.2.5 Idem a la pregunta 4.2.4 pero para neuronas no idénticas.

4.2.6 ;Es cierta la periodicidad asintética Cl-genérica de la dindmica definida
en los sistemas del articulo [3]7

4.2.6 {Cémo es la dindmica asintdtica (jsiempre, o C-genérica, o a veces, o
bajo qué hipétesis particulares, o en qué casos puntuales especificos?) de sistemas
definidos como en el articulo [3], pero que no sean contractivos en todos los trozos
de continuidad? (Por ejemplo si es contractivo en todos los pedazos excepto en
uno, y en este es expansor, o en este hay direcciones expansoras y direcciones
contractivas).

e 4.3 Escribir y someter a publicaciéon en revista arbitrada internacional, un
articulo cientifico de investigacion en coautoria, con los resultados obtenidos de
la investigacién en por lo menos una de las preguntas del item 4.2, o en una
reformulacion de ellas.

5. Actividades y cronograma propuesto.

De mayo a setiembre de 2011: Recopilacién y estudio de bibliografia. Estudio
y analisis de resultados previos. Reuniones semanales o quincenales para la dis-
cusién de posibles conjeturas a ser probadas, de rutas eventuales de prueba y/o
de construccién de contraejemplos. Exposiciones en coloquios, seminarios, etc de
resultados en avance y de preguntas abiertas relacionadas.

De julio a noviembre de 2011: Formulacién de conjeturas. Formulacion de
rutas de prueba. Concrecién de eventuales pruebas y/o de construccién de con-
traejemplos.



De agosto a diciembre de 2011: Presentar resultados en algin congreso in-
ternacional, escribir el paper referido como objetivo particular 4.3 y someterlo a
arbitraje para su publicacién.

6. Resultados e impacto esperados.

INVESTIGACION CIENTIFICA, propiamente dicha: Se aspira responder, obte-
niendo pruebas matematicas exactas, a por lo menos una de las preguntas abiertas
detalladas en los objetivos especificos del item 4.2, incluidas dentro del sub-area
de Sistemas Dindmicos (puros y aplicados) del drea de la Matemadtica.

FORMACION DE INVESTIGADORES: Se aspira la continuacién y especializacién
de la formacién cientifica de M. Shannon, y eventualmente otros de los ayudantes
del equipo de trabajo mencionado en el texto de este proyecto, como candidatos
a investigador.
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