Sobre Entropia Topolégica

Eleonora Catsigeras®, en asesoramiento a Kendry Vivas Ferrer®.

Sea X un espacio métrico compacto. Sea f : X — X un mapa continuo. Primero tomo
algunas definiciones y enunciados del libro [1] y les agrego algunas otras definiciones y pro-
piedades que son usuales cuando se define la entropia topolégica. Observar que ninguna de
las definiciones y enunciados siguientes requiere que el mapa f sea invertible.

Definition Section 3.4.1 of [1], page 41
For each n € N we define the dynamical distance d,, (up to time n) as:

du(r,y) = méscld(f*(x), f*(y) : 0 < k < m—1}.

Definicién (bola dindmica)
Seann e N, pe X ye>N0.
Llamamos bola dindmica de centro p y radio € hasta tiempo n, al siguiente conjunto:

B(n,e,p) i={r € X :d(2,p) < e} ={x € X :d(f*x), ff(p)) <eVEk=0,1,...,n—1}.

Definition 3.8 of [1], page 42
The topological entropy of f is defined by

1
h(f) = lim limsup — log N (n,¢), (3.12)
e—0t n—-+oo n
where N (n,€) is the largest number of points py, ..., py, such that d,(p;, p;) > € for i # j.
We note that N(n,€) is always finite.

1
We also note that the function € — limsup,,_, ., —log N(n, €) is non-increasing and thus,
n

the limit in (3.12) when ¢ — 0 always exists.

Definicién (e, n-separador)

Se llama €, n-separador a un conjunto finito de puntos py, . .., p,, € X tales que d,,(p;, pj) >
€ for ¢ # j. Un € — n-separador se llama mazimal si cualquier otro € —n-separador tiene igual
cantidad o menos puntos que él. El nimero N(n,¢€) en la definicién de entropia topoldgica
es la cantidad de puntos de un €, n-separador maximal. Se observa que las érbitas (hasta
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tiempo n) de una pareja cualquiera de puntos de un €, n separador se separan por lo menos
€ en algin instante entre 0 y n — 1.

Definitions 3.10 and 3.11 of [1], page 45

Given n € N and ¢ > 0, we denote by M (n, €) the least number of points py,...,p, € X
such that each x € X satisfies d,(x, p;) < € for some 7.

We denote by C(n,€) the least number of elements of a cover of X by sets Uy,...Up,
with sup{d,(z,y) : z,y € U;} <efori=1,...,m.

Definicién (e, n-generador):

Se llama €, n-generador a un conjunto finito de puntos py, ..., p, € X tales que para todo
x € X existe p; tal que d,(z,p;) < €. Un €, n-generador se llama minimal si cualquier otro
¢, n-generador tiene igual cantidad o mas puntos que él. El nimero M (n,¢€) es la cantidad
de puntos de un ¢, n-generador minimal. Se observa que la 6rbita (hasta tiempo n) de un
punto cualquiera x € X estd e-acompanada siempre por la érbita (hasta tiempo n) de algin
punto p; de un €, n generador. (Estar e-acompanada hasta tiempo n significa, por definicién,
que d(f*(z), f¥(p;)) < € para todo k € {0,1,...,n —1}.)

Observacién importante: Para todo n € N y para todo € > 0, el niimero M(n,€) es igual
a la cantidad minima de bolas dindmicas B(n,€,p) necesarias para cubrir X.

Demostracion. Sea un cubrimiento {B(n,€,p1),..., B(n,€,py)} con una cantidad minima m
de bolas dinamicas de radio € y centros py, ..., p, respectivamente. Por ser un cubrimiento,
dado cualquier punto = € X, existe p; tal que x € B(n,e¢,p;). Luego, por definicién de
bola dindmica: d,(z,p;) < €. Deducimos que {p1,...,pn} es un €, n-generador. Entonces la
cantidad de puntos M (n,¢) de un €, n-generador minimal es menor o igual que m. Hemos
probado que

M(n,e) <m.
Ahora probemos la desigualdad opuesta. Sea pq,...,p,r un € — n-generador minimal.
Entonces,
M(n,e) = k.
Consideremos las bolas dindmicas B(n, €,p1), ..., B(n, €, pg). Como cualquier punto x € X

estd a distancia d,, menor que € de algin p; (esto es por la definicién de € — n-generador),
resulta © € B(n,€,p;) para algin i. Deducimos que X = Ule B(n,€,p;). Dicho de otra
forma,

{B(n,€,p1),...,B(n,e,pr)}

es un cubrimiento del espacio X con bolas dindmicas de radio €. Por lo tanto k es mayor
o igual que la cantidad minima m de bolas dindmicas de radio € necesarias para cubrir X.
Hemos probado que

m < k= M(n,e).

Concluimos que m = M(n, €), como querfamos demostrar. O



Proposition 3.9 of [1], page 45
For each n € N and € > 0, we have

C(n,2¢) < M(n,e) < N(n,e) < M(n,e/2) < C(n,e/2).

Theorem 3.4 of [1], page 46
If f: X +— X is a continuous map on a compact metric space X, then

1
h(f) = lim limsup — log N(n, €)

e—0t n—-+oo n

1
= lim liminf —log N(n,¢)
e—0t n—+4o00 N

1
= lim limsup — log M (n, ¢)

e—0t nstoco M

1
= lim liminf — log M (n, €)

e—~0t n—>+o00 N

1
= lim lim —logC(n,e).

e—=0t n—=+oo N

Exercise 3.16 of [1], page 55
Compute the topological entropy of the endomorphism of the torus T? induced by the

matrix 20
0 3 )

Pregunta (de Kendry Vivas, 04 Nov 2015):
En el texto encuentro el calculo de la entropia topoldgica para el caso de automorfismos
en particular, pero no hay nada referente al cdlculo para un endomorfismo en general.

Sugerencias:
A) Dibujar la superficie del toro T? como un cuadrado [0, 1] x [0, 1] en el que se identifican
los puntos (z,1) ~ (x,0) e (y,1) ~ (y,0) (ver la figura 3.5 de [1], pagina 49).

Tomar un nimero natural ¢ > 1. Denotemos € := 1/q. Probar que para cualquier punto
p € T? el cuadrado Q con centro en p y lados paralelos a los ejes con longitud e, contiene la
bola (con la distancia d = d;) de centro p y radio €. Y ademds @ esté contenido en la bola
de centro p y radio 2 - €.
B) Aplicando la transformacion lineal con la matriz dada al cuadrado @ de lados paralelos
a los ejes con longitud €, y centro p (cualquier punto del toro) probar que para todo n > 1,
la bola dindmica B(n, €, p) de centro p y radio € estd contenida en el rectangulito R, (p, €)
de centro p, lados paralelos a los ejes, altura €/3" y ancho €/2". Anédlogamente, probar que
la bola dindmica B(n,2 - €, p) contiene al rectangulito R, (p,€).
C) Contar la cantidad minima H(n,€) de rectangulitos compactos R,(p,€) como los de
la parte B), necesarios para cubrir el toro. (Recordar que ¢ = 1/q donde ¢ es un natural
positivo).



D) Probar que H(n,e) < M(n,e) y que M(n,2¢) < H(n,¢€). Para ello se sugiere:

Recordar la “observacion importante”, probada anteriormente, que dice que el niimero
M (n,€) es igual a la cantidad minima de bolas dindmicas necesarias para cubrir X.

Usar las propiedades de la parte B) que relaciona los rectangulitos R, (p, €) con las bolas
dinamicas de radio € y 2e.

Usar que los nimeros M (n, €, M (n, 2¢) y H(n, €) son minimas cantidades de bolas dindmi-
cas B(n,€,p), o B(n,2¢,p), o de rectangulitos R, (p, €) respectivamente, necesarios para cu-
brir X.

1
E) Aplicar la igualdad h(f) = lim limsup — log M (n,€) (Teorema 3.4 del libro [1]), y las

e—0t n—-+oo n
desigualdades de la parte D) de estas sugerencias, para deducir que existe el siguiente limite

y es igual a la entropia topoldgica de f:

lim limsup H(n,1/p) = h(f).

P—=+00 pstoo
Finalmente, usando el resultado probado en la parte C) calcular dicho limite. (Deberia quedar
h(f) =1og6).
Ejercicio (generalizaciones del ejercicio 3.16 de [1])

1. Sean a; v as dos ntimeros naturales positivos. Sea en el toro T2, el endomorfismo inducido

a0 ) Probar que
0 a9

h(f) =loga; +logas = Z loga; .
i€ {1,2},loga; >0

por la matriz (

Sugerencia: argumentar como se sugiere para el ejercicio 3.16 cubriendo el toro con rectan-
gulitos de lados paralelos a los ejes coordenados y longitudes adecuadas.

2. Sea A una matriz 2 x 2 con entradas enteras, diagonalizable con valores propios A1 y As
reales no negativos. Es decir: 0 < A\; < Ay y hay dos vectores propios L.I.. Sea en el toro T?
el endomorfismo inducido por la matriz A. Probar que

hf) = > log \; .
ie{1,2},log); >0

Sugerencia: argumentar como en la parte 1, pero en vez de cubrir el toro con rectangulitos
de lados paralelos a los ejes, cubrirlo con paralelogramos de lados paralelos a las direcciones
propias, y longitudes adecuadas, en forma similar a la figura 3.5 del libro [1], pagina 49.

Referencias

[1] L. Barreira, C. Valls, Dynamical Systems. An Introduction. Springer Universitext,
Springer-Verlag, London, 2013



