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Sea X un espacio topoldgico.

Definicién 1. (Conjunto conexo )
Un conjunto no vacio A C X se dice conexo si para toda pareja de abiertos disjuntos

tales que
A=(AnU) U (AnV)

se cumple
ANU=0 6 ANV =0.

Por ejemplo, un intervalo en la recta es conexo. Una propiedad importante es que si
¢ : A — B es una funcién continua, y A es conexo, entonces B es conexo. Dicho de otra
forma, la imagen continua de un conexo, es conexo. En particular sea ¢ : I — X, donde [ es
un intervalo de la recta real, una parametrizacién continua de la curva ¢(I) C X. Entonces,
como [ es conexo, y la parametrizacién ¢ es continua, la curva ¢(/) es un conjunto conexo

de X.
Sea ahora X un espacio métrico compacto.

Definicién 2. (Flujo o Sistema Dindmico a Tiempo Real)
Un sistema dindmico continuo a tiempo real en el espacio X, llamado también flujo, es
una aplicacién continua:

¢ X x (RYU{0}) — X,

(donde RT U {0} es el conjunto de los niimeros reales no negativos, y se llama semieje del
tiempo hacia el futuro), tal que:

O(r,0) =2z VeeX, v oz t+s)=ao(p(x,t),s) VeeX, Vi,s>0.
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Definicién 3. (Orbita)
Dado un punto z € X, y un flujo ¢, se llama drbita por el flujo ¢ del punto x, o también
orbita con estado inicial x, a la curva paramétrica:

orb(z) : t — ¢(x,t)

definida para todo ¢ real no negativo. Se denota orb(z) = {¢(x,t)}+>0. Se observa que la
érbita del punto = es una curva continua (y por lo tanto conexa) en el espacio X, parame-
trizada por la variable tiempo ¢ > 0, y ademés esta curva orb(z) tiene extremo inicial en el
punto x, pues ¢(z,0) = .

Definicién 4. (Omega-limite) Sea ¢ un flujo en el espacio métrico compacto X. Dado
un punto z € X se llama omega-limite de x al conjunto w(z) C X definido por:

w(z) ={ye X: 3t, — +oo tal que h'IJIrl o(x,t,) =y}
n—-+00
Dicho de otra forma, w(x) es el conjunto de todos los puntos limites de la érbita orb(z) =
{p(x,t) }+>0 para subsucesiones {t,},>o de instantes t = t,, que tienden a +oo.

Ejercicio 5. Probar que w(z) es compacto y no vacio, cualquiera sea el punto = € X.

Sugerencia: Para demostrar que w(x) # (), recordar que en un espacio métrico compacto,
toda sucesién tiene una subsucesion convergente. Para demostrar que w(x) es compacto,
basta demostrar que w(x) es cerrado, pues el espacio X donde esté contenido el conjunto
w(z) es compacto. Y finalmente, para demostrar que w(x) es cerrado, basta demostrar que
cualquier sucesién de puntos p,, € w(z), si es convergente en X, entonces su limite pertenece
aw(x).

Teorema 6. (Conexién del omega-limite)
Sea ¢ un flujo continuo en el espacio métrico compacto X . Para cualquier punto x € X
el conjunto omega-limite w(x) es conezxo.

Demostracion: Supongamos por absurdo que w(z) no es conexo. Entonces, aplicando la
Definicién 1, existen dos abiertos U,V C X disjuntos tales que

w(z) = (w(z) N U) U (w(z) N U), (1)

y ademas

wx) N U#0, wx) NV #0. (2)

Tomemos dos puntos z; € w(z) NU, 23 € w(x) N V. Por la Definicién 4 del conjunto
omega-limite de z, y teniendo en cuenta que 21, 2o € w(x), deducimos que existen sucesiones
tn, Sn — 400 tales que lim, ¢(z,t,) = z1, lim, ¢(x,s,) = 2. Como 2y € U, 2z, € V y los
conjuntos U, V' son abiertos, de la definicién de limite deducimos que ¢(z,t,) € U, ¢(z,s,) €
V para todo n suficientemente grande. Entonces, sin pérdida de generalidad (eventualmente



borrando una cantidad finita de términos de la sucesiones {t,} vy {s,} y reindexando después
estas sucesiones), podemos asumir que

o(z,t,) €U, o(x,s,) €V ¥Yn>0, limt, — 400, lims, — +oc.

Ahora construimos subsucesiones {t}}r>0 ¥ {5} }r>0 de {tn}n ¥ {Sn}n respectivamente,
tales que
t, <sp <thy <8, VhelN

Como {t} }n>0 ¥ {5} }r>0 son subsucesiones de {t,}, v {sn}n respectivamente, tenemos:

lim ¢; = +o0, lim s; =400,
h—4-00 h—+00

o(x,ty) e U, ¢(x,s;) eV VheN.

Consideremos para h € N fijo, la curva C, = {¢(,7)}er<r<s:, que es un arco conexo y
compacto de la orbita por el punto x. Por construccién, tenemos

oz, ;) eCNU#D, ¢x,sp) eCNV £0.
Siendo C, C X conexo, de la Definicién 1, deducimos:
Chn # (CNU) U (C,NV),
o equivalentemente, existe un punto
pn€Ch \ (UUV).
Como py, € Ch = {@(7,T) }i: <r<s:, existe un instante 7, € [t}, sj] tal que
pp=0¢(x,m) e X\(UUV), t <71 <s}.

El espacio métrico X es compacto, entonces toda sucesion en X tiene alguna subsucesion
convergente. Por lo tanto, existe una subsucesion

Pn; = ¢(x77—hj)j_>+00 — 4q, Th; > t;i]- VieN

Como pp, € X\ (UUV), y UUV es abierto, X \ (U U V) es cerrado; luego ¢ = lim; p,, €
X\ (UUYV). Equivalentemente
qgg¢UUuUV.

Por otra parte, como 75,; > ¢, — +00, y pn; = ¢(x, ;) — q, tenemos

q € w(z).

Por lo tanto
g €w(x)\ (UUV),
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de donde
w(z) # (w(@)NU) U (w(z)NV),

contradiciendo la igualdad (1), y terminando la demostracién del Teorema 6. 0

Definicién 7. ( Sistema Dindmico Discreto a Tiempo Natural)
Un sistema dinamico discreto a tiempo natural en el espacio X, llamado también sistema
dindamico por iterados de f, es una aplicacién continua:

6 X x (N) s X,
tal que:
O(r,0)=z VeeX, yv olx,n+m)=o¢(¢(x,n),m)VzeX, VnmeN.

Si denotamos f(z) = ¢(x, 1) obtenemos ¢(z,2) = ¢(p(z,1),1) = (fo f)(x) =: f*(x). Por
induccién en n € Nt deducimos ¢(z,n) = f*(z) Va € X, Vn > 1, donde f™ denota la
composicién de f consigo misma n veces, es decir f* := fo fo...o f donde f esta repetida
n veces.

Por convencién f° = id es el mapa identidad. Entonces ¢(z,0) =z = f°(z) V2 € X.

Deducimos que el sistema dinamico ¢ a tiempo natural n € N es el sistema dinamico por
iterados de una aplicacion continua f : X +— X. Mas precisamente

o(z,n) = f"(zx) Vee X, VneN.

Definicién 8. (Orbita)
Dado un punto z € X, y el sistema dinamico por iterados de f : X +— X, se llama orbita
del punto z, o también 6rbita con estado inicial x, a la sucesion

orb(z) : n € N— f*(z),

definida para todo n > 0 natural. Se denota orb(z) = {f"(z)}n>0. Se observa que la 6rbita
del punto z es una sucesién (y en el espacio X con punto inicial en el punto z, pues f°(z) = z.

Definicién 9. (Omega-limite) Sea { f"},cny un sistema dindmico por iterados de f : X —
X en el espacio métrico compacto X. Dado un punto x € X se llama omega-limite de x al
conjunto w(x) C X definido por:
w(z) :={ye X: In; - +oo tal que ‘HT f(x) =y}
Jj—+oo
Dicho de otra forma, w(z) es el conjunto de todos los puntos limites de las subsucesiones
convergentes de la érbita orb(z) = {f"(x) }nen-

Ejercicio 10. Para el sistema dinamico por iterados de f, donde f : X — X es una
aplicacién continua en el espacio métrico compacto X, probar que w(x) es compacto y no
vacio, cualquiera sea el punto x € X.



Proposicién 11.

Sea el sistema dindamico por iterados de un mapa continuo f : X — X en un espacio
métrico compacto. Sea x € X. El conjunto omega-limite w(zx) no es necesariamente conexo
ni es necesariamente desconero.

Demostracion: Basta exhibir dos ejemplos f; v fo. Uno, para el cual exista un punto p; con
w(p1) conexo, y otro para el cual existe un punto ps con w(ps) desconexo.
El primer ejemplo: Sea X = [—2,2] x [-2,2] C R? y sea f; : X — X definida por

filz,y) = (2/2,y/2) V =2<2<2, V -2<y<2

Entonces
fil(zy) = (2/2",y/2") =1t (0,0) V (z,9) € X,

de donde se deduce que w(z,y) = (0,0) es conexo, para todo p = (z,y) € X.
El segundo ejemplo: Sea X = [—2,2] x [-2,2] C R? y sea fy : X + X definida por

folw,y) = (=¥/x, y/2) V —2<2<2, V -2<y<2

Entonces,

ey = ((=1)" Nz, y/2") ¥ (z,y) € X.
Si x # 0, entonces toda subsucesién convergente de {f3'(x, y) }nen €s, 0 bien una subsucesién
de {f™(2,5)}men que converge &

lim (m1/32m,y/22m) = (1,0),

m——+00

o bien una subsucesién de { £ (z,y)}men que converge a

fm (= 23y 22 = (-1,0).

m—-+00

Entonces w(z,y) = {(—1,0), (1,0)} si  # 0, que es un conjunto desconexo. O



