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Resumen:

Se definen en este trabajo los elementos fundamentales de la dinamica de una red

neuronal inhibitoria, describiendo tanto el comportamiento individual de la neurona

con el de la red en conjunto. Finalmente, se estudia como la dinamica de la red se

reduce al estudio de la dinamica de un mapa que es contractivo a trozos.




10-Estudio de la dinamica de una red neuronal inhibitoria

INTRODUCCION

El resultado abstracto sobre la dindmica de mapas continuos y contractivos a
trozos, puede ser aplicado a la comprension de redes dindmicas idealizadas
compuestas por un gran numero de osciladores mutuamente acoplados, con

aplicacion a la ingenieria o confiabilidad en las comunicaciones.

En particular, el resultado puede ser usado como un modelo matematico
deterministico de una red idealizada compuesta por una gran cantidad de
neuronas artificiales o bioldgicas simplificadas, cada una comportandose de
manera lineal u oscilando de manera no lineal, que son mutuamente acopladas

instantaneamente por sinapsis inhibitoria.

Dicha red neuronal puede ser estudiada como la discretizacion de un sistema
dindmico continuo a trozos, a través de la proyeccién del Mapa de Poincaré (o

Mapa de Retorno) p, sobre una seccién transversal al flujo.

El objetivo de este trabajo es entonces estudiar el comportamiento de una red
neuronal inhibitoria y demostrar que la dinamica de la misma se reduce al
estudio de la dindmica de un mapa que es contractivo a trozos y con la

propiedad de separacion.

METODOLOGIA
Se buscd comprender y analizar el comportamiento dindamico de una red
neuronal inhibitoria. Para ello, se idealizé el comportamiento de una neurona a

través de un modelo matematico.

Una vez definido el modelo, se pasd al estudio de un sistema formado
Unicamente por dos neuronas. En primer lugar, se analizd la evolucién de dicho
sistema cuando no hay sinapsis, es decir, cuando no hay interaccién entre

ambas neuronas y luego se estudidé el caso en el cual las neuronas hacen



sinapsis inhibitoria.

Generalizamos el problema y pasamos al estudio de una red conformada por m
neuronas, todas interconectadas entre si con sinapsis inhibitoria. En particular
se definid un modelo matematico para dicho sistema y las interacciones entre

los elementos que la conforman.

Probamos que el sistema que define el modelo, evoluciona en un subconjunto
compacto de R™ y define un mapa p, que es continuo a trozos y uniformemente
contractivo para una métrica particular en cada una de las piezas de

continuidad; Mapa de Poincaré.

Se observé ademas, que p posee la “propiedad de separacidn”, es decir, piezas

de continuidad distintas poseen imagenes disjuntas.

Este resultado, nos lleva al estudio de un sistema dinamico discreto, definido
por iteraciones de mapas continuos a trozos y localmente contractivos, en un
espacio compacto de dimensidén finita. En particular, los sistemas que verifican
la propiedad de separacion, “genéricamente” su atractor esta formado por una

cantidad finita de orbitas periddicas.

RESULTADOS

Definimos una neurona como un elemento, celda, o unidad i cuyo estado en el
instante t € R* estd dado por una variable x. Esta es la solucién a la ecuacion
diferencial: dx/dt = y;(x), donde y;:[-V,,in,6;] = R €s de clase C?, es positivo y
con derivada negativa, y representa el "potencial de membrana” de la neurona.
Como se puede apreciar, x estéd definida entre un valor minimo -V,,;, y un
umbral 8; (cuyo valor, para simplificar, serd 1) que depende de la neurona,
llamado "umbral de disparo”. Notar que la solucidon de la ecuacidn diferencial
alcanza el valor 6, pues y; es positiva. El tiempo en el cual esto ocurre, se
denomina “instante de disparo” y provoca que el potencial de la neurona se

“resetee a cero”.



Podemos pensar x como una variable en S (la circunferencia de radio 1) y en
el caso de tener dos neuronas que no interactlan entre si, podemos pensar su
dindmica como conjunto, como una sola dinamica en el toro T?. De modo que
para saber que sus dindmicas se sincronizan en algin momento, o sea, que en
algun momento descargan a la misma vez, alcanza con saber que ambos
periodos son racionales entre si. Si sus periodos son irracionales entre si, las

rotaciones tienen orbitas densas.

La interaccién entre dos neuronas bioldgicas se llama sinapsis. Ocurre cuando
una de las neuronas, que es llamada presinaptica, alcanza su umbral y
descarga, produciendo con esta un cambio (salto en el potencial) en la otra
neurona, llamada postsinaptica.

La sinapsis puede ser de tipo excitatoria, cuando el salto que produce en la

otra neurona es positivo, o inhibitoria, cuando el salto producido es negativo.

El sistema compuesto por ambas neuronas puede a su vez ser de 3 tipos:
excitatorio, si ambas neuronas son excitatorias, inhibitorio, si ambas neuronas
son inhibitrias, o combinado, si estd compuesto por una neurona inhibitoria y
otra excitatoria. Diremos que el sistema es no inhibitorio, si es o bien

excitatorio, o combinado.

Supongamos que la neurona “A” es excitatoria, y cuando esta descarga, hace
que la neurona “B”, que supondremos inhibitoria, sobrepase su umbral. En este
caso, ambas neuronas regresan al potencial 0 tras descargar. Por otro lado,
saltos negativos en la neurona A, debidos a la descarga de la neurona B,
pueden hacer que A alcance un potencial negativo. Esto puede pasar, sin

embargo el potencial de A queda acotado inferiormente por el valor —V,.

La sinapsis entre dos neuronas en un sistema combinado, se regira segun la
funcion: f:{(x,y) € [V, 1] x[-Vg 1l:x =10y =1}>{(x,y):x =00y =0}, la cual

queda determinada mediante:



(—V,,0), si x+a(x) <=V,
flx, 1) =5 (x+a(x),0), si —Vy<x+alx)<1
(0,0), six+alx)=1

(0,—Vp), siy+b(y) <-Vg

f(Ly) =30,y+b(y), si —-Vg<y+aly)<l1
(0,0), siy+a(y) =1

Observemos ademas que si a(1) < 0 entonces f(1,1) = (1 +a(1),0), y sia(l) >0
entonces f(1,1) = (0,0).

Los saltos representados por las funciones a y b, definidas en [-V,,1] y [-V5, 1]
respectivamente, son de clase C?, de signo constante distinto de cero, |a| y |b|
no decrecientes, y x+a(x) e y+ b(y) son estrictamente crecientes. Pedimos
que |a| y |b] sean no decrecientes, ya que en las neuronas bioldgicas, los
potenciales postsinapticos son menores después de una descarga que en fases

posteriores.

La dindmica bineuronal estd dada por la funcién: y(p,t) que para cada
condicion inicial p en [-V,,1] X [-V;,1] y para todo ¢t menor o igual que 0, nos da
el estado del sistema en tiempo t. Observar también que esta funciéon ¥ no

sera continua en el conjunto {x =10y =1}.

Por lo anterior, el sistema bineuronal queda perfectamente determinado por 4

funciones reales (uy,u,,a,b), con las propiedades mencionadas anteriormente.

El espacio de sistemas bineuronales serad el espacio topoldgico formado por
todas las cuadruplas (u;,u,,a,b) con estas propiedades, con la topologia

producto de la topologia usual en C2.

Consideramos una red neuronal de m elementos, con m>2 como el de la
figura 1, donde todas estan conectadas dos a dos bidireccionalmente por

sinapsis inhibitoria.



Figura 1:Modelo de una red neuronal inhibitoria para el caso en que m = 3.

Definimos —h;; como el aporte al potencial ¢; que hace la neurona i a la

neurona j, cuando la neurona i dispara.

Consideraremos una neurona i € {1,2,...,m}. El estado de la neurona i en el

instante t € R* lo definimos como ¢;(t), con ¢;(t) € X; = [~Vinin, 0i]-

El comportamiento de la neurona i cuando no interactia con otras, es llamado
dinamica libre o Inter Spike Regime. El potencial de membrana ¢;(t) es la
solucién de una ecuacién diferencial autonoma no lineal: ¢,(t) = y;(¢;) donde

vi:X; > R es de clase C?, es positivo y con derivada negativa.

Definimos a continuacion ¢;(ty) = lim,_, ¢;(tg).
Si ¢;i(t;) =6; = ¢;(t,) =0, estamos ante la situacion en que la neurona
“dispard”.

Vi)

VN

Figura 2:Potencial de una neurona



Otra condicién que se tiene que cumplir es: Vv ¢;(0) € X;,3 ¢ty : ¢;(ty) = 6;. Esto
implica que, para cualquier condicion inicial del potencial ¢;, la neurona i

siempre dispara.

Se expondran a continuacién las reglas de la interconexion de la neurona i con

las demas neuronas de la red; Spiking Synaptical Regime.

Definicion: Definimos I,(t,) < {1,2,..,m} como el conjunto de las neuronas que

disparan en el instante t,.

Se tiene entonces que

)
min{ —Vumin,  di(to) — Z hij & si ¢pi(tg) < 6;
$i(to) =+ l Jj#

JEI(to)

. 0, sigi(ty) = 6;
Que ¢;(ty) se anule cuando ¢;(ty) = 6; significa que el potencial se “resetea”.
El estado de la red neuronal se puede describir mediante una m-upla:

(P1(6), 2(8), e P (1)) = B(E)
donde
5 € n[_Vmin: gi)
(=1

i

La expresién anterior es un homeomorfismo a una bola B, por lo que ¢ € B.

Entonces el estado de la red neuronal completa estd descripto por $
Definimos el mapa contractivo p: B - B con B ¢ R™, B compacta. Notar que p no
es necesariamente continuo, de hecho es continuo si y sdélo si no hay

interacciones sinapticas (h;; = 0 para todo i,j).

Definimos p;  como p;, = p|p,, continua y contractiva, donde J es un subconjunto



de neuronas y B, es el conjunto de estados tales que en el siguiente disparo las

neuronas que disparan son exactamente las de J. Esto define un mapa

contractivo a trozos.

A partir de lo anterior, definimos la érbita de x, con x € B.
x"=pt(x) =peopo..op(x),Vx€EB

{p™(x)}=0 €S la dOrbita discreta de x.

Se presenta a continuacion una representacion del mapa de retorno.

.

Ilustraciéon 3: Mapa de Poincaré

En lugar de estudiar la érbita {p"(x)},s0 , €studiamos los cortes de esta con una
seccién, es decir, estudio la dinamica del mapa de retorno. Se tiene como
resultado una sucesién de puntos en la seccién que si es periddica, la orbita
también es periddica. En esta seccidn se encuentran los iterados de p, es decir,
p(x), p2(x), p3(x),..., de modo que tiene una dimensidn menos que el espacio,

ya que el ultimo iterado coincide con x (es un mapa de retorno).

En el mapa contractivo, los puntos de discontinuidad actiian como si tuvieran
una dilatacion infinita, es decir, dos puntos que se acercan, pero estan en

secciones distintas cumplen que:

_d(p(),p() _
T ey



Una de las herramientas que se utilizaron para lograr demostrar que los mapas
son contractivos, fue la Férmula de Liouville.

dé; (V)

t
TR R

El instante en el cual la neurona i dispara, estd dado por: t=1¢,(V) & ¢f(V)=1.
Es decir, t;(V;) es la funcién implicita ¢f(V;) = 1.

De todas aquellas neuronas que disparan, nos intereso el instante en el cual
dispara la primera. Definimos ¢ como el minimo de los t;(V;):

t(V) = minggjpm t; (V2).

Posteriormente, definimos J(V) como el conjunto de las neuronas que disparan
en dicho instante t(V), como: J(V) = {i € {1, ...,m}:t;(V;) = t(V)} # 0.

J(V) tiene medida de Lebegg nula, es decir, por probabilidad 1 dispara una sola

neurona.

Mientras no dispara ninguna neurona, es decir, J(V) = {0} el potencial de cada
una de las neuronas responde a la ecuacidn diferencial correspondiente a la
dinamica libre. En caso de que alguna neurona dispare, la funcién a aplicar

sobre el potencial de las neuronas esta dada por:

o: ¢t W) c{w e [-1,1]™:3 i/W; =1} > o(¢* V) c (W e [-1,1]™3i /W, = 1}
definida por

U(Wl, Wz, ey Wm) = (Ull Uz, ey Um)

¢ .
Donde U; =0 si W; =1, o sea sii€J(V). Se tiene entonces que d;;‘ =yi(¢f) si

—1< ¢f <1. Mientras ¢! esté entre [-1,1] vale la ecuacién diferencial, y si

alguna llega a 1, aplicamos o.

Uj = max —1,VVJ'— Z hU
ieJ(V)



Siw; <1, 0sea, jeJV), W;=¢ (V) <1.
Se distinguen dos casos. El primero de ellos es aquel en el que J(V) = {i}. Si

ocurre esto, entonces se tiene que

0(¢)E(V)(V)) = (01,02, ..., Opp)
Donde o; = 0 si {i} =J(V), Y 0; = max {—1,W; — h;;}, con j # i.
El segundo caso es aquel en el que J(V) = {iy, i, ..., ix}. Se tiene entonces que
a(¢ptV)(V)) esta multivariada. Cada una la defino como si fuera la “ganadora”,
como es lo que en realidad pasa, soélo una dispara.

Esto nos da continuidad a trozos en los conjuntos de todos los posibles estados

en que gana la neurona i.

Una vez que aplico o, considero el vector ¢!)(V) como condicién inicial del
t _ _
sistema ddiii:yi(cp{). Busco ¢t (), con U =a(¢t(V)(V)). Para ello resuelvo

Pt ().

Definimos la seccidn de Poincaré como B = {W € [-1,1]™: 3 i/W; = 0}.
Si definimos B; , como B; ={W €[-1,1]":W; =0}, tenemos entonces que

By

¢

Figura 4: Seccidén de Poincaré

De esta forma B;, por ejemplo, es el “pedazo” de la seccién de Poincaré de

manera que si la condicidn inicial V estd en B;, entonces dispara la neurona 1.



La ventaja de la particion, es que se obtienen funciones continuas en

compactos, por lo que podemos usar toda la artilleria relacionada.

El objetivo ahora, es probar que el mapa de Poincaré es contractivo a trozos.

Por lo tanto debemos probar que cada p; es contractiva.

Otra herramienta que se utilizé para lograr el objetivo de este trabajo, fue el

“Teorema del Flujo Tubular”.

t
Consideremos la ecuaciéon diferencial: ddi;i = yi(¢f) con y;:R™ - R™ de clase (.
Sea U un abierto de R™ tal que y no tiene ceros en U. Entonces:

at@h _ o

cte.
dt

3 un difeomorfismo &:U - £(U) de modo que

/j\
=

T ———

Figura 5: Teorema “Flujo Tubular”

En definitiva, se trata de un cambio de variable.

Aplicamos ese cambio de variable a nuestra ecuacién diferencial, es decir a
todo el “cubo”. Esto provoca que el cubo se deforme, pero las drbitas pasan a
ser rectas paralelas. Miro ahora el plano ortogonal al flujo: “Plano proyeccion”.

Es sobre ese hiperplano que obtendremos la contractividad.



Plano ortogonal ad

Figura 6: “Plano proyeccion” ortogonal al flujo “planchado”

Teorema: Existe una métrica en B tal que p;:B* - Bt es contractivo vi=
1,..,m.
Donde:
B =Bnp(B)
B; = B; N p(B)
p:B->Bt->B*>Bt ..
p p

El teorema es valido luego de aplicar al menos 1 vez el mapa.

Todas las propiedades dinamicas de mapas contractivos a trozos en espacios

métricos completos, valen para el mapa de Poincaré de la red inhibitoria.

Teorema: Sea B un espacio métrico completo, p un mapa contractivo a trozos
en B, entonces “genéricamente” el atractor estd formado por una cantidad

finita de drbitas periddicas.

La velocidad del flujo luego de aplicar el cambio de variable “que plancha”,

agetw)
dt

queda: =dcte. Para probar que el mapa es contractivo, definiremos

previamente una métrica.

Sea m la proyeccion sobre el hiperplano ortogonal al flujo “planchado”,

entonces:



dist(V,V + dV) = ||z d&.dV|

A partir de lo anterior es que definimos:
1
dist(U,V) = f |z.dé. (U —V)l|lds
0

V+sU-V)
Veamos que con esta métrica los mapas son contractivos.

Demostracion: Sean V,W € B; i€ J(V),i € J(W). Entonces:

1
dist(p,(V), pi(W)) = fo . d€. (o (W) — pu(V))llds

pi(V) + s(pi(W) — pi(V))
Posteriormente, vimos qué valor toma cada componente (p;(W) — p;(V)):
(piW) = pi(1), = ¢ (W) = 6]V V) = Dy V). (W = V) + Resto
Tomamos como valido que Resto - 0

Hallamos a continuacién la matriz D,. Para ello es necesario calcular:

ti(V ti(V ti(V
0gi) ) 0 0¢5i) <6ti(V))
v, |\ oV "\ 9V,
k k t=t;(V) t=t;(V) k
j 2941
Ahora,sik#j=>—"2—=0
vy

Posteriormente usando la férmula de Liouville para el caso en que k =, se
llegd a que:
a(p’fi(v)

l___<i<1
W, -

Observamos, luego:



t; (V) < (V)
ag[ 22\, =t + ndé WW) 29
Vi 0 <3 dt | oV,
< t=t;
Como:
dpr(v) | dei(V)
g =d = ndé It =0
De esta forma:
<A 0

ndf(pi(W) - pi(V)) = ndf( ) (W —V) + ndé. (Resto)

0 <1
Tomando norma:
Imdé (p; (W) — p; (V) = Allmds. (W — V)| + [|dé. (Resto)|

Recordando la métrica que estamos utilizando y despreciando el Resto,

llegamos a que:

1
dist(p;(V), pi(W)) < A. f IMdé. (W —V)|| = A dist(V, W)
0

CONCLUSIONES

Se estudié de forma rigurosa una red conformada por unidades dinamicas
acopladas entre si, llamadas neuronas. Se observé que el comportamiento de

esta red se reduce al estudio de mapas continuos a trozos.

Podemos concluir que con la métrica definida, dichos mapas definidos en cada
una de las piezas de continuidad son localmente contractivos. Por lo cual
“genéricamente” el atractor estd formado por una cantidad finita de orbitas

periddicas.
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