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Consideremos el conjunto {0, 1}, al que llamamos alfabeto de dos simbolos 0 y 1.

Definicién 1. (Espacio del shift unilateral)
Se llama espacio del shift unilateral con el alfabeto {0, 1} al espacio métrico de las suce-
siones

{en}nEN c {O, 1}N

dotado de la métrica

dlSt({en}neN’ {¢N}"€N) = Z 2n .
n=0

Definicién 2. (La transformacién shift)
Se llama shift a la transformacién o : {0, 1} + {0, 1} definida por

a({Qn}neN) = {Yn}nen, donde 7, :=0,,1 VneN.

Definicién 3. (Transitividad topolégica)

Sea X un espacio métrico. Una transformacion T : X +— X se dice transitiva topoldgi-
camente (o en breve transitiva), si para toda pareja de abiertos no vacios U,V C X existe
n > 1 tal que

T (U)NV £ 0.

Observaciéon: La transitividad topoldgica de una transformacién no depende de la métrica
elegida en X, siempre que esta defina una misma topologia. Es decir, depende solo de la
topologia, y no de la métrica particular que la induce.
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Teorema 4.
El shift unilateral es transitivo.

Antes de demostrar el Teorema 4, veamos algunas propiedades de la topologia del espacio
métrico del shift:

Definicién 5. (Cilindros)
Sea

O = {Qn}neN € {07 1}N

una sucesion de simbolos con el alfabeto {0, 1}. Sean k y r niimeros naturales tales que £ > 0
y r>1.

Se llama cilindro que contiene a ©, de radio r y con coordenadas fijas k, k+1,... k+r—1,
al siguiente conjunto C(©, k, r) contenido en el espacio del shift {0, 1}:

C(0,k, 1) = {U = {¥ntnen: Ypyj =0Oky; Vj€{0,1,...,r —1}}.

Es decir, el cilindro C(0O, k,r) es el conjunto de todas las sucesiones ¥ del espacio del
shift tales que los r términos de ¥ que ocupan los lugares k,k + 1,...,k +r — 1, coinciden
con los 7 términos de © que ocupan esos mismos lugares. En los demés lugares (que son
infinitos lugares a la derecha a partir del lugar k + r inclusive, y finitos lugares, si existen, a
la izquierda del lugar k), los términos de las sucesiones W en el cilindro, son libres de tomar
cualquier valor en el alfabeto.

Teorema 6. FEl conjunto de cilindros forman una base de la topologia del espacio métrico
del shift unilateral.

Es decir, todo cilindro es abierto no vacio, y cualquier abierto no vacio es union de
cilindros.

Demostraremos el Teorema 6, mediante la combinacién de los Lemas 7 y 8 siguientes:

Lema 7.
Todo cilindro es abierto no vacio en el espacio métrico {0, 1} del shift unilateral.

Demostracién: De la Definicién 5 sabemos que el cilindro C(©, k, ) contiene a © € {0, 1};
por lo tanto el cilindro es no vacio.

Para demostrar que el cilindro C(0©,k,r) es abierto, consideremos cualquier sucesién
® € C(0,k,r) y probemos que existe una bola

B(®,7") :== {¥ € {0, 1}: dist(®, ¥) < 1},
centrada en ® con radio r’ > 0 tal que B(®,r") C C(O, k,r). En efecto, sea
/ ; 1 .
r ::mln{g: 0<5< k—i—r—l}.
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Pero como |¢; — 1;| solo puede tomar el valor 0 o el valor 1, deducimos que

y en particular para j € {k,k+1,...,k+r—1}.
Por otra parte como ® € C (0O, k,r), de la Definicién 5 obtenemos que

¢j:9j VJE{k,k—i-l,,k—i-r—l}

Concluimos que ¢; = §; paratodo j € {k,k+1,...,k+r—1}. Porlo tanto ¥ € C (O, k,r) pa-
ra cualquier sucesion ¥ € B(®,r’). Equivalentemente B(®,7') C C(0, k,r), como querfamos
demostrar. O

Lema 8.
Todo abierto no vacio del espacio métrico del shift es union de cilindros.

Demostracién: Sea V # () abierto del espacio métrico {0, 1}IY. Entonces, para todo punto
© € V existe una bola abierta B(O,r’) contenida en V', y por lo tanto V' es unién de esas
bolas abiertas (una para cada punto © € V). Si demostramos que toda bola abierta B(©, 1)
contiene algun cilindro C(©, k,r), entonces obtendriamos V' como unién de esos cilindros
(uno para cada punto © € V).

En efecto, sea dada una bola abierta

B(©,r") = {® € {0, 1}": dist(©, ) < r'}.

Construyamos dos naturales £ > 0y r > 1 tales que el cilindro C(0, k,r) esté contenido en
B(©,1).
Dado " > 0, sean k:=0y r > 1 tal que

> 5 <1
j=r
(Tal natural r» > 1 existe porque la serie ZJ 0 2j es convergente, y por lo tanto su cola ;;O:

tiende a cero cuando r — +00.)
Basta ahora probar que C(0,0,7) C B(©,r’). Sea & € C(0,0,7). De la Definicién 5,
obtenemos ¢; = 6; para todo j € {0,1,...,r — 1}. Entonces

dist(®, ©) Zm ‘ ZW?



Como |¢; — 6;] vale 0 o vale 1, de la dltima igualdad obtenemos:

dist(®, ©) Z'“bﬂ : fl <
S 5 <7
] =r
Concluimos que ¢ € B(0,1’) cualquierasea ® € C(0,0,r). Por lo tanto, el cilindro C(0, 0, )
estd contenido en la bola B(©,r’), como queriamos demostrar. O
Demostracion del Teorema 6. Es consecuencia inmediata de los Lemas 7 y 8. 0

Ahora demostraremos el Teorema 4. Para ello, primero probaremos el siguiente lema:

Lema 9. Para cualquier cilindro C(©, k,r) existe un nimero natural n > 1 tal que
o™ (C(0,k,n)) = {0,1}".
Es decir, todo cilindro tiene algin iterado por el shift que es igual a todo el espacio.

Demostracion: Sea dado el cilindro C'(0, k, ), donde k y r son nimeros naturales tales que
k> 0yr>1. Elijamos n = k +r > 1. Usando la Definicién 2, escribimos extensivamente
el conjunto 0" (C(O, k,r)) de la siguiente forma:

o"(C(O,k, 7)) = {{wj}jeN € {0,133 {dptnen € C(O,k, 1) tal que 1 = oy, ¥ j € N}.

Ahora, usando la igualdad anterior y la Definicién 5 de cilindro, obtenemos:
0" (C(O, k7)) = {{t}sen € 0, 11"

3 {bndnen tal que dp = O, ¥ he {kk+1,... k+r—1}, y¢j=¢n+jVj€N}. (1)

Pero si n = k+r entonces, dada cualquier sucesion {¢,, } nen, se puede construir la sucesion
{¢n}jen del siguiente modo:

O i=Up_p si h>n=k+r,

op:=0, si 0<h<n—-1=k+r—1.

Usando la igualdad (1) deducimos que cualquier sucesion {uy,}ren pertenece al conjunto
o™ (C’(@,k;,r)), y por lo tanto este conjunto es todo el espacio {0,1}", como querfamos
demostrar. 0



Demostracion del Teorema 4:

De acuerdo a la Definicién 3, debemos probar que dada una pareja (U, V') de abiertos no
vacios del espacio {0, 1}, existe un niimero natural n > 1 tal que o™(U) NV # ().

Usando el Lema 8, existen cilindros C'(01, k1, 71) y C(Os, ko, r2) contenidos en los abiertos
U y V respectivamente. Por lo tanto, basta demostrar que existe un niimero natural n > 1
tal que a"(C’(@b kl,rl)) N C(O2, ko, 1) # 0.

Pero por el lema 9, existe n > 1 tal que o” (C(@l,kl,'r’l)) es todo el espacio {0, 1}V,
Concluimos que 0" (C (©1, k1, 7"1)) contiene, y por lo tanto intersecta, al cilindro C(©q, ks, 75)
como queriamos demostrar. O

Definicién 10. (Espacio del shift bilateral)
Se llama espacio del shift bilateral con el alfabeto {0, 1} al espacio métrico de las suce-
siones bilaterales

{0n}nez € {0,1}
dotado de la métrica

en_ n
diSt<{9n}nEZa {¢n}n€Z) = Z ‘2—”|¢’

ne”Z

Definicién 11. (La transformacién shift hacia la izquierda)
Se llama shift hacia la izquierda a la transformacién o : {0,1}% — {0,1}* definida por

U({en}nEZ) = {’Yn}neZa donde Tn = On+1 vV n € Z.

Definicién 12. (Cilindros en el espacio del shift bilateral)
Sea

O = {f.}nez € {0,1}"

una sucesion bilateral de simbolos con el alfabeto {0, 1}. Sea k y 7 nimeros enteros tales que
r>1.

Se llama cilindro que contiene a ©, de radio r y con coordenadas fijas k, k+1,... k+r—1,
al siguiente conjunto C(©, k, r) contenido en el espacio del shift {0, 1}%:

C(0,k,r) :={¥ = {n}nez: Yrsj = Oy ¥V jE€{0,1,...,r —1}}.

Es decir, el cilindro C(0, k,r) es el conjunto de todas las sucesiones ¥ del espacio del
shift bilateral tales que los r términos de ¥ que ocupan los lugares k. k+ 1,..., k+7r — 1,
coinciden con los r términos de © que ocupan esos mismos lugares. En los demés lugares
(que son infinitos lugares a la derecha a partir del lugar k + r inclusive, e infinitos lugares a
la izquierda a partir del lugar k& — 1 inclusive), los términos de las sucesiones ¥ en el cilindro,
son libres de tomar cualquier valor del alfabeto.



Ejercicio 13.
Demostrar las siguientes proposiciones:

1.

2.

Todo cilindro es abierto no vacio en el espacio métrico {0,1}# del shift bilateral.
Cualquier abierto no vacio del espacio métrico {0, 1}% es unién de cilindros.

El conjunto de cilindros forman una base de la topologia del espacio métrico del shift
bilateral.

Para cualquier cilindro C(0, k,r) y para todo natural n > 1 se cumple
" (C(©,k,n)) # {0,1}".

Es decir, ningtn cilindro tiene un iterado por el shift bilateral que es igual a todo el
espacio.

Dada una pareja (C’(@l, ki,r1), C(Oq, ks, r2)> de cilindros en el espacio del shift bi-

lateral {0, 1}%, existe un natural n > 1 tal que
UH<O(@1J€17T1)> ﬂ C(O2, ko, 13) # 0.

El shift hacia la izquierda en el espacio del shift bilateral, es transitivo.



