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RESUMEN

En este libro se define Particién de Markov de una variedad compacta y riemanniana M para
un difeomorfismo f de M en M, cuando este difeomorfismo pertenece a cierta clase particular
llamada ”de Anosov”. El motivo es demostrar la existencia de particiones de Markov. Esta dirigido
a estudiantes y egresados de nivel de grado universitario en Matemaética.

En la parte 1 se exponen definiciones y teoremas que se asumen conocidos, referentes a los
difeomorfismos llamados de Anosov. Casi todos los resultados expuestos en la seccién 1 se enun-
cian sin demostracién porque no son el motivo de esta presentacion. Pueden encontrarse en las
referencias [2], [3] y [4].

En la parte 2 se define particién de Markov de una variedad M para un difeomorfismo f en
M. La definicién estd referida solamente a los difeomorfismos de Anosov, aunque es aplicable a
una clase més general de difeomorfismos en la variedad. (Véase [5]).

La demostracion de la existencia de una particién de Markov (Teorema de Sinai [6]) se concluye
en la parte 5 de este trabajo y se basa en la construccién de un cubrimiento adecuado de la variedad
que se luego refinado apropiadamente. Este método constructivo fue extraido del libro de R. Bowen

([1)-

También se extrajo de R. Bowen ([1]) la presentacién de la dindmica simbdlica que se expone
en la ultima parte de esta monografia.
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1. Definiciones y Resultados Previos

Se asume que M es una variedad de clase C' compacta y Riemanniana y que f : M +— M es
un dofeomorfismo de clase C' en M.

1.1 Difeomorfismo de Anosov

Definiciéon 1.1 f es un difeomorfismo de Anosov si existen constantes K y A\; K > 0,0 < A\ < 1;
y subespacios S, U, de T, M, tales que:

i S, U, varian continuamente con x

i S,eU, =T, M
iii S;,U, son invariantes con f, es decir: f;.8; = Sy, foUs = Upzy) Vo € M
v | (f™)eszll < KA"||82]| Vg € Sy VR >0, Vo € M

v [[(f™) || < KX7"||ug| Yug € Uy, Y0 <0, Ve € M

Observacion 1.2 Las dimensiones de S, y U, son constantes en las componentes conexas de M
debido a la condicién i. de la definicién anterior. El fibrado tangente T'M es la suma directa de los
dos subfibrados S y U invariantes con f, llamados “subfibrado estable.® “inestablerespectivamente.
Si (x,s;) € S, entonces su norma decrece (més que exponencialmente con tasa + log A < 0) cuando
n — 400. Si (z,u,) € U, entonces su norma crece (més que exponencialmente con tasa — log A > 0)
cuando n — 400, pues sustituyendo en v. m = —n,y = f~"(x),uy = (™), u, resulta:

m 1 —m
I(f );uyH 2 E/\ [uyll Yuy € Uy, ¥m >0, Vy € M

Si f es un difeomorfismo de Anosov, también lo es f~!, y el subfibrado estable para f~! es el
inestable para f y viceversa, como se observa de la definicién de difeomorfismo de Anosov.

1.2 Expansividad

Definiciéon 1.3 Un difeomorfismo f : M — M es expansivo si existe una constante p > 0, llamada
constante de expansividad, tal que

dist (f"z, f"y) < pVn € Z siysolosi z =y

Una sucesién bi-infinita {yn}, .z, yn € M, se dice que e—acompana a otra {z,}, .z, Tn € M,
si dist (zp,yn) < € Vn € Z. La expansividad de un difeomorfismo significa que para cierto p > 0
suficientemente pequeno, dos orbitas diferentes nunca se p—acompanan.

Un propiedad conocida es la siguiente:

Proposiciéon 1.4 Todo difeomorfismo de Anosov es expansivo.



1.3 Estabilidad topologica.

Definiciéon 1.5 Un difeomorfismo f : M — M es topologicamente estable si dado € > 0 existe un
C? entorno V de f tal que para todo g € V existe una semiconjugacién h : M +— M entre g y f
(i.e. h es continua, sobreyectiva y cumple ho g = f o h) tal que dist (h(z),x) < e Vo € M.

Observacién 1.6 Si f es topoldgicamente estable, siV es un C° entorno de f como en la defini-
cion anterior y st g € calV entonces

h(g"(z)) = f"(h(z)) Ve e M VYne Z

La estabilidad topoldgica de f significa que si g estd suficientemente prézima de f (en la topologia
C°) entonces las orbitas de g estdn e-acompanadas por las de f 1y € acompaian a todas las orbitas
de f (ya que la transformacion h es sobreyectiva.)

Teorema 1.7 (Pugh) Un difeomorfismo f : M — M es topoldgicamente estable si y sdlo si
dado € > 0 existe § > 0 tal que toda sucesion bi-infinita de puntos {y,}n € Z, y, € M que cumple
dist (Yn+1, f(yn)) < 0 ¥n € Z estd e-acompanada por una dorbita de f

Definicién 1.8 Sea f : M + M invertible. Una sucesién bi-infinita {y,}, .z de puntos de M se
llama §-pesudo-drbita de f si dist (f(yn),ynt+1) <0 Vn € Z.

Se concluye que un difeomorfismo f : M +— M es topoldgicamente estable si y solo si dado ¢ > 0
existe 0 > 0 tal que toda §-pseudo-orbita esta e-acompanada.

Teorema 1.9 Los difeomorfismos de Anosov son topoldgicamente estables.
1.4 Conjuntos estable e inestable.

Definicion 1.10 Sea f : M — M un difeomorfismo. Se llama conjunto estable de f por el punto
reM a
W2 (x) ={y € M : dist (f"(y), /" (2))n—toc — 0}

Se llama conjunto inestable de f por el punto z € M a
W(z) ={y € M : dist (f"(y), f"(2))n—-00 — 0}

Teorema 1.11 Si f es un difeomorfismo de Anosov entonces

W ={y € M : limsup L log dist (f™(z), f"(y)) < log A}

n—+oo T

Wt ={yeM: h’msupl log dist (f~"(z), f"(y)) < log A}
n—4oo M
donde A es la misma constante 0 < X\ < 1 de la definicion de Anosov.
El teorema anterior significa que para los difeomorfismos de Anosov, dos orbitas que en el futuro
(o en el pasado) se acercan de modo que su distancia tienda a cero, entonces lo hacen mas que
exponencialmente con tasa log A\. En efecto: lim supnéJFOO% log dist (f™(z), f*(y)) < log A implica

dist (f"(x), f"(y)) < Ae™™ ¥n >0

donde A es un ntimero positivo y v es un niimero real positivo elegido de modo que v < —log A.



Observacién 1.12 Dos conjuntos estables distintos son disjuntos pues si z € W*(x)NW?*(z') # )
entonces, a partir de la definicién de conjunto estable y la propiedad triangular de la distancia se
tiene W*(z) C We(z) N W*(2') y Wo(x) UW?3(2') C W3(z). Luego W*(x) = W#(z').

Los mismo vale para los conjuntos inestables.

Proposicion 1.13 Si f es un difeomorfismo expansivo con constante de expansividad p, entonces:
Wé(x) ={y € M : dist (f"(x), f"(y)) < p Vn suficientemente grande }
W x)={y e M : dist (f "(x), f"(y)) < p Vn suficientemente grande }
Demostracion: De la definicién de conjunto estable se obtiene que
Wé(x) C{y € M : dist (f"(x), f"(y)) < p Vn suficientemente grande})
Para demostrar la otra inclusiéon supongamos por absurdo que existe y € M tal que

dist (f"(@), f"(4)) < p¥n > N, dist (f"(2), " (§))nsoc 7 0

Entonces existe una sucesién ny — 400 tal que dist (f™(z), f™(y)) > € > 0 Vk. Podemos elegir
ng de modo que f™(z) y f™(y) sean convergentes (por la compacidad de M). Luego si p € Z se

tiene
dist (f"¥*P(x), f*P(y)) < p Vnp > N —p

Cuando k — 400 se tiene dist (fP(x0), fP(v0)) < p Vp € Z donde xy = lim f™(x), yo =
lim ™ (y). Por la expansividad xg = yp, contradiciendo la eleccién de ny, pues

dist (f"™F(x), f™*(y)) >e>0 O

Observacion 1.14 Se observa que la proposicién anterior sigue siendo valida si se sustituye la
constante de expansividad p por cualquier otra constante ¢ > 0,¢e < p. Entonces

Wé(z) = U {y € M : dist (f"(z), ["(y)) <eVn>N}=
neZ

= J{ye M: dist (f*(z), f*(y)) <eVn >N} VkeZ
n>k

Definiciéon 1.15 Se llama e—conjunto estable de f por el punto x € M al conjunto
Wi(w) = {y € M : dist (£(2), f"(3)) < e ¥ > 0}
Se llama e—conjunto inestable de f por el punto x € M al conjunto
We(x) ={y € M : dist (f"(z), ["(y)) < e Vn < 0}

Observaciéon 1.16 Si f es un difeomorfismo expansivo es ficil ver, a partir de la definicién
anterior y de 1.13 y 1.14 que:

iyeWi(z) & e Wi(y); yeWiz) & e WXy).



i Si e < p entonces W*(z) N We(z) = {x}.
iii f(W2(x)) = {z € M : dist (f"(x), f""}(2)) < e ¥n > 0} =
={zeM: dist(f"'(f(x), " N2) <eVn>1}N{z € M: dist(z, f'(2) < e} =
Luego B
fWe(x)) = We(f(x)) N f(Be(x))

Anélogamente

W (f(2) = F(We (@) N Be(f(x))
v f(We(x)) c We(f(z) y (W) D We(f ()
v Sie < p (véase 1.14) entonces:

Uf We(N@)) = | YW ()

En particular
We(x) c Wiz), W(x) c WH(z)

1.5 Variedades invariantes.

El teorema que sigue justifica el nombre de variedad invariante estable (respectivamente in-
estable) que recibe el conjunto estable (respectivamente inestable) cuando f es un difeomorfismo
de Anosov. Se enuncia sin demostracion, la cual puede encontrarse en la referencia [3].

Teorema 1.17 Sea f : M +— M un difeomorfismo de Anosov. Entonces los conjuntos W?*(z) y
W (x) son C! variedades inmersas en M, que pasan por x, tangentes en x a los subespacios Sy
y Uy respectivamente.

Se observa de la definicién 1.10 que la particiéon de M en las variedades estables e inestables es
invariante por f; més precisamente: f(W*(x)) = W*(f(x)); f(W¥(x)) = W¥(f(x))

Observacién 1.18 Cuando f es un difeomorfismo de Anosov, entonces W#(x) y W"(z) son
variedades inmersas en M segin afirma el teorema 1.17. Sin embargo no son necesariamente
subvariedades de M: la inclusién es continua pero no necesariamente un homeomorfismo sobre su
imagen (la topologia en W#*(x) podria ser estrcitamente mas fina que la inducida por M).

Teorema 1.19 Sea f: M — M un difeomorfismo de Anosov. Sie > 0 es suficientemente pequeno
entonces:

1 Para todo N € Z el conjunto fN(W2(f~N(x))) es un entorno de = en la variedad W*(x)
homeomorfo a una bola en el subespacio S,

2 La topologia en fN(W2(f~N(z))) como entorno en la variedad W*(z) es la misma que la
mnducida en €l por la topologia de M
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La demostracién se encuentra en 1 referencia bibliogréfica [3]. Es parte de la demostracién del
teorema 1.17 de existencia variedades invariantes.

En particular W2(x) es un entorno de z en W#(x) y la topologia en W (z) como subconjunto
de W*#(x) es la misma que la inducida por la topologia de M como subconjunto de M.

Aplicando el teorema anterior a f~! en lugar de f y observando que por definicién las var-
iedades estables de f~! son las inestables de f, se obtiene que W% (z) es un entorno de x en W*(z)
y su topologia como subconjunto de W*(x) es la misma que la inducida por la topologia de M.

En virtud de la primera parte del teorema anterior, los epsilon— conjuntos estable e inestable
se llaman epsilon—variedades estable e inestable, y son subvariedades de M (variedades encajadas,
con la topologia inducida por la de M).

De la segunda parte del teorema anterior se desprende que:

» Si U es un abierto de W2(x) (como variedad estable), entonces existe B abierto en M tal
que U = BNW2(x)

» Sizy, € Wi (x)ysi dist (x,,z) — 0 en M, entonces x, — x en W5(x) (y reciprocamente).
1.6 Interseccion de variedades invariantes.

En la observacién 1.16 obtuvimos que W (x) N Whe(x) = {z} si 0 < € < p. Probaremos
a continuacién que cuando x e y estan suficientemente proximos y € > 0 es pequeno, entonces
W2ENW"e(y) consiste en un unico punto que denotaremos como [z, y|. En lo que sigue f : M — M
denota un difeomorfismo de Anosov.

Proposicién 1.20 Dado 0 < € < p/2 existe § > 0 tal que W2 (x) N Wr(y) consiste en un unico
punto, para todos x,y € M tales que dist(x,y) <.

Demostracion: Por los teoremas 1.7 y 1.9 existe 6; > 0 tal que toda d; pseudo-6rbita de f estd €/2
acompanada por una orbita de f.

Tomemos delta = min(d1,€/2) y dos puntos z,y € M tales que dist (z,y) < 0.

La sucesién bi-infinita {yn},.z definida por y, = f"(x) sin > 0, yo = f"(yn) sin < 0
es una 01 pseudo-Orbita. Entonces existe z € M que cumple dist (f"(z), f"(z)) < €/2 Vn >
0, dist (f™(2), f"(y)) < €/2V¥n < 0. Ademas dist (z,y) < dist (z,2) + dist (z,y) < €/2+ 9 <e.

Entonces z € W2 (z) N W(y).

Ademés z es tnico en W2(x) N W(y) debido a la expansividad de f. O

Definicién 1.21 Llamaremos funcion corchete a
[ ] s {(w,y) € M?: dist (z,y < §)} — M

definida por
[z,y] = W () N W(y)

Se observa que
dist (f"([z,9]), f"(z)) <eVn >0, dist (f"([z,y]), f"(y)) <eVn <0

debido a la definicién de la funcién corchete y a la definicién de las e-variedades estable e inestable.

11



Teorema 1.22 La funcion corchete [-,-| es continua.

Demostracion: Sea (T, yn) — (z,y) en M? tales que dist (x,y) < 6. Como M es compacta puede
elegirse (z,,y,) de modo que [z,,y,] sea convergente en M. Sea z, = [r,,yn] — z € M. Basta
demostrar que z = [z, y].
Como z, € W(z,) entonces dist (fP(zy), fP(zn)) < € Vp > 0. Dejando fijo p y haciendo
n — 00, por la continuidad de f se tiene que dist (fP(z), fP(z)) < eVp > 0, de donde z € WS (z).
Anélogamente se obtiene z € W¥(y), de donde z € W2 (x) N W (y) = [z,y] O

1.7 Forma local del producto

Teorema 1.23 Sea f: M — M un difeomorfismo de Anosov. Existe una constante € > 0 tal que
para todo x € M el producto W(z) x WE(x) es homeomorfo a un entorno de x en M.

Demostracion: Elijjamos 0 < € < p/2 (donde p es la constante de expansividad de f). Sea § > 0
elegido segin el teorema 1.20 y sea 0 < € < min(d/2, €). Resulta:

W(x) x WE(z) C {(z,y) € M?: dist (z,y) < 0}

Puede aplicarse la funcién corchete a puntos en W2 (z) x We(z) C M2.
Sea ¢ = [, ']|W_u(x)xw_s () La aplicacién ¢ es continua porque es la restriccién de una funcién
continua. Es inyectiva pues si [z, 2/] = [2,7] donde z,Z € W (z), 2/,Z' € WE(z) entonces

dist (f"(2), f"(Z)) <2€<2eVYn >0

dist (f"(2), f"(Z)) <26 <2eVn <0

Luego por la expansividad de f se tiene z = Z. Andlogamente se obtiene 2’ = 7'.

La evariedad estable W2(z) = {y € M : dist (f™(y), f"(z)) <€Vn > 0} es cerrada en M que
es compacta, luego es compacta. Andlogamente es compacta Wgu(x) Asi ¢ es continua e inyectiva
con dominio compacto W (z) x WZ(z) a M. Como el dominio de ¢ y su codominio son variedades
de la misma dimensién finita, ¢ es un homeomorfismo sobre su imagen.

En efecto p(z,z) =z, dim WE(z) = dim S, dim W¥(z) = dimU,, S, & U, = T, M de donde
dim(W¥(z) x We(z)) = dim M.

Siendo W2 (z) x W2(x) un entorno de (x,x) en M?, su imagen homeomorfa es un entorno de
zeM. O
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2. Rectangulos y particiones de Markov

Sea f un difeomorfismo de Anosov en una variedad compacta y Riemanniana M. Se definira Par-
ticion de Markov para f. Es un cubrimiento finito de M por cierta clase de cerrados llamados
rectdngulos, con interiores dos a dos disjuntos, y que cumplen condiciones que los vinculan a la
dindmica de f, es decir, al espacio de érbitas de f.

Comenzaremos definiendo rectdngulo y demostrando algunas propiedades que serén utilizadas
mas adelante.

2.1 Definicién de rectangulo

Sea e > 0 tal que 0 < ep/4 (donde p denota la constante de expansividad de f, definida en
1.3. y sea d > 0 elegido como en 1.20.

Definicion 2.1 Un subconjunto R no vacio de M se llama rectdngulo para f si tiene didmetro
menor que § y ademds [z,y] € R Vx,y € R. Es decir: si z,y € R entonces existe un unico
z € Wi(z) NWE(y) = [z,y] y ademds z € R.

Definiciéon 2.2 Un rectangulo R es propio si R = intR.
Ejemplos:

i) A partir de la definicién obsérvese que si € > 0 se elige suficientemente pequenio entonces es
un rectangulo el entorno V' de z en M que tiene forma local del producto segin el teorema
1.23 (es decir V' es homeomorfo a W2(x) x WZ(x)).

ii) Siz ey son dos puntos préximos en M y si U y V son entornos de x e y respectivamente,
como en el ejemplo anterior, entonces U UV U [U, V] U [V, U] es un rectangulo.

iii) Si U y V son dos rectangulos no disjuntos, entonces U NV es un rectangulo.

Definiciéon 2.3 Sea R un rectangulo y x € R. Se llama e-variedad estable de x en R a
Wé(z,R) =W2i(x)NR

Andlogamente:
Wz, R) =W*(x)NR

Proposicién 2.4 Sean x,y € R, R rectingulo. Entonces y € W*(x, R) si y solo si W*(x, R) =
W#(y, R).

Demostracién: Como y € W?*(y, R) es inmediato que W#(z, R) C W*(y, R) implica y €
Ws(z, R).

Para el reciproco alcanza probar que y € W¥(x, R) implica W*(z, R) C W*(y, R) (pues por
simetria y € W*(x, R) siy solo si x € W*(y, R)).

Probemos entonces que y, z € W*(z, R) implica z € W*(y, R):
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Sea w = [z,y] = Wi(z) N W¥(y). Como z € WS (z). Entonces w = Wi (z) N WX(y).
Ademés y € W 1, (). Entonces w = W3, (y) NW(y). Siendo 3e > p, donde p es la constante
de expansividad, se tiene que w = y o sea:

y = lz,a] = W2(z) N W(y)

de donde y € W?*

epsilon(2), 010 que es lo mismo z € W¢(y) como querfamos demostrar. [J

2.2 Borde de un rectangulo

Definicién 2.5 Se llama Borde Estable de un rectangulo R al conjunto
PR={r € R:z¢gintW"(x,R) en Wi (x)}
Se llama Borde Inestable de un rectangulo R al conjunto
O"R={z € R:x &intW?*(x,R) en Wi(zx)}

Demostraremos que para los rectangulos R cerrados, el borde topoldgico de R es 9°R U 0" R.
Ademas para justificar el nombre de borde estable, demostraremos que 9°(R) esta formado por
la unién de e-variedades estables en R:

Proposicién 2.6 y € 9°R implica W*(y, R) C 0°R.
y € O"R implica W*(y, R) C O"R

Demostracién: Por absurdo sea z € W*(y, R) \ 0°R. Entonces = € intW"(z, R) en W*(z),
o sea existe un entorno V' de x en W*(z) contenido en R.

Sea ¢(z) = [z,x] = W(z) N W (z) definido para los puntos z € W"¢(y) que estan a distancia
menor que 0 de x.

¢ es continua pues es la restriccién de [+, -].

Ademis ¢(y) = [y, z] = x porque xz € W2(y).

Entonces ¢~1(V) es un abierto de W¥(y) que contiene a y. Ademés si z € p~!(V) entonces
o(z) = u € V C R. Luego [z,z] = u, de donde z € W?(u). Como z € Wk(y) se obtiene que
z = [u,y] con u,y € R. Entonces por definicién de rectdngulo z € R. Se tiene asi que o~ }(V) C R.

Se ha hallado un entorno de y en W*(y) contenido en R. Entonces y € intW"(y, R) en W*(y),
o sea y € O°R contradiciendo la hipétesis. [

Proposicion 2.7 Si R es un rectdngulo cerrado entonces OR = 0°R U " R.

Demostracién: Veremos que intR = R\ (0°RU 0"R) Segun la definicién de borde estable e
inestable tenemos que

R\ (0°RUO“R) ={z € R:z €int W¥(z,R) en W (x); z €int W*(x,R) en Wi(z)}
Sea y € int R, sea B un entorno de y en M contenido en R. Tenemos que

yeWiy)NnBD Wi(y)NR=W"(y,R)
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Luego W!(y) N B es un entorno de y en W(y) que estd contenido en W*(y, R), y entonces
y & 0°R.

De igual forma tenemos que y € 9“R , con lo cual deducimos que
int RC R\ (O°RUJI"R)

Reciprocamente: Si y € int W¥(y, R) en W!(y) entonces existe un entorno de y en W¥(y) que
estd contenido en R. Llamemos V' a su intersecciéon con W"€(y), siendo € ;0 elegido como en el
Teorema 1.23.

V es un entorno de y en W (y) porque W"€(y) lo es. Ademds V' C RNW"€(y). De igual forma
hallemos U entorno de yen W$(y) contenido de R N W9e(y).

Por el Teorema 1.23 [V, U] es un entorno de y en M. Como V,U C R, por la definicién de
rectangulo se deduce que [V, U] C R. Entonces y € int R. Luego R\ (0*RUO"R) C int R. [

2.3 Propiedades de los rectangulos

Algunas propiedades que se demuestran a continuacién seran utilizadas en los paragrafos sigu-
ientes:

Proposicién 2.8 Si R es un rectdngulo entonces también los son R vy int R cuando no es vacio.
Si Ry y Ry son rectdngulos tales que Ry N Ry # () entonces Ry N Ry también es un rectdngulo.

Demostracién: Seanz,y € R, x, =— &, Yn — Y, Tn,Yn € R. Probemos que [z,y] € Rforallz,y €
R. Se tiene por la continuidad de la funcién corchete que [z, y] = lim[z,, y,]. Segtin la definicién
de rectdangulo se sabe que [z, y,] € R, ya que o, y, € R. Entonces [z,y] € R como se querfa.

Sean ahora x,y € int R. Entonces [z, y] € R. Por la expansividad de f se tiene que x = [[z, y], 7]
ey = [y7 [xay]]

Sean V;,V, entornos de x e y respectivamente, ambos contenidos en R. Por la continuidad de
la funcién corchete existe V' entorno de [z,y] en M tal que [V,z] C V,, [y,V] C V,. Entonces
para todo z € V se cumple

[z, 2], [y, 2l € R

Siendo € < p/4 tenemos que z = [[z,z], [y, z]] y entonces V' C R. Luego [x,y] € int R como se
queria.

La interseccion no vacia de rectangulos es un rectangulo como se ve inmediatamente a partir
de la definicién de rectangulo. [J

2.4 Definicion de Particién de Markov

Definicion 2.9 Una particion por cerrados de una variedad M es un cubrimiento finito de M
por cerrados R; con interiores dos a dos disjuntos. El didmetro de la particion es el maximo de los
diametros de los conjuntos cerrados que la componen.

Definiciéon 2.10 Una particién por cerrados de M es una particion de Markov para el difeo-
morfismo de Anosov f si estd constituida por rectangulos propios Ri, Ro, ..., R,, vy si para todo
z € int R; N f~tint R; se cumple:
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i) fW*a, R;) D W"(fx,Ry)

Observacion 2.11 La particion de Markov estd vinculada a f a través de la definicién de
rectdngulo y de las condiciones (i) y (ii). Si int B; N f~lint R; # 0 entonces f(R;) se obtiene
de R; al aplicarle f comprimiendo las variedades e- estables y dilatando las inestables.

Sea una particion R en m subconjuntos de M (R no es necesariamente de Markov), con
didmetro 5 < p ( p es la constante de expansividad de f). Se cumple:

a) N,czf "Rj, consta alo sumo de un punto (donde j, es una sucesién bi-infinita de nimeros
en {1,2,...,m}). Esto es porque

T,y € ﬂ "Ry, = dist(f"z, f"y) <p VneZ =xz=y
neZ

b) Sea ¥ el conjunto de las sucesiones {j }, .z tales que N, 7 R;, # (). Por lo observado antes
existe una funcion II : ¢ — M definida por

D({jntnez) = [\ R
ne

IT es sobreyectiva pues toda érbita {f"z}, 7 estd cubierta por conjuntos de la particién.
Asi dado =z € M existe alguna sucesién j, tal que f™(xz) € R;, Vn € Z. Luego x €

ﬂnng_nRjn .
¢) Siz,y€ Nn>of "Ry, entonces dist (f"z, f"y) < BVn > 0. Luego y € Wj(z) N Rj,. Hemos
probado que para cualquier particion R se cumple:

T € ﬂnzof_nRjn = ﬂnzof_nRjn C Wﬁx(l‘) N Rj

Observacién 2.12 Si z = [I{j, }, .z entonces f"(z) € R;,Vn € Z, o sea f"(fr) € Ry,,, Vn €
Z, de donde fr = {jni1},.7-
Llamemos shift a la transformacién o : ¥ +— X tal que a la sucesién {j, },, . 7z hace corresponder

la sucesion {jn+1},c7-
Hemos obtenido que Il o 0 = f o II, es decir, conmuta el siguiente diagrama

1l Q

5 5
m | | I
M — M

= |

Ademads como X y f son invertibles se cumple que [1o X" = f? oIl Vn € Z. Luego:
La funcidn sobreyectiva 11 lleva orbitas del shift en orbitas de f.

Sea R = {Ri,...R;} una particién de Markov y sea z € M un punto cuya 6rbita por f
no corta a los bordes de los cerrados R; de la particién, o sea € N 7 f7"(M \ 0 U], OR;).
Sea {jn},cz una sucesién tal que f"r € R;, Vn € Z (o sea Il({jn},.z) = v). Ahora, por
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construccién tenemos que f"r € int Rj, y por definicién de particion cerrada {j,}, .z es tnica.
La funcién IT es inyectiva sobre el conjunto N, 7 f~" (M \U jzlaRj). A continuacién veremos que
ese conjunto es denso en M e invariante bajo f.

2.5 Borde de la particion de Markov

Definicién 2.13 Sea R = {Ry,..., Ry} una particién de M por cerrados. Se llama Borde de R
al conjunto

IR = 6 OR,

=1

Si R es una particion de Markov se llama Borde estable de R a
IR = UjL10°R;
y se llama Borde inestable de R a
O"R = UjL10"R;
Se observa de la proposicion 2.7 lo siguiente:
OR = 0°RUJIR
Proposicién 2.14 Sea R = {Ry,..., R, } una particién por cerrados de M. Entonces:
1) OR tiene interior vacio y es cerrado.
2) UjL,int R; es abierto y denso en M.

3) A=M\U, 7z f"(OR) es denso en M e invariante por f.

Demostracion: (1) OR; es cerrado con interior vacio. La unién finita de conjuntos en una
variedad que son cerrados con interior vacio es cerrada con interior vacio.

(2) Tomando el complemento (OR)¢ es abierto y denso en M. Pero si y € (OR)¢ entonces
y € N7 (OR;)°. Como R cubre a M existe j tal que yint R;. Entonces (OR)® C UJL int R;.
Deducimos que U7, int R; es abierto y denso en M.

(3)A =N,z (fOR;)* = N, cqz [ "((OR;)°) es denso en M porque es la interseccién nu-
merable de abiertos densos. Ademds A es invariante por f porque

FHA =) @R = () FH(0OR)) = A O
nEZ nEZ
2.6 Propiedades de las particiones de Markov

La siguiente proposicién permite aplicar las condiciones (i) y (ii) de la definicién 2.10 de
particiéon de Markov a otros puntos € M que no estdn necesariamente en int R; N f~*(int Rj).

Proposicién 2.15 Sea R = {Ry,..., Ry} una particion de Markov de M para f. Si int R; N
f~1(int Rj) # 0 entonces para todo y € R; N f~1R; se cumple:
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i) f(W*(y, Ri)) € W*(fy, Rj)

Demostracion: Sean x € int B; N f~1(int R;), y € R;N f~Y(R;). Es inmediato, a partir de la
definicién de rectangulo y sabiendo que z,y € R; lo siguiente:

Wo(y, Ri) ={ly,z] : 2 € W*(z, Ri)} = {ly, 2] : fz € fW*(z, Ri)}
Como z € int R; N f~(int R;) tenemos por la condicién (i) de la definicién 2.10 que se cumple:
fW2(z, Ry)) € W(fz, Rj) C R;

Entonces y,z € R;, fy, fz € R;. Asi dist (y,z) < diam R; < 0 < e. Andlogamente dist (fy, fz) <
e, de donde fly, z] = [fy, fz]. Luego

W2y, Ri) = {fly, 2] : 2 € W*(z, Ri)} = {[fy, f2] : 2 € W(z, Ri)} =

= {[fva] Tw e fWS(a;,RZ)} - {[fva] Tw e Ws(fxaR])} = Ws(fy7Rj)

donde fz, fy € R;. Deducimos que fW#(y,R;) C W*(fy,R;). Andlogamente fW"(y,R;) D

Corolario 2.16 Si {R;,}n>0 es una sucesion de rectdngulos de una particion de Markov R con
didmtero (3 > 0 suficientemente pequeno y tales que int R, N1 int Rj.., #0 ¥n >0 entonces

£z 6 ﬂ f_nR.]n = ﬂ f_nR]n = Wes(x?RjO)
n>0 n>0

Demostracion: Por lo observado en 2.11 c) si se elige el didmetro de la particién de Markov
menor que € > 0 obtenemos (1,5 f7"Rj, C Wi(z, Rj,). Sea y € Wi(z, R;,). Por 2.15 se tiene

fy e We(fz, Ry), [y e W&(f"y. R;,) Vn =0
Luego y € nnZO f"R;, O
Proposicion 2.17 SiR es una particion de Markov para el difeomorfismo de Anosov f entonces:
f(O°R) C O°R
f(O"R) D O"R

Demostracion: Sea x € 9°R = |-, O°R;. Sea i tal que z € 9°R;. En la proposicién 2.14 se
probé que U;”Zl int R; es denso en M. Entonces también lo es su preimagen por el difeomorfismo
f. Luego

(f_l 6 int R]) m int Rz
Jj=1

es denso en R;. Sea entonces x, € (f! Uj, int R;)() int R; Yn tal que 2, — . Tenemos que
flx,) € U;nzl int R; Yn > 0, pero j solo puede tomar una cantidad finita de valores. Luego,
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existe una subsucesién, que por comodidad seguimos llamando x,,, y un indice j tal que f(x,) €
int R; Vn > 0.

El rectangulo R; es cerrado. Entonces f(x) = lim f(z,) € R;. Tenemos entonces
x, € (f"int Rj)ﬂ int R;

Luego por 2.15 se cumple

fW*(x, Ri)) > W*(fz, Rj)

Supongamos por absurdo que fx ¢ 0°R;. Existe un entorno V' de fx en W!(fx) contenido en
R; YW¥(fz). Entonces

FHWE(fa) € W)

Asi z € int W"(x, R;) en W¥(x), o sea, x ¢ OR; contra lo supuesto.
De igual forma se prueba que f(0"R) D 0"R O
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Particiones de Markov para difeomorfismos de Anosov - Eleonora Catsigeras

3. Semiconjugacion con el shift

3.1 Espacio de funciones bi-infinitas y funcion shift

Sea P ={p1,...,pm} un conjunto finito de puntos en M. Se denota con PZ 3 espacio de las
sucesiones bi-infinitas de puntos en P. Tomando en P la topologia discreta y en PZ 1, topologia
producto asociada a ella, por el teorema de Tychonov, el espacio P“ es compacto y metrizable.

Sea q = {qj}jeZ’ g € P, q € PZ  Una base local de abiertos en q estd formada por los
abiertos

In(g) = {¢ € PZ : q; = ¢, V|j| < N}

Una métrica en PZ est4 dada por

) dist (qn, 4,
dist (¢,¢') = Z 72(({” In)
ne

Definicién 3.1 La funcién o transformacion shift, denotada como o : PZ ., pZ , es la trasnfor-
macién definida por o(q) = ¢’ donde ¢}, = gn+1, Vn € Z.

Se observa que la funcién shift o aplicada a ¢ consiste en un corrimiento a la izquierda de los
términos de ¢: el mismo término gy que antes ocupaba el lugar 0, después de aplicarle o ocuparé el
lugar —1 (es decir es ¢’ ;), el término ¢; que antes ocupaba el lugar 1 pasard a ocupar el lugar 0

(es decir serd qp) y asi ¢; = qé-_l para todo j € Z. Es facil demostrar que o : PZ . pZ o5 un
homeomorfismo.

3.2 Semiconjugacion

Sean M, M’ dos espacios topoldgicos, y sean f, f' dos homeomorfismos en M y M’ respecti-
vamente.

Definicién 3.2 Una funcién 0 : M’ — M se llama semiconjugacién de f con f’ si cumple:
i) 6 es continua y sobreyectiva
ii) fof=~0of

Se observa que
fob=0of = flol=0o0f" VneZ

Luego, toda érbita en M’ segiin f’ es llevada por 6 a alguna tnica érbita por f en M y toda érbita
en M por f es corresponde a alguna (no necesariamente tinica) érbita por f’ en M.

Definicién 3.3 Una semiconjugacién se llama conjugacidén entre fy f’ si es un homeomorfismo.
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3.3 Semiconjugacion de los difeomorfismos de Anosov con el shift

Sea > 0 arbitrario dado. Sea f : M +— M un difeomorfismo de Anosov. Por el teorema 1.9
el difeomorfismo f es topolégicamente estable. Elijamos o > 0 tal que toda pseudo-orbita de f
estd 3 acompanada por una orbita de f.

Sea 0 < v < min(f, «/2) tal que

dist (z,y) <y = dist (fz, fy) < a/2

Tal nimero v existe porque f es continua en M compacta.

Siendo M compacta existe un conjunto finito P = {p1,...,pn} de puntos de M, centros de
bolas de radio v que cubren M. Dado x € M existe p; € P tal que dist (z,p;) <. Es decir P es
un conjunto ~-denso en M.

Sea X(P)={q € PZ . dist (faj, faj+1) <aVje Z}

Y (P) es el conjunto de las a-pseudo-6rbitas de f que estdan formadas con puntos de P.

Si ademas elegimos 5 < p/2, donde p es la constante de expansividad de f, se cumple, en
virtud de la estabilidad topolégica de f dada por el teorema 1.9, lo siguiente:

Para todo ¢ € ¥(P) existe un tnico 6(q) € M tal que

dist(f"(0(q)):qn) < B Vn € Z

Lema 3.4 La aplicacion 6 : X(P) — M es sobreyectiva.

Demostracion: Sea x € M. Demostremos que existe algin g € X(P) tal que x = 0(q).
La érbita {f"(r)}, .z se puede aproximar por ¢ = {qn}, .z € PZ de modo que

dist (f"(2),qn) <v Vne Z

porque P es y-denso en M.

Entonces dist (fqn, gne1) < dist (fgn, f"T'z) + +. De acuerdo a la eleccién de +, siendo
dist (", gn) < 7, se cumple dist (f" "1z, fg,) < a/2.

Asi dist (fgn, gn+1) < a/2 + 7.

Siendo v < /2 se cumple dist (fqn, gnt+1) < @, 0 sea {g,} es una a-pseudo-6rbita de f. Luego
q € X(P).

Como { f"az}ne 2 ©s una drbita que vy-acompana a g por construccién, y siendo a < 3 resulta
dist (f"x,q,) < B Vn € Z. Entonces z = 0(q) como se queria demostrar. [J

Lema 3.5 La aplicacion 0 : X(P) — M es continua

Demostracion: Sea ¢ — q € X(P), 6(¢") = x, € M. La sucesién z,, puede suponerse
convergente x,, — rodebido a la compacidad de la variedad M.

Se tiene que dist (q?, fi(z,)) < B Vj € Z por la construccién de la funcion 6.

Sea j € Z fijo. Como ¢" — ¢q € X(P), existe N(j) tal que para todo n > N(j) se cumple
q" € I;(q), es decir ¢} = ¢; V]i| < j.

De lo anterior se deduce que para todo n > N(j):

dist (g5, f7 (zn)) < 6
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Tomando n — oo, en virtud de la continuidad de f se deduce que
dist (¢, f7(z0)) < B Vje Z
Entonces por construccién de la funcién 6 se cumple que xg = 0(q) y luego 0(¢™) — 6(q). O

Teorema 3.6 La funcion 6 : 3(P) — M es una semiconjugacion del difeomorfismo de Anosov
f:M— M con el shift o restringido a ¥(P)

Demostracion: La funcién shift o, cuando restringida a X(P), tiene codominio en X(P) pues
%(P) es invariante bajo . En otras palabras o5 p) : £(P) — X(P).

Para demostrar que 6 es una semiconjugacién entre f y U\E(P) alcanza demostrar que el
diagrama siguiente conmuta, pues ya se sabe que 0 es continua y sobreyectiva:

S(P) 2 S(P)

0 0

! |
M - M
f
Sea g € X(P). Sean z = 0(q), ¢’ = o(q). Alcanza probar que f(z) = 0(¢'). Sea 2’ = 6(¢'). Entonces
dist (f"(2'),q,,) <B Vne Z

Pero ¢/, = qn+1 pues ¢ = o(q). Entonces
dist (f"(2'),qn+1) < B Vne Z
dist (f" 1 (f 71 (2"), gut1) < B Vne Z
Luego f~'(2') = (q) = =, de donde 2’ = f(x) como queriamos probar. O]
3.4 Conjuntos estable e inestable en el espacio de sucesiones

Sea ¢ € 3(P) donde X(P) es el subconjunto de pPZ (sucesiones bi-infinitas) definido en la
seccién 3.3

Definicién 3.7 Se llama conjunto estable por g en X(P) a:
W*(g) = {¢' € %(P) : dist (0¢,09') —n— 10 0}
Se llama conjunto inestable por q en X(P) a:
W'(q) ={¢ € 3(P): dist(04,00) =n—o0 0}

Observacién 3.8 Se sabe que dist(q,q') = Z]EZ dist (g;, q;-)/2|j‘. Luego:

dist(c"q,0"q) = Z dist (Qn+jqu+j)/2‘j|
je
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Si dist (6™q,0™q') — 0 entonces existe N tal que ¥n > N se cumple

Z dist (Qn+j7 Q;H-j)

jeZ
Lo anterior se cumple si y solo si ¢, = ¢, para todo n suficientemente grande. Luego:

/V[75(q) = {¢ € (P) : ¢/, = g, Vn suficientemente grande} =

We(q) = | J{d €2(P): d} =g ¥n > N}
N2>0

Analogamente:
Wt(q) = U {¢ €e2(P): ¢, =q,Vn < N}
N<0
Definicién 3.9 Se llama 0—conjunto estable (e inestable) por q a

Wi(a) = {d' € B(P) : ¢, = gn ¥n > 0}

(respectivamente a:
Wi'(q) ={d € 2(P) : ¢, = ¢a Yn < 0})

Observacién 3.10 1) /Wos(q) C /Ws(q), /Wé‘(q) C /W“(q)
2) oWs(q) C Wiloq), oW(q) D W(oq)

3) Sig,q € X(P)y siqo= g, entonces puede construirse una unica ¢” tal que ¢”; = ¢; Vj >
0, ¢"j=4q;Vj<0.Secumple

¢ =Ws(a) [ We'(d)
Definiciéon 3.11 La funcidn corchete en el espacio de sucesiones es:

[1:{(a.d) € (B(P))*: g0 = gp} — E(P)

definida por
lg.4') = W5 () (Y We'(d)
0sea q" =1[q,q] siysolosiq’j=q;Vj>0, ¢;= q} Vi <0.
Proposicion 3.12 Sea 6 la semiconjugacion definida en la seccién 3.3. Si 3 es suficientemente

pequetio entonces
0lq,qd'] = [0q,04'] Vq,q" € X(P) tales que gy = ¢},
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Demostracion: Sean ¢,q € X(P) tales que qp = ¢ Llamemos z = 0(q), vy =0(¢), z=0[q,q].
Hay que demostrar que z = [z, y] o sea que z = W (x) N WH(y).
Por construccién y por definicién de la funcién 6 se cumple:

dist (f"x,q,) < B dist (f"y,q,) <B Yne Z
dist (f"z,q,) < BVYn >0, dist(f"2,q¢,) <BYn <0

porque z = 0[q, ¢].
Entonces
dist (f"x, f"2) <28Vn >0, dist(f"y, ["2) <28Vn <0

Eligiendo 28 < min(e,0/2) se tiene que z € W2 (x) N Wh(y). Ademas dist (z,y) < dist (z, z) +
dist (y, z) < 45 < § Entonces por la expansividad de f, el punto z € M es el tinico en W(x) N
We(y). O

La semiconjugacién definida en la seccién 3.3 conmuta con la funcién corchete.

3.5 Construccién de un cubrimiento con rectangulos

Proposicion 3.13 Sea 8 > 0 dado suficientemente pequeno, como en la Proposicion 3.12. Si
ps € P (segin la seccion 3.3) entonces Ts = 0{q € X(P) : qo = ps} es un rectangulo cerrado de M
con didmetro a lo sumo 2.

Demostracién: Siq,q cumplen gy = ¢(, = ps entonces también se cumple por construccién de
[¢,4'] que [g,q']o = ps.

Para demostrar que T es un rectangulo en M alcanza tomar z,y € Ts y demostrar que
[z,y] € Ts. Pero z,y € Ty = 6(q) = z,0(¢') = y con gy = q) = ps- Luego segin 3.12 se tiene
[z,y] = 0]q,q']. Entonces [z,y] € Ts (por construccién de Ty).

Ademsds dist (x,y) < dist (z,qp) + dist (¢'0,y) < 28. Entonces diamTy < 24.

T es cerrado porque es la imagen continua de {q € X(P) : qo = ps} que es compacto en 124
(va que es cerrado en el espacio compacto P#4). [

Corolario 3.14 La familia de rectdngulos T = {T; }i=1,..m (construidos segin la proposicion 3.13)
es un cubrimiento finito de M por rectdngulos cerrados de didmetro a lo sumo 203.

Demostracion: Alcanza ver que U;",T; = M. Como 6 es sobreyectiva, todo punto x € M es

x =60(q) con g € X(P). Sea qo € P = {p1,...,pm}- Entonces existe un subindice s = 1,2,...,m
tal que qo = ps, o sea x € T. Luego M = U™, T; como se queria probar. [

3.6 Propiedades del cubrimiento por rectangulos
Proposicién 3.15 Si x = 6(q) con qo = ps entonces H(W(fq) =W*(z,Ty)
Demostracién: Siy € H(Wosq), entonces y = 0(q') con q; = q;,Yj > 0. Asi [0q,0q] = [z,y] =
0q,q'] (por la Proposicién 3.12).
/

Como ¢j = g; ¥j > 0 tenemos que [q,q'] = ¢
Entonces [z,y] = 0¢' =y, de donde y € W*(x, T).
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Hemos probado que H(Wosq) C W*(x,Ts). Reciprocamente, si y € W9 (x,Ts) C T, entonces
existe ¢’ con ¢ = ps tal que y = 0(¢’) (por construccién del rectangulo 7).

Ademas si y € W#(x,Ts) entonces y = [z,y].

Aplicando la proposicién 3.12 se obtiene:

y = [,y] = [04.64] = 0lq,4'] € 6(W5q)
Hemos probado entonces que W#(z,Ty) C H(Wosq). O

Observacion 3.16 La proposicién anterior caracteriza las e-variedades estables en los rectangulos
Ts de M: la semiconjugacién 6 lleva 0— variedades estables en el espacio X(P) en e- variedades
estables en rectangulos T, de M.

La siguiente proposicion serd utilizada en la seccién 5 de este trabajo para demostrar el teorema
de Sinai (existencia de una particién de Markov para f, difeomorfismo de Anosov).

Proposicién 3.17 Sea ¢ € X(P) con qy = ps,q1 = pt (segin la definicion al principio de la
seccion 8.3). Sea x = 0(q). Entonces:

i) Wz, Ts) C W*(fx,Ti)
i) Wz, Ts) D W (fx,Ty)

Demostracion: Se tiene fx = 0(oq), (6q)o = q1 = pt, = 0(q), qo = ps-.
Por la Proposicién 3.15 tenemos que W*(x,Ty) = H(Wosq), We(fz,T}) = H(Wg’(aq).
Por el Teorema 3.6 fW?*(x,T;) = f o H(W(fq) = HJ(qu).
De la definicién de Wos(q) y de la definicién de la funcién shift o, es inmediato que U(qu) C
WOS(O'(])). Entonces:
fWo (@, Ty) C 0(Wioq) = W*(fz,T)))

En forma similar, utilizando conjuntos inestables en vez de estables, se prueba (ii). O

Observacion 3.18 Este procedimiento ha permitido construir un cubrimiento 7 = {71, ...,T,}
de M por rectangulos cerrados de didmetro menor que un nimero positivo dado y que cumplen
las condiciones (i) y (ii) de la proposicién anterior. Estas condiciones son similares a las exigidas
en la definicién de particién de Markov en el paragrafo 2.10.

El cubrimiento 7 no es necesariamente una particion de Markov porque los interiores de los
rectangulos de 7 no son en general disjuntos dos y a dos y los rectangulos no son necesaria-
mente propios. A partir del cubrimiento 7, que cumple (i) y (ii), refindndolo apropiadamente, se
construird una particién de Markov.
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4. Meétodo constructivo de la particion

En la seccién 3.5 se construyé un cubrimiento finito 7 de la variedad M, con rectangulos
cerrados {T1,Ts,...,T,,} para el difeomorfismo de Anosov f, que cumplen las condiciones (i) y
(ii) de la Definicién 2.10 de Particién de Markov.

En esta seccién se refinard el curbrimiento 7 para obtener ahora una particién R por cerrados
de M (con interiores dos a dos disjuntos) que sean ademds conjuntos propios (cada cerrado es la
adherencia de su interior).

Finalmente en la seccion 5 se demostrara que esa particion R es una particion de Markov para

f.
4.1 Primer refinamiento del cubrimiento

A partir del cubrimiento {7} };=1 2. m = 7 definamos otro cubrimiento més fino, de la siguiente
forma:

Definicién 4.1 Sean T},T}, € 7. Se definen:

s Th={x e Tj: Wz, Tj) T, # 0, W(z,Tj) N Ty, # 0}

(2, Tj) )

» T2 = {z € Ty Wiz, Tj) N Ty # 0, W3(x,Ty) N T}, = 0}

» TS = {z € Ty Wiz, Tj) N Ty = 0, W3(x,Ty) NT; # 0}
(2, Ty) )

s T ={z e Tj: Wz, Tj) T, =0, W(z,T;) N T}, = 0}

Observacién 4.2 (1) Tj es la unién disjunta U2 _; Tk
(2) Sini # ng entonces intTj ! NT72 =0 =T NT;2.

(3) lek = T; N Tj. En efecto: T; N T}, C lek. Ademsis si z € lek entonces existen y,z € T; N T},
tales que y € W(x), z € W(x). Luego = = [z, y]. Pero por definicién de rectdngulo, como
y,z € T; NT}, entonces x = [z,y] € T; N T}.

Proposicion 4.3 Si T;}f # () entonces T;}f es un rectangulo.

Demostracion: Sean x,y € TﬁC C T}. Entonces z € [z,y] € Tj porque T; es un rectangulo.

Por la proposicién 2.4, como z € W¥(x, T) tenemos que W?*(z,T;) = W¥(z,T}). Anéloga-
mente W*(z,T};) = W“(y, ). Entonces W#(z,T;) y W"(2,Tj) cortan a T}, si y solo si lo hacen
W#(z,T}j) o respectivamente W*(y, T}). Luego 2 € T}} como querfamos. [J

4.2 Segundo refinamiento de la particion

Los rectangulos T;}‘C construidos al principio de la seccién 4.1 cubren a M pero no tienen
necesariamente interiores disjuntos. Tampoco son todos propios porque no son todos cerrados.
Construiremos un refinamiento R de {77} }.
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En primer lugar hay que observar que un punto x € M puede pertenecer a varios rectangulos
de la familia {77} }.

Definicion 4.4 Dado z € M sea
H(:E) = {(jvkan) txTE T;?k
R(x) = ﬂ int T;L’k
(j,kn)eH ()
donde R(x) podria ser vacio.
Z*={zeM:ze int T}, V(j,k,n)€ H(x))}

R = {R(x) }xEZ*

Observacién 4.5 (1) R es una familia finita, porque H(z) es un subconjunto del conjunto
finito de todos los posibles indices {(j, k,n) : 1 < j < m,1 legk < m, leqn < 4}
(2) = € Z” siy solo si toda vez que z € T} se cumple z € int T7.

(3) Siz € Z* entonces x € R(x); luego en ese caso R(z) # 0.

(4) Siz € Z* entonces R(x) es un rectangulo abierto, porque no es vacio y es interseccion finita
de rectangulos abiertos.

(5) Six € Z* entonces R(x) es un rectangulo propio pues

R(z) D int R(x) D int R(x) = R(x)

pues R(z) es abierto. Entonces R(z) = int R(x).

De las observaciones anteriores se deduce que R es una familia finita de rectangulos propios
que cubren Z*. Probaremos que R es una particién de M (més atin serd una particiéon de Markov),
para lo cual demostraremos que:

I) La familia R cubre a M lo que se demostrard en la seccién 4.4.

IT) Dos rectédngulos de la familiar R que sean diferentes tienen interiores disjuntos (esto se
demostrard en la seccién 4.4).

Las afirmaciones (I) y (II) se probardn a partir de las definiciones de los rectdngulos 77" y del
conjunto Z*. En especial la densidad de Z* en M que se demuestra a continuacién juega un papel

importante en la prueba.

4.3 Densidad del conjunto Z* cubierto por la particién.
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Proposicion 4.6 El conjunto Z* definido en la seccion 4.2 es abierto y denso en M. Ademds
m 4
7 =) (U int T}, UT;)
Jj,k=1 \n=1

Demostracion:
Por definicion

Zt={reM:ze int Tj V(j,k,n) € Hz)} ={z € M :x € T}, = int T}, }

Se probé que M = ﬂ;”lej. Ademas por construccién T es la unién disjunta Uizl j’fk V(4 k).
Fijados j, k(1 < j,k < m) y dado un punto x € M se cumple x € 7 u Ui:ﬂ%- Si el punto
x € Z* entonces x € T} U ur_, ik Vs k
Y reciprocamente, si x € T U ui_, Uk VJ, k entonces

xe{xeM:xeT;}ﬂéxe intTﬁt}:Z*

Luego
m 4
N CAVIVERS
G k=1 n=1

Entonces Z* es abierto, por se interseccién finita de abiertos.
Para demostrar que Z* es denso en M alcanza probar que cada uno de los siguientes abiertos

4
* __ mc n
=T JU T
n=1

es denso en M.
Para eso es suficiente tomar un abierto cualquiera no vacio contenido en T} y probar que corta
4 . n

alU,—y int T3 ,
El lema que sigue permite caracterizar J,_, int 17}, como interseccion de dos abiertos densos

en int 7). Luego por el teorema de Baire, Uizl int T;}‘C serd denso en int T como queremos.
Lema 4.7 Dados j, k sean
Ajp= it {z €Tj: Wz, Tj) N T}, =0} U int {x € Tj: W*(x,Tj) N T}, # 0}

Bjr= int {z € Tj: Wz, T;) T =0} U int {x € Tj : Wz, T}) N Ty # 0}
Entonces
1) Aj,k N Bng = UfL:l int ]?,Lk

2) Ajry Bjj son abiertos y densos en int Tj
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Demostracion: 1) Teniendo en cuenta las definiciones en la seccién 4.1 se tiene que
Aij N Bj,k NTy, k™ = int jT’Lk Vi, k,n
Entonces
Ajk N B MUy T = Up_y int T}y V4. k

Sabemos que Ufl:ﬂ}% =T;2 AjrNBjyy entonces AN Bjp=U:_, int 7. Y5,k
2) A,y Bjj son abiertos por construccién. Mostremos que Ajj es denso en int Tj. Sea V
un abierto no vacio contenido en Tj. Basta probar que V' contiene algin punto de A; .

V={yeV Wy, T))NT =0} U {y € V: W(y,T;) N T} # 0}

ler. caso) Si el primero de esos subconjuntos es vacio, entonces el otro es el abierto V' y tiene
entonces todos sus puntos interiores: V' C A; .

2do caso) Si existe y € V tal que W*(y,T;) N T = 0 probemos que y € int {z € V :
Wo(y, T;) N Ty, =0} C Ajg:

En efecto, si asi no fuera existirfan Y;, — y en Tj tales que Z,, € W*(yp,T;) NT}, # 0. Tomando
subsucesiones convergentes, tendriamos z, — z en T; N T}, (porque Tj, T}, son cerrados). Luego

S Wes(yn) = dist (fpszpyn) <eVp=>0

Por continuidad dist (fPz, fPy) < e Vp > 0y entonces z € W2 (y)NT;NT},. Luego W*(y, T;)NT}, #
contra lo supuesto. [

4.4 Demostracion de que R es una particion de M

En la seccién 4.2 se construyé una familia R = {R(z) }yez- finita de rectdngulos propios.
Para demostrar que R es una particién por cerrados de M falta probar que

I) R cubre M.

IT) Los interiores de dos rectangulos distintos de R son disjuntos.

Proposicién 4.8 R = {R(z) }zez~ definido segin la seccion 4.1 es un cubrimiento de M

Demostracion: Como la familia R es finita se tiene:

U B = U R

TEZL* reZ*

Por la seccién 4.2 si x € Z* entonces x € R(z). Entonces Uzez+R(x) D Z* de donde

U R(z) 2 Z* = M
TEL*

debido a la densidad de Z* en M. O

Proposicién 4.9 Sea R(x) definido en la seccion 4.2. Se cumple
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1) int R(z) = R(x)
2) Six,y son tales que R(x) N R(y) # 0 entonces R(x) = R(y).

Demostracion : 1) Por la definicién en la seccién 4.2 se tiene:

Rx)= () intTF,
(J,k,n)eH (x)

Por otro lado R(z) es abierto contenido en R(z) y entonces R(z) C int R(x) .
Ademds R(x) C m(j,k,n)eH(x)m que es un cerrado. Luego R(z) C m V(j, k,n) € H(x).
Se deduce que

int R(x) C int m V(j, k,n) € H(x)
de donde

int Riz) ¢ (] it T, =R(z)
(4.k,n)EH ()

2) R(z)capR(y) es abierto no vacio y como Z* es denso en M contiene algin punto z € Z*.
Alcanza probar que R(z) = R(z) = R(y). Para eso es suficiente demostrar que si z € Z* con
z € R(x) entonces H(x) = H(z) (por la definicién en la seccién 4.2).

Demostremos primero que H(x) C H(z):

(J,kn) € Hx) =z €T}y = 2z € R(z) C T}, CTj= ﬂfllej"k. Luego existe n; tal que
z €T/ Pero 2z € R(z) = m , luego

int Tk NI, #0
de donde ny = n. Luego z € T} ¥ (j,k,n) € H(z) como se queria probar.

Ahora probemos que H(z) C H(x):

Sea (i,h,m) € H(z), lo que implica z € T C Ti, de donde z € T;. Sea j tal que x € Tj =
Ufl:ﬂ%. Existe n tal que x € T};. Como H(x) C H(z) entonces z € T}, C T}. Pero entonces
zeTjﬁTi:Tj{i,oseanzl. LuegoxeTj{i:TjﬂTi cTZ-:u‘*mle;';;.

Luego existe m; tal que x € T,}'. Como H(xz) C H(z) entonces z € T, '. Pero por hipétesis
z € T y entonces m = my y « € 1)} de donde (i,h,m) € H(x) como se queria probar. [J

4.5 Densidad de Z* en las variedades estable e inestables
En la seccion 4.3 se prob6 que Z* es denso en M y ademas que
m
7" = () Tf U(Ajx N Bjx)
]7k:1

Se probara que Z* es ademés denso en las e- variedades estables e inestables que pasan por algiun
punto de Z*. Este resultado se utilizara luego en la demostracion del teorema de Sinai.

Lema 4.10 Sean A} y Bj ), definidos en la seccion 4.3.
Six € Aj entonces int T; NWe(x) C Ajg.
Si x € B entonces int T; N WE(x) C Bj.
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Demostracion: Six € Ajy, existe un entorno V' de x en Tj tal que para todo y € V- W*(y,T})
corta a T}, si y solo si lo hace W*(z,Tj) (por definicion del abierto A;j en la seccién 4.3).

Sea w € int T; N W (x). Tenemos que x = [w, z|. Existe un entorno W de w en M tal que
[W,z] C V por la continuidad de la funcién corchete. Podemos elegir W C T; porque w € int T}.
Si z € W entonces [z,z] = y € V. Luego W*(z,T;) = W?*(y,T};). Entonces para todo z € W:
W#(z,T}) corta a T}, siy solo si lo hace W*(z,T}). De donde w € W C Aj .

Anélogamente se tiene que int 7; N W (x) C Bj, cuando = € Bj;. O

Proposicién 4.11 Sean z € Z* y R(x) definidos en la seccion 4.2.
Z* es denso en W*(x, R(z)) y en W"(z, R(x)).

Demostracion: Dado un abierto V' en W#*(x, R(z)) demostremos que contiene algin punto de
Z*. Siw €V, entonces w € W2(z) N R(z), w = [x,w]. Por continuidad de la funcién corchete
existe un entorno U de w en M tal que [z,U] C V.

Como w € R(x) y R(x) es abierto podemos suponer que U C R(z).

Sabemos que Z* es denso en M por lo demostrado en la seccion 4.3. Existe y € U N Z*. Basta
demostrar que el punto z definido como z = [z, y] pertenece a Z*.

En efecto por lo demostrado en la seccién 4.3: Z2* = N7y 157 U (A;x N Bj). Basta demostrar
que si z € T; entonces z € A;, N Bj Vk.

Por construccién z = [z,y] , z,y € Z* N R(x). Sea j tal que z € T}. Sea i tal que x € T;.
Se tiene que y,z € R(r) C int T; = int T} pues T; es cerrado. Asi x,y € Z* N T;. Por la
caracterizaciéon de Z*: x,y € A; ; N B; ;.

Ademds z € W2 (z)N int T;, z € WX(y)N int T;. Aplicando el lema de la seccién 4.3 se tiene
que z € A; jN B; j =Ul_, int 17

Como z € T;NT; = Tllj entonces z int Tllj Como x € T; entonces x € T}"; para algin n. Luego
Y,z € R(z) C overlineT}"; . Luego z € f"] N int Tllj # () de donde n = 1.

Hemos probado que para todo j tal que z € T; se cumple x,y € T;. Entonces z € T; =
z €T; = z € R(z) C intT;. Luego z € We(z)N intT; ,z € Wr(y) N int T;. Como
xz,y € Z*NTj entonces x,y € Aj; N Bji Vk. Aplicando de nuevo el lema de la secciéon 4.3 se
deduce z € Aj, N B Vk. 0O

Corolario 4.12 Siz € f~1(Z*) entonces f~1(Z*) es denso en W*(x, R(x)).

Demostracion: Sea V un abierto no vacio de W#*(z, R(x)). Encontraremos un punto y €
f~YZz9Hnv.

V =UnNW$(z) donde U es un abierto de M.

f(V) = fU)N f(W5(x)) porque f es invertible.

fV) = f(U)NnWe(fx) N f(Be(x)). Luego:

f(V') es un entorno no vacio en W2(fx), de donde también lo es f(V) N R(fz) porque R(fx)
es un abierto de M.

Por la proposicién anterior existe z € Z* en f(V) N R(fz). Sea y = f~!(z). Por construccién
ye f~Y(z9nv. O
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5. Teorema de Sinai

En la parte 4 se construyo6 una particién R por rectangulos propios. Porbaremos que R es una
particion de Markov de M para el difeomorfismo f de Anosovo con lo cual quedard probada la
existencia de particiones de Markov.

5.1 Enunciado del teorema de Sinai

Teorema 5.1 Si f es un difeomorfismo de Anosov en M entonces, dado 3 > 0 existe una parti-
cion de Markov de M para f con didmetro menor que (3.

5.2 Lemma

Lema 5.2 Sea 7 = {11, Ts,..., T} el cubrimiento definido en la seccion 3.5 con didmetro sufi-
cientemente pequeno y sean Z*, R definidos en la seccion 4.2 a partir de T.
Sixz,ye Z* ysiyc f~YZ*)NR(x) N WE(x) entonces fy € R(fzx).

Demostracion: R(f(x)) = Njrn) € H(fz) int m por la definicién en la seccién 4.2.

Basta probar que fx € T = fy € int m . Probemos primero que fz € T; = fy € Tj:

fr €Tj = fo=0(cq) con q1 = pj, go = py. Luego z = 0(q) = z € T},

ye We(z)NR(x) C We(x) NTp = Wo(z,Tp,).

Aplicando la proposicién de la seccién 3.6 e obtiene fy € W*(fxz,T;) C T;.

Ahora probemos que fr € e = fy e Ty

fxr e T]"k CTj= fyel; = Uf‘lle;"k. Por absurdo supongamos que fy € T;’L]i con ny # n.
Por hipétesis y € W (x). Aplicando 1.16 se tiene fy € WZ(fx). Luego de la proposicién 2.4 se
obtiene W#(fz,T;) = W*(fy,Tj). La hipdtesis de absurdo y la definicién de los rectangulos T,
en la seccion 4.4 implican que estrictamente uno de los conjuntos W*( fz,T;), W"(fy,Tj) corta
a Tk.

Supongamos para fijar ideas que W*(fz,T;) N Ty, # 0, W*(fy,T;) NIy, = 0.

Como fx € T; por 3.13 existe ¢ € 3(P) tal que (0q)o = p;, fr = 0(cq = f(fq)). Llamando
P; = qp se tiene = = 6(q). Luego = € T;.

Por hipétesis y € R(z) N WS (x). De lo anterior R(z) C T;. Luego y € W*(z,T;).

Por lo supuesto, existe fz € W"(fx,T;) N T}. Aplicando la proposicién de la seccién 3.6 se
tiene que z € W"(z, T;).

Como ademés fz € Ty, por 3.13 existe § € X(P) tal que o(overlineq)y = px, fz = 0(0q) =
f0q. Llamando pj, = g se tiene z € 0(g). Luego z € T},.

Por otro lado como z,y € T; = Uizlﬂf‘h, existen ni,ny tales que = € TZL;L, Yy € TZ”fL Luego
y € R(z) C mnl . Como y € Z* entonces y € int TZ"ﬁ Por lo observado en la seccién 4.1
n1 = ny.

Sabiendo que z € W¥%(z,T;) NT), # 0 y que z,y € Tznﬁ se obtiene que existe w' € W¥%(y,T;) N
Ty # 0.

Sea w = [z,w'] € T; N T}, porque z,w' € T; N Tj. Como w' € Wk(y) se tiene w = [z,w'] =
[Z7 y] € T;NTh.
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Si el didmetro de los rectdngulos T; se elige suficientemente pequeno, por la continuidad uni-
forme de f en M compacta se cumple que w € W*(y), w,y € T; = dist (fPW, fPy) < e Vp >
0, dist(fw, fy) <e= fwe WX (fy).

Como w € W#(z,Ty) se tiene fw € W5(fz, Tk).

Luego fw = [fz, fy| € Tj porque fy, fz € Tj, de donde fw € W*(fy,T;) N T} # () contra lo
supuesto.

Se observa que se han utilizado hasta aqui todas las hipétesis excepto que y € f~1(Z*) y que
la misma demostracién puede realizarse permutando x e ¥y, pues todas las hipdtesis utilizadas son
simétricas en z e y. Entonces y € R(x) N Z* = y € R(y) N R(z) # 0 = R(y) = R(x) y como
x € Z* entonces x € R(z) = R(y). Ademas y € W2 (z) = x € W2 (y) por definicién. De alli que la
suposicion del principio no era restrictiva.

Finalmente demostremos que fx € = fy € int mn

Tenemos que fz € e = fy e e Ademas por hipdtesis fy € Z* o sea fy € = fy e
int T;"k C int mn L.

5.3 Demostracién del teorema de Sinai

La particion R de M construida en la seccién 4.4 estd formada por rectangulos propios y es
un refinamiento del cubrimiento 7 construido en la seccién 3.5. Luego:

diam R < max diam T;
T;eT
Por la proposicién 3.13 diam 7; < 26 donde § es un numero positivo arbitrario.
Para terminar de demostrar el teorema de Sinai solo hace falta verificar que R cumple las
condiciones (i) y (ii) de la definicién de particién de Markov (2.10), lo cual se demuestra a con-
tinuacion:

Proposicién 5.3 Siz € int B;N f~! int R; con R;, Rj € R entonces
(i) fW?(z, Ri) C W*(fz, R;)
(i) fW*(x, R;) D W*(fz, R;)

Demostracion: Por lo visto en 1.16 fW?(x) C W2(fx). Para demostrar (i) alcanza probar
que fW?(z, R;) C R;. Probémoslo primero en el caso particular que

v e Z*Nf1Z N int R;n f!int Ry

Por lo visto en la seccién 4.4 R(z) = int R(z), R(fzr) = int R(fx). Por lo visto en la
seccién 4.5 Z* N f~1Z* es denso en W*(z, R;). Dado y € W¥(x, R;) existe y, — y con y, €
Z* N f71Z* N Wé(x, R(x)). Por el lema de la seccién 5.2 se tiene fY, € R(f(x)) Vn. Luego
fy=1lim fy, € R(fr) = R; o sea fW?*(x, R;) C R; como querfamos probar.

Ahora probémoslo en general:

Siz € int B;N f~1int R; sea

TEZ'Nf1Z"N int RN fint R;
Existe tal 2 porque Z* N f~1Z* es denso en M al ser interseccién de abiertos densos.

34



We(z,R;) = {[z,y] : ¥ € W, R;)} fW3(x,R;) = {f[z,y] : ¥ € W5(z,R;)}. Como
flz, 9] = [fz, fy] se obtiene:

W3, Bi) ={[fz, fy] : 5 € W*(T, Ry)} = {[fz,w] : w € fW*(T, R;)}

C {[f:z:,w] Tw e Ws(ffaRJ)} = Ws(f:E,Rj)

Hemos probado que fW?(z, R;) C W*(fx, R;).

La afirmacién (ii) se prueba de (i) aplicandola al difeomorfismo f~! recordando que las var-
iedades estables de f~! son las inestables de f. [
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6. Dinamica Simbdlica
6.1 Matriz de transicién

Sea R = {R1, Ra,..., R} una particién de la variedad M.

Definicién 6.1 La matriz de transicién A de la particién es una matriz m x m tal que 4;; =1
sin int R; N f~tint Rj # 0y A;; =0 en caso contrario.

Definicion 6.2 Si A es la matriz de transicién de la particion R denotaremos con ¥ 4 al conjunto
de sucesiones bi-infinitas {R,, },. 7 de rectdngulos de R tales que dos recténgulos Ra, y Ra,,,
consecutivos cumplen:

int Ry, N f_l int R_;1q1 #0

Luego
Sa={ac{l,2,....m}% : Ay, =1}

Observacién 6.3 1) Si R es una particién de Markov, aplicando 2.15 se obtiene, para todo
x € R; N f‘le cuando A;; = 1:

i) fWé(z, R;) C W(fx, Ry)
ii) fW*, R;) D W"(fx,R;)

2) X4 es invariante por el shift o pues
a€Xy= Agar, =1V, 0(a); = a1, o(a)ip1 = aita,
Agiirai, = 1Vi=0(a) € Xy

3) En 2.11 se observé que si existe, es unico el punto x € Niez f Ry, con {n; }j ¢z Sucesion
cualquiera bi-infinita.

Cuando R es una particiéon de Markov demostraremos que
1)ae¥Xs= Jzx=nNj¢€ Zf_jRaj

2) La funcién 7 : 34 — M 7(x) = ﬁjezf_jRaj es una semiconjugacién de f con el shift.

7 llevard entonces continuamente y sobreyectivamente las 6rbitas del shift en ¥4 (llamada
”dindmica simbdlica”) en las 6rbitas de f en M.

Ademas en la seccion 2.4 se observé que si x € Ujez f7OR entonces existe una tnica sucesion
bi-infinita {n;},. 7z tal que f/(z) € Ry, Vj € Z (gs decir & = N7 [~/ Ry;). Eso significa que 7
es ademds inyectiva en los puntos de M \ Ujez fJOR, que como se vio en 2.14 es denso en M.

6.2 Lema
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Lema 6.4 Sea R una particion de Markov y A su matriz de transicion. Sea a € X 4. Entonces:

es un rectangulo cerrado.

Demostracién: Supongamos en primer lugar que Ky (a) # 0 y demostremos la tesis en este
caso: Kn(a) es cerrado por ser interseccién finita de cerrados R;. Si z,y € Ky(a) = ﬂ]_VNf_jRaj
entonces f'x, fly € Ry, V|j| < N. Sea w = [r,y] C Ry,. Se cumple w € W*(z, Ry, ), w €
W"(y, Ra,)- Aplicando la proposicién 2.15 se obtiene:

fw € WS(fZE,Ral) ) f_lw € Wu(f_lvaafl)

flweWs(fla,Ry,) , fPweW"(f7y,R,_;) VO<j<N

Se observa que para poder aplicar la proposicién 2.15 se usan las hipotesis a € ¥ 4 y la particién
R es de Markov.

Luego f/w € Ry, V|j| < N o sea w € Kn(a).

Demostremos ahora que Ky (a) # 0 Va € ¥ a:

Ky(a) = f"R, yn ¥R No..nf ¥R, nf VR, =

aQ_N+1

=N (R N f ' Re v NN fF2NR,)

Es suficiente demostrar que para todo b € ¥4 y para todon > 0
Ryy N f 'Ry, N...Nf "Ry, #0)

Por induccién completa sobre n: Cuando n = 0 el conjunto Ry, # @) por ser un rectdngulo.
Sabiendo por hipétesis de inducciéon que existe y € Ry, N...N f —"+lR,  encontremos z €
Ry N f YRy, N...n f7FIRy )
beXa=intRy, N f_lint Ry, # 0 = E|f_1:17 € Ry, N f_le1'
Sea z = [y, z|. Se tiene z € Ry, porque x,y € Ry,. Ademés z € W*(y, Ry, ). Por 2.15:

fZ € Ws(fvab2)7' .. >fn_lz € Ws(fn_lvabn)

Asf z € Ry, N...N f" IR, . Ademds z € Wz : Ry,). Por 2.15 f~12 € W¥(f 1z, Ry,) C Ry,
Asi se tiene
fl2e Ry Nf YRy N...NfF"MR,) O

6.3 Teorema de semiconjugacién

Sea R = {R;}i=1,..m una particién de Markov de la variedad M para el difeomorfismo f.

Sea A la matriz de transicién y ¥ 4 el subespacio de las sucesiones bi-infinitas definido en la
seccién 6.1.

Entonces
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1) Para todo a € ¥ 4 existe inico z = ﬂjer_j(Raj)

2) La funcién 7 : ¥4 +— M definida por 7(a) = ﬂjezf_j(Raj) es una semiconjugacién de f
con el shift o en X 4.

3) W‘fl(ﬂje 2 f-i(@R)c) s Inyectiva, es decir 7 es inyectiva en los puntos de M cuyas érbitas no
cortan al borde OR de la particién.

Demostracion: Sea Ky(a) =)<y [ Ry,

K (a) es cerrado no vacio por el lema de la seccién 6.2

Kpn(a) D Kn41(a) por construccién.

Siendo M compacta por la propiedad de las intersecciones finitas se sabe que el conjunto

+o0o +oo
K(a)= () f7Ra; =[] En(a) #0
N=1

infty

lo cual prueba que existe z € K(a).

z € K(a) es tinico porque si z,y € K(a) entonces f(x), f/(y) € Ry, Vj € Z. Pero Ry, tiene
diametro a lo sumo igual al de la particién de Markov que puede elegirse menor que la constante
de expansividad de f , resultando x = y.

Se ha probado la parte 1) de la tesis.

Ahora probemos la parte 2):

W(U(a)) = m f_jR(lj+1 = f( ﬂ f_j_lRaj+1) = f(ﬂ-(a))
jeZ jeZ

Entonces
moo(a)=fom(a) VaeXy

Por lo tanto es conmutativo el siguiente diagrama

o
YA = 24
T ] | =
M — M
f
Para demostrar que 7 es una semiconjugaciéon hay que probar que m : ¥4 — M es continua y

sobreyectiva.
7 es continua pues si a” — a € ¥4, llamando 7(a") = x,, € M y eligiendo una subsucesion

convergente tenemos x, — x € M y ademas:
+oo
wn =17 Ray
—0o0

Como a" — a, dado p > 0 existe N > 0 tal que aj = a; Vn > N, V|j| < p. Luego para todo
n > N el punto Tn € ﬂ’ip f_jRaj que es un cerrado. Entonces r = lim x,, € ﬂ’jp f_jRaj Vp>0.
Asi z € NEZ fIR,, = m(a).
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7 es sobreyectiva pues si x € M\ U, .z fIOR la orbita por x no corta al borde 872 de
la particién. Entonces sea a;j(x) el dnico subindice tal que f/(x) € int R, (). Como f/(z) €
int Ry, (z) () f~1int R, i (2) = 1 de donde a(z) € ¥ 4.

Entonces por construccion:

tenemos que Ag;q;,,

x € ﬂ f_jRaj(x) =m(a) Ya € Xy
je

Hemos probado que 7(3$4) D M \ U, ez f7OR. Por 2.14 el conjunto M \ U, f?OR es denso
en M.

Ademds X 4 es compacto porque es cerrado contenido en el espacio compacto {1,2,... ,m}Z .
Luego m(X4) es cerrado en M. Como contiene a un conjunto denso en M y es cerrado en M es
M, lo cual prueba que 7 es sobreyectiva.

Probemos ahora la parte 3): Si a,a’ € X4 tales que w(a) = 7w(a') = z € M \ U,y f7OR
entonces f/z € int R,; N int Ra;_ VjeZ.

Por la definicién de la seccién 2.4 los rectangulos distintos tienen interiores disjuntos. Entonces
a; = a;-. Luego a = a’ y la transformacién 7 restringida a la preimagen por = de M\ U,,c fIOR,
es inyectiva. [J

6.4 Conclusion

El teorema anterior permite construir una semiconjugacién 7 del difeomorfismo de Ansosov
f con el shift o en el subespacio de la sucesiones bi-infinitas ¥ 4. Ademads 7 es inyectiva en un
conjunto denso en M.

Ya se observé en la seccion 2.4 que si R es un particién por cerrados cualquiera de M, aunque
no sea de Markov, existe una funcién 7 sobreyectiva que puede demostrarse que es continua usando
la misma prueba de la parte 2) del teorema anterior, tal que conmuta el siguiente diagrama:

o
(M) — 7Y (M) C {1,2,...,m}Z
T 7
M — M
f

Ademas 7 es inyectiva en M \ U e Z f7OR que es denso en M.

En el caso que R sea ademds una particion de Markov se agrega que la semiconjugacion
tiene dominio en ¥ 4. El subshift o|y;, estd definido en el subconjunto compacto de las sucesiones
bi-infinitas que cumplen Ag,q, , = 1.

Se llama dindmica simbdlica a la dindmica del shift en X 4. La existencia de una particién de
Markov en M para f asegura la existencia de la dinamica simbdlica con la cual f es semiconjugada.

Finalmente se observa que en la definicién de rectangulo, en la de particién de Markov y en la
demostracién del teorema de Sinai, no se utiliza la diferenciabilidad de f sino solo sus propiedades
topolégicas. Es por lo tanto aplicable a una clase més general que los difeomorfismos de Anosov:
los homeomorfismos expansivos topolégicamente estables.

39



Referencias

[1] R. Bowen: Equilibrium states and the ergodic theory of Anosov diffeomorphisms. Lecture Notes
in Math. 470. Springer-Verlag 1975

[2] J. Lewowicz: Lyapunov functions and Topological Stability. Journ. of Diff. Eq. 38 1980

[3] J. Lewowicz: Invariant manifolds for reqular points. Pacific Journ. of Math. 96 1981

[4] Hirsch-Pugh: Stable manifolds and hyperbolic sets. Proc. Symp. in Pure Math. 14 1970

[5] R. Bowen: Markov partitions for Aziom A diffeomorphisms. Amer. Journ. of Math.. 92 1970

[6] Y. Sinai: Construction of Markov partitions. Funct. Anal. and its appl. 2 1968

40



