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PROLOGO:

Este curso estd dirigido a estudiantes universitarios de grado de las carreras de Ingenieria. Se
supone conocido el cuerpo de los complejos, la interpretacién geométrica en el plano complejo
de las operaciones de cuerpo, los conceptos bésicos de topologia del plano complejo o de R2, el
calculo diferencial e integral en una y dos variables reales, la geometria de curvas paramétricas
planas diferenciables, y el célculo vectorial, diferencial e integral de campos reales en R2.

El texto esta dividido en tres partes. Cada parte estd separada en secciones tematicas.

En las secciones 4, 11 y 17, se hace la sintesis de los resultados mas importantes de las secciones
anteriores.

El curso se completa con el tema de Transformada de Laplace que se encuentra en las notas
de J. Vieitez y N. Moller, y con las listas 1 a 7 de ejercicios publicadas en el afio 2006.
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PRIMERA PARTE. )
FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA, DERIVACION E

INTEGRACION.

Resumen

Se estudian algunas funciones complejas de variable compleja. Se define funcién holomorfa
y se prueban las condiciones de Cauchy-Riemann. Se estudian las funciones reales arménicas en
relacién con las funciones complejas holomorfas. Se define integracién de funciones complejas
continuas y se prueban los resultados introductorios referentes al calculo de las integrales
complejas a lo largo de curvas. Se estudian las series de funciones complejas, su convergencia
uniforme, y se prueba el teorema de convergencia uniforme e integracion de series.

1. Funciones complejas de variable compleja.

1.1. Notaciones y conceptos previos.

En lo que sigue: z = x 4 ¢y es un niimero complejo con parte real x y parte imaginaria y.

C denota el conjunto de los complejos, con su estructura de cuerpo conmutativo con las op-
eraciones de suma y producto entre complejos. También denota al plano complejo C = R?, iden-
tificando cada complejo z = z + iy € C con el punto (z,y) € R2.

El médulo de un complejo z es |z| = /(22 + y?).

Se cumple: |21 + 22| < |z1| 4 |22| (lamada propiedad triangular) y ademads |z1 22| = |21]|22|.

FEl conjugado z de un complejo z = x + 1y es Z = x — 1y.

D, (zp) denota al disco abierto de centro zy y radio r > 0, es decir:

Dy(z0) ={z€C:|z—z| <r}
D,(zp) denota al disco cerrado de centro 2y y radio r > 0, es decir:
Dy(z0) ={z€C:|z—z| <r}

) denota un conjunto abierto no vacio del plano complejo C. Se recuerda que 2 es abierto si
para todo zg existe un disco D, (zp) con r > 0, contenido en €.

Un conjunto se dice cerrado si su complemento es abierto.

Un conjunto A se dice acotado si esta contenido en algtin disco Dy (0), es decir |z| < k, Vz € A,
donde k es alguna constante real positiva.

Un conjunto se dice compacto si es cerrado y acotado.

1.1.1. Curvas o caminos.

v:z=2z(t), a <t <bCR denota una curva paramétrica con parametrizacién z = z(t) =
x(t) 4+ iy(t) de variable real ¢, orientada para ¢ creciente.

Siempre supondremos que v es C! a trozos, es decir z(t) es continua y excepto en una cantidad
finita de puntos, existe la derivada (), que es continua y que tiene limites laterales finitos en los
puntos donde no existe. (Nota: 2(t) se define como @(t) + igy(t).)

Se dice que la curva v : z = z(t),a < t < b va del punto z; al punto z2 (o que tiene extremo
inicial z1 y extremo final z3) si z(a) = 21, 2z(b) = 2o.
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Una curva -y parametrizada con z = z(t),t € [a, b] es cerrada si z(a) = z(b), es decir su extremo
inicial es el mismo que su extremo final.

Se denota con v* al conjunto de puntos del plano complejo recorridos por la curva «, es decir
~* es el recorrido de la parametrizacién z = z(t), t € [a, b] de la curva paramétrica . El conjunto
~v* es compacto. Por abuso de lenguaje, se denota v C €2 cuando v* C Q y z € v cuando z € ~v*,
es decir, cuando la curva v pasa por el punto z.

Dada una curva  se define —y como la curva v orientada en sentido opuesto. Es decir, si
vz = 2(t), t € [a,b] estd orientada para t creciente, entonces —y : z = z(—7), T € [—b, —a]
estd orientada para t = —7 decreciente.

Dadas dos curvas y1 y 72 tales que el extremo final de ~; es el extremo inicial de 72, se define
Y1 + 2 como la curva que se obtiene recorriendo ~; primero y luego 2, en el mismo sentido en
que estan orientadas ambas.

Dadas dos curvas v y 2 tales que tienen el mismo extremo final se define v; —vy2 = 14+ (—72).
Es la curva que se obtiene recorriendo 1 en el mismo sentido en que esta orientada y luego vo en
sentido opuesto al que esté orientada.

1.1.2. Conexién.

) es conexo por definicién si no existe una particiéon de € en dos abiertos no vacios. Es decir
AUB=Q, An B =, A, B abiertos, implica que o bien A o bien B es vacio.

Q) es conexo por caminos si para toda pareja de puntos z1, zo en {2 existe una curva v C ) que
va del punto 21 a 29.

Q) abierto es conexo si y solo si es conexo por caminos.

Una regién es un abierto conexo y no vacio.

Si € es un abierto no vacio, se llama componente conexa de €2 a una regién contenida en (2
maximal. Si © es conexo él es su Unica componente conexa. Si {2 es no conexo entonces es unién
de una cantidad (que puede ser infinita) de componentes conexas.

1.1.3. Curvas homotépicas y conjuntos simplemente conexos.

Una curva cerrada y contenida en €2 es homotépica a un punto en €2 si existe una deformacién
continua de v que, sin salir de ), la transforma en un punto. Es decir existe z = z5(t) € Q definida
para todo t € [a,b] y para todo s € [0, 1], que es continua respecto a (s,t), que para cada s fijo es
una curva cerrada en 2, y que para s = 0 es la curva vy y para s = 1 es una curva constante (igual
a un punto). Esa funcién z = z,4(t) se llama homotopia.

Un abierto € es simplemente conexo si es conexo y toda curva cerrada contenida en () es
homotdpica a un punto.

Dos curvas 71 y 2 contenidas en §2, ambas con el mismo extremo inicial y ambas con el mismo
extremo final, se dicen homotodpicas en €2, si la curva ; — 2 es homotépica a un punto en §2.

1.1.4. Funciones complejas.

f:Q+— C es una funcién compleja f = f(z) de variable compleja z € C.

u(z,y) y v(x,y) denotan Ref(z + iy) = u(z,y) y Imf(x + iy) = v(z,y). Entonces f(z) =
wl(z, y) + iv(z, y)

Ug, Uy, Vg, Uy denotan, cuando existen, las derivadas parciales de u y v respecto de = e y
respectivamente.

1.1.5. Limite de funciones.
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lim,_,,, f(z) = a+ bisi
Ve > 0 existe 0 > 0 tal que: 0 < |z — 29| < = |f(z) — (a + bi)| < e.
Equivalentemente, lim u(zx, y) =ay limv(z,y)

=b.

(l’,y)—>(1’0,’yo) (l’,y)—>(1’0,y0)

lim, o f(2) = a+ bi si
Ve > 0 existe H > 0 tal que: |z| > H = |f(2) — (a +bi)| <.
Equivalentemente, lim u(z,y) = a y limv(z,y) = b cuando la variable real \/z? + y? — +o0.

lim,_,,, f(z) = oo si
VK > 0 existe 6 > 0 tal que: 0 < |z — 29| <0 = |f(2)| > K.
Equivalentemente, la funcién real |f(z)| = +/u%(z,y) + v2(z,y) — +oco cuando (z,y) —

(z0,0)-

lim, . f(2) = oo si
VK > 0 existe H > 0 tal que: |z| > H = |f(2)| > K.
Equivalentemente, la funcién real | f(2)| = v/u%(x, y) + v2(z,y) — 400 cuando la variable real

2?2 4+ y? — +oo.

1.1.6. Funciones continuas, C" y C*°.

f:Q+— C es continua en zy = xg + iyo €  si y solo si u y v son continuas en (zg, o).

f:Q +— C es continua en zp € Q siy solo si lim,_.., f(2) = f(z0). Esto se cumple, por
definicién si para todo € > 0 existe § > 0 tal que |z — 29| < § implica |f(2) — f(20)] < €.

f:Q — C se dice continua si lo es en zy para todo zy € Q.

La imagen f(K) por una funcién continua f : Q +— C de un conjunto compacto K C £, es
compacto.

Por definicién se dice que f es C' si u y v lo son, es decir si existen y son continuas las derivadas
parciales de u y v respecto de = e y. En 2.1.7 se muestra que aunque f sea C', f no tiene por
qué ser derivable (holomorfa). Esto es porque la definicién de derivabilidad de f(z) respecto a la
variable compleja z exige no solo la existencia de las derivadas parciales respecto de x e y, sino
ademads que estas cumplan ciertas condiciones llamadas ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Por definicién se dice que f es C” siuwy v lo son, es decir si existen y son continuas las derivadas
parciales de v y v hasta orden r inclusive.

Por definicién se dice que f es C* si w y v lo son, es decir si existen y son continuas las
derivadas parciales de v y v de orden 7, para todo 7.

En el apéndice 2.1.7 se muestra que aunque f sea C'°, f no tiene por qué ser derivable
(holomorfa).

1.1.7. Funcién Exponencial compleja y Argumento.

e* = e%e = e%(cosy +iseny), Vz € C. Es continua, C™ y nunca se anula.

Si z # 0, entonces arg(z) es el conjunto de todos los nimeros reales ¢ tales que cos¢ =
x/|z|, sen¢ = y/|z|. Se observa que arg(z) no es una funcién, ya que para cada z # 0 le hace
corresponder no un valor real, sino un conjunto de infinitos valores reales. Si ¢g € arg(z), entonces

arg(z) = {¢p = ¢po + 2km : k € Z}

Se cumple: ‘
z=|z]e" Vz#0, Vo€ arg(z)
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y reciprocamente si z = re’®, con r y ¢ reales tales que r > 0, entonces r = |z| y ¢ € arg(z).
En particular, considerando la definicién de e* = e%e'¥, se obtiene para todo complejo z lo
siguiente

’82‘ :ex:eRez

arg (€*) ={y+2kn : k € Z}

o0 sea
Im z € arg(e®)

Otro resultado conocido es

arg(z122) = arg(z1) + arg(z2) |z2122] = |21]|22|

entendiéndose que la suma de los conjuntos arg(z1) y argzs es el conjunto que se obtiene sumando
cada nimero real en el primer conjunto con cada niimero real de segundo conjunto.

1.1.8. Campos en R?, teorema de Green y sus corolarios.

Se resume algunos resultados de los cursos de Calculo Vectorial, que podran ser utiles para
relacionarlos con la Teoria de Cauchy de funciones analiticas:

Un campo en el abierto 2 C R? es una pareja ordenada de funciones (P(z,y), Q(z,y)) continuas
para todo (z,y) € Q. Se define la integral a lo largo de una curva C! a trozos v C Q : z = 2(t),t €
[a, b] del campo (P, Q) como

b
/de +Qdy = / [P(x(t), y(t) (t) + Q(x(t), y(t)) y(t)] dt

El valor de esa integral es independiente de la parametrizacion de la curva que preserve la orien-
tacion; la integral a lo largo de la curva opuesta —+ es el opuesto de la integral a lo largo de ~; y
la integral a lo largo de 1 4 2 es la suma de las integrales a lo largo de v; y de ~s.

El campo se dice que es C' si las funciones P y @ tienen derivadas parciales continuas respecto
de x y de y.

Sea el campo (P,Q) de clase C! en €. Sea R C € un abierto acotado tal que R, el borde
de R, es por hipétesis una curva o unién finita de curvas de clase C' a trozos. Por convencién
se orienta OR de forma que deja a R hacia la izquierda (en sentido antihorario). El teorema de
Green afirma que

/aR Pla,y)dz + Qlz, y)dy = / /R (Qx — Py) dady

Si v es una curva homotdpica a un punto en €2 se obtiene en particular el siguiente resultado:

Corolario 1 del Teorema de Green: Si~y es una curva cerrada homotopica a un punto en
Q y (P,Q) es un campo de clase C' en ) tal que Q. — P, = 0 para todo (x,y) € Q (estos campos
se llaman irrotacionales en ), entonces

/PdaH—Qdy:O
”

Se llama potencial escalar F' de un campo P, Q continuo en 2, cuando existe, a una funcién
real ' = F(x,y) de clase C' en Q y tal que F,, = Py F, = Q para todo (z,y) € . Se obtiene el
siguiente resultado:
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Corolario 2 del Teorema de Green: Si () es simplemente conexo y (P,Q) es un campo
de clase Ct en Q tal que Q, — P, = 0 para todo (z,y) € Q (estos campos se llaman irrotacionales)
entonces existe potencial escalar F' del campo en 2.

Ademds para cualquier curva v contenida en Q que une el punto (xg,yo) con el punto (x,y)
se cumple:

F(a.9) = Flan.gn) = [ Pda+Quy
¥

Advertencia: Para aplicar estos corolarios del Teorema de Green no es suficiente verificar que
@ — Py = 0 en (). Se necesita ademds que existan P, y @, y que todas las derivadas parciales
sean continuas en €.

1.2. Argumento, Logaritmo y Raiz n-ésima.

1.2.1. Argumento.

Si z # 0, entonces arg(z) es el conjunto de todos los nimeros reales ¢ tales que cos¢ =
x/|z|, sen¢ = y/|z|. Se observa que arg(z) no es una funcién, ya que para cada z # 0 le hace
corresponder no un valor real, sino un conjunto de infinitos valores reales. Si ¢g € arg(z), entonces

arg(z) ={¢p=¢o+2kn:keZ} (1)

Se cumple:

Argio,2r)(2) es el tinico ¢o € arg(z) tal que 0 < ¢ < 27. Es una funcién real de z # 0, continua
para todo z # 0 que no pertenezca al semieje real positivo, y discontinua en este semieje con salto
finito igual a 2.

Arg(_rq](2) es el inico ¢g € arg(z) tal que m < ¢p < 7. Es una funcién real de z # 0, continua
para todo z # 0 que no pertenezca al semieje real negativo, y discontinua en este semieje con salto
finito igual a 2.

Sea dado fijo un real 6.

ATg(9y,60+27)(2) es el tinico ¢g € arg(z) tal que 6y < ¢o < O + 2. Es una funcién real de
z # 0, continua para todo z # 0 que no pertenezca a la semirrecta con extremo en el origen y que
forma angulo 6y con el semieje real positivo; y discontinua en esta semirrecta con salto finito igual
a 2m.

Denotamos con Arg(z) = Arg(_r r)(z), funcién definida para todo z # 0, discontinua en el
semieje real negativo.

Denotamos con arg(z) no a una funcién, sino al conjunto de valores reales definido en (1),
formado por infinitos reales separados uno del siguiente en 27.

1.2.2. Logaritmo complejo.

Si z # 0, entonces log(z) es el conjunto de todos los niimeros complejos w tales que e* = z.
Se observa que log(z) no es una funcién, ya que para cada z # 0 le hace corresponder no un valor
complejo w, sino infinitos valores complejos. En efecto para todo z # 0:

Re(

welog(z) & ¥ =z = W = |e¥| = |z, Im(w) € arg(e?) = arg(z) <

< Re(w) = L|z|, Im(w) € arg(z)
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donde L|z| denota el logaritmo neperiano real del nimero real positivo |z| (esta si es una funcién,

real de variable real). Pero la condicién Im (w) € arg(z) se cumple para infinitos valores de

Im(w), por lo tanto hay infinitos complejos w € log(z) todos con la misma parte real, y con

partes imaginarias separadas en miltiplos enteros de 27. Por lo tanto log(z) no es una funcién.
Si ¢g € arg(z), entonces

log(z) ={w = L|z| +i(¢o + 2km) : k € Z}  (2)

Log|o 2x)(2) es el tinico complejo wy € log(z) tal que m < I'm(wg) < m. Es decir:

LOg[O,QW) (Z) = L|Z| + i(Arg(—ﬂ,W](Z))
Logjp2x)(2) es una funcién real de z # 0, continua para todo z # 0 que no pertenezca al
semieje real negativo, y discontinua en este semieje con salto finito igual a i27.
Log(—r () es el inico complejo wy € log(z) tal que m < Im(wp) < 7. Es decir:

Log(—w,ﬂ (Z> - L’Z’ + i(ATg(—ﬂ'ﬂT](Z))
Log(—r x(2) es una funcién real de z # 0, continua para todo z # 0 que no pertenezca al
semieje real negativo, y discontinua en este semieje con salto finito igual a 2mi.
Sea dado fijo un real 6q.
Loggy 6o+2r)(2) es el inico complejo wy € log(z) tal que Oy < Im(wo) < Og + 27. Es decir:

Logig,,09+2x)(2) = L|z| + i(Arge,,00+27)(2))

Logjg, 6y+2x)(2) es una funcién real de z # 0, continua para todo z # 0 que no pertenezca a la
semirrecta con extremo en el origen y que forma angulo 6y con el semieje real; y discontinua en
esa semirrecta con salto finito igual a 27i.

Denotamos con Log(z) = Log(_x x](#), funcién definida para todo z # 0, discontinua en el
semieje real negativo.

Denotamos con log(z) no a una funcién, sino al conjunto de valores complejos definido en (2),
formado por infinitos nimeros complejos, todos en una misma recta vertical, separado uno del
siguiente en 27.

1.2.3. Raiz n-ésima compleja.

Dado n natural fijo, n > 2, se define {/z como el conjunto de todos los niimeros complejos
w tales que w™ = 2. Se observa que {/z no es una funcién, ya que para cada z # 0 le hace
corresponder no un valor complejo w, sino n valores complejos diferentes. Si ¢g = Arg(_,m](z),
entonces

1\1/; _ {w _ |Z|1/nei(¢0+2k7r/n) ke Z}

Cuando z # 0, los n valores complejos de {/z, obtenidos dando a k los valores 0,1,....,n — 1
forman los vértices de un poligono regular de n vértices y centro en el origen.
El valor principal de la rafz n—ésima de z, denotado como v.p. {/z, se define como 0si 2 =0y
si z # 0, v.p. {/z se define como el tinico complejo wg € /2 tal que Arg(_, qwo = (1/n)Arg_r 2.
Es decir:
0.p. Yz = w = | 2|/ e/ ArIrm () vy £

v.p. ¥z es una funcién real de z # 0, continua para todo z # 0 que no pertenezca al semieje
real negativo, y discontinua en este semieje con salto finito igual a \z|1/ nei(2m)/n)
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1.3. Compactificacion del plano complejo.

Definicién 1.3.1. Se llama plano complejo compactificado, denotado como C, al conjunto
C=CuU{cc}

donde oo debe interpretarse como un objeto cualquiera que no pertenezca al conjunto de los
nimeros complejos.
Se llama entorno de oo en C, o disco abierto de centro oo y radio 1/R > 0 al conjunto:

Dyp(c0) ={oc}U{z€C: |2| > R}
Con esa definicién, una funcién f : C — C es continua en oo si

f(o) = lim f(2)

Z—00

y si f(a) = oo, entonces f es continua en a si

lim f(2) = o0 = f(a)

zZ—a
Por ejemplo la funcidn:

F2) =20 e 2 ) = oo = lim 2L foo) =1 = lim 2

zZ—1 2= 2 — 1

es una funcién continua de C en C.

1.3.2. Esfera de Riemann y proyeccion estereografica.

Construyamos una representacién grafica de C. En lo que sigue higase un dibujo.

Sea en el espacio R? de las ternas ordenadas de reales (%, 2), el plano 20y identificado con
el plano complejo C. Es decir a cada punto (z,y,0) lo identificamos con el complejo z = x + iy.

Consideremos el elemento extrafio al plano complejo 0o que forma C, y representémoslo en R3
como el punto N = (0,0, a), donde a # 0 es real. N no esta en el plano complejo 20y = C. Para
fijar ideas tomemos por ejemplo a = 2.

Dibujemos una esfera E que pase por el punto N y tenga centro en el eje de las z (el centro
no puede coincidir con N). Para fijar ideas dibujemos por ejemplo E centrada en (0,0,1). En ese
caso la esfera [E pasa por el origen, pero esto no es necesario, es solo un ejemplo.

Esta esfera E que pasa por el punto N = (0,0,a), a # 0, con centro en (0,0,b), b # a, se
llama esfera de Riemann y al punto N se le llama polo norte.

Definamos la proyeccion estereogrdfica 11 : E — C. A cada punto P € E que no sea el polo
norte, le hacemos corresponder un ntimero complejo de la siguiente forma:

II(P) = z = ( semirrecta NP) N ( plano 20y) € C VP # N, PeE
Y al polo norte N le hacemos corresponder el elemento oo, es decir:

II(N) =00 € C, para N€E
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La proyeccién estereogréfica es invertible, pues estd definida su inversa II™! : C — IE:
T !(00) = N, I(2) = ( semirrecta Nz) N (esferaE) Vz €C

Ademés la proyeccién II y su inversa II~! son continuas. A cualquier disco abierto Dp(z) cuando
2o € C la transformaciéon II-! le hace corresponder biunfvocamente un casquete abierto en el
esfera E; y al entorno Dy, r(c0) de 0o en C, la transformacién IT-! también le hace corresponder
biunivocamente un casquete abierto en el esfera E, centrado en su polo norte N.

1.4. Transformaciones de Moebius o bilineales.

Definicion 1.4.1. Transformacién de Moebius o bilineal.
Se llama transformacion de Moebius o bilineal a una funcién de C — C definida como
az+b

w:m, con ad —bc # 0

donde a, b, ¢ y d son niimeros complejos fijos.

Se sobrentiende en la definicién anterior que w(oo) = lim,_,oo(az +b)/(cz +d) y que si ¢ # 0
entonces w(c) = lim,_,_4/.(az +b)/(cz + d) = oo.
La condicién ad — be # 0 se pide para que w = w(z) sea invertible. En efecto, despejando z en
funcién de w, se obtiene la inversa de la transformacion de Moebius de la definicién 1.4.1:
—d b
z= w—+7 con (—d)(—a) —bc # 0

cw—a
Hemos probado asi la primera de las propiedades de una transformacién de Moebius:

Proposiciéon 1.4.2. Inversa de una transformacion de Moebius.
Toda transformacion de Moebius (del plano compactificado en si mismo) es invertible y su
inversa es otra transformacion de Moebius.

Consideremos la composicion de dos transformaciones de Moebius:

az +b a'wy + b

=1 d ad — be # 0, lew:m, ad —bvd #0

Z = wp =

La transformacién compuesta es:

e w = a((az+b)/(cz+d)+V  d(az+b)+V(cz+d) a"z+0" 1)
 d((az+b)/(cz+d)+d  d(az+b)+d(cz+d) 'z+d"

a b a v a b
[C" d"]:[cl d/:|.|:0d:|
Como el determinante del producto de dos matrices es el producto de los determinantes, y por

hipétesis ad — bc # 0, a'd — b'c # 0 se deduce a”’d” — b'c” # 0 y la transformacién compuesta
(1) es una transformacién de Moebius. Hemos probado la siguiente proposicién:

donde
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Proposicion 1.4.3. Composiciéon de transformaciones de Moebius.
La composicion de transformaciones de Moebius es una transformacion de Moebius.

Ahora analicemos geométricamente como actia una transformacién de Moebius:

ler. caso: ¢ = 0. Entonces como ad — bc # 0 se tiene a # 0, d # 0. La transformacion
w = (a/d)z + (b/d) es la composicién de:

» Una rotohomotecia dada por z — (a/d)z = w;.

En efecto, multiplicar un complejo z variable por un complejo constante o = (a/d) # 0 es
girar el complejo z alrededor del origen un angulo igual al argumento de « (rotacién), y
después multiplicar |z| por una constante real positiva igual || (homotecia).

» Una traslacién dada por wy — w; + (b/d) = w.

En efecto, sumar un complejo variable w; més un complejo fijo 5 = (b/d) es trasladar el
punto wy del plano complejo segtn el vector 3.

2do. caso: ¢ # 0. La transformacién w = (az + b)/(cz 4+ d) se puede escribir como

we? bc —ad
¢ c2z4cd
Es la composicion de:
» Una rotohomotecia dada por z — (c?)z = w.
» Una traslacién dada por wi — w; + (cd) = wa.
» Una transformacién llamada inversion dada por we — 1/wy = ws.
» Una rotohomotecia dada por ws — (bc — ad)ws = wy.
» Una traslacién dada por wy — (a/c) + wy = w.
Hemos probado lo siguiente:

Proposicion 1.4.4. Interpretacion geométrica de la transformacion de Moebius.
Toda transformacion de Moebius es la composicion en algin orden, de una cantidad finita de
traslaciones, rotohomotecias y quizds una inversion.

Veamos algunas consecuencias de esa interpretaciéon geométrica:

Proposicion 1.4.5. Imagenes de rectas y circunferencias.
Toda transformacion de Moebius transforma rectas y circunferencias en rectas y circunferen-
c1as.

Eso quiere decir que a cada recta le hace corresponder o bien una recta o bien una circunfer-
encia; y a cada circunferencia le hace corresponder o bien una recta o bien una circunferencia.

Demostracién:

Las rotaciones, las homotecias y las traslaciones llevan rectas en rectas y circunferencias en
circunferencias. Solo resta ver entonces que la inversiéon z — (1/z) lleva rectas y circunferencias
en rectas y circunferencias.



14 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006.

Sea la ecuacion de una recta max + my + p = 0. Podemos escribirla equivalentemente como
Bz+Bz+v=0

donde z =x +iy, B=(m—in), y v =p es real
Sea la ecuacién de una circunferencia (atn siendo el conjunto vacio si el radio es negativo):
qx? + qy? + mx + ny + p = 0. Podemos escribirla equivalentemente como

alzP+ B2+ 2 +7=0

donde z = x + iy, a=qesreal, = (m—in), y v=p es real
Luego: _
alzP+B82z+p2+y=0 (1)
con « y 7y constantes reales, y § constante compleja, es la ecuacién o bien de una recta o bien de
una circunferencia (una recta si a = 0, y una circunferencia si a # 0).
Apliquemos la inversién z — (1/z) = w, 2z =1/w a la ecuacién (1). Resulta:
1 1 =1
a—2+ﬂ—+ﬂ:+’y=0
|w] w w
que es la ecuacién de la imagen de la recta o circunferencia que tenfa ecuacién (1). Multiplicando
por |w|? = wW se obtiene:
a+ Bw + fuw + yw* =0

Llamando oy =7, B1 =08, 71 = a resulta:
a1 [w]® + Brw + Biw + 7 =0

con oy y 1 constantes reales, y 81 constante compleja. Como vimos antes, esta es la ecuacion o
bien de una recta o bien de una circunferencia. [J

Definicion 1.4.6. Transformaciones conformes.

Sea 2 un abierto no vacio del plano complejo C. Una funcién f : 2 — C se llama conforme si
preserva la medida de los angulos y su orientacién.

Més precisamente si v; : 2z = 21(t) y 72 : 2 = 22(t) son dos curvas de clase C! contenidas en {2
y que se intersecan en el punto zg = z1(t1) = 22(t2) y tienen vectores tangentes no nulos en ese
punto, respectivamente v = 21(t1) # 0 y ve = 2a(t2) # 0, entonces:

El dngulo que forman (en el punto zg € y1 N~y2) los vectores tangentes v y ve a las curvas v
Y Yo respectivamente, con signo, es igual al dngulo que forman los vectores tangentes a las curvas
imdgenes de 11 y 72 por f (en el punto f(z0) € f(31) N f(12).)

Las curvas imégenes de 71 y 2 por f son respectivamente f(v1) : w = f(21(t)) y f(12) 1w =
f(22(t)) que se intersecan en el punto f(z9) = f(21(t1)) = f(22(t2)). Se sobrentiende que si f es
conforme entonces estas curvas imagenes son también de clase C! y sus vectores tangentes en el
punto de interseccién son no nulos.

1.4.7. Orientacién del plano. Una consecuencia de la conformalidad de una transformacion f
biyectiva y continua, es que preserva la orientacion del plano. Esto quiere decir lo siguiente:
Si«y:z=2z2(t), t €la,b] es una curva orientada para t creciente que deja una regiéon R del
plano hacia su izquierda, entonces la curva imagen f(v) : w = f(2(t)), t € [a, b] orientada para t
creciente, deja la regién imagen f(R) también hacia su izquierda.
Véase un ejemplo en 1.4.9
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Proposicion 1.4.8. Conformalidad de las transformaciones de Moebius.
Toda transformacion de Moebius es conforme y por lo tanto preserva la orientacion del plano.

Veremos una demostraciéon general, no solo aplicable a las transformaciones de Moebius, en
2.2.1.

Ejemplo 1.4.9. Sea la transformacion de Moebius:

—1z+1
zZ—1

Cumple:
w(—1)=—-1, w(—i) =0, w(i) =00

Luego lleva la circunferencia que pasa por —1, por —i y por 4, a la recta (porque pasa por oo en
el plano compactificado) que pasa por —1 y por 0.

Transforma entonces la circunferencia 22 + 4% = 1 en la recta y = 0. A la regién R encerrada
por la circunferencia, R : z? +y? < 1 la transforma en alguno de los dos semiplanos, o bien 3 > 0
o bien y < 0, limitados por la recta y = 0.

Para determinar cudl de los dos semiplanos es el correspondiente de R, orientamos la circun-
ferencia borde de R de algiin modo, por ejemplo recorriendo en este orden los tres puntos dados:
—1, —i, i (quedé orientada en sentido antihorario). La circunferencia asi orientada deja a la regién
R a la izquierda. Entonces, recorriendo los puntos iméagenes en ese mismo orden —1, 0, oo, se
deja a la regién imagen w(R) también a la izquierda. Luego w(R) = {y > 0}.

Proposicién 1.4.10. Determinacion de una transformaciéon de Moebius dados tres
puntos y sus imagenes.

Dados tres puntos z1, zo ¥y 23 diferentes entre si en C (alguno de ellos puede ser 0o) ¥

dados tres puntos wi,ws y w3 diferentes entre si en C (alguno de ellos puede ser co),

existe y es unica una transformacion de Moebius w = w(z) tal que

wy; =w(z1), wy=w(z2), ws=w(z3)

Demostracion:
Primera parte. Primero supongamos que 21 = oo, 22 = 0 23 = 1. Busquemos una
transformacion de Moebius )
az +
w=w(z)=——, ac—bd #0
(2) cz+d 7
que cumpla las condiciones del enunciado.
Se debe cumplir:
a b a+b
w(o0) =w; = —, w(0) = we = —, w(l) =wg = ——, 1
(c)=wi =% wO) =wr=o  wl)=w=TTl (1)

entendiéndose que algiin w; = oo si y solo si se anula el denominador correspondiente.
Primer caso: w; = 0o, wy # 00, ws # co. Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:

c=0, d#0, b=dwy, a=d(ws—ws)
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Esto determina una y solo una transformaciéon de Moebius, cualquiera sea el valor complejo de

d # 0 que se elija, pues
a
w=—=z+ - = (w3 —wz)z + wa

d d

Segundo caso: w; # 0o, wy = 00, w3 # oo. Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:
d=0, ¢c#0, a=cwy, b=c(ws—w)

Esto determina una y solo una transformacién de Moebius, cualquiera sea el valor complejo de
¢ # 0 que se elija, pues
(a/c)z+ (b/c)  wiz+ (w3 —wi)

z z

Tercer caso: wy # 00, wy # 00, w3 = 00. Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:
c#0, a=cw;, d=—c, b=dwy= —cwo

Esto determina una y solo una transformacién de Moebius, cualquiera sea el valor complejo de
¢ # 0 que se elija, pues
(a/c)z+ (b/c) w1z —ws

z4+(dfc) — z—1

Cuarto caso: w; # 00, wg # 00, w3 # co. Entonces las igualdades (1) son equivalentes a:

w3 — wq h— C(w3 - wl)w2

c#0, a=cw;, d=c ,
Wg — W3 Wy — W3

Esto determina una y solo una transformacién de Moebius, cualquiera sea el valor complejo de
¢ # 0 que se elija, pues

(a/c)z+ (b/c) _ wi(wa — ws)z + wa(ws — wy)
2+ (d/c) (w2 —w3)z + (w3 — wy)

Hemos probado que cualesquiera sean w;, wg, w3 dados en C y distintos entre si, existe una tnica
transformacion de Moebius tal que

w(oo) = wy, w(0) =w2, w(l)=ws

Segunda parte: Ahora probemos el caso general enunciado en la proposicion.
Dados 21, 29, 23 distintos entre si en C, por lo demostrado antes, existe tnica transformacién
de Moebius f tal que
f(oo) =21, f(0) =2, f(1)=23

Consideremos la inversa de f. Es la tinica transformacion de Moebius que lleva z1, 23 y 23 respec-
tivamente a 00,0 y 1.

Por otro lado, dados w1, ws, ws distintos entre si en C, segiin lo demostrado antes, existe tinica
transformacion de Moebius g tal que

g(00) = w1, ¢(0) =wa, g(1)=w3 (2)
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Luego la transformacion compuesta
h=gof!

(que es una transformacién de Moebius por ser composicién de dos transformaciones de Moebius),
lleva z1, 22, 23 a w1, we, w3 respectivamente. Hemos demostrado la existencia.

Ahora probemos la unicidad de h. Si hq es una transformacion de Moebius que lleva z1, 29, 23
a wi, Wy, ws respectivamente, entonces consideramos la transformacién compuesta g1 = hy o f,
donde f es la transformacion de Moebius que lleva 00,0,1 a 21, 29, 23. La transformacién g; es
una transformacion de Moebius que lleva 00,0,1 a wy, ws, w3 respectivamente. Pero por lo visto
en la primera parte, esta transformacién en tnica. Luego g1 = g, donde g es la construida en
(2). Entonces g = hy o f de donde se deduce que h; = go f~!. Por lo tanto hy coincide con la
transformacién h = g o f~! construida antes, probando la unicidad. OJ
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2. Derivacién y funciones holomorfas.

2.1. Derivacion de funciones complejas y funciones holomorfas.
Sea ) abierto contenido en C, f:Q+— C, zy € Q.

Definicion 2.1.1. Funcién derivable en un punto y funcién holomorfa.
f(2) es derivable en zy si existe el limite siguiente, llamado derivada de f en zy:

Km f(Z) — f(ZO) _ f/(20>
z=z0 2 — 2
f es holomorfa en €1 si es derivable en zy para todo zy € €.
Notacién: Se denota H(f2) al conjunto de todas las funciones holomorfas en €.

Proposicion 2.1.2. Derivada de la suma, el producto y el cociente de funciones.
Si f y g son holomorfas en 2 entonces f + g y fg también lo son y

(f+9) =f+d, (fo)=Ffg+[fd

Ademds f/g es holomorfa en los puntos de 2 donde no se anula g y en ellos vale:
(f/9) = (f'9—1d)]9°

Demostracion: Se demuestra andlogamente que para las funciones reales de variable real,
usando la definicién de derivada, y las propiedades de limite, que son las mismas para funciones
de variable compleja que para funciones de variable real.

2.1.3. Ejemplos:

Si f(z) = k constante en €, entonces f'(z) = 0, Vz € Q, lo cual se verifica directamente
aplicando la definicién de derivada.

Si f(z) = z para todo z € © (funcién identidad), entonces f’(z) = 1 constante, lo cual se
verifica directamente aplicando la definiciéon de derivada.

Para todo n natural n > 1, vale (2") = nz""!, Vz € C. Esto se verifica por induccién
completa en n aplicando la regla de derivada de un producto.
Para todo n natural n > 1, vale (z7") = —nz"""!, Vz € C \ {a}. Se verifica aplicando la

regla de derivada de un cociente a z7" = 1/2".

Los polinomios P(z) son funciones holomorfas en C, pues son suma de una cantidad finita de
monomios en z del tipo a,z" con a, constante.

Las funciones racionales P(z)/Q(z) (cociente de polinomios) son funciones holomorfas en el
abierto 2 que se obtiene de C quitando los puntos donde se anula el polinomio Q(z). Se prueba
usando la regla de derivacién del cociente de funciones.

Teorema 2.1.4. Toda funcion holomorfa es continua.

Demostracion: Se demuestra analogamente al teorema de funciones reales de una variable real,
visto en los cursos previos de Célculo, que dice que toda funcién derivable es continua. Solo hay
que sustituir en la demostracién el valor absoluto de las variables reales por el médulo de las
variables complejas.
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Ejemplo 2.1.5. Log|g2x)(2) estd definida en Q = C\ {0} pero no es holomorfa en Q ya que es
discontinua en el semieje real positivo.

Sin embargo veremos en 2.1.13 que Logjg,2x) es holomorfa en 3 = C\ {z € R: 2 > 0} y para
todo z € Q vale (Log 2r)) (2) = (1/2).

Andlogamente Log(_r () estd definida en Q = C\ {0} pero no es holomorfa en Q ya que es
discontinua en el semieje real negativo.

Sin embargo veremos en 2.1.13 que Log(_r 5 es holomorfa en Oy = C\{z € R: z < 0} y para
todo z € Qy vale (Log(_r 1) (2) = (1/2).

Msés en general, fijando 6y € R, se define para todo z € 2 = C\{0} la funcién Arg[fy, 6o + 27)(2)
como el tnico ¢ € arg(z) tal que Oy < ¢ < by + 2.

Se define la funcién Logg, g,42x)(2) = L|z| + iArgjg, gy+2x)(2) para todo z € . Esta funcién
es discontinua en la semirrecta S3 = {z € C: 0y € arg(z)}. Por lo tanto no es holomorfa en €.

Sin embargo veremos en 2.1.13 que Logjg, g,+2r) €s holomorfa en Q3 = C\ S3 y para todo
z € Qg vale (Logg, 6, +2m)) (2) = (1/2).

En general, aunque no lo demostraremos, si {24 es un conjunto abierto simplemente conexo
que no contiene al origen, puede definirse una funcién Log € H (£24) tal que Log(z) € log(z) para
todo z € Q4, y que cumple Log’(z) = 1/z para todo z € Qy.

Teorema 2.1.6. Ecuaciones de Cauchy-Riemann
f es holomorfa en 0 si y solo si u y v son diferenciables en todo punto de € y cumplen las
ecuaciones de Cauchy- Riemann siguientes:

Uy = Vy, Uy = Vg, V2z€EL
Demostracion: Se probard este teorema mas abajo, junto a la prueba del teorema 2.1.8.

Nota 2.1.7. Se recuerda que una funcion f : Q — C se dice, por definicién, que es de clase C*°
si sus partes real e imaginaria u y v lo son; es decir existen y son continuas las derivadas parciales
de v y v de todos los érdenes.

La condiciéon de existencia de las derivadas parciales de u y v, aun en el caso en que estas
funciones sean C°, no es suficiente para que f sea holomorfa. Se requiere ademés que u y v veri-
fiquen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, que son ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
vy que no todas las funciones reales u y v verifican.

Por ejemplo la funcién f(z) = (z + %)% —i(z — 2)® = f(x + iy) = 42® + 4iy® no es holomorfa
en ningtin abierto de C porque u = 422, v = 432 no verifican las ecuaciones de Cauchy- Riemann.
Sin embargo u y v son de clase C'°, y por lo tanto por definiciéon también lo es f.

Por otra parte la existencia de derivadas parciales u; y u,, atin en el caso en que ellas verifiquen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, no es suficiente para que f sea holomorfa. Se requiere ademas
que u y v sean diferenciables.

Teorema 2.1.8. Expresion de la derivada.
Si f es holomorfa en Q entonces

f’:um—iuy:vy—i—ivx

y también
f/ = fa: = _ify
donde fy = uy + vz Y fy = uy + ivy.
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Demostracién de los teoremas 2.1.6 y 2.1.8: Las siguientes 5 afirmaciones pueden ser
verdaderas o falsas, pero probaremos més abajo que son todas equivalentes entre si. Observemos
que las afirmaciones a) y e), si son equivalentes, demuestran los dos teoremas 2.1.6 y 2.1.8.

Afirmacién a)
f(2) es derivable en zg y f'(20) = a + bi

Afirmacién b)
i ) = f(z0) (a+bi)=0
=20 Z— 2

Afirmacién c)

f(z) = f(z0) — (a+bi)(z —20) _,

lim
2—20 |Z — Z(]|
Afirmacién d)
lim €1 <$, y) =0
(z,y)—(=0,y0) \/(:C —20)%2 4+ (y — yo)?
lim €2 (JZ‘, y) =0
(z,y)—(zo,y0) \/(33 —0)* + (y — yo)?

donde

er(z,y) = u(z,y) —u(zo,yo) — alr — o) + b(y — o)
62(%,?}) = U(CE, y) - U(x07y0) - b(x - xo) - CL(y - yO)

Afirmacién e) u(z,y) y v(z,y) son diferenciables en (xg, yo) y sus derivadas parciales cumplen

U;B(.%'(], yO) =a, uy(:COvyO) = _b? ,UI(:BO?yO) = b? Uy(x()a yO) =a

Prueba de a) < b): Es la definicién de derivabilidad y derivada de f(z) en el punto z = zj.

Prueba de b) < c): Para z # 2, denotamos z—zy = |z2—z|e? para algtin dngulo 6 = 6(z, z).
Entonces:

f(z) = f(z0) — (a+ bi)(2 — 20) _ o <f(2) — f(20) — (a+bi)(z = 20)> (1)

(z — 20) - |z — 2]

Considerando que |e ™| = 1, est4 acotada y su inverso también, el miembro de la izquierda de (1)
tiende a cero si y solamente si el factor de la derecha de (1) tiende a cero.

Prueba de c) < d): Separando en partes real e imaginaria se obtiene:

He)te)taidaznl) — g

|z—z0]

He)te)tarbida=anl ) — @

[z—2z0]

lfm,_., Re (
Afirmacién ¢) <

fm, ., Im (
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Siendo f(z) = u(z,y) + iv(z,y) y siendo z = x + iy, calculamos las partes real e imaginaria
de (2) y obtenemos:

h’m(m’y)_,(mo,yo) “(1’79)*“(IO73/0)*2@(1‘*960)4;17(1,/*3/0) -0
Afirmacién ¢) & V/ (@—20)%+(y—yo) 3
) 1t v(z,y)—v(xo,y0)—b(zx—x0)—aly—yo) \ __ 0 ( )
M (1) — (x0,y0) a—20)+ (7—y0)? =

Llamando €;(z,y) y e2(x,y) a las funciones de los numeradores en (3) se obtiene d) como
queriamos.

Prueba de d) < e): Basta recordar la definicién y propiedades de diferenciabilidad de una
funcién real F'(z,y) de dos variables reales, que se enuncian a continuacién:

F(z,y) es diferenciable en el punto (xo, o), por definicién, si existen dos nimeros reales A y
B y una funcién €(x,y) tales que

F(z,y) = F(zo,y0) + A(x — z0) + B(y —vo) +e(z,y) (4)

y €(z,y)
1m
(z,y)—(z0,y0) \/(:U —20)?+ (y — yo)?

Ademsds si F(z,y) es diferenciable en el punto (xo,yo), los nimeros A y B de (4) cumplen A =

FI(LI?O, yO)) B = Fy(QTO, yO)
Aplicando (4) y (5) primero con F = u, € = €1, A = a,B = —b y después con F' = v, € = €9,
A = b, B = a se obtiene d) < e) como queriamos. [

=0 (5)

Ejemplo 2.1.9. La funcién exponencial compleja pertenece a H(C) y (e*) = e* Vz € C. En
efecto u = e®(cosy) y v = e*(seny) son diferenciables y verifican las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Ademds u, = e*(cosy) = uy uy = —e*(seny) = —v. Luego (€*) = uy —iuy = u+iv =

e,

Corolario 2.1.10. Si f € H(Q2) tiene mddulo constante en el abierto conexo §) entonces es
constante en (2.

Demostracién: Sea f = u + iv. Hay que probar que u y v son constantes en {2.

Se tiene |f|?> = |u +iv|?> = u® + v?> = k constante en ), por hipdtesis. Si la constante k es
nula, entonces |f(z)| =0 Vz € Q, lo que implica que f(z) =0 Vz € Qy f es constante como
queriamos probar.

Si la constante k no es nula, derivando parcialmente la igualdad u? + v? = k respecto de z y
respecto de y se obtiene:

2uuy + 20, =0, 2uuy +2vv, =0 (1)
Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = vy, u, = —v,. Sustituyendo en (1) resulta:

2uug — 2vuy =0, 2uuy +2vu, =0 (2)

Multiplicando la primera igualdad de (2) por u, la segunda igualdad de (2) por v y sumando,
se obtiene:
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2k(u® + vy =0 = u, =0

Anélogamente, multiplicando la primera igualdad de (2) por —wv, la segunda por u y sumando,
se obtiene:
2k(u® +v*)uy =0 = u, =0

Luego u; y u, son idénticamente nulas en ). Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, v, y v,
también son idénticamente nulas. Luego, como son u y v diferenciables en todo punto de €, y sus
derivadas parciales son idénticamente nulas en Q, v y v son de clase C1.

Para toda funcién escalar (potencial) u de clase C! en €, la integral curvilinea del campo
(ugz,uy) alo largo de una curva v C § es la diferencia del potencial en los extremos inicial (xg, yo)
y final (z1,y1) de la curva =, es decir:

u(zy,y1) —u(avg,yo)/ugC dx 4 uy dy (3)
¥

Luego, siendo u, = 0, wuy, = 0 para todo punto de €, por (3) se cumple u(xo,yo) = u(r1,y1)
para toda pareja de puntos (zg,y0) v (z1,%1) que puedan ser unidos por una curva contenida en
Q. Como {2 es conexo, esa pareja de puntos pueden ser cualesquiera en ). Luego u es constante
en 2.

Andlogamente, siendo v, = 0, vy = 0 para todo punto de €, y siendo 2 conexo, v es
constante en (.

Luego f = u + v es constante en . [

Nota: El teorema anterior es falso si {2 no es conexo. En ese caso también se puede
demostrar que u;, uy, vz, vy son idénticamente nulas en (), pero si () no es conexo, en-
tonces las funciones u y v no tienen por qué ser constantes. Toman valores constantes
en cada componente conexa de (), pero pueden tomar valores constantes diferentes
en una componente que en otra.

Teorema 2.1.11. Derivada de funcién compuesta, regla de la cadena. Si f € H(Q)
y g € H(Q) con f(Q) C Qqa, entonces la funcion compuesta g o f, definida como go f(z) =
9(f(2)) Vz€Q, es holomorfa en Q y su derivada es

(g0 f)'(2) =g'(f(2)) - f'(2)
Demostracion: Es andloga a la prueba para funciones reales de una variable real.

Teorema 2.1.12. Derivada de funcion inversa. Sea f : (1 — Qo es invertible con inversa
continua f~1 : Qo — Q. Si f € HQ) y f/(2) #0 Vz € Q, entonces f~1 € H() y su

derivada es:

(w) = 7 donde w = f(2), z=f Hw) Yw€ Qy, z€ Y

Nota: En este teorema, las hipétesis de continuidad de f~! y de f’ # 0 son redundantes.
Demostracion: A pesar de que la prueba es similar que para funciones reales de variable
real, vamos a reproducirla:
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Sean z,z9 € Q1, w = f(2), wo = f(20) € N2, por lo tanto z = f~H(w), z0 = f~ (wp). Como f
es invertible y su inversa es f~! se cumple z # zy < w # wp. Calculemos el cociente incremental
de f~! para w # wy:

Fw) = ) fNw) = S ) 1 _ 1
w — wo z— 20 (w—wo)/(z—20)  (f(2) = f(20))/(z = 20)
Tomando limite cuando w — wg, como f~! es continua z = f~!(w) — f~Y(wg) = 20, y resulta:
lim fﬁl(w) — fﬁl(wO) — lim 1 _ 1
T w = 2 T~ FeIG—20) )

Se deduce que f~! es derivable en wo y que (f~1)"(wo) = 1/f'(20), donde 29 = £~ (wp). Como lo
anterior vale para cualquier wg en {29, la funcién inversa es holomorfa en €25 y su derivada cumple

(f 1) '(w) =1/f'(2), , donde z = f~H(w). O

Proposiciéon 2.1.13. Derivada del logaritmo principal en conjuntos simplemente cone-
XO0S.
1) Logjp,2r) es holomorfa en 2 = C\ {z € R: x > 0}, y para todo z € {21 se cumple

(LOQ[O,Qﬂ’)),(Z) =(1/z)

2) Log(—x ) es holomorfa en Qp = C\ {z € R: x <0}, y para todo z € Q se cumple

(Log(—n.m)'(2) = (1/2)

3) Sea 6 € R fijo. La funcién Logg, g,+2x) €s holomorfa en Q3 = C\ {z € C: 6y € arg(2)}, y
para todo z € {23 se cumple

(Logig,09+2m)) (2) = (1/2)

Nota: Una demostracién de la parte 2) de esta proposicién, sin usar el teorema de derivada
de funcién inversa, pero usando el teorema de existencia de armoénica conjugada de la préxima
seccidén, se da en 2.3.6.

Demostraciéon: Basta demostrar la parte 3) del teorema, pues la parte 1) es un caso particular
tomando 0y = 0, y la parte 2) tomando 6y = —.

La funcién z = f(w) = e¥ restringida a la banda horizontal Qy = {w € C : 6y < Im(w) <
0o + 27, tiene como imagen el abierto 23. Ademds f : ¢ — €13 es invertible, y por construccién de
la rama del logaritmo que estamos estudiando, se cumple w = f~1(2) = Logjg, 6y+2m)(2) V2 € Q3.

Por otro lado f/(w) = (e¥)' =e¥ #0 Yw € Q.

Aplicando el teorema 2.1.12 (en esta demostracién hemos cambiado los roles de z y w con
respecto a los del enunciado del teorema 2.1.12), resulta w = Log[90790+27r)(z) holomorfa en Q3 y
Vz € Q3 su derivada es:

(Logig, 69+2m)) (%) = ==
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2.2. Transformaciones conformes.

Se recuerda la definicion de transformacion conforme en 1.4.6 como las transformaciones que
preservan la medida de los angulos, con signo. Ahora vinculemos la existencia de derivada no nula
respecto a la variable compleja z, con la conformalidad de la transformacion:

Teorema 2.2.1. Derivada no nula y conformalidad.

a) Sea f una transformacion holomorfa en Q y tal que f'(20) # 0 para todo zg € Q2. Entonces
f es conforme. (Ver definicién de transformacién conforme en 1.4.6.)

b) Las transformaciones de Mdéebius son conformes.

¢) La exponencial es conforme.

Demostracién: Parte a) Sea v : z = z(¢) una curva que pasa por el punto zg = z(tp) y que
tiene en zg vector tangente w:

v=Z%(to) #0

Consideremos la curva imagen por f de v, es decir f(y) : w = f(z(t)) que pasa por el punto
wo = f(20) y que tiene en wy vector tangente

u= (% f<z<t>>) = ['(=(t0)) £(t0) = ['(z0)0 =

t=to
u=roe®v (1)

donde 7o = |f'(20)| > 0, y 6y es un argumento de f'(zp).

La igualdad (1) puede interpretarse del siguiente modo: para obtener el vector tangente u de
la curva imagen f(y) en el punto f(zp), hay que aplicar al vector tangente v de la curva «y en el
punto zp una rotacién de dngulo constante 6y y luego una homotecia de razén rg > 0. Eso implica
que si dos curvas 1 y 2 pasan por zg con vectores tangentes v1 # 0y v # 0 respectivamente,
que forman entre si un dngulo ¢, entonces sus curvas iméagenes por f pasan por f(zp) con vectores
tangentes u; = roeou, Vv Uy = roe%0u, que forman entre si el mismo angulo ¢, con el mismo
signo. Esto es por definicién que la transformacion f preserva lo dngulos, o que es conforme.

Parte b) La derivada de la transformacién de Moebius f(z) = (az+b)/(cz+d), ad—bc # 0

es
a(cz+d) —claz+b ad — bc
ploy=terdoderl)  adobe
(cz+d) (cz+d)
Luego, por la parte a), es una transformacién conforme.
Parte c¢) La derivada de la exponencial f(z) = e* es f'(z) = €* # 0. Luego, por la parte a),

es una transformacién conforme. O
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2.3. Funciones armadnicas.

Sea 2 un abierto no vacio de R? y sea F' = F(z,y) una funcién real de dos variables reales
definida para todo (z,y) € Q.

Definicién 2.3.1. La funcién F = F(z,y) se llama armdnica en § si es de clase C? y verifica la
siguiente ecuacién en derivadas parciales, llamada Ecuacion de Laplace:

Foz+ Fyy =0 V(z,y) €Q

Teorema 2.3.2. Sea f : Q — C con parte real u y parte imaginaria v. Si f es holomorfa y de
clase C? en ) entonces u y v son armdnicas.

Nota: La hipétesis que f es de clase C? es redundante. La teorfa de Cauchy demuestra, entre
otros resultados, que toda funcién holomorfa es de clase C*°.

Demostracién: Si f € H(Q2) entonces u, = vy, uy = —v, (ecuaciones de Cauchy-Riemann).
Como por hipétesis u y v son de clase C? podemos derivar respecto de = y respecto de y las
ecuaciones de Cauchy-Riemann. Se obtiene:

Upy = Vyz  Uyy = —Vzy (1)

Upy = Vyy Uyy = —Vzz  (2)

Ademés como u y v son de clase C? las derivadas iteradas segundas son iguales, es decir Ugy =
Uyz, Upy = Uyz. Sumando las dos ecuaciones de (1) entre si, y restando las dos ecuaciones de (2)
entre si, se deduce

Ugg + Uyy = 0, Vg +0yy =0 [

Definicién 2.3.3. La pareja (ordenada) de funciones (u,v) se llama de armdnicas conjugadas
en §2 si son ambas armoénicas en ) y ademds cumplen, para todo punto de §2, las ecuaciones de
Cauchy-Riemann: u, = vy, Uy = —v.

Si (u,v) es una pareja de armdnicas conjugadas, a la funcién v se la llama armdnica conjugada
de wu.

Teorema 2.3.4. Dada una funcion armdnica u en un abierto ) no vacio cualquiera:
Eziste f € H(Q) tal que Re(f) = u si y solo si existe armdnica conjugada v de u en €.

Nota: Podria suceder que no existiera ninguna de las dos, ni funcién holomorfa con parte real
igual a u, ni armoénica conjugada de u. Pero si existe alguna de las dos, entonces existe la otra.

Demostracién: Si existe f € H(2) con Re(f) = u entonces llamando v a la parte imaginaria
de f, por el teorema 2.1.6 u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann: u, = vy, uy, = —v,.
La funcién u por hipétesis es arménica, y por la definicién 2.3.1 es de clase C?. Entonces las
derivadas parciales de u son de clase C! y por las ecuaciones de Cauchy-Riemann, también las
derivadas parciales de v son de clase C''. Luego v es C? y por el teorema 2.3.2 son u y v armonicas.
Concluimos que existe v armdnica conjugada de u, como queriamos demostrar.

Reciprocamente, si existe v armoénica conjugada de u, entonces construimos la funcién compleja
f = u+1v. Las funciones u y v son de clase C? (por ser arménicas, cf. Definicién 2.3.1). Entonces
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sus derivadas primeras son C', en particular son continuas. Toda funcién real de dos variables con
derivadas parciales continuas, es diferenciable. Asi que u y v son diferenciables. Por otra parte, por
hipétesis, v es la armonica conjugada de u. Entonces por definiciéon de armonica conjugada, u y v
cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Aplicando el teorema 2.1.6, la condicién de que las
partes real e imaginaria de f sean diferenciables y verifiquen las ecuaciones de Cauchy Riemann
es suficiente y necesaria para que f sea holomorfa en Q. Luego, f € H()) y por construccién
Re(f) =u. O

Teorema 2.3.5. Existencia de armdnica conjugada y de funciéon holomorfa dada su
parte real en simplemente conexos.

Dada una funcion armonica u en un abierto € simplemente conexo:

a) Eziste arménica conjugada v de u en €.

b) Existe f € H(Q) tal que Re(f) =u

Demostracién: Por el teorema 2.3.4 la afirmacién a) es equivalente a b). Basta entonces
demostrar una sola de ellas. Demostraremos a).
Consideremos el campo (P, Q) en € donde

P(Jf,y) = _uy(may)7 Q(xay) = uw(xay) (1)

Aplicaremos al campo (P, Q) el corolario 2 del teorema de Green (enunciado en el parrafo 1.1.8).

El campo (P, Q) es de clase C! en € por (1) y porque u, al ser arménica por hipétesis, es
de clase C? (cf. Definicién 2.3.1). Verifiquemos que el campo (P, Q) es irrotacional en ), es decir
Q2 — P, = 0. En efecto, usando (1) y que u es armonica se obtiene:

Qz — Py = gy — (—Vyy) = Ugz +0yy =0 V(zy) €Q

El campo (P, Q) cumple entonces las hipétesis del corolario 2 del teorema de Green. Aplicando ese
corolario, se deduce que existe algun potencial escalar de (P, @), que llamamos v. Por definicién
de potencial escalar (ver 1.1.8), se cumple:

v es de clase C!, Uy =P =—uy, vy,=0=u, (2)
Construimos la funciéon compleja f definiendo:
f=u+iv

Siendo u y v de clase C!, son diferenciables, y ademés, debido a (2), cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann. En virtud del teorema 2.1.6, estas condiciones son necesarias y suficientes para
que f sea holomorfa en 2. Ademds por construccién Re(f) = u. Luego, existe f € H(Q2) tal que
Re(f) = u, como querfamos demostrar. [J

Ejemplo 2.3.6. Encontrar una funcién holomorfa f en algin abierto lo més grande posible, que
tenga parte real

1
ulw,y) = 5L + )

Encontrar su derivada f’.
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Primero observemos que u esté definida en 2 = C\ {(0,0)}. Ademas u es C? y computando
las derivadas segundas de u se verifica que ugzy + uyy =0 V(z,y) € Q, es decir u es arménica en
Q.

Para construir f buscaremos una arménica conjugada v de u en algin conjunto abierto lo més
grande posible (contenido en ) y definiremos f = u + iv. Usando el teorema 2.3.4 esta funcién f
serd holomorfa y su parte real serd u, como queremos.

Pero © = C\ {(0,0)} no es simplemente conexo. Entonces no se puede asegurar la existencia
de armédnica conjugada de u en 2 (lo cual no quiere decir que no exista). Para poder aplicar el
teorema 2.3.5 y construir una arménica conjugada usando el procedimientos de la demostracién de
ese teorema, tomemos un subconjunto de €2, lo mas grande posible, que sea abierto y simplemente
conexo.

En lo que sigue hagase un dibujo.

Quitemos de 2 = C\ {(0,0)} por ejemplo la semirrecta S ={z € C:2=062#0, 7€
arg(z)}.

La semirrecta S es el semieje real < 0. Definamos el conjunto Q9 = C\ S. Sabemos que existen
arménicas conjugadas v de u en ), en virtud del teorema 2.3.5. Las construiremos.

Una vez obtenidas todas las v posibles, que sean armoénicas conjugadas de u en €2, si alguna
de ellas se pudiera extender de clase C? a todo el conjunto Q = C\ {0,0} donde estaba definida
u, existird armoénica conjugada de u en 2. En caso contrario no existiré.

La armédnica conjugada v en (2o se puede construir, como en la demostracion del teorema 2.3.5,
buscando los potenciales escalares del campo (—uy, u;), que sabemos que existen en o
En nuestro caso

z Yy
Ux:—x2+y27 uy:xQ_'_yz (1>

En virtud del corolario 2 del teorema de Green (parrafo 1.1.8), los potenciales escalares v del
campo (—uy, uz) en 2y verifican:

o1, y1) — o(o, 30) = / (cuyde+updy)  (2)
Y

para toda curva v C 2 que una el punto (zg,y0) € 22 (que podemos tomar como fijo) con el
punto (z1,y1) € Q2 (que podemos tomar como variable en €29). Se observa que la curva v no puede
salir de Q. Se observa que, justamente debido a que {3 es simplemente conexo, la integral en (2)
no depende de la curva elegida 7 con tal que vaya del punto (xg,yo) al punto (x1,y1).

Elijamos (xo,y0) = (1,0) y tomemos (z1,y1) € Q2 variable, y llamemos:

ri= 23+l = |z +iy], 01 = Argna(z+iy)  (3)

Elijamos la curva v = 1 4+ 2 donde:
~1 es el segmento que va del punto (1,0) al punto (ry,0),
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v2 es el arco de circunferencia con centro en el origen y radio 71 que va del punto (r1,0) al

punto (z1,y1).
Parametrizando las curvas

mixi(t)=1+t(r1 —1), y1(t) =0, te]0,1]

Y2 i x2(t) = ricost, yot) =risent, t€[0,6;]

(Si 0 es negativo el intervalo real ¢ € [0, 61] debe entenderse como 0 >t > #; dando a t primero
el valor 0 y al final el valor 6;.)
Sustituyendo en (2), usando (1) y las parametrizaciones de las curvas dadas, se obtiene:

v(zy,y1) —v(1,0) =

:/01<—y1(t)$'1(75) n $1(t)3)1(t)t)> dt+/061<—y2(t)i2(t) n 5’62@)92(275) >dt:

21(t) + (1) 21(t) +i( 23(t) +y3(t)  23(t) +y3(t)
112 cos 7 sen
:0+/0 f cos®(t) + rf 2(75)dt:01

2
L5

Llamando k = v(x,yo) (es una constante real) y usando (3), se obtiene:
v(x,y1) =k +01=k+ Arg_ra(zr +iy1)  V(r1,51) € Qo

La funcién v no puede extenderse continuamente a @ = C\ {(0,0)} porque es dicontinua en la
semirrecta S = {y; = 0,21 < 0}, con salto 27. En efecto, cuando y; — 0" con z; < 0 fijo,
la funcién Arg_r »(z1 + iy1) tiende a 7, pero cuando y; — 0~ con z; < 0 fijo, la funcién
ATg(— 7.7 (x1 + iy1) tiende a —7. Luego, no existe funcién holomorfa con parte real igual a u en
todo €.

La funcién holomorfa buscada, con parte real u, esté definida en 23 y es (por ejemplo eligiendo

kE=0):
. 1 . .
F2) = ut iv =L+ yP) + i(Argn (@ +iy) V(,y) €D
f(2) = Llz| +iArg(—rqz(2) = Log(—zx(2) V2 €

Hemos probado entonces que Log(_r »)(z) es holomorfa en Q2 = C\ S donde S es la semirrecta
semieje real < 0.

Finalmente, calculemos f'(z). Usando el teorema 2.1.8 que expresa la derivada de las funciones
holomorfas en funcién de sus partes reales e imaginaria, se obtiene:

. x .y T — 1y z 1
- - - 2= Ve, (4
“y 22 + 92 Zar:Q—l—y2 2+y? 2z 2 2el  (4)

Log(—ﬂ',ﬂ'] ,<Z) = Uz —

El mismo razonamiento podria haberse hecho eligiendo otra semirrecta con extremo en el
origen, para que el conjunto abierto quede simplemente conexo. Tomamos 0y real fijo cualquiera,
elijamos la semirrecta S3 ={z€ C:2=0 6 2=0, 6y € arg(z)}.
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S3 es la semirrecta con extremo en el origen y que forma dngulo 6y con el semieje real positivo.
Definiendo Q3 = C\ S3, se puede construir una funcién v arménica conjugada de u en Q3. Haciendo
una construccién similar a la anterior, queda finalmente la funciéon holomorfa

f(Z) = Log[90,90+2pi) (Z)

holomorfa en Q3 = C\ S3, con parte real u = (1/2)L(2? + y?) y por lo tanto, andlogamente a (4)
su derivada es:

. 1
Log[90,90+2pi) /(Z) = Ug — WUy = ; Vze Qs
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3. Integracion y Convergencia Uniforme.

3.1. Integracion compleja.

Definicién 3.1.1. Dada una funcién f : Q +— C continua, y una curva C' a trozos v : z =
z(t), t € [a,b], se define la integral de f a lo largo de  como:

b b b
2)dz = z 2(t) dt = Relf(z Z d 7 Im|f(z z d
L £(2) / F(2(6)2(t) dt / ()] dt + / ()] dt

Ejemplo 3.1.2. Aplicando la definicién anterior a la circunferencia C, de centro en el punto a y
radio r > 0, recorrida una sola vez en sentido antihorario, (z = a + re', t € [0, 27]), se obtiene:

d
/ ad = 27
CTZ_CL

Proposicion 3.1.3. Propiedades de la integral compleja.

1. f,y f(2)dz es independiente de la parametrizacién C' a trozos que se elija, con tal que se
preserve la misma orientaciéon de la curva.

2 [ f(2)de =~ [ J(=) dz

3. [y fR)dz= [ f(z)dz+ [, f(z)d.

4. f7 kf(z)dz =k fv f(2)dz si k es una constante compleja independiente de z para z € .

5. [,(f(2) +9(2))dz = [ f(2)dz+ [, g(z)dz

Demostracién: Si u y v son las partes real e imaginaria de f, probemos la siguiente:

Afirmacioén: fv f(z)dz = fv(udx —vdy) +1i fv(vdx + udy).

De esta afirmacién se deduce que el calculo de la integral de la funcién compleja f de variable
compleja z a lo largo de una curva se reduce al calculo de las integrales de los campos reales
(u, —v) y (v,u) a lo largo de la misma curva. Por lo tanto, una vez probada esta afirmacién, las
propiedades enunciadas en la proposicion son validas porque lo son para las integrales curvilineas
de los campos reales.

Prueba de la afirmacién: Recordemos que la integral de una campo (P, Q) a lo largo de una
curva 7y con parametrizacién x = x(t), y = y(t), t € [a,b] es

b
/Pd:c+Qdy=/ [P(x(t), y(1) 2(t) + Qz(t), y(t) y(B)]dt (1)

Por definicién de integral de f(z):

b b b
/ f(z)dz = / F(2(0)2(t) dt = / Relf(=(1)) ()] dt + i / Imlf ()20t (2)

En el tltimo miembro de la igualdad anterior sustituimos 2(t) = 2(t) + ig(t), y también
fz(t) = u(x(t),y(t))+iv(x(t), y(t)) Operando se obtiene la partes real e imaginaria de f(z(t))Z(t),
y sustituyendo en (2), aplicando la definicién (1) se verifica la igualdad de la afirmacién. O

Definicion 3.1.4. Dada una funcién f : Q — C se llama primitiva de f en €2, a cualquier funcién
holomorfa F' € H(Q) tal que F'(z) = f(2) VzeQ.
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Nota 3.1.5. Se advierte que a diferencia de lo que sucede con las funciones de variable real, no
existe necesariamente primitiva de una funcién f dada, compleja continua en un abierto no vacio
Q. (Ver ejemplo en 3.1.9).

Sin embargo existe la integral de f a lo largo de cualquier curva contenida en €2, ya que es el
nimero complejo dado en la definicién 3.1.1.

El problema de inexistencia de primitiva no se produce porque f sea o no sea integrable a lo
largo de curvas, porque si f es continua, es integrable siempre a lo largo de curvas en 2, ya que
existe el niimero complejo definido en 3.1.1.

El problema es de otra clase: no es cierto en general para las funciones continuas de variable
compleja el teorema fundamental del cdlculo que vale para todas las funciones continuas f de
variable real, y que afirma que la integral de una funcién continua f en un segmento con extremo
inicial constante y extremo superior variable, es siempre una primitiva de f.

Es cierto sin embargo una versién del teorema fundamental del cédlculo, con hipdtesis adi-
cionales a la continuidad de f. (Ver teorema 3.1.10.)

Teorema 3.1.6. Regla de Barrow.
Si f es continua y si existe F' primitiva de f en €2, entonces:

/ﬂ@W=PVﬁ—ﬂm)
Y

para toda curva v C £ con extremo inicial z1 y extremo final zs.

En particular f7 f(2)dz =0 para toda curva cerrada v C Q.
Demostracién: Sea U = Re(F), V = Im(F). Luego
F(z)=U(z)+iV(2)

Tomemos una parametrizacién z = z(
compuesta F'(z(t)) = U(z(t)) + iV (z(t
cadena se obtiene:

UEO] +ilV 0] = [FE0] = F'((8) - 2(t) = (1) - 5(2)

), t € [a,b] de la curva 7, y consideremos la funcién
). Derivandola respecto de t y aplicando la regla de la

t
)

Luego
U] = Re[f(z(t) - 2(0)],  [V(z@)] = Im[f(2(t) - 2(t)] (1)
Por definicién de integral de f:

b b b
2)dz = z 2(t) dt = Re(f(z z d 7 Re(f(z Z d
Lﬂ) Aﬂ@ﬂﬂtl uummn+é (F)2)d (2)

Aplicando (1) y la regla de Barrow para funciones reales de variable real:

b b
_ / f(2)dz = / (0] dt + z/ V(=()] dt =
=U(z2(b)) — U(2(a)) +i[V(2(b)) = V(2(a))] =
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= [U(2(0)) + iV (2(b))] = [U(z(a)) + iV (2(a))] = F(2(0)) - F(z(a)) (3)

Si la curva « une el punto z; con el punto z9 entonces z(a) = z1, z(b) = z2. La igualdad (3) se
transforma en

/f(z) dz =F(z) — F(z) O
v

Corolario 3.1.7. Si f € H(Q) tiene derivada idénticamente nula en Q, entonces f es constante
en cada componente conezxa de (.

Demostracién: Si f tiene derivada idénticamente nula, entonces f es una primitiva de la
funcién constante igual a cero. Aplicando la regla de Barrow a cualquier curva v : z = z(t), t €
[a, b], que una un punto z; con un punto 29 en {2 resulta:

b
f(zz)—f(zl):/Odz:/ 0 (1) dt =0

Fijando z1, se deduce que f(z) es constante igual a f(z1) para todo punto z que pueda ser unido
con z; por alguna curva en §2. Es decir f es constante en la componente conexa de ) que contiene
a z1. Eligiendo z; en otra componente conexa de €2, y repitiendo el razonamiento, se deduce que
F' es constante en cada una de las componentes conexas de 2. [

Ejemplo 3.1.8. 1. Sea m un ntimero natural m > 0. La funcién (z —a)™"! /(m+ 1) es holomorfa
en C y su derivada es (z — a)™. Luego, para toda curva cerrada :

/v(z—a)mdz:o

2. Sea m un ntimero entero negativo m # —1. La funcién (z —a)™ %! /(m + 1) es holomorfa en
C\ {a} y su derivada es (z — a)™. Luego, para toda curva cerrada - que no pase por a:

/v(z—a)mdz:o

Ejemplo 3.1.9. La funcién 1/(z — a) es continua ( e incluso holomorfa y C*°) en Q = C\ {a}.
Sin embargo su integral a lo largo de la circunferencia C, C € es 2mwi # 0. Luego, usando el
contrarreciproco de la Regla de Barrow, se deduce que no existe primitiva de 1/(z — a) en €.

A pesar de ello, sabemos del teorema 2.1.13 que en el conjunto simplemente conexo 2 =
C\{z€C:2-a=x€R, x>0} lafuncién Log| 2 (2 — a) es holomorfa y tiene como derivada
1/(z — a). Entonces Log|g o) (z — a) es una primitiva de 1/(z —a) en (.

Andlogamente sabemos del teorema 2.1.13 que en el conjunto simplemente conexo Qs = C\{z €
C:z—a=r€R, z <0} lafuncién Log_y (2 —a) es holomorfa y tiene como derivada 1/(z —a).
Entonces Log(_r (2 — a) es primitiva de 1/(z — a) en .

También obtuvimos en el teorema 2.1.13 lo siguiente: Fijado 0y € R, sea S3 = {z € C : fy €
arg(z —a)} la semirrecta con extremo en a y que forma dngulo y con el semieje real positivo. Sea
Q3 = C\ S3 el conjunto abierto y simplemente conexo que se obtiene retirando del plano complejo
la semirrecta S3. Entonces la funcién Logyg, g,+2r) (2 —a) es holomorfa en Q3 y tiene como derivada
1/(z —a) . Por lo tanto Logjg, g,+2r)(? — a) es primitiva de 1/(z — a) en Q3.
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Teorema 3.1.10. Teorema fundamental del célculo.
Sea f es continua en ().
a) Si existe alguna funcion F definida en Q que cumple para toda componente conexa R de 2

F(z1) — F(z) = / f(2)dz

para algun punto zg € R, para todo z1 € R y para toda curva v C ) que una zg con z1, entonces
F es una primitiva de f en Q (es decir F € H(Q) y F' = f).
b) Si f7 f(2)dz =0 para toda curva cerrada contenida en 2 entonces existe primitiva de f en

Q

Demostracion:

Parte a): Probemos que F’(21) existe y es igual a f(z1).

Elijamos un disco D de centro z; y radio positivo, contenido en 2. Tomemos zo € D, z9 # 21.
Elijjamos una curva v cualquiera que una zp con z1. Tomemos el segmento S : z(t) = z1 + t(z2 —
z1), t € [0,1] que une z; con z3. La curva v + S une zp con ze. Entonces:

1
F(z) — F(z1) = 'y+Sf(Z)dZ_[yf(Z)dZ:/Sf(Z)dZ:/O [f(z1 4+ t(ze — 21))](22 — 21) dz

Dividiendo entre z9 — z1 se deduce:

F(z) = F(z1)

29 — 21

- / (21 + 12 — 21))] dz

Tomando limite cuando z2 — z; el integrando en la igualdad anterior tiende a f(z1) uniformemente
con t € [0,1] (porque f es continua en el segmento compacto S, por lo tanto es uniformemente
continua en ). Entonces, existe el limite y es

F(z) — F(z1)
zZ9 — 21

1
lim 29 — 21 :h'mz2—>z1/ [f(z1 +t(z2 — 21))] dz = f(21)
0
Por definicién de derivada, ese limite es F'(21) = f(21) como querfamos demostrar.
Parte b): Construiremos una funcién F' en cada componente conexa de ). Llamemos R a
una componente conexa cualquiera de 2. Elijjamos zyp € R y dejémoslo fijo. Tomemos z; € R
cualquiera. Definamos la funcién

Far) = / f(2)dz

donde 7 es cualquier curva C! a trozos contenida en € que une zy con zi.

La funcién F estd bien definida, es decir no depende de la curva ~ elegida. En efecto, si
tomamos dos curvas 71 y 72 contenidas en {2 que unan el punto zy con z1, la curva cerrada vy, — s
cumple por hipétesis que

/M F(2)dz — /Y f(z)dz = /ﬂ_wf(z) dz =0

. Luego la integral de f a lo largo de 1 y de 72, vale lo mismo.
La funcién F' asi definida en cada componente conexa de {2 cumple la condicién de la parte
a). Entonces es una primitiva de f. O
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Teorema 3.1.11. Acotacién de integrales.
Sea v C Q un curva cualquiera Ct a trozos, parametrizada con z = z(t), t € [a,b] con longitud
L. Sea f continua en Q, y sea M > méx.c |f(2)]. Se cumple la siguiente desigualdad:

!Lf@MAS/U@NMASML

donde |dz| = |2(t)| dt = /22 + §2dt = ds, siendo s € [0, L] la abscisa curvilinea de la curva
orientada para t creciente.

Demostracién: Probemos primero la segunda desigualdad de la tesis, es decir fv |f(2)|ldz| <
ML.
Siendo |f(z)| £ MVz € v*, resulta:

ﬁv@Wdaﬁwmwsﬂszle<n

Por definicién de longitud L de la curva v se cumple: f7 ds = L, luego sustituyendo en (1) resulta
f7 |f(2)||dz| < ML como queriamos probar.
Ahora probemos la primera desigualdad de la tesis, es decir | f7 f(z)dz] < f7 |f(2)] |dz]|. Sea

I=[ f(z)dz
Primer caso: Si I = 0 entonces la desigualdad que queremos probar es inmediata ya que la
integral de la derecha en ella es no negativa.
Segundo caso: Si I # 0, escribamos I = |I|e? donde 6 es una constante real, argumento de I.
Tomando una parametrizacién z = z(t), t € [a,b] de la curva +, resulta:

b
| = Te=i0 = ¢=i0 / F(2)dz = / =10 () dx = / e=itheta £ (1)) (1) dt

Llamando '
g(t) = e P f(2(1)2(t)

se tiene ) ) )
1| = / o(t) dt = / Re(g(t)) dt +¢/ Im(g(t)) dt
Pero |I| es un ntimero real. Se concluye que f; Im(g(t))dt =0, y entonces:

b
mz/Rmth

Sabiendo que para cualquier complejo u se cumple Re(u) < |u|, obtenemos:

mz/ w</m ) dt = /w”w DI dt

Observando que |e~*| = 1 resulta:

m</u DIE(E)] dt = /f@Wd
Y

que es lo que queriamos demostrar. [
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Ejemplo 3.1.12. Sea v una curva cerrada C' a trozos, que no pasa por el punto a, y tal que da
una vuelta sola en sentido antihorario alrededor de a y que corta en un solo punto b = x1 + a a
la semirrecta 1 ={z € C:2—-a =z € R,z > 0}.

Sea 2 = C\ 1. La funcién 1/(z — a) tiene primitiva en 1, que es Logjy o) (2 — a). Se puede
extraer de la curva v un arco de longitud € > 0 arbitrariamente pequefio para que el arco restante
quede contenido en 2. Usando la acotacién del teorema anterior, y luego haciendo ¢ — 0, se

deduce que
d
/ S 271
v Z—a

siendo 2mi el salto de discontinuidad en la semirrecta S; de la funcién Logg or) (z — a), que es
primitiva de 1/(z — a) en Q.

Por lo tanto si v es una curva cerrada que no pasa por a y que da k vueltas alrededor de a,
(con la convencién de que k es un entero cualquiera, k > 0 significa que el sentido es antihorario,
y que k < 0 es en sentido horario) cortando |k| veces a la semirrecta S , se deduce:

d
/ c = 2kmi
yZ—a

Ejemplo 3.1.13. Andlogamente al ejemplo anterior, usaremos el resultado al final del ejemplo
3.1.9, para probar el siguiente resultado:

Si v es una curva cerrada que no pasa por a y que da k vueltas alrededor de a atravesando a
la semirrecta S3 (con extremo en el punto a) un nimero finito p de veces, de las cuales ki veces
son en sentido antihorario y ko veces en sentido horario, entonces k = k1 — ko.

d
/ i = 2kmi
N Z—a

Para seguir la siguiente construccion, que es valida en general, hagase una figura con una curva
~ que, por ejemplo de dos vueltas alrededor de a y que corte p = 3 veces a la semirrecta Ss, tres
en sentido antihorario y una en sentido horario.

Dado € > 0 partimos 7 en 2(k; + k2) = 2p arcos consecutivos, v = y1 + 72 + 73 + ... + Y2p,
tales que ~y1,73,...,72p—1 no cortan a S3 y los restantes 72,74, ...,72p cortan a S3, en un unico
punto cada uno, y tienen longitudes menores que e.

Por razones de conveniencia llamamos vy = 72,

Denotamos z; al extremo inicial del arco «y; y z;41 al extremo final del arco ; que coincide
con el extremo inicial de arco ;1.

Se aplica la regla de Barrow para calcular f%‘ 1/(z —a)dz para j = 1,3,...(2p — 1), ya que

Probemos que

la funcién Logjg, gy+2r)(z — @) es primitiva de 1/(z —a) en Q3 = C\ S3. Para j = 1,3,...,2p -1
resulta:

lm [ —— =1im [Logjg, go+2m) (241 = @) = Logla, gy-12m) (2 — @)] = A;2mi
Yj
donde \; = +1 si los arcos ;41 y ;-1 atraviesan ambos a la semirrecta S3 en sentido antihorario;
Aj = —1 si lo hacen ambos en sentido horario; y A; = 0 si lo hacen en sentidos opuestos. Esto

es porque zj41 y z; tienden a puntos en la semirrecta S3 por lados distintos cuando \j;1 = £1),
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y por lo tanto el limite de la derecha es igual al salto de tamano +27i de discontinuidad en la
semirrecta S3 de la funcién Logjg, g+2x) (2 — a).

Se observa que » ;13 o, 1 A; aumenta +1 por cada arco y;4+1 que atraviesa a la semirrecta
S3 en sentido antihorario, y disminuye (se le agrega —1) por cada arco vyj41 que atraviesa a la
semirrecta S3 en sentido horario. Luego Zj:l,B,...,Qp—l Aj=ki—ko=k

Por otra parte, para j = 2,4...,2p, usamos el teorema de acotacién de integrales para obtener:

/ dz
N 2= G

J

< Me—0

Sumando todo queda

2p

d d

=Y lm "= omie Y A= (ki —ke)2mi = 2kmi O

z—Q e—0 zZ—a J
v =1 Vi §=1,3,....2p—1

3.2. Convergencia uniforme de series de funciones complejas.

Sea K un conjunto no vacio de complejos. Sea para cada natural n > 0 una funcién compleja
fn definida para todo z € K (no necesariamente continua).

Definicion 3.2.1. Convergencia puntual de series de funciones.
Una serie de funciones Y 7 fn(2) converge puntualmente para todo z € K si, para cada z fijo
en K existe

N
lfm > fu(z) = f(2)
=0

N—+oo
n

Es decir, dado z € Q y dado € > 0, existe Ny (que puede depender de z) tal que

N
N2No = |f(z) =Y fal2)l <e
n=0
Cuando la serie Y fn(z) converge puntualmente para todo z € K a la funcién f(z) se escribe

an(z) = f(z) Vze K
n=0

Definicion 3.2.2. Convergencia absoluta de series de funciones.

Se dice que > 7 fn = f converge absolutamente para todo z € K si la serie de los médulos
>0 o [fn(2)] converge puntualmente para cada z € K fijo.

Al igual que para series de ntimeros reales se demuestra que si la convergencia absoluta implica
la convergencia puntual de la serie dada, sin los médulos, pero el reciproco es falso.

Definicion 3.2.3. Convergencia uniforme de series de funciones. Una serie de funciones
>0 o fu(2) converge uniformemente en K si existe una funcién f(z) definida para z € K tal que

N
lim sup |f(z) = Y fu(2)| =0
n=0

N—+o0 ek
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Es decir, dado € > 0, existe Ny (que es independiente de z) tal que
N
N=Ny = |f(z) =) fal?)| <e VzeK
n=0
Cuando la serie Y fn(z) converge uniformemente en K a la funcién f(z) se escribe

> fa=f(CU enK)
n=0

Nota: Si una serie de funciones converge uniformemente en K a f(z), entonces converge
puntualmente a f(z) para todo z € K. El reciproco es falso.

Ejemplo 3.2.4. La serie geométrica de razén z definida como y 2 ; 2" 1

a 1/(1 — z) para todo z tal que |z| < 1. Es decir

converge puntualmente

1
= - Yz € D;(0)

—Z

Sin embargo la serie )7 2" no converge uniformemente en D1 (0).

Demostracién: Para ver que > ° ;2" converge puntualmente para todo z € D;(0) calcule-
mos explicitamente su reducida N-ésima:

N
doam=1+4z+2 48420 42N
n=0
N
z'Zz":z+z2+z3—|—...+zN—|—zN+1
n=0

Restando ambas igualdades: (1 — 2) Zi:/:o 2" =1—2zN*1 De donde, si z # 1:

N
1 — N+
S g
n=0 —F
El limite de la reducida N-ésima cuando N — +00 no existe si |z| > 1 pues en ese caso 2V — oc.

El limite de la reducida N-ésima cuando N — o0 existe y es 1/(1 — 2) si |z| < 1 pues en ese
caso zNVt!

Por lo tanto la serie geométrica Y 7 ;2™ converge puntualmente a la funcién 1/(1 — z) para
todo z € D1(0).

La convergencia no es uniforme en D;(0) pues:

— 0.

1 L 11—V
SUPzeD1(0) 1-. Z%Z = SUP:eD;(0) 11—, 11—
n=
LN+ 2N+
= SUPzeDy(0) [T 5| T SupZGDl(O)W = +00

pues cuando z € Dj(z) se acerca a 1, el denominador tiende a cero. [J

Por convencién z° = 1 para todo z, aiin abusando de la notacién, cuando z = 0.
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Teorema 3.2.5. Criterio de la mayorante de Weierstrass. Si |f,(z)| < A,, independiente
de z, para todo z € K y si Y .,” o Ay, converge, entonces

o0
Z fn(z) converge uniformemente y absolutamente en K
n=0

Demostracion:

Consideremos, para cada z fijo en K la sucesién de reducidas N- ésimas Fy(z) = ZTJLO fn(2).
Probemos que para cada z fijo en Kesta sucesion es de Cauchy.

Acotemos la diferencia Fj;(z) — Fn(z) para todo M > N > 0, usando la mayorante A,

M M M M N
Fu(z) = Fn@) =1 Y L@ D 1hEIS Y A=Y A=) A,
n=N+1 n=N+1 n=N-+1 n=0 n=0

Como A, es real no negativo y M > N, el ultimo término de la desigualdad de arriba es no
negativo, y deducimos:

M N
|Far(2) = Fn(2)| <D An =Y An| V2 €K, VM>N>0 (1)
n=0 n=0

La serie > 2, Ay es convergente de términos reales; entonces la sucesién de sus reducidas es
una sucesién de Cauchy. Se deduce que para todo €* > 0 existe Ny (independiente de z € K, pues
los términos A,, son independientes de z) tal que

M N
M>N>Ny = |Y A=) Anf<e
n=0 n=0

Sustituyendo en (1), se deduce:
M>N>Ny = |Fu(z) - Fy(z)| <€ Vz e K,  (2)

Entonces la sucesién Fy(z) es una sucesién de Cauchy. De (2) se deduce que las partes reales e
imaginarias de Fjy(z) son también sucesiones de Cauchy en la recta real, porque para todo complejo
u (y en particular para u = Fy(z) — Far(2) de (2)) se cumple |Re(u)| < |ul, [Im(u)| < |ul.

Como la recta real es completa, toda sucesiéon de reales que sea una sucesion de Cauchy es
convergente a algin valor real. Entonces existen

u(z) = NEIEOO Re(Fn(2)), v(z) = NETM Im(Fn(z))

Denotando f(z) = u(z) + iv(z), se cumple

Jim FyG) = f(z) VzeK  (3)

La igualdad (3) significa que la serie ) fn(2) converge puntualmente para todo z € K a la
funcién f(z).
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Hemos probado que:

[e.e] oo
|fa(2)] < Ap, Z A, convergente = Z fn(2) converge puntualmente para todo z € K (4)

n=0 n=0

Ahora veamos que la convergencia es también uniforme.
En la desigualdad (2) elijamos un N > Ny y dejémoslo fijo. Para cada z € K fijo, llamemos
a = Fn(z). Entonces (2) se transforma en:

M>N = |Fy(z)—al <€

Haciendo M — 400, con N fijo, se deduce: |f(z) —a| < €*, 0 lo que es lo mismo: | f(z)—Fn(z)] < e.
Como esta desigualdad es valida para cualquier N > Ny y para cualquier z € K deducimos que:

Ve* > 0 existe Ny (independiente de z) tal que

N >Ny = |f(z) —Fn(2)| <€ <e Vze K

(Dado € > 0, elegimos €* = ¢/2).

La afirmacién anterior es por definicién la convergencia uniforme a la funcién f(z) de la serie
>0 o fu(2) en el conjunto K.

Hemos terminado la prueba de la convergencia uniforme en K.

Sélo resta demostrar que la serie > 7 fn(2) converge absolutamente para todo z € K. Con-
sideremos la serie de los médulos > > ;| f(2)| La afirmacién (4) es aplicable a la funcién | f,,(z)| en

lugar de f,,(z), luego la serie de los médulos converge puntualmente, como queriamos demostrar.
O

Ejemplo 3.2.6. La serie geométrica Y.~ ;2" converge uniformemente en cualquier conjunto
compacto K contenido en D;(0).

Prueba: Sea r = méx,cx |z|. Si K C D1(0) es compacto entonces r < 1. (Se observa que
si K no fuera compacto ese maximo r no tendria por qué existir; habria supremo pero, si no se
alcanza, el supremo podria ser 1).

iene 2" = [z|* < r™ = in ndien n, par z ) ri * A

Se tiene |z" n<lpn A, independiente de n, para todo z € K. La serie )~ A,
es geométrica de razon real no negativa r < 1. Entonces es convergente. Por el criterio de la
mayorante de Weierstrass, la serie geométrica y > ;2" converge uniformemente en K. [J

Teorema 3.2.7. Convergencia uniforme y continuidad. Si para todo n > 0 la funcion f, es
continua en K, y siy > fn=f (C.U. en K), entonces f es continua en K.

Demostracién: Llamemos Fiy(z) a la reducida N-ésima de la serie, es decir

N
Fy(x) =3 ful2)
n=0
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Como la reducida es la suma de una cantidad finita de funciones f, que son continuas, Fy(z) es
continua.
Por definicién de convergencia uniforme, para todo € > 0 existe Ny (independiente de z € K)
tal que
N> Ny = |f(z) — Fn(2)| <¢€¢/3 Vze K (1)

Elijamos un N > Ny y dejémoslo fijo. Por la continuidad de Fy respecto de z, fijado zg € K,
dedo € > 0 (el mismo € que antes) existe 6 > 0 tal que

z€ K, |[z—2]<d = |Fn(2) — Fn(20)| < €/3 (2)

Escribamos el incremento de f(z) haciendo aparecer el incremento de Fl, apliquemos la
propiedad triangular del médulo de complejos, y luego usemos las desigualdades (1) y (2):

|f(z) = f(z0)| = | f(2) = Fn(2) + Fn(2) — Fn(20) + Fn(20) — f(20)] <
< |f(2) = Fn(2)| + |Fn(2) — Fn(20)| + [Fn(20) — f(20)] <€/3+€/3+€¢/3 =€
Vz e K tal que |z — 20| < ¢

Por definicién de continuidad hemos probado que f es continua en zg. Como zy puede ser
cualquier punto de K entonces f es continua en K. [J

Teorema 3.2.8. Convergencia uniforme e integracién. Si para todo n > 0 la funcion f, es
continua en K, y si Zf{’:o fn converge uniformemente en K, entonces

A(;fn(z)> dz:g <A £02) dz)

para cualquier curva C' a trozos contenida en K.

Demostracién: Llamemos f(z) = > . ° fn(z) para cada z € K. Por el teorema de con-
vergencia uniforme y continuidad la funcién f es continua en K. Por lo tanto estd definida la

integral
I:/f(z) dz
gl

El objetivo consiste en probar que

1:]&@&%</an(z)dz) ? (1)

(El signo de interrogacién se agregd para recordar que aun no estd probada la igualdad).
Llamemos Fy(z) a la reducida N-ésima de la serie, es decir:

N
Fn(z) =Y ful2)
n=0

Como la reducida es la suma de una cantidad finita de funciones f,, y la integral de la suma (de
una cantidad finita de sumandos) es la suma de las integrales, se deduce:



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 8 Mayo 2006. 41

N N
,;(Lf”(z) dz) :A (;%fn(Z)) dz:/yFN(Z) (2)

Como la convergencia es uniforme en K, para todo €* > 0 existe Ny, independiente de z tal
que

N >Ny = sup |f(z) = Fn(2)] <€
zeK

g/yf(z)szN(z)||dz| < L<e
v

/ (F(z)dz — Fy(2)) dz
Y

donde L es la longitud de la curva v, y € > 0 se elige menor que ¢/L, dado € > 0.
Deducimos entonces que

I= lim Fn(2)dz
N—+o00 y

y entonces, usando (2), se prueba (1) como queriamos. [J

Ejemplo 3.2.9. Para cualquier curva v C Dy(1) que una el origen con el punto z; se tiene, debido
a la compacidad de ~:

Llizdz=L<iz”> dZZi(LZ"dZ)Zi;ﬁll

n=0 n=0 n=0

Por otra parte —Logjg o) (2 — 1) es primitiva de 1/(1 — z) para todo z complejo tal que (z — 1)
no sea real > 0. Entonces es primitiva en D1(0). Aplicando la regla de Barrow a la integral del
primer miembro de la igualdad anterior, se concluye que el desarrollo en serie de potencias de z
de Logjp ar)(z — 1) es:

[e.9]

. 27
Logp ar) (21 — 1) = im — Z ;1 Yz € Di(0)
n=1
Andlogamente, sustituyendo z por —z se tiene:
1 o) 00 00 (_1)712?_’_1
[y :l—l—;:dz:/y (Z(_Z)n> dz = Z (/(—Z)"dz) = Zni—i—l
n=0 n=0 v n=0

Por otro lado Log(_y r(z + 1) es primitiva de 1/(1 + z) para todo z complejo tal que (1 + z)
no sea real < 0. Entonces es primitiva en Dj(0). Aplicando la regla de Barrow a la integral al
primer miembro de la igualdad anterior, se concluye que el desarrollo en serie de potencias de z
de Log(pix(z+ 1) es:

=, (1l
LOg(_mﬂ](Zl + 1) = Z T Vz € Dl(O)
n=1
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SEGUNDA PARTE.
FUNCIONES ANALITICAS Y TEORIA DE CAUCHY.

Resumen

Se prueba que toda funcién holomorfa es analitica, y reciprocamente. Se desarrolla la teoria
de Cauchy-Goursat local en un rectangulo. Se demuestran el teorema de Cauchy global, y la
férmula integral de Cauchy global para la funcién y para su derivada n-ésima. Se demuestra el
principio del médulo méaximo y otros teoremas que son consecuencias de la Teoria de Cauchy.
Se incluyen aplicaciones al calculo de integrales impropias en variable real.

4. Sintesis de la primera parte.

Se suponen conocidos las siguiente notaciones y conceptos, expuestos en la seccién 1.1:

El plano complejo C. Conceptos de conjunto abierto, cerrado, acotado y compacto en C.

2 indica un conjunto abierto. Dpg(zg) es el disco abierto de centro zy y radio R, 53(20) es el
disco cerrado.

Conceptos de conjunto abierto conexo (regién), y de componentes conexas.

Las curvas en v son siempre C! a trozos.

Conceptos de curvas homotoépicas en €2, y de curvas cerradas homotoépicas en {2 a un punto.

Concepto de abierto €2 simplemente conexo.

Concepto de suma de curvas, y de curva opuesta.

Conceptos de limite y continuidad de funciones complejas de variable compleja. Concepto de
funciones complejas de clase C” y de clase C'*°.

La funcién exponencial compleja. El argumento de un complejo como conjunto.

Teorema de Green para la integracién de campos de clase C! en el plano, y sus corolarios.

4.1. Derivacion y funciones holomorfas.

Los detalles asi como las demostraciones de los teoremas y proposiciones de esta subseccién
pueden encontrarse en la seccién 2.
Sea ) abierto contenido en C, f:Q+— C, 2z € Q.

Definicion 4.1.1. Funcién derivable en un punto y funcién holomorfa.
f(2) es derivable en zy si existe el limite siguiente, llamado derivada de f en zy:

i £ = f(a0)

!
= f'(z
J f'(20)
f es holomorfa en €1 si es derivable en zy para todo zy € €.

Notacién: Se denota H(2) al conjunto de todas las funciones holomorfas en €.

Teorema 4.1.2. Toda funcion holomorfa es continua.
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4.1.3. Ejemplos de funciones holomorfas y algunas propiedades.

a) Si f(z) = k constante en €2, entonces f'(z) =0, Vz € Q.

b) Para todo n natural n > 1, vale (") = nz""!, Vz € C.

¢) Para todo n natural n > 1, vale (27 ") = —nz~ "', Vze C \ {a}.

d) La suma, el producto y la composicién de funciones holomorfas son holomorfas. Valen las
mismas reglas de derivacion para la suma, el producto y la composicién, que para funciones de
variable real (en particular la regla de la cadena para derivar la composicién de funciones).

e) Los polinomios son funciones holomorfas en C.

f) El cociente de funciones holomorfas en €2 es una funcién holomorfa en 2 si no se anula el
denominador en €.

g) €* es una funcién holomorfa en C y (e*)’ = e* para todo complejo z.

Teorema 4.1.4. Ecuaciones de Cauchy-Riemann
f es holomorfa en Q si y solo si u y v son diferenciables en todo punto de € y cumplen las
ecuaciones de Cauchy- Riemann siguientes:

Uy = Vy, Uy = Vg, V2z€l)
Teorema 4.1.5. Expresion de la derivada. Si f es holomorfa en £ entonces
=y —iuy = vy +ivg, f = fo=—ify
donde fr = Uz +1ivz Y fy = uy + ivy.

Corolario 4.1.6. Si f € H(Q)) tiene mddulo constante en el abierto conexo ) entonces es con-
stante en ).

4.2. Integracion compleja.

Las demostraciones de los teoremas y proposiciones de esta subseccién se encuentran en la
seccién 3.1.

Deﬁnici()n 4.2.1. Dada una funcién f : Q +— C continua, y una curva C' a trozos v : z =
z(t), t € [a,b], se define la integral de f a lo largo de 7 como:

b
/f dz—/ Iz t)dt:/ Re[f(z(t))z(t)]dt+i/ Im[F(=(1))2()] dt

Ejemplo 4.2.2. Si C, es la circunferencia de centro en el punto a y radio r > 0, recorrida una
sola vez en sentido antihorario, entonces:
dz .
/ = 27
Cr z—Q

Proposiciéon 4.2.3. Propiedades de la integral compleja.

1. f7 f(2)dz es independiente de la parametrizacién C' a trozos que se elija, con tal que se
preserve la misma orientacion de la curva.

2. [ f(z)dz=—[ f(z)dz

3. [y f(R)dz= [ f(2)dz+ [, f(z)dz

4. [ kf(z)dz =k [, f(z)dz si k es una constante compleja independiente de = para 2 € 1.

5. [(f(2) +9(2))dz = [ f(z)dz+ [, g(z)dz
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Definicion 4.2.4. Dada una funcién f : 2 +— C se llama primitiva de f en (2, si existe alguna, a
cualquier funcién holomorfa F' € H(R) tal que F'(z) = f(z) Vz € Q.

Teorema 4.2.5. Regla de Barrow.
Si f es continua y si existe F' primitiva de f en ), entonces:

/ F(2)dz = F(z) — F(21)
Y

para toda curva v C £ con extremo inicial z1 y extremo final zs.
En particular f7 f(2)dz =0 para toda curva cerrada v C Q.

Ejemplo 4.2.6. 1. Sea m un ntimero entero, m # —1. La funcién (z —a)™*!/(m+1) es primitiva
de (z —a)™ en C\ {a}. Luego, para toda curva cerrada 7 que no pase por a:

[y(z—a)mdz:o sim# 1

En particular si m > 0 entonces vale para toda curva cerrada aunque pase por a.

Ejemplo 4.2.7. La funcién 1/(z — a) es continua en 2 = C\ {a}. Sin embargo su integral a lo
largo de la circunferencia C, C 2 es 2w # 0. Luego, usando el contrarreciproco de la Regla de
Barrow, se deduce que no existe primitiva de 1/(z —a) en .

Corolario 4.2.8. Corolario de la Regla de Barrow. Si f € H(Q) cumple f'(z) =0 Vz € Q
entonces f es constante en cada componente conexa de €.

Teorema 4.2.9. Teorema fundamental del calculo.
Sea f es continua en €.
a) Si existe alguna funcion F definida en Q que cumple para toda componente conexa R de

F(zl)F(zo):/f(z)dz
g

para algun punto zg € R, para todo z1 € R y para toda curva v C ) que una zy con z1, entonces
F es una primitiva de f en Q (es decir F € H(Q) y F' = f).

b) Si f7 f(2)dz =0 para toda curva cerrada contenida en 2 entonces existe primitiva de f en
Q.

Teorema 4.2.10. Acotacién de integrales.
Sea v C Q un curva cualquiera C' a trozos, con longitud L, y parametrizada con z = z(t), t €
la,b]. Sea f continua en Q, y sea M > max.c, |f(2)|. Se cumple la siguiente desigualdad:

\/f(Z) dz| S/If(z)Hdz\ < ML

donde |dz| = |2(t)|dt = \/2% +y>dt = ds, siendo s € [0, L] la abscisa curvilinea de la curva 7y

orientada para t creciente.
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4.3. Convergencia uniforme de series de funciones complejas.

Los detalles asi como las demostraciones de los teoremas y proposiciones de esta subseccion se
encuentran en la seccion 3.2.

Sea K un conjunto no vacio de complejos. Sea para cada natural n > 0 una funcién compleja
frn definida para todo z € K (no necesariamente continua).

Se denota con

Y falz)=f(z) VzeK
n=0

a la serie que converge a la funcién f(z) puntualmente en K, es decir, para cada z fijo en K. (Ver
definicién de convergencia puntual en 3.2.1.)
Se denota con

Y fo=f(CU en K)
n=0

a la serie que converge uniformemente en el conjunto K a la funcién f(z). (Ver definicién de
convergencia uniforme en 3.2.3.)
Se denota con

an:f(C’.A. VzeK)
n=0

a la serie que converge absolutamente en el conjunto K a la funcién f(z). Es decir, la serie de los
médulos > >° | fn(2)| converge puntualmente para cada z € K fijo. Luego, la serie dada, sin los
modulos, converge también puntualmente a cierta funcién f(z).

Nota: Si una serie de funciones converge uniformemente en K a f, entonces converge pun-
tualmente a f(z) para todo z € K fijo. El reciproco es falso.

Ejemplo 4.3.1. La serie geométrica de razén z definida como ) 2" 2

a 1/(1 — z) para todo z tal que |z| < 1. Es decir

converge puntualmente

= 1

E A Vz € D1(0)
1—=2

n=0

Sin embargo la serie Y 7 ;2" no converge uniformemente en D1 (0).

Teorema 4.3.2. Criterio de la mayorante de Weierstrass. Si |f,(z)| < A,,, independiente
de z, para todo z € K y si Y .~y A, converge, entonces

o0
Z fn(2) converge uniformemente y absolutamente en K
n=0

Ejemplo 4.3.3. La serie geométrica > ° ;2" = 1/(1 — z) converge uniformemente en cualquier
conjunto compacto K contenido en Dj(0).

Teorema 4.3.4. Convergencia uniforme y continuidad. Si para todo n > 0 la funcion f, es
continua en K, y siy > fn=f (C.U. en K), entonces f es continua en K.

2Por convencién z° = 1 para todo z, ain abusando de la notacién, cuando z = 0.
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Teorema 4.3.5. Convergencia uniforme e integracion. Si para todo n > 0 la funcion f, es
continua en K, y si y > fn converge uniformemente en K, entonces

A(?ﬁfn@) dzznio (/V £(2) dz)

para cualquier curva C' a trozos contenida en K.
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5. Funciones analiticas y teoria del indice.

5.1. Definicion y derivabilidad infinita de las funciones analiticas.

Sea ) un abierto no vacio del plano complejo.

Definicién 5.1.1. f: Q — C se dice analitica en el punto zy € Q si existe un disco Dg(zp), con
R > 0 tal que:

Para todo z € Dr(z0) N :  f(z) = Zan(z —20)"
n=0

3 donde la serie de la derecha es convergente puntualmente para todo z fijo en Dg(zp).
La serie Y 2 yan(z — 20)™ Vz € Dg(20) se llama desarrollo en serie de potencias centrado
en 2 de la funcién f(z).

Definicion 5.1.2. f: Q — C se dice analitica en ) si es analitica en zg para todo zg € Q.

Nota 5.1.3. En 6.3.5 probaremos que si f es analitica en zg € ) entonces también es analitica
en todo los puntos del disco Dr(zp) de la definicién 5.1.1.

Nota 5.1.4. De las definiciones anteriores, y de las propiedades de que la suma de series con-

vergentes es la serie convergente de la sumas, y el producto de una serie convergente por una

constante k es la serie convergente del producto de cada término por k, se deduce lo siguiente:
Si f y g son analiticas en  entonces f + g y kf también lo son.

Nota 5.1.5. En 8.2.5 probaremos lo siguiente:

Si f es analitica en 2o y si Dgr(20) es un disco como en la definicién 5.1.1, entonces:

a) Si Dg(zp) no estd contenido en €, entonces se puede extender f analiticamente a € =
QU Dpg(zp) como la suma de la serie Y 2 an(z — 20)" Vz € Dg(z0).

b) Si Dg(z0) estd contenido en el radio R puede elegirse por lo menos igual a la distancia
de zg al complemento de 2.

Teorema 5.1.6. Derivabilidad infinita de las funciones analiticas.

Convergencia uniforme y absoluta en compactos de las series de potencias.

Relacion entre coeficientes del desarrollo y derivadas de la funcién.

Sea f analitica en zg.

Denotamos >_°0 jan(z — 20)" = f(2) Vz € Dg(2) donde R >0 *

Se cumple:

a) f € H(Dr(20)), [ es analitica en zo, y f'(2) = > ooy nan(z — 20)""1 V2 € Dg(z0).

b) Ezisten en Dg(z) derivadas f*)(z) (respecto de z) de orden k, para todo natural k > 1.
Es decir, para todo k > 0, la derivada k-ésima f(k) es holomorfa en Dr(zp).

c) [ es C*® en Dg(z).

3Por convencién z° = 1 para todo z, atin abusando de la notacién, cuando z = 0.

“La notacién 3°°° jan(z — 20)" = f(z) Vz € Dg(z0) resume dos afirmaciones. La primera es que la serie de
potencias converge para todo z € Dg(z0), aunque z no esté contenido en el conjunto © donde la funcién dada f
estaba definida.

La segunda es que a la suma de la serie de potencias se la llama f(z) para todo z € Dg(20), aunque z no
esté contenido en 2, y coincide con el valor de la funcién dada si z € Dr(z0) N Q.
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d) Se verifica la siguiente relacion entre los coeficientes del desarrollo en serie de f centrado
en zg € Q y la derivada n- ésima de f en zy:

F()

n!

ao = f(20), a1 :f/(ZO), Ay = Vn >0
e) Para todo conjunto compacto K tal que K C Dpg(z0) la serie ZZOZO an(z — 20)" = f(2)
converge uniformemente y absolutamente en K.

Demostracion:

Prueba de e): Sea a = méx,cx |z — 2o|. Siendo K compacto este maximo existe, se alcanza
en algtin(os) punto(s) que llamo z; € K C Dg(zp). Entonces 0 < a = |21 — 29| < R. Elijamos un
nimero real r tal que 0 < a < r < R. Se tiene

0§g<1, O0<r<R (1)
T

Por hipétesis la serie f(z) = > 02 jan(z — 20)" converge para todo z € Dpg(zp), en particular
converge para z = r + 0i, es decir > ; a,r" converge. Luego lim, .. a,r" = 0, de donde, para
alguna constante k se cumple

0<laplr" <k VYn=>0, (2)

Acotemos ahora el término general de la serie de potencias centrada en zg para todo z € K:

T

lan(z — 20)"| = |an|r™ <|(Z_ZO)|> <k (g)n = A, independiente den Vze K
T

Ademss la serie

o0
E A, es convergente
n=0

porque es una serie geométrica de razén a/r y por (1) esta razén es no negativa y menor que 1.

Aplicando ahora el criterio de la mayorante de Weierstrass, se deduce que la serie de potencias
Yoo an(z — z0)™ converge uniformemente y absolutamente en K, y queda demostrada la parte
e).

Nota: Observamos ademas que aplicando el teorema de convergencia uniforme y continuidad,
f es continua en K para todo compacto K C Dg(zp), en particular para K = {z} siendo z €
Dpg(20). Se deduce que f es continua en Dg(z).

Prueba de a): Consideremos la serie formal (no sabemos atn si es convergente) que tiene
como término general la derivada de a,(z — z0)". Es decir:

o
Z nan(z — 29)" !
n=1

Afirmacién i). Para todo conjunto compacto K C Dpg(zp) la serie formal de las derivadas
converge uniformemente en K.
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Prueba de la afirmacién i): Usamos la misma notacién que en la demostracién de la parte e),
hasta la igualdad (2) incluida. Acotemos el término general de la serie formal de las derivadas:

T T T T

_ ap|r™ —z20)\"" n fa\"— : .
noty _lanlr™ (2 =20 \"T _k n-l
|nan(z —20)" " | =n < — (—) = B,, independiente den Vze K

Ademaés la serie

[e.e]
E B, es convergente

porque lim, o Bpt1/Bp = limy,oo((n + 1)/n) - (a/7) = a/r < 1y por (1) este cociente es no
negativo y menor que 1.

Aplicando ahora el criterio de la mayorante de Weierstrass, se deduce que la serie de potencias
>0 o nan(z — 20)" ! converge uniformemente en K y queda demostrada la afirmacién i).

De la afirmacién i), se deduce que Y o, na,(z — 29)" ! converge puntualmente para todo
z € Dg(29), porque para cada z fijo en Dg(zg) el conjunto {z} es compacto contenido en Dg(z).
Llamemos g(z) a la suma de la serie de las derivadas. Es decir:

o0

YV z € Dg(20), Znan z—20)" ! = Z(n+1)an+1(z—zo)”
n=0

Por definicién de analiticidad en un punto, la afirmacién anterior dice que
g es analiticaen z9, ¢(z0) =a1 (3)

Afirmacion ii) f es derivable y f'(z) = g(z) para todo z € Dg(zp).

Prueba de la afirmacién ii):

Consideremos un punto cualquiera z; € Dr(zp) y una curva cualquiera contenida en Dg(2)
y que una zg con z1. Por el teorema de convergencia uniforme e integracién se obtiene:

Z/nanz—zo)" 1dz-/2nanz—zo)” Ldz

Observamos que la integral a la izquierda se puede calcular explicitamente aplicando la regla de
Barrow porque (z — 29)" ! tiene primitiva en C que es (z — 29)"/n. Por otro lado la serie a la
derecha es convergente a g(z). Se deduce:

an(z1 — 20)" = (z)dz
nz::l 1720 /9

v

Por hipétesis la suma de la izquierda es f(z1) — ag = f(z1) — f(20). Concluimos que
£r) = 1e0) = [ 9(a) d:
gl

para todo punto z; € Dg(z0) y para toda curva v C Dpr(zp) que una zp con zj. Por el teorema
fundamental del calculo (parte a) del teorema 4.2.9 usando Dg(zp) en el lugar de ), se deduce
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que f es un primitiva de g en Dg(zg) Es decir, existe f'(z) y f/(z) = g(2) para todo z € Dg(2p).
Queda probada la afirmacién ii).

De la afirmacién ii) y de (3) deducimos que f es derivable en Dg(zp), y que su derivada f' =g
es analitica en zp. Queda probada la parte a).
Observamos que ademas hemos demostrado lo siguiente:

f(z)= Zan(z —2)" Vz€ Dg(z) = f(z Znan (z—20)"' Vz € Dr(z1) (4)
n=0 n=1

Parte b) Por induccién completa: si f(*~1) es holomorfa en Dgr(zp) y f*) es analitica en
2o entonces, por lo demostrado en la parte a), aplicado a f (%) en vez de a f se deduce que f (k)
es holomorfa en Dg(zp) y f**Y es analitica en zy. Por lo tanto para todo n > 0 la derivada n-
ésima de f es analitica en zg y holomorfa en Dg(zp). Queda probada la parte b).

Parte c¢) La derivada primera f’ tiene partes real e imaginaria que son las derivadas parciales
de u y v respecto de x e y (Las cuatro derivadas parciales aparecen ya sean como parte real o
imaginaria de f’. ) Por la parte b) f’ es holomorfa, luego es continua, de donde sus partes real e
imaginaria son continuas; luego las derivadas parciales de u y v son continuas, y por definicién f
es C'. El mismo razonamiento puede aplicarse partiendo de la derivada k — 1-ésima de f en vez
de f, para deducir que las derivadas parciales k- ésimas de u y v son continuas para cualquier
k > 1. Entonces por definiciéon f es C*°.

Parte d) De (4) se deduce que f(29) =ag y f'(20) = a1. Ademads se deduce, aplicando (4) a
f'en vez de a f, que

o0

Vz € Dg(20), Z (n — D)an(z — 29)" 2

Luego f”(z9) = 2as. Por induccién completa se obtiene para todo k > 1:

[e.o]

¥z € Dr(z0), fP(2) =) (nﬁ'k‘)' an(z = 20)"F (5)

n=k

En efecto, basta suponer que la igualdad anterior es cierta para algiin valor de k£ y demostrarla
para el siguiente k 4 1 usando la afirmacién (4) aplicada a f*) en vez de a f.
Sustituyendo en (5) z = zp se obtiene f)(2y) = k! ax, y queda probada la parte d). [

Nota 5.1.7. Radio de convergencia y férmula de la raiz n-ésima.

Usando el criterio de la raiz para la convergencia de series de términos positivos, aplicado la
serie > 0% an ||z — 20", se deduce que esta converge para |z —zp| = r sir < 1/(limsup,,_,o, ¥/|an|)
y no converge si r > 1/(limsup,,_. ¥/]an|).

Se deduce que el maximo R tal que la serie > 7 jan(z — 29)" converge absolutamente para
todo z € Dp(z) es R = 1/(limsup,,_... /]an]).

Por la parte e) del teorema 5.1.6 la serie ) > jan(z — 20)" converge para cierto z € Dg(2) si
y solo si converge absolutamente para ese z € Dr(zp). Luego, obtenemos el siguiente resultado:
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El méximo R tal que la serie de potencias

oo
Z an(z — zp)" converge Yz € Dg(20)
n=0

es

R = 1/(limsup {/|an]|)

n—oo

Este R se llama radio de convergencia de la serie de potencias, y al disco abierto Dg(zp) se lo
denomina disco de convergencia de la serie de potencias.
(Por convencidn, si limsup,,_,., /|an| = 0 se dice que R = 400 y Dg(z9) = C).

5.2. Principio de prolongacion analitica.

Teorema 5.2.1. Sea f analitica en €2, donde € es abierto conexo. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

a) f(z) =0 Vze.

b) Para algin zy € Q, se cumple f*)(2) =0 Vk > 0.

c) Eziste una sucesion de puntos z, € Q que converge z, — zy € €, tal que para todo
n>1, zn# 20y f(zn) =0.

Nota: La afirmacién c¢) se expresa también diciendo que: FEziste un punto de acumulacion
zo € Q) del conjunto donde se anula f.

Demostracién: Probaremos que a) = b) =c¢) = a).

Prueba de a) = b) Basta tomar cualquier punto zy ya que si la funcién es idénticamente
nula, todas sus derivadas son idénticamente nulas.

Prueba de b) = c¢) Sea el desarrollo en serie de potencias de f centrado en zg en el disco
Dpr(zp) con R > 0 donde la serie es convergente:

f(z) =Y aj(z—2) VzeDgp(z) (1)
=0

Por el teorema 5.1.6 a; = fU)(z)/j! . Luego, por hipétesis (afirmacién b) a; = 0 Vj > 0y
obtenemos de (1) que

f(Z) =0Vze DR(Z())

Tomando cualquier sucesién z,, — 2 con z, # zp en Dg(2g), por ejemplo z, = 2o+ R/(2n) Vn >
1, se verifica f(z,) =0 Vn > 1, ya que z, € Dg(29). Entonces se verifica la afirmacién c¢) como
queriamos probar.

Prueba de ¢c) = a) Sea Z el conjunto de los puntos donde se anula f.

Sea F el conjunto de los puntos de acumulacién de Z en €2, es decir F es el conjunto de todos
los puntos zp € €2 tales que existe una sucesiéon que cumple z, — 20, zn # 20, f(zn) =0.

Si zg € E entonces f(zg) = lim f(z,) = 0, porque f es continua, y porque f(z,) = 0Vn > 1.
Se deduce que E C Z.

Sea H=Q\ E. Como E C Z, se deduce que H contiene todos los puntos de 2 donde f no se
anula.
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Basta probar que E y H son abiertos, pues como ) es conexo, uno de los dos, o bien E o bien
H serd vacio. Como por hipétesis (afirmacion c¢) E no es vacio, se deduce que H lo es. Luego, es
vacio el conjunto de puntos donde f no se anula, y se concluye que f(z) =0 Vz € Q, y es cierta
la afirmacién a) como se queria probar.

Prueba de que H es abierto: Los puntos de H se clasifican en dos tipos: aquellos puntos zg
tales que f(zp) # 0, y aquellos puntos zg tales que f(zp) = 0 pero zp no es punto de acumulacién
de Z.

Para probar que H es abierto hay que probar que dado cualquier zg € H existe un entorno de
2o contenido en H.

Primer caso) zp € H, f(z0) # 0. Como f es continua, existe un entorno de zy donde f no se
anula. Entonces ese entorno esta contenido en H, como queriamos probar.

Segundo caso) zyp € H, f(z9) = 0 pero zp no es punto de acumulacién de Z.

Afirmacién 1. En las hipétesis del segundo caso, existe Dr(zp) tal que z € Dg(z), z #
20 = f(z) #0.

Para probar que H es abierto, basta probar la afirmacién anterior, pues ella implica que existe
D R(ZO) C H.

Prueba de la afirmacién 1.: Por absurdo, supongamos que para todo Dpg(zp) existe z €
Dr(z0), 2 # 20, f(2) = 0 entonces en particular para R = 1/n existe 2, € Dy/,(20), 2n #
20, f(zn) = 0. Como |z, — 2zp| < 1/n se cumple z, — zp. Luego zp es punto de acumulacién de Z,
contradiciendo la hipdtesis de la afirmacion 1.

Hemos terminado de probar que H es abierto.

Prueba de que F es abierto: Sea el desarrollo en serie de potencias de f centrado en z:

f(z) = Z aj(z — 2)’ Vz€ Dp(z) (1)

Jj=0

Afirmacién 2. Sizp € E entonces los coeficientes del desarrollo (1) cumplen: a; =0 Vj > 0.
Prueba: Supongamos por absurdo que no todos los a; son nulos. Sea aj, el primer coeficiente
no nulo. Tenemos

ag 75 0
Por (1), dividiendo entre (z — Zo)k para z € Dg(z0) \ {20}, se obtiene:
_fle)
(z — 20)F =g(2) Vz€ Dg(20)\{20} donde (2)

9(2) = Zaj(z —20)) ™% V2 € Dgr(z0) (3)
=k
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Aplicando la definicién de funcién analitica en un punto, de (3) se deduce que g es analitica en 2z,
luego es holomorfa en Dgr(zp), y por lo tanto continua, en particular en z = zy. Luego tomando
limite en (2) cuando z — zp se deduce que

tm 1)

S m =g(20) = ar  (4)

Pero por hipétesis zp € E. Tomemos la sucesion z, — 29, 2, # 20, tal que f(z,) =0Vn > 1. Se

cumple
o fle) L
Zn — 20, hmm—nh_)ﬂolo()—o (5)
De (4) y (5) se concluye que a; = 0 contradiciendo nuestra eleccién del coeficiente ay.

Hemos terminado de probar la afirmacién 2.
De la afirmacién 2 deducimos que si zp € E entonces f(z) =0 Vz € Dgr(z) (6).

Afirmacién 3. Sizyp € E'y Dgr(z0) cumple (6), entonces Dg(z9) C E.

Prueba: Fijemos wy € Dg(zp). Basta probar que wy € E. Sea m = R — |wg — 29| > 0. La
sucesion w, = wp +m/(2n) ¥n > 1 cumple que w, — wo, Wy, # wo, y |wn, — wo| = m/(2n) <
m < R, luego w,, € Dr(wyp), de donde f(wy,) = 0. Entonces wy € E. Hemos probado la afirmacién
3.

De la afirmacion 3 se deduce que E es abierto. [

Corolario 5.2.2. Si una funcion f analitica no es idénticamente nula en una region €1 entonces
sus ceros (i.e. puntos donde se anula f) son aislados.

Dicho de otra manera, cada punto zy tal que f(z9) = 0 estd contenido en algin entorno Dg(2o)
que no contiene otros ceros de f mds que z.

Demostracion: Por absurdo, si hubiera algun cero zy no aislado, entonces para todo entorno
D, (zp) habria algin punto diferente de zy donde se anula f. En particular tomando r = 1/n, existe
zn tal que |z, — 20| < 1/n, 2z, # 20, f(zn) = 0. Luego 2y es punto de acumulacién del conjunto
donde se anula f. Por el teorema 5.2.1 esto implica que f es idénticamente nula, contradiciendo
la hipétesis de este corolario. [J

Corolario 5.2.3. Si dos funciones analiticas en la region €2 coinciden en un conjunto con un
punto de acumulacion en £ entonces ambas coinciden en todo punto de €.

Demostracién: Basta aplicar el teorema 5.2.1 a la funcién f — g. [

5.3. Construccion de funciones analiticas mediante integracion.

Teorema 5.3.1. Funciones analiticas construidas mediante integrales.
Hipoétesis) Sea f : Q — C una funcion continua. Sea v C Q una curva. Se define para cada
z0 € C\ v* fijo, el valor complejo g(z9) dado por la integral siguiente:

e,

Z — 20

9(20) =
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Tesis) g(z0) como funcion de zy es analitica en C\ ~*.
Ademds la derivada n- ésima de g estd dada para todo zg € C\ v* por la siguiente formula

integral:
(n) —n! L
9" (20) n/7 (2 dz

Demostracién:

Para demostrar que g es analitica en C \ v*, por definicién, hay que probar que para cada z
fijo que no pertenezca a v* existe un disco Dr(zp), con R > 0 tal que para todo w € Dpg(z) la
funcién g(w) esta definida y tiene un desarrollo en series de potencias de (w — zp).

Entonces sea fijo zg & 7*. Sea R = dist(z0,7") = min.e4+ |2 — 29| > 0. Existe ese minimo
porque ¥* es compacto, y es estrictamente positivo porque si fuera cero entonces z perteneceria a
~*. Tenemos que |z — z9| > R Vz € v*, luego:

1 1
< —=, Vzen* 1

Sea (también fijo) un punto w € Dg(zp), es decir |w — zp| < R. Tenemos:

|lw — zo]

7 <1 (2)

Por construccién de R y de w se verifica |w—zo| < R < |z— 2|, Vz € v*. Por lo tanto w & v*,
y entonces la funcién g estd definida en el punto w. Por definicién de la funcién g tenemos:

sy = [ L0 )
Y

zZ—w
Descompongamos el integrando:

flz) _ f(®) 1

z—w  z—z 1—(w—20)/(z—2)

y llamemos u = (w — 29)/(z — z0). De las desigualdades (1) y (2) se deduce que |u| < 1. Por
otra parte, recordemos la serie geométrica de razén u: Si |u| < 1 se cumple 1/(1 —u) =D 7  u".
Entonces el integrando de (3) queda:

L)

0

Observamos que para sumar esta serie puntualmente para cada z € v*, z esta fijo, y por lo tanto
el factor f(z)/(z — 2z9) puede pasarse para dentro del simbolo de sumatoria. Sustituyendo en (3)

resulta:
=[S L (=)

Ahora veamos que la serie dentro de la integral anterior, converge uniformemente en z € ~*
(recordar que zp y w estan fijos), para poder aplicar el teorema de convergencia uniforme e
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integracion que asegura que se puede sacar el simbolo de sumatoria de la serie para afuera de la
integral.

Primero acotemos el término general de la serie. Llamando M al méximo de |f(z)| para z € v*
y usando la desigualdad (1) se tiene:

f(2) w—20\" oM |w — 20
Z— 20 Z— 20 - R R

Por otra parte )7, A, converge porque es una serie geométrica de razén |w — zo|/R < 1.
Luego, aplicando el criterio de la mayorante de Weierstrass se deduce que

2 f(2) w—20\"
Z : < 0> C.U. para z € v*
z— 20 z— 20
n=0
Aplicamos ahora el teorema de convergencia uniforme e integracién a la igualdad (4):

=3 [ (552) - [

n=0 v

O
an_[Y(zzo)”Hd

g(w) = Z an(w —29)"  Yw € Dg(20)
n=0

n
) = A, independiente de z Vz € ~*

Llamando

se tiene:

lo que termina de probar que g es analitica. Ademds teniendo en cuenta la relacién entre la
derivada n-ésima en zg y los coeficientes del desarrollo en serie de potencias centrado en zy, de
cualquier funcién analitica, se deduce:

g(”)(zo) =nla, = n!/ Ldz U

. (Z _ zo)n+1

5.4. Teoria del indice.

Definicién 5.4.1. Indice de una curva cerrada.

Dada una curva cerrada cualquiera v : z = 2(¢),t € [a, b] orientada para ¢ creciente, y dado un
punto zy € 7, se llama indice de vy en el punto zy, y se denota Ind(zo), a la cantidad entera k
neta de vueltas que da v alrededor de z.

La cantidad entera k neta de vueltas que da v alrededor de zg se define mediante la siguiente
construccién:

El vector z(t) — zp varia continuamente con ¢ cuando el pardmetro real ¢ de la curva «y varia
en el intervalo [a, b].

Ese vector z(t) — zp nunca se anula porque zy € 7. Entonces define la semirrecta con extremo
en zp que pasa por z(t), llamada direccién del vector z(t) — zo.

Al variar t € [a, b] esa direccién sufre giro con centro en zp y angulo () (medido en radianes,
positivamente si es en sentido antihorario y negativamente si es en sentido horario), con respecto
a la direccién inicial z(a) — 2o (es decir considerando «(0) = 0).
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El dngulo de giro neto al final del recorrido de la curva es por definicién a(b).

Como z(b) = z(a), la direccién final z(b) — zg es igual a la inicial z(a) — 2. Entonces el angulo
de giro neto es un multiplo entero de 2, es decir a(b) = 2k7, con k € Z.

El entero k asi construido se llama cantidad neta de vueltas de ~y alrededor de zy o Ind(2),
Indice de v en 2g.

Teorema 5.4.2. Teorema del indice.
Sea v una curva cerrada cualquiera C' a trozos. Para todo zo & v se cumple:

1 dz
Indv(zo) - 211 / zZ— 29
Y

Demostracién: Se puede hacer una prueba, computando la integral, usando una rama del
logaritmo complejo en el conjunto simplemente conexo que se obtiene del plano complejo retirando
una semirrecta S adecuada que pasa por zg, y contando la cantidad de veces que la curva -~
atraviesa esta semirrecta S (donde la rama del logaritmo complejo es discontinua) en sentido
antihorario y en sentido horario. (Ver seccién 3.1, ejercicio 3.1.13)

Sin embargo, presentaremos esta otra prueba que no requiere el estudio de las ramas del
logaritmo complejo:

Sea z = 2(t) : t € [a,b] una parametrizacién de clase C! a trozos de la curva . Definimos,

para la variable real ¢
t .
w(t) — / ﬂ dt
a Z(t) — 20

Por lo tanto el objetivo consiste en demostrar que w(b) = Ind,(zo)2mi.

Por construccién w(a) = 0.

Por el teorema fundamental del célculo para funciones de variable real, se tiene que w(t) es
derivable respecto de ¢ y por lo tanto continua, y que su derivada es:

Por construccién

w(t) =
Entonces .
(e’w(t)(z(t) - Zo)) = e O [(t)(2(t) — 20) — 2(t)] =0 VYt € [a,b]]
Entonces e~*®)(z(t) — zo) es constante para todo t, igual a su valor para t = b y para t = a:
e (2(b) — 20) = e "W (2(t) — 20) = e " (2(a) — 20) Vt € [a,}]
Como la curva es cerrada z(b) = z(a). Ademads por construccién w(a) = 0. Entonces:
e w®) (2(a) — z) = efw(t)(z(t) —20) = (2(a) — 20) Vt € [a,b]

Dividiendo entre z(a) — zg y luego multiplicando por e ge deduce:

—w(b) _ q 2(H) =20 _ w 1
e , o) =20 e Vt € [a, b] (1)
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Recordemos que |e%| = eft *. Tomamos médulo en la primera igualdad de (1) y deducimos:
1=e Revl) o Rew(d) = 0= wb) =ilmwb) = Im w(b) = w(b)/i

Ahora, recordando que arg (e*) = {Im u+2kn, k € Z} tomando argumento en la segunda igualdad
de (1) se obtiene:

z(t) — 2o

z(a)—zg> =arg (2(t) — z0) —arg (z(a) — 29) Vt € [a,b]

Im w(t) € arg <

Entonces Im w(t), que varia continuamente con ¢ y cumple w(a) = 0, es el angulo de giro a(t) de

la direccién del vector z(t) — zp en relacién a la direccién inicial z(a) — zp. Por definicién de indice
a)  Imw(b) w(b)

Ind(z0) = o = o = o w(b) = Ind(z) - 2mi O

Teorema 5.4.3. Propiedades del indice.
Para toda curva cerrada vy el indice Indy(zg) definido para todo zy & v* cumple:
a) Es un numero entero constante en las componentes conexas de C\ v*.
b) Es cero en la componente conexa no acotada de C\ v*.

Demostracién:

a) Dejemos fija la curva cerrada ~y, y tomemos zy € C\ v*.

Por definicién de Indice, T nd(zp) es un nimero entero para todo zg & v*.

Por el teorema del indice y el teorema de analiticidad de las funciones construidas mediante
integracion (teorema 5.3.1), se deduce que Ind,(zp), es una funcién analitica como funcién de
z0 € C\ v*, y que para todo zy & :

1 1
Ind,’' (20) = /(dz
¥

T omi ), (2 — 20)?

Pero la integral de la derecha es cero por la Regla de Barrow, porque v es una curva cerrada
en C\ {z0} y en ese abierto el integrando (z — z9) 2 tiene como primitiva —(z — z9) .

Entonces la funcién Ind, tiene derivada idénticamente nula en C\ v*. Por el corolario de la
Regla de Barrow, es constante en las componentes conexas de C \ v*, como enuncia la tesis a).

b) Sea R la componente conexa no acotada de C \ v* y llamemos k al valor constante de
Ind,(w) para todo w € R.

Como R es no acotado, existe una sucesién z, € R tal que |z,| — 0o. Denotemos con d,, =
min.e+ |2 — 2y (es decir, d,, es la distancia del punto z, a la curva v*).

Se cumple:

lim d,, = c©
n—oo

% 1
Vzer™ |z—zn| >dy, P b
n n

Por el teorema del indice, se deduce:

211 2 — Zn

1 1
Vn >0, k=Ind,(z,)= / dz
g
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Llamando L a la longitud de la curva «, y aplicando el teorema de acotacién de integrales, se

obtiene:
1 L

1 1
V>0, |kl<— [ — jdsl<— [ ds=—— — .
n20, | |_2WL|z—zn|‘ z’_Qde/y iy 27Tdn—> 0

Luego £ = 0 como querfamos demostrar. [

Nota 5.4.4. Relacién entre homotopia e indice. La siguiente propiedad distingue a las curvas
cerradas homotopicas a un punto en {2:

Si una curva cerrada C' a trozos v C Q es homotdpica a un punto en Q0 entonces para todo
2o & Q0 se cumple Ind(z9) = 0.

Demostraremos esa condicion necesaria en 7.1.3. Advertimos que no es condicién suficiente.
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6. Teoria de Cauchy local.

Dado un abierto 2 C C, se denota con R C 2 a un rectdngulo contenido en 2. R indica el
conjunto de puntos que estan, ya sea en el interior del rectangulo, ya sea en el borde del rectangulo.
Se denota con JR al borde del rectdngulo, como curva C! a trozos formado por cuatro segmentos
que son los lados del rectdngulos. Siempre que se denote R se refiere al borde del rectdngulo,
orientado en sentido antihorario, y recorrido una sola vez.

6.1. Sucesion de rectangulos encajados convergentes para acotar integrales.

Lema 6.1.1. Sea f : Q — C una funcion continua. Sea Ry un rectangulo tal que Ry C §2.
Entonces, existe un rectangulo Ry, tal que:

1) R C Ry.

2) |I1| > |Io|/4, donde I; = faRj f(z)dz, j=0,1.

3) PL=Py/2 y D1 = Dy/2, donde P; es el perimetro del rectingulo R;, y D; es la longitud
de la diagonal del rectdngulo R;, para j =0, 1.

Demostraciéon: (Hagase un dibujo para seguir los razonamientos.)

Trazando los dos segmentos que unen los puntos medios de los lados opuestos del rectangulo
Ry, dividimos a Ry en cuatro rectangulos iguales Ry = 51 U So U S3 U Sy. El perimetro de cada
Sj, (7 =1,2,3,4) es la mitad del perimetro de Ry. Ademas la diagonal de cada S; es la mitad de
la diagonal de Ry.

Consideramos las curvas 0S;, borde de S;, orientada en sentido antihorario, para cada j =
1,2,3,4. Al recorrer las cuatro curvas 05, los lados de cada 0S; que no estdn contenidos en 0Ry
se cancelan, porque estan recorridos en sentido opuesto en las curvas 95y contiguas a 055;.

Entonces tenemos:

Iy = (2)dz = (z)dz + (2)dz + (2)dz + f(z)dz
ORo 051 052 053 0S4

Aplicando la propiedad triangular del médulo, se tiene:

|Io| <

f(z)dz

0851

+ f(z)dz

08>

+ f(z)dz

0853

+ f(z)dz

084

Por lo tanto |Ip| es un nimero real menor o igual que la suma de 4 nimeros reales. Entonces
alguno de estos 4 nimeros reales debe ser mayor o igual que |Ip|/4. (Pues si los 4 nimeros fueran
menores que |Ip|/4 su suma serfa menor que |Ip|.) Si existe mas de uno entre los 4 nimeros reales
que es mayor o igual que |Iy|/4 elijo uno. Llamo R; al rectangulo S; correspondiente. Entonces:

1o

f(z)dz e O

ORy

>

Proposicion 6.1.2. Construccion de rectangulos encajados convergentes para acotar

integrales.
Sea f : Q+— C una funcion continua. Sea Ry un rectingulo tal que Ry C . Entonces, existe
una sucesion de rectangulos Ry, R1, Ra, ..., Ry, ..., tal que:

)Ry DRI DRsD...DR,-1 DR, DRp41D ...
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2) [Io| < 4™I,| Vn >0, donde I, = [y f(2)dz.

3) P, =Fy/2" y D, = Dy/2", para todo n > 0, donde P, es el perimetro del rectangulo R,
y D, es la longitud de la diagonal del rectangulo R,,.

4) Existe un punto a (independiente de n) tal que a € R, ¥Yn > 0. (Esto se escribe: a €

Nnzo Bn-)

Demostracion:

Construyamos R,, para todo n > 0, por induccién completa en n.

Para n = 0 aplicamos el lema 6.1.1 al rectangulo dado Ry, para construir R;.

Para n = h, dado el rectangulo Rj, construimos el rectangulo R; i aplicando el lema 6.1.1,
usando Ry, en vez de Rjy.

Entonces, por induccién tenemos para todo n > 0 un rectangulo R, tal que:

1) R, D Rn+1

2) [In1] = [In|/4

3) Pn+1 = Pn/2 y Dn+1 = Dn/2

Luego:

1)RoDRIDRyD...DRy-1 DR, DRpy1D ...

2) || > |Ln-1]/4 > |In_2|/42? > |I,_3|/43 > ... > |Io|/4". De donde |Iy| < 4™|1,,|

3) P, =P, 1/2= P, 2/2> = P, 3/2% = ... = Py/2". Y andlogamente para la longitud de la
diagonal: D,, = Dy/2".

Solo resta probar que existe a € (|72, Rn.

Sea z, el centro del rectangulo R,,. Probemos que la sucesién z, es de Cauchy:

Dado € > 0 elijamos N tal que la diagonal Dy del rectdangulo Ry sea menor que e. (Existe tal
N porque D, =1/2"Dy — 0 cuando n — +00.)

Para todos n,m > N los centros z,, 2, de los rectangulos R, y R,, estdn en Ry porque
R, C Ry y R, C Ry. Entonces la distancia entre ellos es menor o igual que la longitud de la
diagonal de Ry. Tenemos asi:

n,m>N = |z, — 2| < Dy <e€

Luego, la sucesion z, es de Cauchy. Tomemos parte real e imaginaria: z, = z, + iy,. Las
sucesiones de reales x,, e y, son de Cauchy porque lo es z, y porque |z, — Zp| < |2 — 2m|, |yn —
Ym| < |2n — 2m|- Como la recta real es completa, toda sucesién de Cauchy de reales es convergente.
Luego, la sucesién z, = x,, + iy, converge a un complejo que llamamos a.

Probemos que a € R,, Vm > 0. Fijado m > 0, tomemos variable n > m. Tenemos que el
centro z, del rectangulo R,, estd contenido en R,, porque R, C R,,. Resumiendo:

zn € Ry, con m fijo para todo n > m.

Zp — a cuando n — +o00.

R, es cerrado.

Entonces a € R,,.

Como a € Ry, para cualquier m > 0 se tiene a € (),7_y Ry O

6.2. Teoria de Cauchy-Goursat en rectangulos.

Sea 2 un abierto de C. En lo que sigue R es un rectdangulo contenido en €2 y R denota al
borde de R orientado en sentido antihorario y recorrido una sola vez.
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Teorema 6.2.1. Teorema de Cauchy local en rectangulos.
Sea f € H(Y). Sea R un rectdngulo contenido en Q. Entonces

/8Rf(z)dz:0

Demostracion: Llamemos Ry = R y construyamos la sucesiéon de rectangulos encajados
convergentes Ry D Ry D ... D Ry D Rpy1 D ..., de la proposicién 6.1.2. Usamos la misma
notacién que en el enunciado de esa proposicion. El objetivo es probar que Iy = 0.

Como f es holomorfa en Q, Ry C 2y a € Ry, entonces f es derivable en a. Por lo tanto

lim M_]ﬂ(a)’:g
z—a z—a
Dado € > 0 existe § > 0 tal que
2 —a] <6 = ‘w—f(a) <e (1)

Tomemos un rectangulo R,, de la sucesion de rectangulos convergentes, con n fijo suficientemente

grande tal que la longitud D, de la diagonal de R,, sea menor que J. (Esto es posible porque

D,, = Dy/2" — 0 cuando n — +o0.) Para todo z € R, como a € R, se cumple |z —a| < D,, < 0.
Luego, por (1):

e, = [f=10

z—a

—fla)] <e (2

Ahora consideremos la integral:

- o N dee [ o (fB)—f@)
1= [ G-t eare) i [ emo (2

@) )
(el integrando de la derecha en la igualdad anterior, debe interpretarse como 0 si z = a. Asi definido
el integrando es una funcién continua para todo z € €2, incluso si z = a, y la integral de la derecha
estd definida).

Usando (2) y que |z — a| < D,, Vz € R,, sustituimos en (3) y resulta:

7| g/ |z — al ‘M —f’(a)' |dz| < Dn-e/ |dz| = D, Py - €
ARy, zZ—Q n

En las desigualdades anteriores hemos usado que [, R, dz| = [, r, ds = Longitud de la curva OR,, =
P,, donde s indica la abscisa curvilinea de la curva dR,,, y P, denota el perimetro del rectangulo
R,.

Ahora aplicamos las afirmaciones en la parte 3) de la proposicién 6.1.2 que dice que D,, =
Dy/2™ y P, = Py/2". Luego
D()PO - €
@

Por otra parte, conviniendo que (z — a)? = 1 tomamos la primera igualdad de (3) y resulta:

Il <

J= (2)dz — f(a) /8R (2= a)’d= — f'(a) /8R z—a)d: (5

ORn,
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Recordando que (z — a)™, para cualquier m > 0 fijo, tiene primitiva en todo el plano complejo
que es (z—a)™ /(m+1), se deduce por la regla de Barrow que su integral a lo largo de cualquier
curva cerrada es cero. Entonces de (4) y (5) se obtiene:

D()P() - €
J = (Z) dz = In7 ’In| S 4—n
ORn,

Y usando la parte 2) del enunciado de la proposicién 6.1.2 se obtiene:

DOPO c €
ol < 4"|In| < 4" — 17—

=DyF, ¢

Como € es arbitrario, haciendo € — 0 se deduce que |Iy| = 0, luego Iy = 0 como queriamos
probar. [

Nota 6.2.2. Si se supone que f € H(2) es ademds de clase C!, entonces aplicando el Corolario
1 del Teorema de Green (ver parrafo 1.1.8), se obtiene la tesis del teorema de Cauchy local en un
rectangulo, como se muestra en el ejercicio siguiente.

Sin embargo, el Teorema de Cauchy local que acabamos de demostrar no requiere la hipétesis
de que f sea de clase C1, como lo requiere el Teorema de Green.

Usando el Teorema de Cauchy local en un rectdngulo, demostraremos en la seccion 6.3 que
toda funcién f € H(Q) es también de clase C'. Y por eso es importante que en la demostracién
del Teorema de Cauchy local no se suponga que f es C.

Por ese motivo no se debe demostrar el Teorema de Cauchy local usando el corolario 1 del
Teorema de Green. (Pero una vez que probemos en la seccién 6.3 que toda funcién f € H(Q)
es de clase C', entonces si, se puede aplicar el Corolario 1 del Teorema de Green para ulteriores
demostraciones y ejercicios.)

Ejercicio 6.2.3. » Parte a) Demostrar que para toda funcién f(z) = u(z,y) + iv(x,y) con-
tinua en ) y para toda curva vy C

/f(z)dz-/udx—vdy—l—i/vd:):—i-udy
v v ¥

Por lo tanto la integracién compleja a lo largo de una curva se traduce en la integracion de
dos campos reales, (u,—v) y (v,u), a lo largo de la misma curva.

» Parte b) Demostrar que si f es holomorfa en 2 y de clase C, entonces los campos (u, —v)
y (v,u) cumplen las hipétesis del corolario 1 del teorema de Green (ver seccién 1.1.8).
Sugerencia: usar las ecuaciones de Cauchy-Riemann (ver apéndice 2.1).

» Parte c) Deducir que si f € H(f2) es de clase C!, entonces para toda curva cerrada vy
homotoépica a un punto en €2 se cumple:

/Wf(z)dz:O
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Fl siguiente teorema es una generalizacién del Teorema de Cauchy local en rectangulos, que
en vez de pedir que f sea holomorfa en todo €2, admite que haya un punto excepcional zy € €2
donde f no es holomorfa (y hasta puede f no estar siquiera definida en zp).

Teorema 6.2.4. Teorema de Cauchy-Goursat local en rectangulos.

Sea zp € Q y sea f € HQ\ {20}) tal que

lim (z — 20) f(2) =0

z—20

Sea R un rectangulo contenido en Q) tal que su borde OR no pasa por zy. Entonces

f(z)dz=0
OR
Demostracién:
ler. caso) zg ¢ int R, donde int R indica el interior de R, o sea R\ OR.
Considerando el abierto Q@ = Q\ {2}, por hipétesis f € H(21) y R C €;. Aplicando el
teorema de Cauchy local en rectédngulos, resulta |, ar f(2) dz como queriamos demostrar.
2do caso) zp € int R. Hagase un dibujo. El punto zq es interior al rectangulo R.
Por hipétesis, como lim,_.,,(z — 20) f(z) = 0, dado € > 0 existe § > 0 tal que

0<l|z—20 <0 = [(z—20)f(2)] <e (1)

Elijjamos un cuadrado @ (que depende del valor de e dado) con centro en zy, lados paralelos a
los lados de R, diagonal D menor que ¢, y que esté contenido en R. Denotemos con 9@ el borde
del cuadrado recorrido una sola vez en sentido antihorario.

Para todo z € 9Q se cumple 0 < |z — 29| < D < §. De esto y de (1) se deduce:

z2€0Q = [(z—20)f(2)] <€ (2)

Calculemos la integral de f a lo largo de 0Q:

i),
B (z)dz-/aQ iz (3)

Z— 20

Denotemos con L la longitud del lado de Q. El perimetro de @, que es igual a la longitud de 0Q,
es 4L. La distancia de un punto z € 9Q al centro zp de @ es |z — zp| > L/2 Vz € 0Q. Luego
sustituyendo en (3) y usando (2) queda:

(2 = 20)/(2) : s

Si prolongamos dos lados paralelos de @) hasta cortar a los lados de R que son perpendiculares
a ellos, el rectangulo R queda dividido en cinco rectangulos, de los cuales uno es el cuadrado Q.
Tenemos R = R1 U Ry U R3 U R4 U Q. Orientando los bordes de cada uno de esos rectangulos en
sentido antihorario, se cumple:

(2)dz = (z)dz + (z)dz + (z)dz + (2)dz +

f(z)dz
AR Ry AR, OR; OR4 aQ
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Pero zy ¢ R;, para j = 1,2,3,4, y entonces, por lo probado en el primer caso, las primeras cuatro

integrales del segundo miembro de la igualdad anterior son cero. Es decir |, or. f(2)dz = 0 para
J

7 =1,2,3,4. Resulta

(2)dz =

f(z)dz
OR 0Q

y usando (4) se deduce que
| s <sec
OR

La desigualdad anterior vale para ¢ > 0 arbitrario. Haciendo € — 0 se deduce:

\/8Rf(z)dz|20. O

Teorema 6.2.5. Férmula integral de Cauchy local en rectangulos.
Sea f € H(Y). Sea R un rectdngulo contenido en Q. Sea zy un punto en el interior de R. Sea
OR el borde del rectangulo, recorrido una sola vez en sentido antihorario. Entonces

1 (2)

S ds =
21t Jogr 2 — 20 2= (=)
Demostracion:
Sea ¢ la siguiente funcién auxiliar definida en Q\ {2¢}:

Z — 20
Se observa que g(z) es holomorfa en Q \ {20} porque es cociente de dos funciones holomorfas,
con el denominador que no se anula.
Ademas, como f(z) es continua en zp, se deduce:

lim (z — 20)g(z) = lim f(z) — f(20) =0

z—20 z—20

Por lo tanto g cumple las hipdtesis del Teorema de Cauchy-Goursat local en un rectdngulo, y

se tiene:
/ 9(z) =0
OR

(2) d,z—f(zo)/a L =0 ()

AR % — %0 R % — 20
Como zy pertenece al interior del rectangulo R y el borde dR del rectangulo esta recorrido una

sola vez en sentido antihorario, se tiene que Indgr(zp) = 1. Por el teorema del indice: Indygr(z9) =
(1/(2m9)) [,r(1/(z — 20)) dz, de donde se deduce que:

1
/ dz = 2mi
OR % — 20

/ 1) 4o teoyomi O
o

R < — R0

Luego

Sustituyendo en (1):
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6.3. Analiticidad de las funciones holomorfas.

Teorema 6.3.1. Analiticidad de las funciones holomorfas.
Toda funcion holomorfa es analitica y reciprocamente.

Nota 6.3.2. Debido al resultado del teorema 6.3.1 la notacién H(2) indica el conjunto de todas
las funciones analiticas en (2, que es el mismo que el de todas las funciones holomorfas en ().

Demostraremos el teorema 6.3.1 junto al teorema siguiente:

Teorema 6.3.3. Férmula integral de Cauchy local en rectangulos para las derivadas.
Sea f € H(QY). Sea R un rectingulo contenido en Q. Sea zy un punto en el interior de R. Sea
OR el borde del rectangulo, recorrido una sola vez en sentido antihorario. Entonces

b fE) ey,
/{m( dz = f" ()

270 z — zp)" 1

Demostracion de los teoremas 6.3.1 y 6.3.3:

Sea f € H(Q). Para demostrar que f es analitica en 2, por definicién hay que probar que para
cada zg € €, f es analitica en zg.

Entonces fijemos 2y € §2, cualquiera pero fijo. Y después fijemos R rectangulo, cualquiera pero
fijo, contenido en Q que tenga a zp en su interior. Haremos un razonamiento (con construcciones
que dependen del zj elegido y del rectdngulo R elegido), con el objetivo de

|
Probar que f es analitica en 29 y f (20) = % /8R % dz
Por la féormula integral de Cauchy local en el rectdngulo R se cumple:

flw -1 Malz

= Vw € int R 1
21 Jogp 2 —w v (1)

Consideremos la funcién auxiliar g definida como sigue:

g(w) = (2) dz Vwe C\OR (2)
OR R — W

Por el teorema de construccién de funciones analiticas mediante integracién (Teorema 5.3.1),
se tiene

g(w) es analitica Yw e C\OR y ¢™(w)= n!/ ( /(z) dz Vn >0, VYweC\OR
or (#

— w)ntl

De (1) y (2) se deduce que f(w) = (1/2mi)g(w) Vw € int R. Entonces, aplicando (3) se
deduce:

|
f(w) es analitica Yw e C\OR y fM™(w)= %/@R(z_f(%dz Yn>0, VYwewe intR

En particular las afirmaciones anteriores se verifican para w = zy como queriamos demostrar. [
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Corolario 6.3.4. Derivabilidad infinita de las funciones holomorfas.

Toda funcién holomorfa en 2 cumple:

a) Existen en Q derivadas f(*)(z) (respecto de z) de orden k, para todo natural k > 1. Para
todo k > 0 la derivada f*) es holomorfa (o lo que es lo mismo, analitica) en Q.

b) fes C*™ en Q.

c¢) Se verifica la siguiente relacion entre los coeficientes del desarrollo en serie de potencias
Yool oan(z —20)" = f(z) Vz € Dg(20) y la derivada n- ésima de f en zp:

_ /()

n!

ao = f(z0), a1 = f'(z0), an Vk >0
d) Para todo conjunto compacto K tal que K C Dg(zo) la serie > ° jan(z — 20)" = f(2)
converge uniformemente en K.

Demostraciéon: Es consecuencia inmediata del teorema de analiticidad de las funciones
holomorfas (Teorema 6.3.1) y del teorema de derivabilidad infinita de las funciones analiticas
(Teorema 5.1.6). O

Corolario 6.3.5. Si f es analitica en zyg € §) entonces también es analitica en todos los puntos
del disco Dr(zp) donde converge la serie de potencias de f centrada en zp.

Demostracién: Por la parte a) del teorema 5.1.6 la funcién f es holomorfa en Dg(2p), luego,
por el teorema de analiticidad de funciones holomorfas (teorema 6.3.1), f es analitica en todo
punto z € Dr(zp). O

Corolario 6.3.6. Teorema de Cauchy-Goursat extendido.
Sife HQ\ {z0} cumple
lim (z — 20) f(2) =0
z—20
entonces f puede extenderse holomorficamente a £ y faRf(Z) dz = 0 para todo rectingulo R
contenido en ).

Demostracién: Sea g(z) = (z — 29)?f(z). Es holomorfa si z # zy porque es producto de
funciones holomorfas en Q \ {z}. Afirmamos que g también es holomorfa en zy y g'(z9) = 0. En
efecto, calculando el cociente incremental de g en zg:

lim 9(2) — 9(0) = lim M = lim (2 —20)f(2) =0

z=z20 2 — 2 2—20 z— 2 2—20

Luego, el desarrollo en serie de potencias de g centrado en zj es, para algin disco Dr(zp) C €2,
con R > 0:

o0
9(z) =) _an(z—20)" Vz € Dg(z20) (1)
n=0
Pero g(z0) =0, ¢'(20) =0 = ap =0, a; = 0. Entonces, sustituyendo en (1) y dividiendo
entre (z — 2g)?

f(z) = % = Zan(z —20)""%2 Vz€ Dr(20) 2# 20 (2)
n=2
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Definiendo f(zp) = a2 a partir de (2) se obtiene:

f(z) = an(z—2)""? Vz € Dgr(z0) (3)

n=2

La afirmacién (3) dice que la funcién f extendida a z = zp como f(z9) = a2, es analitica en
2zp. Luego existe una extensién analitica (o lo que es lo mismo holomorfa) de la funcién f dada a
todo 2.

Aplicando el teorema de Cauchy local en rectangulos a la funcién f extendida, se deduce que
/. ar f(2) dz = 0 para todo rectdngulo cerrado R contenido en Q. [

Corolario 6.3.7. a) Si f € H(Q\ {20}) es acotada en algin entorno de zy entonces se puede
extender holomdficamente a €.

b) Si f € HQ\ {z0}) no se puede extender holomdficamente a 2 entonces f(z) no es acotada
en ningun entorno de zp.

Demostracion: Parte a) Si f es acotada en algin entorno de zg entonces

lim (z — 20)f(2) =0
z—20
y f cumple las hipdtesis del teorema de Cauchy-Goursat extendido (corolario 6.3.6), de donde se
deduce que f tiene una extensién holomorfa a ).
Parte b) Es el contrarreciproco de la parte a). [
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7. Teoria de Cauchy global.

7.1. Teorema de Cauchy global.

Sea un abierto no vacio Q C C.

Teorema 7.1.1. Teorema de Cauchy global.
Sea f € H(R). Sea v una curva cerrada homotopica a un punto en Q. Entonces

/vf(z)dz =0

Demostraciéon: De acuerdo al Corolario de derivabilidad infinita de las funciones holomorfas
(parte b. del Corolario 6.3.4), toda funcién holomorfa es de clase C'. Entonces se puede demostrar
este teorema usando el Corolario 1 del Teorema de Green (parrafo 1.1.8) como se sugiere en el
Ejercicio 6.2.3.

Sin embargo demostraremos el teorema de Cauchy global sin asumir conocido el teorema de
Green:

Para seguir esta demostracién higase un dibujo °.

Sea 7 una curva cerrada homotépica a un punto en 2. Sea R = (RU~*) C Q el conjunto
compacto (cerrado y acotado), recorrido por la homotopia z = z4(t) t € [a,b], s € [0,1] que
deforma continuamente v hasta transformarla en un punto. (Para fijar ideas considérese el abierto
R como la unién de regiones acotadas que tienen su borde contenido en la curva v y témese

R=RU~")
Como R es compacto contenido en 2, y la funcién f es analitica en cada punto de €, existe
una cantidad finita k de (pequefos) discos D, j =1,2,...,k, centrados en puntos z; € R, con

radios positivos, tales que cubren R (es decir U?Zle D R), estan contenidos en , y ademas:

VzeDj: f(z)= Zan,j (z—2z)" (1)
n=0

Elegimos en cada disco D; una curva cerrada v; C D; de tal forma que, al recorrer todas las
curvas 7;, se vaya recorriendo (de a pequenos trozos) toda la curva v y ademés eventualmente
otros arcos de las curvas 7; que no estdn en 7 y que se cancelan al estar recorridos en sentidos
opuestos (es decir, arcos recorridos en un sentido en y; y que después seran recorridos en sentido
opuesto en otras curvas 7; contiguas a vy;, con i # j). Para fijar ideas, se puede dibujar en R un
cuadriculado con cuadraditos de lado € > 0 suficientemente pequenio y tomar como curva v; la
frontera de cada cuadradito intersectado con R, orientado adecuadamente.

Por construccién: i
[1@ra:=Y [ e
~

j=177

Basta demostrar que para todo j =0,1,2,...,k la integral de f(z) a lo largo de ; es cero.
Por construccién v; C D;. Entonces usando (1) se deduce:

SLa explicacién resulta complicada debido a la dificultad que tengo para incluir un dibujo en estas notas. Si se
hace un buen dibujo puede sustituirse la explicacién por la frase: Sean las curvas v; como en la figura.
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L_f(z)dz:L ian’j (= =) d>

J n=0
Por la parte e) del teorema 5.1.6 la serie > ° jan;(z — z;)" converge uniformemente en ~*.
Entonces, aplicando el teorema de Convergencia Uniforme e integracion, se deduce:

[e.e] o
f(z)dz:Z/ . j (z—zj)"dz:Zanyj/ (z —2j)" dz
i n=0""7i n=0 i

Pero fw('z — z;)"dz = 0 por la Regla de Barrow, porque v; es cerrada y (z — 2;)""1/(n + 1) es
una primitiva de (z — z;)™ en todo el plano complejo. Entonces deducimos que

oo
f(z)dz:Zamj-O:O. O
i n=0
Corolario 7.1.2. Otra versién del teorema de Cauchy global. Sea f € H(2). Sean v1 y
Yo dos curvas en ), ambas con el mismo extremo inicial y con el mismo extremo final. St y1 es

homotopica a o en €1, entonces
/ f(z)dz:/ f(z)dz
Y1 Y2

Demostracién: Siendo 7; homotépica a 9 en €, la curva cerrada vy; — 2 es homotépica a
un punto en €. Aplicando el Teorema de Cauchy global 7.1.1:

(z)dz — (z)dz:/ f(z)dz=0 O
7 Y2 Y172

Corolario 7.1.3. Relacién entre curvas homotépicas e indice. Sea Q un abierto no vacio
de C.

a) Sea v C Q una curva cerrada. Siy es homotopica a un punto en 2, entonces Ind,(z) =0
para todo zg & €.

b) Sean v1 y 2 dos curvas contenidas en 2, ambas cerradas y con el mismo extremo inicial y
final. Si~y1 y y2 son homotdpicas en 2, entonces Ind, (z9) = Indy,(z0) para todo zy & Q.

Nota: No valen los reciprocos de las proposiciones a) y b).

Demostracion:
a) Para todo zp ¢ Q fijo, la funcién 1/(z — zp) es holomorfa en 2, porque no se anula el
denominador. Por el Teorema del indice y el Teorema de Cauchy (teorema 7.1.1) se cumple:

1
2mi - Ind(20) = /

,YZ—ZO

dz=0. O

b) Siendo v; homotépica a v2 en ), la curva cerrada 7, — 2 es homotdpica a un punto en €.
Para todo zp €  fijo, la funcién 1/(z — 2zp) es holomorfa en €2, porque no se anula el denominador.
Aplicando el Teorema del indice y luego el Teorema de Cauchy global 7.1.1:

. 1 1 1
2m(1ndm(zo)_I”d72(ZO)):/ z— 29 dz_/ z— 29 dz:/ z2—20
Y2 Y172

71

dz=0. 0O
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Corolario 7.1.4. Existencia de primitiva en simplemente conexos.
Si Q) es simplemente conezo y f € H(QQ) entonces existe primitiva F' de f en ), es decir existe
F e H(Q) tal que F' = f.

Demostracién: Elijamos zg € € y dejémoslo fijo. Tomemos z; € () cualquiera. Definamos la
funcién

F(z) = / f(2) dz
Y

donde 7 es cualquier curva C' a trozos contenida en Q que une zy con 2.

La funcién F estd bien definida, es decir no depende de la curva ~ elegida. En efecto, si
tomamos dos curvas 7y; y 2 contenidas en {2 que unan el punto zg con 2z, la curva cerrada
Y1 — Y2 es homotdpica a un punto en €2, porque €2 es simplemente conexo. Entonces 1 y 2 son
homotépicas en €2 y por el teorema de Cauchy, la integral de f a lo largo de ambas, da lo mismo.

Probemos que F'(z1) existe y es igual a f(z1).

Elijamos un disco D de centro z; y radio positivo, contenido en 2. Tomemos z9 € D, 29 # 2.
Elijamos una curva 7 cualquiera que una 2o con z;. Tomemos el segmento S : z(t) = z1 + (22 —
21), t € [0,1] que une z; con z3. La curva v + S une zy con z9. Entonces:

1
F(e) - F) = [ 1) dz—/f(z) dz — /Sf(z) i :/0 [F(o1 + t(2 — 20))] (2 — 21) d2

Dividiendo entre z9 — z1 se deduce:

F(22) — F(21)
zZ9 — 21

1
- /0 (21 + t(z2 — 1)) dz

Tomando limite cuando z2 — z; el integrando en la igualdad anterior tiende a f(z1) uniformemente
con t € [0,1] (porque f es continua en el segmento compacto S, por lo tanto es uniformemente
continua en S). Resulta que existe el limite y es

F(22) — F(1)

1
29 — 21 = lim z —>z1/0 [f(z1 + t(z2 — 21))] dz = f(21)

lim zy — 21
Por definicién de derivada ese limite es F'(z1) = f(z1) como querfamos demostrar. []

7.2. Fdérmulas integrales de Cauchy global.

Teorema 7.2.1. Férmula integral de Cauchy global.
Sea f € H(Q). Sea v una curva cerrada homotdpica a un punto en Q. Sea zg € Q un punto
que no pertenece a v*. Entonces

1 /f("«’)dz:f(z())-fnd'y(zo)

211 Z— 20
Demostracion: Sea g : Q) — C la siguiente funcién auxiliar:

9(2) = 1) = J(z0) si 2z # 20, 9(z0) = f'(20)

zZ — 20
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Afirmacién: g € H(Q). En efecto, para z # zp la funcién g es holomorfa (o lo que es lo
mismo, analitica) porque es cociente de funciones holomorfas con el denominador que no se anula.
Para probar la afirmacién basta entonces probar que g es analitica también en zj.

Como f es analitica en z = z, existe un disco D,(zp), con r > 0 tal que

Vze Dy( Zanz—zo

siendo ag = f(z0) y a1 = f'(20). Por lo tanto V z € D, (z) tal que z # 2z

9(z) — glz0) = f(2) = f(20) — f'(20)(z — 20) Za” (2 — 2)" 1

zZ — 20

Entonces, sumando g(29) = f’(20) = a1 a la serie de la derecha:

o0
Vz € Dy(zp) tal que z # 29, g¢g(z Zan z—2p) n—l
n=1
Pero la igualdad anterior es vélida también para z = 2o porque queda g(z9) = a1 = f'(20).

Entonces, para todo z € Dg(2) la funcién g(z) es igual a la suma de un desarrollo en serie de
potencias centrado en zg, y por definicién, g es analitica en zg. Quedd probada la afirmacién.

Apliquemos ahora el Teorema de Cauchy global a la funcién g € H(f2). Resulta:

Entonces:

/sz_(zz)v0 dz—Ljf’ii dz—f(zo)fyz_lzo dz

Por el teorema del indice: f,y 1/(z — 20) dz = 2mi - Ind(z0). Entonces

)

dz = f(20) - 2mi - Indy(29) O
Z — 20

Y

Teorema 7.2.2. Férmula integral de Cauchy global para las derivadas.
Sea f € H(Q). Sea v una curva cerrada homotdépica a un punto en Q. Sea zg € Q un punto
que no pertenece a v*. Entonces

”!‘/f(z)dz = f™(2) - Ind,(20)

2mi )., (2 — 20)"t!

Demostracién: Tomemos zg € Q\~v* y dejémoslo fijo. Sea R la componente conexa de C\ v*
tal que zg € R.

La funcién Ind,(w) es constante en las componentes conexas de C \ v*. Entonces Ind,(w) =
Ind,(z) Yw € R.
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Sea Q1 = RN Es abierto porque es interseccion de dos abiertos. No es vacio porque zg € €21.
Por construccién, para todo w € §; se cumple Ind,(w) = Ind, (o).

Aplicando la férmula integral de Cauchy en el punto w € €, y usando que Ind,(w) = Ind-(2o)
se obtiene:

21 zZ—w

1
Yw € Qy, Ind(z) - f(w) = / 1@ 4 o
¥
Para todo w € @y C C\ v* definimos la funcién siguiente:

= Mdz

Z—Ww

g(w) (2)

Y

Por el teorema 5.3.1 g es analitica y

z — w)n+1

™) =t | —TE)
™ () !/N iz Ywed  (3)

Combinando (1) y (2) se deduce:
Vw € Qy : Indy(20) - 2mi - f(w) = g(w)

Derivando n veces respecto de w y aplicando (3) se obtiene:

f(2)

Ind(z) - 2mi - 0 (w) = n!/

o

En particular la igualdad anterior se verifica para w = zp como queriamos demostrar. [

7.3. Reciprocos de los Teoremas de Cauchy.

El siguiente teorema dice que vale también un reciproco del Teorema de Cauchy global, si se
supone que la funcién es continua.

Teorema 7.3.1. Sea f una funcion continua en el abierto 2. Se cumple f € H(Q) si y solo si

/vf(z)dz =0

para toda curva cerrada v que sea homotdpica a un punto en 2.

Demostracién: Directo: Es el teorema de Cauchy global: si f € H(Q) entonces

/vf(z)dz =0

para toda curva cerrada v homotdpica a un punto en ().
Reciproco: Tomemos como hipdtesis que f es continua y que

/vf(z)dz =0
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para toda curva cerrada 7 que sea homotépica a un punto en €. Probemos que f € H(Q).

Hay que probar que para todo zg € 2 la funcién f es derivable en zg. Tomemos un disco
abierto Dg(z9) C €2, con R > 0. Cualquier curva cerrada - contenida Dg(zp) es homotépica a un
punto en . Entonces, de la hipétesis se deduce que

/f(z) dz =0 V curva cerrada 7 contenida en Dg(zp).
g

Por el teorema fundamental del calculo (parte b) del teorema 4.2.9), existe primitiva F' de f
en DRr(zp), es decir existe F' € H(Dg(29)) tal que F'(z) = f(z) Yz € Dg(zp). Como toda funcién
holomorfa es infinitamente derivable, existe F/” = f’ lo que muestra que f € H(Dg(20)), y en
particular es f derivable en zy. O

El siguiente teorema (de Morera) da un reciproco del teorema de Cauchy local en rectdngulos,
para funciones continuas.

Teorema 7.3.2. Teorema de Morera.
Sea f una funcion continua en §2. Se cumple:

feH(Q) siy solo si
/ f(z)dz=0
OR

para todo rectangulo R C ) que tenga lados paralelos a los ejes real e imaginario.

Nota: El teorema de Morera vale también para tridngulos por ejemplo, en vez de rectangulos.
Lo que se llama Teorema de Morera es el reciproco, pues el directo es el teorema de Cauchy. El
reciproco asegura que basta verificar en los bordes de ciertos rectangulos contenidos en 2 que la
integral de f es nula, para deducir que f es holomorfa en 2. Dicho de otra manera, no es necesario
verificar a priori que la integral es también nula en todas las otras curvas homotoépicas a un punto
en ) (aunque a posteriori, una vez que sabemos que f es holomorfa, por el teorema de Cauchy
global va a ser nula la integral también en todas en esas curvas).

Demostracién:

Directo: Es el teorema de Cauchy local en rectangulos: si f € H(2) entonces

f(z)dz=0
OR
para todo rectangulo R C €.
Reciproco: Tomemos como hipdtesis que f es continua y que

f(z)dz=0
OR
para todo rectdngulo R C €. Probemos que f € H(Q). Fijemos zy € 2. Hay que probar que
cualquiera sea zy que hayamos fijado en 2, la funcién f es derivable en zj.
En lo que sigue hdgase un dibujo.
Tomemos un disco abierto Dg(z9) C €2, con R > 0. Para todo punto z; € Dg(zp) definamos:

F(z) = / IR CLE / RO
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donde:

Thv(zo — 21) es la curva formada por el segmento horizontal (paralelo al eje real) que une
el punto zy con cierto punto z2, mas el segmento vertical (paralelo al eje imaginario) que une el
punto zo con el punto z.

Ty (2o — 21) es la curva formada por el segmento vertical (paralelo al eje imaginario)que une
el punto zy con cierto punto z3, més el segmento horizontal (paralelo al eje real) que une el punto
z3 con el punto zj.

Sea R el rectdngulo con vértices zo, 22, 21, 23. (quizés el rectangulo R degenera a un segmento,
cuando la parte real o la parte imaginaria de z; — 2z es nula). Entonces:

+O0R=Tpv(z0— 2z1) — Tym(zo — 21)

El signo + indica que o bien queda OR orientada en sentido antihorario, o bien queda —OR
orientada en sentido horario, dependiendo de la posicién relativa del punto z; respecto a zp.

Obsérvese que R C Dpr(z9) C 2. Entonces por hipétesis la integral de f a lo largo de OR da
cero, de donde, las integrales de f a lo largo de I'yy (29 — 21) y de 'y (20 — z1) dan el mismo
resultado y definen segiin (1) a una tnica funcién F'(z1).

Afirmacién: La funcién F' definida por (1) en el disco abierto Dr(zp), es una primitiva de f
en Dp(2p), es decir: F' es holomorfa en ese disco y su derivada es f.

Una vez probada la afirmacion, como toda funcidon holomorfa tiene derivadas de todos los
6rdenes, existe, en el disco Dg(29) la derivada segunda F'/ = f’. Se deduce que f es holomorfa
en Dpr(zp), en particular es derivable en z = zp como querfamos demostrar.

Prueba de la afirmacién: Demostremos que F' = U + iV es holomorfa en Dg(z). Para
eso, aplicando el teorema 4.1.4, verificaremos que cumple con las ecuaciones de Cauchy-Riemann
Uy, =Vy, Uy=—V, y que U y V son diferenciables en Dg(2p).

Calculemos primero las derivadas parciales U,, V, respecto de z, en el punto z; = x1 + iy;.
Para eso debemos incrementar x; en una cantidad real h # 0, dejando y; constante. Entonces
calculemos el incremento de F', en los puntos z1 + iy; = 21, 1+ h+iy1 = 21 + h donde h es
un real no nulo. Para calcular F' en cada uno de esos puntos, aplicamos la definicién (1), ya sea
usando la curva 'y o la curva 'y, segiin més convenga:

F(Zl—i-h)—F(Zl):/

I'va(zo—z1+h

2)dz — 2)dz 2
) /FVH(ZOHZI)JC() (2)

Observemos que 'y (20 — 21+ h) = Ty (20 — 21) + [21, 21 + h], donde [21, 21 + h] denota el
segmento horizontal que une z; con z; + h, que puede parametrizarse como z = z1 + ht, t € [0, 1].
Luego, de (2) se obtiene:

1
F(zl—l—h)—F(zl):/ f(z)dz:/o f(z1 +th)hdt

[21,21+h]
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Dividiendo entre h y haciendo h — 0, como f es continua limj,_.o f(21 + th) = f(z1), se obtiene:

lim F(Zl + h) — F(Zl) _
h—0 h

1
/O f(zr)dt = (=)

de donde, sustituyendo en partes real e imaginaria de F'=U 4+ iV y de f = u + v, resulta:

}Lﬁ% U(x1 + h, yl})L —U(w1,1) n Z.V(xl + h7y1}1 - V(x1,91)

=u(x1,y1) + iv(x1,91)

De esa igualdad se deduce que existe el limite de la parte real y el limite de la parte imaginaria.
Por definicién de derivada parcial respecto de x esos limites son U, y V, respectivamente. Se
concluye que existen las derivadas parciales de U y V respecto de x en el punto (z1,y;) y son

Ug=u, Ve=v (3)

Calculemos ahora las derivadas parciales U, V, respecto de y, en el punto z1 = x1 + iy;.
El procedimiento es analogo pero no totalmente igual. Para eso debemos incrementar y; en una
cantidad real h # 0, dejando x1 constante. Entonces calculemos el incremento de F', en los puntos
x1+iy1 = z1, x1+1i(y1 +h) =2z +ih donde h es un real no nulo. Para calcular F' en cada uno
de esos puntos, aplicamos la definicién (1), pero ahora usando la curva I'gy:

F(zl—l—ih)—F(zl)—/ f(z)dz—/ f(z)dz (4)
T'gv (z0—z1+1ih) Ty (20m21)

Observemos que 'y (29 — 21 +ih) = Ty (20 — 21)+[21, 21 +ih], donde [z1, 21 +ih] denota el
segmento vertical que une z; con z; + ih, que puede parametrizarse como z = z; + iht, t € [0,1].

Luego, de (4) se obtiene:

1
F(z1 +ih) — F(z1) :/ f(z)dz:/o f(z1 +ith)ih dt

[zl,zl +ih]

Dividiendo entre h y haciendo h — 0, como f es continua limy_,o f(z1 + ith) = f(z1), se obtiene:

lim F(Z1 + Zh) —
h—0 h

1
F(z) :Z./O f(z1)dt =if(z)

de donde, sustituyendo en partes real e imaginaria de F' = U + iVy de f = u + iv, resulta:

%ﬁ% Ulxi,y1 + h})L —U(x1,91) 4 V(zi, y1 + h]i — V(x1,91) _

= i(u(z1,y1) +iv(z1,y1)) = —v(@1, y1) + w1, y1)
Se concluye que existen las derivadas parciales de U y V respecto de y en el punto (z1,y1) y son
Uy=-v, Vy=u (5)
De (3) v (5) se concluye:
Uy, =V, =u, U,=-V,=—-v Vze€ Dpr(z) (6)

o sea F verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann en Dg(zp).
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» Ademais Uy, Uy, V,, V, son continuas en Dg(2p), porque por (6) cada una de ellas es igual a,
ya sea u, ya sea v, y por hipétesis f = u + iv es continua.

Como las funciones reales de dos variables reales, que tienen derivadas parciales continuas en
un abierto, son diferenciables en todo punto del abierto, se concluye que F' cumple la siguiente
condicién necesaria y suficiente para ser holomorfa en Dg(z): sus partes real e imaginaria son
diferenciables y verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. (Ver teorema 4.1.4.)

Hemos probado que F' € H(Q).

En virtud del teorema 4.1.5, la derivada F'/(z) de cualquier funcién holomorfa F' = U + iV se
expresa en funcién de su parte real como

F'(z)=U, — iU,
De esta expresion y de (6) se deduce

F'2)=u+iv=f(z) O
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8. Consecuencias de la Teoria de Cauchy.

8.1. Principio del modulo maximo.

Definicién 8.1.1. Sea f una funcién continua en 2. Se dice que |f| tiene un mdzimo local en
2o € §2 si existe un disco abierto Dr(zp) C 2 tal que

[f(2) <1f(20)] Vz € Dr(20)

Teorema 8.1.2. Principio del médulo méaximo. Sea 2 un abierto conexo y sea f € H(S). Si
|f| tiene algin mdzimo local en Q entonces f es constante en Q.

Nota: Este principio es un corolario casi inmediato de la desigualdad de Parseval-Plancherel
que se verd en el teorema 8.3.2. Se incluye en el parrafo 8.3.4 una demostracién del prinicipio del
moédulo méaximo usando esa desigualdad. Sin embargo se incluye aqui una demostracion indepen-
diente.

Demostracién: Si |f| tiene un méximo local en zp € €2, entonces existe un disco abierto
Dr(z0) C Q tal que

[f(2)] < [f(20)] Vz € Dr(z0)

Sea r € (0, R) y sea C, la circunferencia de centro zg y radio r, recorrida una sola vez en sentido
antihorario. Se cumple C,. C Dg(zp), luego:

) <|f(z0)l VzeC (1)
Aplicando la férmula integral de Cauchy a la circunferencia C; se obtiene:

fla)= = [ 1&g,

- 2mi C,. %2 — 20

Por el teorema de acotacién de integrales, sabiendo que |z — zo| = r Vz € C,, y que la longitud
de C, es 27r, se obtiene:

ol < o [ T asy < o [ gy PO [ ) e

— 27 T o r

Llamemos I = (1/27) [, (If(2)|/7) |dz|. Las desigualdades anteriores dicen que |f(20)| < Iy que
I <|f(20)|. Entonces I = |f(20)|- Por lo tanto, sabiendo que [, |dz| = 277

2nr

0= 1foll = 1= 5 ([ 1ol lasl = [17GNaat) = 5o [ (rteall - 11D s

Parametrizando la circunferencia C, : z = zy + re' ¢ € [0, 27], calculando la tltima integral de la
igualdad de arriba, donde |dz| = |2(t)| dt = rdt, se obtiene:

27
0= 5= [ UGl =l +emhar (2

La integral de la derecha en (2), es la integral de una funcién real continua y no negativa (debido
a la desigualdad (1)). Pero esa integral es 0. Luego la funcién real en el integrando tiene que ser
idénticamente nula. Se deduce que |f(z)| = |f(z0)| Vz € C,.
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Haciendo variar r € (0, R) se deduce que

|f(2)| = |f(20)] Vz € Dr(20) (3)

Hemos probado que el médulo de f es constante en Dg(2). Esto implica que f es constante en
Dr(zp) por la proposicién 4.1.6. Por el principio de prolongacién analitica (ver Corolario 5.2.3),
f es constante en (). [J

Corolario 8.1.3. Otro enunciado del Principio del médul_o maximo.
Sea Q) un abierto conevo. Sea f € H(Q). Sea un disco cerrado D C Q, y sea M = max 5| f(2)].

Si f no es constante en Q0 entonces el mdximo M en D se alcanza solamente en la frontera
0D (es estrictamente mayor que |f(z)| para todo z en el interior D).

Demostracién: Por absurdo, si el mdximo M de |f| en D se alcanzara en un punto z; interior
a D entonces z; seria un maximo local de |f| en  y por el teorema 8.1.2, f serfa constante. J

8.2. Otras consecuencias de la Teoria de Cauchy.

Teorema 8.2.1. Desigualdades de Cauchy. Sea f € H(Q2). Para todo zy € 2, para todo R > 0
tal que Dg(z9) C Q, se cumple
' M(R)
(n) il i)
|f"™(20)] < T
donde M (R) = méxzem |f(2)]

Demostracién: Por la férmula integral de Cauchy para las derivadas, siendo Cr la circun-
ferencia de centro zg y radio R, se tiene:

f(n)(ZO):iA : f2) .

1
211 Jop, (2 — 20)" T

Aplicando el teorema de acotacién de integrales, observando que para todo z € Cg vale |z—zp| = R
y recordando que la longitud de la circunferencia Cg es 2w R, se obtiene:

| |
£ o)) = | 2 /C e S g [ e el <
/ ) g = M(R)/ o M MR2TR _ nl M(R)
- 27T R""‘1 2 Rntl - 2r Rntl Rn

Definicién 8.2.2. Un funcién f : C — C se llama entera si f € H(C).
Por ejemplo la funcién f(z) = e* es entera. Los polinomios en z son funciones enteras.

Teorema 8.2.3. Teorema de Liouville Si una funcidn entera estd acotada entonces es cons-
tante.

Demostracién: Fijemos un punto zg cualquiera en el plano complejo. Sea K una cota de
|f(2)| para todo z € C. Aplicando la desigualdad de Cauchy para la derivada primera f'(2g) se
obtiene:
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Luego, tomando R — 400 se deduce que
f'(20) =0

Como el razonamiento anterior es valido cualquiera sea zy € C que se haya fijado, entonces la
derivada f’ es idénticamente nula. Luego, por el corolario de la Regla de Barrow, f es constante.
O

Teorema 8.2.4. Teorema fundamental del Algebra.

a) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado mayor o igual que 1 tiene alguna una
ratz compleja.

b) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado k > 1 tiene exactamente k raices com-
plejas, contada cada una tantas veces como sea su multiplicidad.

Demostracién:
Parte a) Por absurdo, supongamos que el polinomio P(z) = axz*+...+a12+ag, con ay, # 0,
tiene grado k£ > 1 y no se anula para ningin z € C. Entonces la funcién

es entera, porque es el cociente de funciones holomorfas en C con el denominador que no se anula.
Ademas f(z) no se anula nunca.
Demostremos que f(z) es acotada. En efecto,

1
If =1 =0
ZLI{)IO’,]C(Z” zggo ‘ak2k+...+a12+a0|

Entonces, fijo algin € > 0 (por ejemplo € = 1), y por definicién de limite cuando z — oo, existe
R > 0 tal que
|22 R = |f(z)|<e

Por lo tanto | f(z)| estd acotada (con cota €) fuera del disco cerrado Dg(0). Pero en el disco cerrado
Dgr(0), como f es continua, |f| tiene un méximo M. Tomando

K = méx{e, M}

resulta

lfz)| <K VzeC

Por el teorema de Liouville f(z) es constante para todo z € C. Esa constante no es cero porque
f(2) no se anula. Entonces P(z) = 1/f(z) también es constante. Luego, P(z) = ag y tiene grado
cero, contradiciendo la hipétesis de que tiene grado k > 1.

Parte b) Dado el polinomio P(z) de grado k > 1, por la parte anterior tiene alguna raiz
compleja z;. Entonces P(z) es divisible entre z — z1. (P(z) se puede bajar por el procedimiento
de Ruffini aplicado a z = z1: queda resto nulo y un polinomio cociente Q1(z) de grado k — 1 ).
Resulta

P(2) = (2 = 2)Qu(2) grado (Qu(2) =k — 1
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Si k —1 > 1 podemos aplicar el mismo razonamiento a @Q1(z) y resulta
P(z) = (2 —2z1)(z — 22)Q2(2) grado (Q2(z)) =k —2

donde las raices z1 y z2 no son necesariamente diferentes entre si.
Se puede repetir el razonamiento anterior exactamente k veces, hasta que el grado de Qg(z)
sea nulo, es decir Qx(z) = a constante. Resulta

Pz)=(z—2z1)(z—22) ..o (2= zk—1)(z — zx)a (1)

donde las raices z1, 22, . .., 2z pueden estar repetidas. La cantidad de veces que cada raiz aparece
en la factorizacién anterior es la multiplicidad de la raiz. La constante a no es nula porque de lo
contrario P(z) seria idénticamente nulo, y no tendria grado k > 1.

La factorizacién (1) muestra que P(z) tiene exactamente k raices complejas, contando cada
una con su multiplicidad. [J

Teorema 8.2.5. Sea f : Q) — C analitica en zy C 2 y sea

Dpr(z0) tal que R >0, R=1lm sup {/|an|

n—-+4o0o

el disco de convergencia del desarrollo en serie de potencias de f centrado en zy; es decir

oo
R > 0 es el méximo tal que Zan(z — 29)" converge Vz € Dg(z)

n=0

Se cumple:

a) Si Dr(zo) no estd contenido en Q, y f(z) =Y 2 an(z—20)" Vz € Dr(20) NQ, entonces
se puede extender f analiticamente a Q1 = QU Dg(z29) como la suma de la serie Yy o2 qan(z —
Z())n Vze DR(Z()).

b) Si Dg(z0) estd contenido en Q@ # C entonces el radio R es igual a la distancia de zy al
complemento de Q.

Demostracién: La parte a) es consecuencia del teorema 6.3.5. En efecto, definiendo f(2)
como la suma del desarrollo en serie de potencias para todo z € Dg(2p), se extiende la funcién
dada f : Q — C analiticamente al conjunto Q U Dg(29). (La extensién estd bien definida porque
por hipétesis la suma del desarrollo en serie de potencias toma el mismo valor que la funcién f(z)
dada, para todo z € Dr(z9) N €2.)

Demostracién de la parte b):

Sea Ry = min,go |w — 20| > 0, la distancia de zg al complemento de Q. Se observa que
DRO (ZO) C Q.

Enunciamos lo siguiente:

Afirmacién: Para todo z € Dpg,(z0) la serie de potencias » > an(z — 29)" converge.

Basta probar la afirmacién anterior, pues el radio de convergencia es por definicion el maximo
R tal que la serie de potencias Y 2 ; a,(z — 2p)™ converge para todo z € Dg(zp). De la afirmacién
anterior y de la definicién de radio de convergencia se concluye que R > Ry. Pero como Dpg C (Q,
se tiene R < Ry. Entonces R = Ry como queriamos demostrar.
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Prueba de la afirmacién: Sea z € Dpg (2). Se tiene |z — 29| = r < 19 < Ry, donde r( se
elige fijo en el intervalo (7, Rp).

Sea M = max|,_. <y, |f(2)]-

Por la parte d) del teorema 5.1.6 y por la desigualdad de Cauchy (teorema 8.2.1) se obtiene:

<M
n! = (ro)® — ro) "

ap =

De donde
o0 (e e] o r n
n n
E lan(z — 20)"| = E lan|r™ < E M (T—>
La tdltima serie converge porque es geométrica de razén 0 < r/rg < 1. Luego, por el criterio de
comparacién de series de términos positivos, la serie Y o |an(z — 20)™| converge; es decir la serie
Yoo an(z — 29)™ converge absolutamente, y por lo tanto converge. (]

8.3. Series de Fourier.

Definicién 8.3.1. Sea g : R — C que toma valores complejos g = ¢(t) en funcién de una variable
real t. La funcién g se llama periddica de periodo 27 si

gt+27)=g(t) VteR

Por ejemplo para toda funcién compleja f : Q — C, y todo disco Dg(z9) C €, y todo
0 < r < R, es periddica de periodo 2pi la funcién:

gr(t) = f(z0 + reit)

Sig: R — C es periédica de periodo 27 y es continua a trozos, se llaman coeficientes de
Fourier de g a los nimeros:

1 (™ ,
cn(9) / gt)ye ™ dt Yn >0

:g .

Teorema 8.3.2. Igualdad de Parseval-Plancherel.
Sea f € H(RY). Para cierto Dr(zp) denotamos al desarrollo en serie de potencias de f como:

f(2) =) an(z = z)"
n=0

Para todo 0 < r < R se cumple:

™

1 o
an " = 5 f(zo+rete™™dt ¥n >0
™

—T

Es decir, a, ™ son los coeficientes de Fourier de la funcién periédica g,(t) = f(zo + re).
Ademds

1 / 1 /” ,
2n 2 ity |2
E an|r"t = — f()|°dz] = — f(zo+re dt

—T

Esta igualdad se llama de Parseval-Plancherel.



82 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 8 Mayo 2006.

Demostracion:
Por la férmula integral de Cauchy para las derivadas, se cumple:

f(n)(ZO):i!/aD( r flz) .

2mi z — z)"t1

Parametrizando la circunferencia 0D, (zy) como z(t) = zg + €, t € [~7, 7] y usando que
an = (f™(29))/n! (ver teorema 5.1.6), resulta:

1 T flzo+ret)riet 1
= o _p (r)ntlei(nti)t T omm

/ f(zo +ret)e " dt

De donde

™

1 o
anr" = gy f(zo+reM)e ™ dt (1)
T

—T
quedando probada la primera igualdad del enunciado.

Ahora probemos la igualdad de Parseval-Plancherel:

Multipliquemos la igualdad (1) por (a,)r™, donde (@,) indica el conjugado de a,. Sabiendo
que |a,|? = a, (@,) resulta:

™

1 . .
|a, |2 = o f(zo +re)(@,)r"e ™ dt  (2)
T

—T

Usaremos el criterio de la mayorante de Weierstrass para demostrar que la serie
o0
g f(z0 + re™)(@,)re ™
n=0

converge uniformemente en t € R.
En efecto, siendo M el maximo de |f(z)| cuando z € 9D, (zp), resulta:
|f (20 + re)(@,)r"e” ™| < Mla,|r™ = A, independiente de t € R
Ademés la serie

[e.e] oo
Do An=MY Jayr"|
n=0 n=0

es convergente porque es la serie de los mdédulos del desarrollo en serie de potencias
o
f(2) =) an(z—2)" Vz€Dg(z2) (3)
n=0

cuando z = zp + r con 0 < r < R. (Se recuerda que el desarrollo en serie de potencias converge
absolutamente en todo punto de Dg(zg), por el teorema 5.1.6, parte e).)
Aplicando el criterio de la mayorante de Weierstrass se concluye que la serie

Z f(zo +re)(@,)r"e™™ CU.enteR
n=0
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Luego, por el teorema de convergencia uniforme e integracion:

> ’ f(z0 + re)(@,)r"e ™ dt = / i (f(zo+reit)2(6n)r"e_mt> dt  (4)
n=0""T - n=0

Se observa que, usando (3):

o0 e.¢]
Z(En)r”e_mt es el conjugado de Z anre™ = f(zo 4 re)
n=0 n=0

Sustituyendo en (2) y en (4) se deduce:

2

n=0 -

oo 1 - > A 1 - A |

Z fanfrt = 2 / fz0 +re™) E (@n)r"e™ M dt = — / flz0+1e™) f(z0 + reit) dt
7r

n=0 -

Deducimos la igualdad de Parseval-Plancherel:

SlanPr® = o [ IfGo+ e O
n=0

—T

Corolario 8.3.3. Serie de Fourier.
Sea f € H(Q) y Dr(z0) C Q. Para 0 < r < R, se define la funcion g periddica de periodo 2m:

g(t) = f(z20 +ret), teR

y se definen sus coeficientes de Fourier

1 [™ int
=— t) e " dt
Cn =5 » (t)e
Entonces:
o0
g(t) = Z cne™ VteR
n=0

Esta serie se llama serie de Fourier de g.
La serie de Fourier converge absolutamente y uniformemente en t € R. Ademds:

[e.e] 1 T
Sleaf =5 [ laPas
n=0

—T

Demostracion: Sea el desarrollo en serie de potencias de f:

flz) = Z%(Z —20)" Vz € Dg(z0)
n=0

Sustituyendo z — zp = re® en ese desarrollo, que por el teorema 5.1.6 converge absolutamente y

uniformemente en z € 0D, (z) se obtiene:

g(t) = Z anpre™ (1)
n=0
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que converge absolutamente y uniformemente en ¢t € C.
Usando el teorema 8.3.2 se tiene

e =anr™,  enl? = lan " (2)

Luego, sustituyendo en (1):
oo
g(t) = Z cne'™
n=0

que converge absolutamente y uniformemente en ¢ € C. Sustituyendo (2) en la igualdad de
Parseval-Plancherel del teorema 8.3.2 se deduce:

[e.9]

1 ™
Sleaf =5 [ laPar O

n=0

8.3.4. Otra demostracion del principio del médulo maximo, teorema 8.1.2:
Si zp es un maximo local de |f(z)|, entonces

1f(2)] < |f(20)| Vz € Dr(z0) = |f(z0+7e")| <|f(20)] VO<T <R, VteR

Sean a,, n > 0 los coeficientes del desarrollo en serie de potencias de f centrado en zg:
o0
f(2) =) an(z—2)" Vz€ Dg(z0) (1)
n=0

Por el teorema 5.1.6, se tiene
ao = f(20)

Aplicando la desigualdad de Parseval-Plancherel del teorema 8.3.2, se obtiene:

7 ™ -7

2 G 2 2n 1 " ity (2 |f(2'0)|2 T 2 2
a0l < 3" Janl?r? = — [ 170+ re)dr < UL [ dt = | £(20) 2 = lao
n=0

Luego, todas las desigualdades son igualdades. Restando |ag|? se deduce que la siguiente serie de
términos no negativos, (sumando en n > 1) tiene suma nula:

o0

Z |an|?r?™ =0

n=1

Pero una serie de términos no negativos tiene suma nula solo si todos sus términos son nulos.
Entonces |a,|r?" = 0. Como r > 0 deducimos que |a,| = 0 para todo n > 1. Entonces por (1)

f(z) = ap constante Vz € Dpr(zp)

Por el principio de prolongacién analitica (ver Corolario 5.2.3), f es constante igual a ag en el
conexo abierto ). [J
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9. Aplicaciones al calculo de integrales impropias.

Las aplicaciones de la teoria de Cauchy de funciones analiticas para el calculo de integrales
impropias, se puede resumir como sigue:

El objetivo es calcular fj;o f(z) dz, para una cierta funcién integrable f(x) de variable real x
sabiendo que la integral impropia es convergente, y esta definida como

400 R
f(z)dx = lim / f(z)dx
00 -R

R——o00

El procedimiento que resumimos a continuacién no es aplicable a cualquier funcién f(z) dada,
pero es aplicable a algunos ejemplos, como los que se exponen en las subsecciones siguientes:

Paso 1) Cuando la funcién f(z) para = € R se obtiene restringiendo a z = x € R una cierta
funcién f(z) de variable compleja z € C, se puede completar el segmento [—R, R] en el eje real
con un camino de regreso, que puede ser una semicircunferencia Sg de centro en el origen y radio
R>0: Sg:z=2z(t)= Re", 0 <t <. (Higase un dibujo).

Se define asi una curva cerrada ygr = [-R, R] + Sg.

Paso 2) Si la funcién f cumple las hipdtesis correspondientes, podemos aplicar el teorema de
Cauchy, o las férmulas integrales de Cauchy.

Por ejemplo cuando f(z) = g(2)/(z — z0)""" para todo z # zp de un abierto 2 que contiene
al semiplano {Im(z) > 0} del plano complejo, (en particular contiene a la regién encerrada por
YRr); si g(2) es una funcién holomorfa en 2; y si zg estd en la region encerrada por g, se obtiene:

2mig™ () (2) R
gk! 0 - /YR (Z_gzw o= YR f(Z) 42 = /R f(l') ot Sr f(Z) dz

k+1

Y tomando limite cuando R — 400, suponiendo que existiera el limite de la integral de la derecha,

se deduce: . -
/ flayde = 2Z9 ) e [ s
—co k! R—+00 Sk

Nota: Quizés haya que descomponer f como suma de varias funciones del tipo f(z) = g(z)/(z—
zo)k+1, por ejemplo cuando f es una funcién racional descompuesta en fracciones simples.

Paso 3) Cuando se cumplen las hipdtesis correspondientes, se aplican los lemas de deformacién
de curvas o el lema de Jordan, detallados en las subsecciones préximas, para calcular el limite de
la integral en la semicircunferencia Sg.

9.1. Lema de deformacion de curvas y sus aplicaciones.

Lema 9.1.1. Lema de deformacion de curvas.
Sea f: C+— C continua. Sea Sg el arco de circunferencia z = z(t) = Re®, 0 <t < 0.
a) Silim, . zf(2) = L entonces

1i dz =1iL(0y — 0
R—lg-loo Sgr (Z) o (2 1)

b) Silim, . zf(z) =0 entonces

i dz=0
R—1>TOO SRf(Z) i
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Demostracién: La parte b) se deduce de la parte a) usando L = 0.
Para probar la parte a) consideramos

IR:/ 7Zf(z)_LdZ: (z)dz—L/ dz
Sk z Sk Sp *

02 Rieit
Ig = f(z)dz—L ——dt
Sk ) 9, Re'

I = ( . £(2) dz) —iL(6 — 6,)

Entonces basta probar que Ir — 0 cuando R — 4o00. Acotando la integral Ir se obtiene

< [ =IE) =L )

||
Como por hipétesis |zf(z) — L] — 0 cuando z — oo, para todo € > 0 existe Ry tal que
|z| > Ry = |2f(2) — L| <e (2)

En (1) sustituimos la ultima desigualdad (2) , sabiendo que |z| = R para todo z € Sgr. Resulta:

€
R> Ry = |Igr| < =
> g ’R|_R/

ldz| = < (6 — 01)R = ke < €
S R

donde k = 63 — 61 > 0 es constante, y dado €* > 0 se elige € > 0 de modo que ke < €*. Luego:
Ve* > 0 existe Ry >0 tal que: R > Ry = |Ip| <€

Por definicién de limite, la afirmacién anterior dice que Iz — 0 cuando R — 400, como queriamos
demostrar. [

Ejemplo 9.1.2. Calcular

+o00 1 +R 1
L ——_d
/_Oo @2 +42 " T R ) g @2+a2 ™

Consideremos la curva cerrada orientada en sentido antihorario yg = [—R, R] + S donde
[—R, R] es el intervalo en el eje real —R < z < R, y Sg es la semicircunferencia z = z(t) =
Re, 0 <t<m.

Consideremos la funcién

_ 1 _9(»)
fz) = (224+4)2 (2 —20)2(z+20)2 (2 — 2i)2 (1)
donde 1
92 = e

es holomorfa en 2 = C\ {—2:}.
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La curva yr es homotdpica a un punto en ). En la regién encerrada por yr se encuentra el
punto 2i donde se anula el denominador de (1). Por la férmula de Cauchy para las derivadas, se
obtiene:

_ [ 9B o) = o ——2
/mf(z)dz/m(z—zi)?%g@)Q (= + 2i)

Por otra parte

. =2 s
:27mw:1—6 (2)

2=21

+R
/ e = [ f@yde+ [ f(2)de
YR R Sr

de donde, usando (2), se obtiene:

T oo
_:/ fl@yde+ lm [ f(z)dz  (3)

— oo R—+00 Sr

Apliquemos ahora el lema de deformacién de curvas a la ltima integral de la derecha en (3):

’ . z z . z. J—
M2 S) = G =0 7 Rl T =0

Sustituyendo en (3) se obtiene

T oo 1

== —— __dr O

16 /_Oo @2+ 42"
9.2. Lema de Jordan y sus aplicaciones.

Lema 9.2.1. Lema de Jordan (primera versién).

og/ eRsent g < Ty RS
) R

™

lim [ e fstdr =0
R—+o0 Jg

/7r efRsentdt — /ﬂ/2 efRsentdt + /Tr 67Rsent dt (1)
0 0 /2

Observemos que sen(m — t) = sent Vt € R. Luego, haciendo el cambio de variables reales
u=m —t en la segunda integral de (1) resulta:

™ 0 w/2
/ 6—Rsent dt = _/ e—Rsenu du = / e—Rsent dt
w/2 /2 0

Sustituyendo en (1) resulta:

Demostracion:

T w/2
/ efRsent di = 2/ efRsent dt (2)
0 0
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En lo que sigue higase un dibujo. Para ¢ € [0,7/2] la gréfica de la funcién f(t) = sent estd por
arriba de la cuerda (es decir el segmento de recta que une los vértices (0,0) y (7/2,1)). Esta cuerda
tiene como ecuacién g(t) = (2/m)t. Entonces tenemos 0 < g(t) < f(t) Vt € [0,7/2], es decir:

0<(2/m)t <sent Vtel0,7/2]
Luego, para R > 0, se tiene
e R@/ME > o=Rsent > 0 v € [0, 7/2]
Luego, sustituyendo en (2) se obtiene:

T /2 -
0< / o—Rsent gy o 2/ / R g T R/ 2 _

Haciendo R — 400 se obtiene:

s
lim e fsentgp —0 O
R—+4o0 0

Lema 9.2.2. Lema de Jordan (versién general).
Si f(z) es una funcidn compleja continua para todo z tal que |z| > Ry, que cumple

[f(Z)| < K V]z| = Ro

Entonces: K
| [ e f(2)dz| < 7= VR >R,
I'r S

donde s > 0 es constante y I'p es un arco contenido en la semicircunferencia: z = Re', t € [0, 7).
Ademds si lim,_,o f(z) = 0 entonces:

I “if(z)dz =0
a4

Demostracién: Sea, para todo R > Ry lacurval'r: 2= Re’, 0<6; <0y <, conb;y
02 que pueden depender de R. Calculando la integral de la tesis:

[
IR — / eiSZf(Z) dz = / 2 e*SRSBHtJriSRCOStf(Reit)Rieit dt
FR 61

Acotando la segunda integral de la igualdad anterior, se deduce:

02 ) )
‘IR| < / |€—sRsent+zsRcost‘ |R f(Rezt)| dt
01

02 . ™
|IR| < / e—sRsent|Rf(Rezt)|dt < KRR/ e—sRsent dt (1)
01 0

donde K es una cota superior de |f(z)| en el conjunto |z| = R.
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Luego, aplicando la primera versién del lema de Jordan a la tltima integral de (1), se deduce
que
mRr 7K

s s

(2)

Si ademds lim,_, | f(2)| = 0, entonces Kr — 0 cuando R — +o00. Como s es una constante
positiva fija, tomando limite en (2) cuando R — 400 se deduce:

T
Ir| < KRR — =
gl < Kr sR

I Ir|=0 O
Ril}rlm’ R‘ 0

Ejemplo 9.2.3. Calcular

9] R
sen x ) , sen x
/ dr = lim lim dx
0

Sea 0 < r < R fijos.
Consideremos la funcion

holomorfa en 2 = C\ {0}. Por el teorema de Cauchy, su integral a lo largo de todo camino cerrado
~ homotépico a un punto en §2 es cero.
En lo que sigue hagase un dibujo. Tomemos como camino v la suma de las siguientes curvas:

v=I[rR+Sp+[-R,—r] -5

donde

[r, R] es el segmento que va de r hasta R, en el semieje real positivo.

Sk es la semicircunferencia de centro en el origen y radio R parametrizable como z(t) =
Re®, t € [0,7], orientada para t creciente.

[—R, —r| es el segmento que va de —R hasta —r, en el semieje real negativo.

S, es la semicircunferencia de centro en el origen y radio r parametrizable como z(t) = re®, t €
[0, 7], orientada para ¢ creciente. Luego —S, estd orientada para t decreciente.

Por el teorema de Cauchy:

/ 6—dz+/ e—dz+/ e—dz— e—dz:O
[r,R] z Sr z [=R,—7] z S, <

R eix —r eiz T T
/ Z_dr _|_/ Zdr = ’L/ ezrcost—rsent dt — Z/ echost—Rsent dt (3)
r T -R T 0 0

En la segunda integral de (3) hacemos el cambio de variable u = —x y resulta:

—r iz ro_—iu R —ix
e e e
—dx = du = — dx
_R T R U N

Sustituyendo en (3) resulta:

Luego:
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R eiz _ e—iz ™ T
/ dor = Z/ ezrcostfrsent dt — Z/ echostfRsent dt (4)
T $ 0 0

Observando que @ — e~ = 2jsenx, de (4) se deduce:

R senz T T
lim lim 2 de =1limi [ efreost=rsentgr . im g [ etficost=Rsent g (5
r—0 R—+o00 r x r—0 0 R—+o00 0

ir cost—rsent

Por un lado, la funcién e es continua en el compacto r € [0, €], t € [0, 27]. Entonces

es uniformemente continua. Por lo tanto:

s s
h’mz/ ezrcostfrsent dt = Z/ lim ezrcostfrsent dt = i (6)
0 0

r—0 r—0

Por otro lado, acotando la dltima integral de (5) se obtiene:
™ . ™ . ™
’/ echost—Rsent dt| < / ’echost—Rsent| dt = / e—Rsent dt
0 0 0

Usando el Lema de Jordan, la ultima integral de la igualdad de arriba tiende a cero cuando
R — +00. Entonces se obtiene:

T
lim Z/ echost—Rsent dt=0 (7)
R—+o00 0

Sustituyendo (6) y (7) en (5) se concluye:

+oo
. sen x )
22/ dx = mi
0

x

de donde

+o0o
/ senxdmzz 0
0 xr 2

9.3. Transformada de Fourier.

Definiciéon 9.3.1. Transformada de Fourier.
Dada una funcién f(x) de variable real x, se define para aquellos valores de s para los cuales
existe el limite siguiente, la transformada de Fourier F(s) de f, como

+o00 ' . ‘
F(s) = \/% /_OO f(z)e ™" do = %Tiﬁfm /_T fx)e ™ da

A la transformada F' de f se la denota como F(f). El objetivo de este ejemplo es demostrar el
siguiente Teorema:

Teorema 9.3.2. Vector propio de la Transformada de Fourier.
La funcion f(x) = e‘xz/Q, x € R es un vector propio de la transformada de Fourier con valor
propio 1, es decir
F(fy=1f F(s)= e /2 Vs eR
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Demostracion: Dividiremos la demostracién en varios pasos:

1. Demostrar que para todo real fijo r > 0, y para todo real fijo s, se cumple:
T
/ e~ 2 dy :/ e /2 dz—l—/ e/ dz+/ e /2 dy
- T Yo ¥3

~1 es el segmento de recta en el plano complejo que une el punto —r con —r + si;

donde

o es el segmento de recta en el plano complejo que une el punto —r + si con r + si;
Y2 es el segmento de recta en el plano complejo que une el punto r + st con 7.

En efecto, v1 + 70 + 72 = [—r, 7] donde [—r, 7] es el segmento en el eje real que va del punto
—r al punto r. Aplicando el teorema de Cauchy, como la funcién e~**/2 eg analitica en todo
el plano complejo, su integral en el segmento [—7, 7] es igual a la suma de las integrales en
las curvas v;, con ¢ = 0,1, 2.

2. Demostrar que para i = 1,2

2 2 2
|/ e ? /de| < e T 2572
2t

En efecto, en la curva ; parametrizada como z(t) = —r +it, t € [0, s|, se cumple
(—2%/2) = —(r*/2) + (t*/2) + rti =
Re(—22/2) = —(r2/2) + (12/2) < —(r/2) + (s2/2) ¥t € [0,
para todo z € ;. Luego
|e—22/2| _ eRe(—22/2) < e—r2/2€—32/2 Vzem

Se obtiene

S
| / e de| < / =272 |dz] < /212 / dt = e /2652
71 V1 0

Andlogamente para la curva —v2 parametrizada como z(t) = r +it, t € [0, s] se obtiene la
misma desigualdad.

3. Usando las partes 1) y 2) y tomando limite con s fijo, cuando r — 400, se deduce que

+oo 2 2
/ e /24y = lim e /2 dz
— 00 r—-+00 70

4. Probar que

r
_,2 2 _22/9 i
/ez/QdZZes/Q/ex/Qewsdl,

Yo -
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En efecto, parametrizando g como z = x + is, x € [—r,r] se obtiene:

2 2 2
—Z xr S . _ .2 2 _ 2 .
=Gt s = e =t e R

Sustituyendo la iltima igualdad en la integral, e integrando con el pardmetro x variando en

el intervalo [—7, 7] se obtiene la afirmacién 4.

De la definiciéon de transformada de Fourier y de las igualdades 3 y 4, se deduce que la
transformada de Fourier F'(s) de la funcién

flw) = e/

cumple
+o00
(1/v 271')/ e "2 dy = 652/2F(3) VseR
—0o0

Luego, multiplicando por e=5/2 ge deduce que :

“+oo
F(s)=Ke™® °2 donde K = (1/\/%)/ e 2 4y

—0o0

Hemos probado que la funcién f(z) = e=*/2

Fourier con valor propio K.

es un vector propio de la transformada de

Demostrar que el valor propio K de la transformada de Fourier es igual a 1.

Consideremos en el plano, el cuadrado @, de centro en el origen y lados paralelos a los ejes
con longitud 2r.

Sea el disco D, de centro en el origen y radio 7 y el disco D ..

Se tiene D, C Q, C D V3 Entonces la integral doble de cualquier funcién de dos variables
no negativa en D, serda menor o igual que en ), que a su vez serd menor o igual que en

D, s3,-
Calculamos las integrales dobles siguientes (las de los discos las calculamos pasando a coor-
denadas polares):

// T2 Gy dy < // e~ @ Hv)/2 g dy < // e~ (@ +v?)/2 dx dy
r r D\/ir

Se obtiene )
27(1 — e_Tz/z) < (/ e/ d:c> <2m(1-— G_TQ)

Haciendo r — +o0 se deduce que
+oo 5
/ e " 2 dx =\or
—0o0

Luego el valor propio K definido al final del paso 5 es K =1. [
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10. Otros resultados y ejercicios resueltos.

10.1. Consecuencias del principio de moédulo maximo.

Ejercicio 10.1.1. Minimos locales. Sea f € H(Q2). Se dice que |f| tiene un minimo local en
20 € Q si existe un entorno Dg(zp) C Q tal que

[f ()l = |£(20)| V2 € Dr(20)

Probar que si Q2 es conexo y |f| tiene un minimo local en Q entonces o ese minimo es nulo, o f
es constante en €.

Probemos que si ese minimo no es nulo entonces f es constante en ). Llamemos m > 0 al
minimo local que tiene |f| en zp. Llamemos D = Dpr(zp). Se cumple

0<m=|f(2) <|f(z)] VzeD (1)

Luego f no se anula nunca cuando z € D. Por lo tanto la funcién
g(z)=—— VzeD (2
&) =703 )

es analitica en D y no se anula nunca en D.
Reuniendo (1) y (2) se deduce que:

l9(20)| = l9(2)| Vze D

Luego g tiene un méaximo local en zy. Por el principio del médulo méximo ¢(z) = ¢ constante en
D. Como g no se anula nunca en D, se cumple ¢ # 0. Por (2)

1

f(z)== VzeD
c

Luego, f(z) —1/c = 0 para todo z € D. Por el principio de prolongacién analitica, f(z) —1/c =0

para todo z € §2, y deducimos que f es constante en €2, como queriamos demostrar. [

Ejercicio 10.1.2. Existencia de ceros en las transformaciones del disco.
Sea f € H(RY), donde Q es abierto conexo; sea D un disco abierto tal que D C §. Si

|f(2)| es constante ¥z € 0D

probar que f tiene al menos un cero en D, es decir existe al menos un a € D tal que f(a) =0,
6 de lo contrario f es constante en ).

Sea |f(z)| = ¢ constante cuando z € 9D.

Primer caso. Sic =0 entonces f(z) = 0 para todo z € dD. Por el principio de prolongacién
analitica la funcién f es constante igual a cero en ).

Segundo caso. Si ¢ > 0 basta probar que si f no tiene ningin cero en D entonces f es
constante en D.
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Si f(2) no se anula en D entonces tampoco se anula en D, ya que en 9D : |f| = ¢ > 0. Como
f es continua, y no se anula en el compacto D entonces no se anula en un abierto V' que contiene
al disco cerrado D. Por lo tanto la funcion:
1 _
es analitica en V. Por el principio del médulo méximo aplicado a g se tiene:

) , 1
max{lg()[} = méxflo()[} = = (2)

En efecto, si g es constante, obviamente el maximo de |g| se alcanza en todo punto de D, en partic-
ular en la frontera dD. Y si g no es constante, el maximo de |f(z)| en D se alcanza exclusivamente
en la frontera 0D (ver corolario 8.1.3 del principio de médulo maximo). De (1) y (2) se deduce:

1 1

Por otro lado, por el principio del médulo maximo aplicado a f se tiene:

méx{|f(z)[} = max{|f(z)[} = ¢
zeD

z€edD

Luego:
|f(z)l <c VzeD (4)

Reuniendo (3) con (4), se deduce que
lf(z)|=¢ VzeD

lo que significa que | f| tiene un méaximo local en todos los puntos de D. Por el principio del médulo
maximo esto implica que f = k constante en D.

Luego f(2) —k =0 Vz € D. Por el principio de prolongacién analitica f(z) —k =0 Vz € Q,
lo que prueba que f es constante en {2 como queriamos. [

Lema 10.1.3. Lema de Schwartz. Sea D = D1(0) = {2z € C: |z| < 1}. Sea f € H(D) tal que
f(0)=0, [f(z)[ <1 VzeD
Entonces:

[f(2)l <zl VzeD, [f(0)]<1

Ademds, si |f'(0)] =1 d si existe algin z € D\ {0} para el cual se cumple la igualdad | f(z)| = |2|,
entonces
f(z)=cz VzeD

donde ¢ es una constante con madulo 1.
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Demostracion:
Sea la funcién auxiliar g(z) definida para todo z € D del siguiente modo:

o) =T a0 0= 1o @

La funcién g es analitica en D\ {0} porque es cociente de funciones analiticas con el denominador
que no se anula. Ademds es continua en z = 0 porque lim, .o g(z) = lim,_o[f(z) — f(0)]/z =
17(0) = ¢(0). Entonces la funcién g es analitica en D porque es analitica en D\ {0} y es continua
en z = 0. En efecto, por el teorema de Cauchy-Goursat extendido (ver corolario 6.3.6,) g analitica
en D\ {0} tiene una extensién analitica a D. Esta extensién analitica es por lo tanto una extensién
continua, y entonces coincide en z = 0 con el valor que tiene g(0).

Calculando el méximo de |g| en D,, donde 0 < r < 1y D, = D,(0); y aplicando el principio
del médulo méximo (corolario 8.1.3) a g, se obtiene:

misx(lo(2)} = mgx (1)) = mgx {H} <2

2€D, z€dD, | |7| r

Haciendo r» — 1 se deduce:

sup{lg(z)|} <1 (2)
z€D

Combinando (1) con (2) se deduce:
[f(2)| <|2] Vze D, [f(0)<1

Ademés si |f/(0)] = 1 o si para algin zp € D \ {0} fuera |f(z0)| = |20| entonces, usando (1) se
tendria
lg(z)|=1paraz=0o0paraz=2z20€ D (3)

En ambos casos, usando (2) se deduce que |g| tiene un maximo local en z =0 o en z = z;. Por el
principio del médulo méaximo, esto implica

g(z)=c VYzeD (4)
donde ¢ es una constante. Combinando (3) con (4) se deduce que
le| =1
Luego, usando (1) y (4), y usando la condicién que f(0) = 0, se deduce que
f(z)=cz Vze D O

10.2. Aplicaciones de otros teoremas.
Del teorema de Liouville.

Ejercicio 10.2.1. En lo que sigue, a y b son dos complejos fijos diferentes, [a,b] es el segmento
que une a con b, y D = D;(0) es el disco unitario, es decir el disco abierto con centro en el origen
y radio 1.

a) Encontrar una funcién analitica g que transforme biyectivamente C \ [a, b] en D.

b) Demostrar el siguiente teorema:

Si una funcion f entera omite un segmento (es decir el recorrido de f estd contenido en
C\ [a,b]), entonces f es constante.
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Nota: En realidad vale un resultado mas fuerte, que se llama Teorema pequeno de Picard,
cuyo enunciado es el siguiente:

Si f es una funcion entera que omite dos puntos diferentes, entonces f es constante.

En el ejercicio anterior no se pide demostrar el teorema pequeno de Picard sino el resultado
mas débil, asumiendo que el recorrido de f omite no solo dos puntos diferentes, sino todo el
segmento que los une.

Resolucion del ejercicio 10.2.1.
Parte a) Construyamos g como la composicién de

» Una transformacién de Moebius w = w(z) que lleve el segmento [a, b] sobre la semirrecta S =
{z =2 € R: 2 <0}. Toda transformacién de Moebius es biyectiva del plano compactificado
CU{oo} en si mismo. Por lo tanto esta transformacién de Moebius (que habrd muchas) lleva
uno de los puntos a 0 b a 0o, y restringida a C'\ [a, b] serd analitica y llevara biyectivamente

C\[a,b] a C\ S

» La funcién v.p../w, valor principal de la raiz cuadrada de w, definida en el paragrafo 1.2.3,
que lleva analiticamente C'\ S al semiplano [[ = {z : Rez > 0} en forma biyectiva.
Esta funcién esta definida asi: dado w ¢ S, y considerado su argumento 0(w) = Arg(_x - (w),

el complejo v.p.y/w tiene como mdédulo \/W (aqui \/m es la raiz cuadrada real de un
nimero real positivo, que es un nuimero real positivo bien definido), y tiene como argumen-
to O(w)/2. Entonces el argumento del complejo v.p./w estd comprendido en el intervalo
(—7/2,m/2). Eso quiere decir que la imagen de la funcién v.p./w aplicada al conjunto C\ S
es el semiplano derecho [] de todos los complejos que tienen parte real positiva.

» Una transformacién de Moebius u = u(z) que lleve el semiplano [] al disco unitario D (hay
muchas).

La funcion g buscada finalmente sera la composicién

g(z) =u (v.p.ﬂw(z)) Vz e C\ [a,b]
Operando de esa manera, una tal funcién g se obtiene asi:

1. Busco la tnica w = w(z) de Moebius que cumple
wa) =0, w((a+b)/2) = -1, w(b)=oc

Resulta: .
w(z) = 2 Vze C\ [a,b] (1)

z —

w:C\[a,b] > C\S, donde S={z=zx€R:2<0}

Nota: Podria haberse elegido otra combinacién para construir w = w(z), por ejemplo que
lleve b al cero, a al infinito y un punto intermedio cualquiera a elegir en el interior del
segmento [a,b], al punto —1. En ese caso se habria obtenido otra transformacién de Moebius
w = w(z) que también servirfa a los fines propuestos, porque llevaria el segmento [a,b] a la
semirrecta S.
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2. Eljjo alguna transformacién analitica que lleve biunivocamente C \ S a algiin semiplano
abierto []. Por ejemplo, como fue explicado mds arriba, la funcién

v.pyw, YweC\S, donde S={z=z€R:2<0} (2)

cumple:

v.p.\[:(C\SHH, donde H:{ZE(C:Re(z)>0}

3. Busco alguna transformacién de Moebius u = u(z) que lleve el eje vertical imaginario a la
circunferencia de centro 0 y radio 1, y que lleve el semiplano derecho [ [ al interior del circulo

D.

Para eso elijo tres puntos diferentes en la recta (uno puede ser o), que estén ordenados de
modo de dejar el semiplano [ [ por ejemplo a la derecha, y le hago corresponder tres puntos
distintos en la circunferencia, que estén ordenados de modo de dejar el interior del circulo
del mismo lado (es decir a la derecha). Por ejemplo:

z—1

u(0) = -1, u(i)=1i, u(oo)=1 = wu(z)= P (3)
U : H — D
Construimos
g(z —u(vp z) Vz e C\ [a,b]
Sustituyendo (1), (2) y (3), resulta:
o(z) = vp/(z—a)/(z—0b)—1 vzeC\[ab] O

v.py/(z—a)/(z—b)+1

Parte b) Sea f entera, tal que f(C) C C\ [a,b]. Considero la composicién

h(z) = g(f(2)), VzeC

donde
g:C\ [a,b] - D

es la funcién analitica y biyectiva construida en la parte a).
La funcién A es analitica en todo el plano complejo, porque es composicion de una funcién
entera f con una funcién analitica g en un abierto que contiene al recorrido de f.
El recorrido de h esta contenido en el recorrido de g, por lo tanto estd contenido en el disco
unitario D. Eso significa que
|h(z)| <1 VzeC

Luego h es entera y acotada, y por el teorema de Liouville, (ver teorema 8.2.3), h(z) es constante
igual a ¢, para todo z € C.
Como g es biyectiva, se tiene:

h(z) = g(f(2)) = f(z) =g '(h(2)) =g (c) =a constante VzecC. O
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Consecuencias de las desigualdades de Cauchy. Una consecuencia de las desigualdades
de Cauchy es el resultado sobre el radio de convergencia de las series de potencias de funciones
analiticas en €2, enunciado en el teorema 8.2.5.

Otra consecuencia se enuncia en el siguiente ejercicio.

Ejercicio 10.2.2. Caracterizacion de polinomios por su crecimiento en mdédulo.
Sea f una funcion entera. Probar que f es un polinomio si y solo si existen dos nimeros reales
no negativos A y B y un numero natural k > 0 tales que

1f(2)| < A+ BJz|F vzeC
Directo: Si f(z) es un polinomio de grado k > 0, entonces:
f(z) = apz® +ap_ 12"V Faz+ag, ap £0

Luego, para z # O:

k ag—1 a1 ao
FEIS I |a+ 22+ 2+ 3 ©

Cuando z — oo se cumple

) a1 a | ao
m |ap+ —+...+ 7 +
z z

zZ— 00

— | = |a
Entonces esa expresién estd acotada en el exterior del disco Dg(0) para cierto R > 0

ap— a a
‘ak+%+"'+zki1+z_2‘§3 Vz tal que |z| > R

Sustituyendo en (1) se tiene:
f(2)| < Blz|* ¥z tal que |z| > R (2)
Por otra parte |f(z)| es continua, luego esta acotada en el compacto {|z| < R}, es decir:
<A Ve talque | <R (3)

Observemos que B|z|¥ < A+ B|z|F y que A < A+ B|z|* (porque A y B son reales no negativos).
Luego en (2) y (3) se puede acotar con A + B|z|* (en vez de B|z|¥ en (2) y en vez de A en (3)).
Se deduce entonces de (2) y (3) que

f(z)| <A+ BJzlF vzeC. O
Reciproco: Sea f entera tal que
|f(z)| <A+ Blz|F vzeC. (5)

Para probar que f es un polinomio basta probar que la derivada k+1—ésima f(*+1) (2)=0 VzeC
pues entonces la derivada k—ésima es una constante cg; luego la derivada k—1—ésima es de la forma
cpz+cp_1. Luego la derivada k—2—ésima es de la forma (ck/2)22 +crp_12+ck; v asi sucesivamente
hasta llegar a la funcién f(z) sin derivar, que queda entonces un polinomio en z.
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Para probar que la derivada k + 1—ésima de f es idénticamente nula, fijemos un punto zg € C
y usemos las desigualdades de Cauchy (ver teorema 8.2.1):

k !
‘f(k+1)(20)| < (;]16# (6)

donde R es cualquier real positivo, y

Myp= mix |f(z) < mix (A+ Bl = A+ Bzl + B (7)
2€DR(z0) 2€DR(20)

En la tdltima desigualdad de (7) se usé (5), y en la ltima igualdad de (7) se us6 que el maximo
de |z| en Dg(20) es |zo0| + R. Sustituyendo (7) en (6), se deduce que

E+ DA+ B (2] + R)F)

£ () < ¢ e ®)

Haciendo tender R a +o00 en (8), con 2, A, B y k constantes, (se observa que la derivada k + 1-
ésima de f en zp, es independiente del valor de R > 0 elegido para usar la desigualdades de
Cauchy), se obtiene:

[fE D (z0) =0 = fFH(z) =0

Como z fijo era cualquier punto del plano complejo, se deduce que f* 1) es idénticamente nula,
como queriamos demostrar. [

Consecuencia del teorema del indice.
La siguiente es una férmula parecida a la férmula integral de Cauchy para funciones analiticas,
pero que vale para funciones continuas:

Ejercicio 10.2.3. Sea f continua en el abierto Q y sea zy € ). Probar que

r—0 271 zZ— 20

f(ZO):h/mi/(‘)D( )Mdz

donde 0D, (zp) indica la circunferencia de radio r y centro en zy, recorrida una sola vez en sentido
antihorario.

Resolucién: Basta demostrar que tiende a cero cuando r — 0 la siguiente diferencia:

1 1
= /aDT(ZO) f(z) dz — f(20) = -— /az)T(ZO) &) dz — f(z0)Indyp, (2)(20) =

21 zZ— 20 211 zZ— 20

Y 10 4, Lo [ PR By S O COpa
2m dDy(20) Z — 20 211 dDy(z0) % — 20 2m 8Dy (0) zZ— 29

Primero hemos usado que Indg DT(ZO)(Z()) =1, y después el teorema del indice.
Dado € > 0 como f(z) es continua en z = zp, sea § > 0 tal que:

|z =20l <0 = [f(2) = f(z0)] <e
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En particular si 0 < r < § y si z € 9D, (z) entonces se cumple |z — 29| < 0 lo que implica la
desigualdad de arriba. En conclusion:

0<r<d, z€dD.(20) = |f(z)— f(z0) <€ (2)

Acotemos entonces la ultima integral de la igualdad (1), usando (2):

N I N CE T
271 dDy(20) Z— 20 2 0Dr(20)

= |2 — 20
1 J—
_ L M|dz|<i/ ldz| =€, siO<r<$§
27 Jop,(z0) r 271 JoD, (20)

La desigualdad anterior, por definicion de limite prueba que

o L fz) = f(z0) ,
1 /8Dr(z0) dz=0

Z— 20

h’mi,/ /(z) dz = f(z0) O
0D, (z0)

zZ— 20

10.3. Teoremas de la funcion inversa y forma local de las transformaciones
analiticas.

El siguiente teorema afirma que si la derivada de una funcién analitica f es no nula en un
punto, entonces existe una funcion inversa local , que es también analitica. Pero esto no significa
que f tenga que ser invertible. En efecto, aunque la derivada f’(z) # 0 Vz € Q, la funcién f
puede no ser invertible de Q a f(£2), aunque lo sea de algin disco D,(a) a su imagen f(D,(a)),
para cada a € €.

Por ejemplo la funcién exponencial exp(z) = e* es analitica en todo el plano complejo con
derivada que no se anula nunca, pero no es invertible (no existe funcién inversa exp~! que vaya
del recorrido C\ {0} de la funcién exp a su dominio C). Esto se debe a que e* no es inyectiva: z
y z + 2kmi con k ntimero entero cualquiera, tienen la misma imagen e* = e*+2k7,

Sin embargo, fijemos un punto a € C y un disco D,(a) que no corta a las rectas horizontales
y = Im(a) + mi ni y = Im(a) — mi (hacer un dibujo). La funcién e* restringida a este disco es
inyectiva (es decir dos puntos diferentes de ese disco tienen correspondientes diferentes por la
funcién e*). Luego es biyectiva sobre su imagen V', y existe una funcién inversa local. Esta funcién
inversa es la restriccién al abierto V' de la rama del logaritmo Logg, g,4-2x) donde 6y = —m+arg(a).

En resumen:

Nota 10.3.1. Aunque f'(z) # 0 para todo z € Q, la funcién f NO es necesariamente inyectiva,
y NO es necesariamente invertible.

Teorema 10.3.2. Teorema de la funcién inversa local. Si f € H(Q) cumple f'(a) # 0 para
algin a € Q entonces existe un entorno D,.(a) C Q y un abierto V. = f(D,(a)) tal que f lleva
biyectivamente D, () a V y la funcién inversa f~1 es analitica en V teniendo como derivada:

FH(f() =

1
6 Vz € Dy(a)
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Demostracién: Consideremos las partes real e imaginaria v y v de f = u + iv. La derivada
1'(2) se expresa como

= uy — iy,
Como f’(a) # 0y f’ es continua, tenemos f’(2) # 0 en un entorno de z = a. Luego

wRul£0 (1)

Calculemos el Jacobiano de la transformacion de dos variables reales (x,y) a dos variables reales
(u,v) mediante el siguiente determinante, y apliquemos las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

J

Usando (1) se tiene que el jacobiano J # 0 en un entorno de z = a. Aplicando el teorema de la
funcién inversa para funciones de dos variables de clase C!, existe un entorno abierto D,.(a) y un
entorno abierto V de f(a) tal que f lleva biyectivamente D,(a) en V y la funcién inversa f~! es
diferenciable en todo punto de V. Por lo tanto f~! es continua. Aplicando el teorema 2.1.12, se
deduce que la funcién inversa local f~! es analitica en V y tiene por derivada

1
-1
=——VzeD O
f (f(Z)) f/(z) z T(a)
Ejercicio 10.3.3. Rama del logaritmo definida en simplemente conexos.

Sea D un abierto simplemente conexo (por ejemplo un disco abierto). Probar que si f € H(D)
y f'(z) #0 Yz € D entonces existe h € H(D) tal que

") = f(z) VzeD

Nota: A esta funcién h(z) se la llama rama analitica del logaritmo de f(z) y se la denota
como Log(f(z)). La funcién h(z) no es unica, ya que dada una h(z) que cumple las condiciones
del ejercicio 10.3.3, si se le suma 2k7i con k niimero entero cualquiera, se obtiene otra funcién
h(z) que también cumple las condiciones requeridas.

Resolucion del ejercicio 10.3.3:

Consideremos la funcién f/(z)/f(z). Es analitica en D porque es el cociente de dos funciones
analiticas con el denominador que no se anula. El conjunto D es simplemente conexo. Luego,
por el corolario 7.1.4 del teorema de Cauchy, existe una primitiva G(z) de la funcién f'(z)/f(z)
en D. Consideremos la funcién H(z) = ¢%(*)/f(z). Es analitica en D porque es la composicién
de funciones analiticas y el cociente de funciones analiticas con el denominador que no se anula.
Calculemos la derivada de H:

, o (G2 (= i (= '(z
o (5 ) - (R i) e

Luego H es igual a una constante k en D. Determinemos la constante k:

oGla)

H(a):m:k#O
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Entonces se obtuvo:
eG(2)

f(z)
Elijamos un nimero b constante cualquiera tal que ¢ = k (existen infinitos posibles b porque
k # 0). Definamos

H(z) = —k#0 YzeD (1)

h(z) =G(z)—b

h € H(D) porque G es analitica y b es una constante. Verifiquemos que h cumple las condiciones

deseadas:
G(z)

M) = (G GG~ o — f(2) VzeD
En la ultima igualdad se usé (1). Hemos construido una funcién analitica h(z) en el disco D tal
que e"?) = f(z) Vz € D, como queriamos. [J

Ejercicio 10.3.4. Forma local de las funciones analiticas:
Las funciones analiticas son localmente “trasladados de z*
Sea f analitica en la region 2 y no constante; y sea a € §). Probar que existe un disco abierto
D con centro en a contenido en Q, una funcidn analitica ¢ en D tal que ¢'(a) # 0,¢p(a) =0, y
un numero k > 1 tales que:

kM

f(z) = fla) = (p(2))* ¥zeD (1)

Ademds k > 1 indica el lugar del primer coeficiente ai # 0 del desarrollo en serie de potencias de
£(2) = f(a) y cumple: k
f(z) = f(a) = (: — a)'g(z) VzeD

donde g(z) es una funcidn analitica tal que g(a) # 0.

Definiciéon 10.3.5. Orden o multiplicidad de un cero. Al nimero & > 1 que cumple las
condiciones del ejercicio 10.3.4, se lo llama orden o multiplicidad de a como cero de la funcién

f(z) = f(a).

Nota: La interpretacién de la igualdad (1) en el ejercicio 10.3.4 es como sigue:

La funcién ¢(z), como tiene derivada no nula en a, tiene derivada no nula en un entorno de a
y es localmente invertible (ver teorema 10.3.2), con inversa local analitica. Entonces puede inter-
pretarse ¢ meramente como un cambio de variable, que lleva la variable original z, analiticamente
y en forma biyectiva, a una nueva variable 2o = ((2). Con esa interpretacion (¢(2))* es z&, o sea
la funcién potencia k-ésima donde k > 1 es fijo. Siendo f(z) = f(a) + z& con f(a) = c constante,
resulta f(z) igual a la composicién de la funcién potencia k—ésima con una traslacién (de vector
¢). Toda funcién analitica es entonces, dicho en forma répida y poco precisa, localmente igual al
“trasladado de la funcién potencia k—ésima”. Con esa frase queremos resumir el resultado del

teorema a probar en este ejercicio.

Consideremos el desarrollo en serie de potencias de f centrado en a en un cierto disco D:

f(z) = Zan(z —a)" =ag+ Z an(z —a)"
n=0 n=1



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006. 103

Tenemos ag = f(a). Tomando ay, el primer coeficiente a partir de a; que no sea nulo, resulta:

f(z> - f(a) - Zan(z - a)n = (Z - G)k Zan(z - a)"_k ap # 0
n=~k n=k

Llamando g(z) = Y2%, an(2z — a)" % resulta g analitica en el disco D (porque es la suma de una

serie de potencias), y ademds g(a) = a # 0. En resumen:

f(z) = fla) = (= —a)*y(z) Vz€D, ge HD), gla)#0 (1)

Como g(a) # 0, entonces g(z) # 0 en algin entorno de a. Sustituyendo el disco D por un disco més
pequenio centrado en a, tal que g(z) # 0 en él (y volviendo a llamar D a ese disco més pequeno),
se tiene:

g(z) #0 Vz € D
Aplicando lo demostrado en el ejercicio 10.3.3, existe una funcién h € H(D) tal que
") = g(z) VzeD (2)

Tomemos

o(z) = (z —a)e"/* vz e D (3)

¢ es analitica en D porque es la composicién de la exponencial con una funcién analitica h(z)/k
(recordar que k es constante mayor o igual que 1), y luego multiplicada por otra funcién analitica

(z —a).

Juntando (1), (2) y (3), resulta:

1)~ (@) = (2~ )¢ = (z — a)} ()" = (2= )" = (p(2))* ¥zeD

La dltima es la igualdad de la tesis que queriamos probar.
Solo resta probar que ¢'(a) # 0. En efecto, usando (3)

H(2) = MR 4 (5 g) M)/ h,l(:)

Para z = a, usando (2) y el final de (1) se deduce:

[¢(a)] = |"@/F] = {]eh@] = {/g(a)] £0 O

Nota: La raiz k-ésima que se toma en la igualdad anterior es en los reales positivos que
esta siempre bien definida. No es raiz k-ésima compleja.

Ejercicio 10.3.6. Probar que si f € ) es inyectiva entonces
f'(z)#0 VzeQ

y para todo a € Q es k =1 el orden o multiplicidad de a como cero de la funcion f(z) — f(a).
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Sea a € € un punto cualquiera, que dejamos fijo. Hay que probar que f’(a) # 0. Considerando
los coeficientes a,, del desarrollo en serie de potencias de f centrado en a, y recordando que

a) = f’(a)

basta probar que a; = 0. Por lo visto en el ejercicio que muestra que f es localmente igual al
“trasladado de z* ”(ejercicio 10.3.4), hay que probar que k& > 1, donde k es el primer natural
positivo tal que ax # 0, que coincide con el orden de a como cero de la funcién f(z) — f(a).
Supongamos por absurdo que k > 2.
Aplicamos el resultado del ejercicio del “trasladado de z* ” (ejercicio 10.3.4). En un cierto disco
D, entorno del punto a, existe una funcién analitica ¢ tal que ¢'(a) # 0, @(a) =0y que cumple:

f(z) = fla) = (p(x))* ¥VzeD (1)

k‘aa(

Aplicando el teorema 10.3.2, de la desigualdad ¢’(a) # 0 se deduce que ¢ es biyectiva de un cierto
entorno D del punto a a un cierto abierto V = ¢(D) que contiene ¢(a) = 0; es decir ¢ : D — ¢(D)
tiene inversa local, que es =1 : (D) — D.

Elijamos z; € D, z; # a. Consideremos w; = ¢(z1). Como ¢ es inyectiva en Dy p(a) = 0, se
deduce w; # 0. Tomemos wy = w1e2™/k. Si k > 2, entonces wy # wy. Sea zo = o~ Y(ws). Como
™! también es inyectiva, se cumple 2o # z1. En resumen, tenemos:

i2n/k _

29 7é z1 € D, @(22) = w9 = wje 90(21)61'27‘-/": (2)

Reuniendo (1) con (2) se cumple:

272 €D, f(z)-fla)=p()" = ()" (em/k)k = p(21)"e®™ = p(21)" = f(21) ~ f(a)

Luego:
w#F 2 €D, f(n)-fla)=Ff(z)—fla) = f(z1)=[f(2)

Lo anterior muestra que f no es inyectiva, lo que es absurdo porque contradice la hipétesis. [

Teorema 10.3.7. Teorema de la funcién inversa global. Sea f € H(Q) inyectiva. Entonces
f'(z)#0 VzeQ

y f:Q f(Q) es invertible con inversa analitica f=1: f() — Q en el abierto f(2). Ademds la
derivada de la funcion inversa es:

FHfR) = 5 VzeQ

Ademds para todo a € Q2 es k =1 el orden de a como cero de la funcion f(z) — f(a).

Demostracién: En el ejercicio 10.3.6, se probé que f'(z) # 0 Vz € Q. Entonces, aplicando
el teorema de inversa local (teorema 10.3.2), se deduce que f es localmente invertible para todo
punto a € 2, con inversa local analitica f, ! : f(D(a)) — D(a), donde D(a) es un entorno abierto
de ay f(D(a)) un entorno abierto de f(a).
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El recorrido f(2) es abierto, porque cada f(a) en él estd en el entorno f(D(a)), abierto y
contenido en f(€2).

Por hipétesis, f es inyectiva en Q. Cualquier funcién f inyectiva de Q a f(2), es invertible.
(Porque cualquier funcién es sobreyectiva sobre su recorrido).

La inversa f~!: f(Q) — €, como es la tinica, cuando se la restringe a f(D(a)) para cualquier
punto a € 2, coincide con la inversa local f, ! que sabemos que es analitica. Luego la inversa
global f~! es analitica.

Aplicando a cada z € () la ultima igualdad del teorema 10.3.2 se deduce:

1
FY(f(2) === VzeQ O
FC) =55
10.4. Transformaciones del disco unitario en si mismo.

Sea D = D1(0) = {z € C: |z| < 1} el disco unitario abierto. En esta subseccién estudiaremos
las transformaciones analiticas que llevan el disco unitario D en si mismo (aunque el recorrido no
sea todo D).

Los siguientes resultados ya probados son aplicables en particular a estas transformaciones:

= Lema de Schwartz. Ver lema 10.1.3.
» Existencia de ceros. Ver ejercicio 10.1.2.

Ejercicio 10.4.1. Transformaciones de Moebius del disco unitario en si mismo.
Sea a un complejo constante tal que || < 1. Sea ¢q la siguiente transformacion de Moebius:

Zz—

a) Probar que po € H(D), ¢a(a) =0, ¢4(0)=—a.
b) Probar que v, es biyectiva de D en D y de D en 0D, con funcion inversa

71:

(/Oa 90—01

c) Probar que
1
/ _ / _ 2
Soa(a) - 1— |Oé|27 QDa(O) =1- ’a‘

Resolucién: Parte a): La transformacién de Moebius ¢, es analitica para todo punto z que
no anule el denominador, pues es el cociente de dos funciones analiticas. Entonces es analitica
para todo z # 1/@. Como |1/@| = 1/|a| > 1 entonces es analitica para todo z € D. Es inmediato
verificar que @, () =0, @o(0) = —a.

Parte b): La transformacién de Moebius ¢, es biyectiva del plano compactificado C U {oo}
en si mismo. Entonces es biyectiva de D en la imagen de D y de 0D en la imagen de 0D. Para
probar que es biyectiva de D en D y de 9D en 0D basta probar entonces que la imagen de 0D es
0D y que la imagen de D es D.

Primero verifiquemos que ¢, (0D) C dD:

Sea z € 0D, es decir |z| = 1. Probemos que ¢, (z) € 0D, es decir que |p,(2)| = 1:

Z— Z— 2Z — Zo

el =1 = pal2)] = = 7] - =1 (1)

1—az 1 —az 1—az 1—az

_‘1—042
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El médulo del tltimo cociente en la igualdad (1) es 1 porque el numerador es el conjugado del
denominador, y entonces tienen el mismo maédulo.

Como ¢, es una transformacion de Moebius, lleva la circunferencia 0D a una circunferencia
o a una recta. En (1) probamos que lleva la circunferencia 0D dentro de si misma. Entonces la
lleva a si misma. Hemos probado entonces que la imagen de la circunferencia 0D es si misma.

Ahora probemos que la imagen del disco D es el mismo disco D. Como ¢, es una transforma-
cién de Moebius, lleva el interior D de la circunferencia 0D a una de las dos regiones del plano
complejo que tienen como frontera D. Como para 0 € D se cumple ¢, (0) = —a € D, entonces
la imagen de D es la tUnica regién del plano complejo que contiene a —« y que tiene como frontera
OD: esto es D. Hemos probado que la imagen de D es D.

Por lo explicado antes, esto basta para probar que ¢, es biyectiva de D en si mismo. Por lo
tanto existe funcién inversa o, de D en D, que es la tinica funcién que compuesta con ¢, da la
identidad.

Para probar que la funcion inversa de ¢, es p_, basta verificar que

0_o(pa(2)) =2 Vz€ D (aprobar)

En efecto

Y—a(pal(2)) = ¢a ( o ) (z—a/l —az) — (—a)

l-az) 1-(z—-a/l—az)(-a)

z—a+a(l—az) z-—|a*z

l—az+a(z—a) T 1 |a|? —
Parte c): Calculemos la derivada de ¢q(2):
y o (l—az)+a(z—a)
QDQ(Z) - (1—52)2
Sustituyendo z = a y z = 0 se obtiene:
1 -2« 1 1 —-0aa
Polar) = = P (0) = =1-|o* O

I-a@a)? 1-|a’ 1

Ejercicio 10.4.2. Acotacién de la derivada de las transformaciones analiticas del disco
unitario en si mismo.
Sean o y B dos complejos fijos con mddulo menor que 1. Sea f € H(D) tal que f(D) C D y

fla) =B

a) Probar que

b) Probar que la igualdad se da si y solo si existe ¢ constante tal que |c| =1y

f(z) =¢_plcpalz)) VzeD

donde 4, es la transformacion definida en el ejercicio 10.4.1.
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Resoluciéon: Tomemos la composicion:

hz)=gpofop-alz) (1)

Se tiene h(D) C Dy h € H(D) porque es composicién de funciones analiticas que llevan del disco
D en si mismo. Por el lema de Schwartz (ver lemma 10.1.3), se cumple:

R'(0)<1 (2a)
y ademas
h'(0)=1 < h(z) =cz Vz€ D donde c es constante tal que |c|] =1  (2b)
Aplicando la regla de la cadena a la ecuacién (1) se obtiene:
_1-|af
18]

En la ultima igualdad se usé el resultado de la parte c) del ejercicio 10.4.1. En definitiva:

1(0) = ¢(f(-a(0))) - f'(-a(0)) - 970 (0) = 5(8) - ()"0 (0) f(e)

/ _ 11— |O‘|2 /
WO = 1= 5@l 6)
Reuniendo (2a) con (3) se deduce que:
/ 1 - W|2
rels s

Reuniendo (2b) con (3), y usando (1), se deduce que:

1— 2
If' ()| = T I§||2 & ppofop_a(z) =cz Yz€ D donde ces constante tal que || =1 (5)

Veamos el significado de la tltima condicién en (5), usando w = ¢_o(2), 2z = ¢~ (w):

ppofopalz)=cz & [f(w)=p5 (cpa(w)) = p_plcpa(w))
En la dltima igualdad se usé la parte b) del ejercicio 10.4.1. Luego la afirmacién en (5) es:

1— 2
If ()| = T 1512 & f(w) = p_plcpa(w)) Yw € D donde c es constante tal que [¢] =1 (6)

Las afirmaciones (4) y (6) son la tesis de las partes a) y b) respectivamente, como querfamos
probar. [

Ejercicio 10.4.3. Transformaciones invertibles del disco unitario en si mismo.
a) Sea a un complejo fijo con médulo menor que 1. Sea f € H(D) inyectiva tal que f(D) = D
y f(a) =0 con a € D. Probar que existe ¢ constante, con |c| =1, tal que

f(z) =cpa(z) Vze D

donde 4, es la transformacion definida en el ejercicio 10.4.1.
b) Probar que si f es una funcidn entera e inyectiva tal que |f(z)] =1 si |z| = 1 entonces f
tiene un unico cero en el disco unitario D y existe una constante ¢ con mddulo igual a 1 tal que

f(z)=cz VzeC
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Parte a): Si f es analitica e inyectiva de D sobre D, entonces por el teorema 10.3.7, f es
invertible sobre su imagen D; f'(z) # 0 Vz € D, y la funcién inversa g = f~' : D + D es
analitica y su derivada cumple

Como por hip6tesis se tiene f(«) = 0, la igualdad anterior aplicada en particular a z = « conduce

a:
1

= 1

U

Aplicando el resultado del ejercicio 10.4.2 a la funcién f, con § = 0, donde ¢g(2) = ¢o(2) = 2,
Yy ¢a = (2 —a)/(1 — @z) son las funciones definidas en el ejercicio 10.4.1; se obtiene:

Flo)<—— @

T 1—|af

9'(0)

y ademas

1
1ol

|f ()] f(2) = cpa(z) Yz € D donde c es constante tal que [c] =1 (3)

Como por hipétesis se tiene f(a) = 0, entonces la funcién inversa g = f~! : D — D cumple
9(0) = a. Aplicando el resultado del ejercicio 10.4.2 a la funcién g, (intercambiando los roles de «
y (3 en el enunciado del ejercicio 10.4.2 y usando que 3 = 0), se obtiene:

g0) <1—]af (4)
Reuniendo (1) con (4) se deduce:

@)= = )

Reuniendo (2) con (5) se deduce que:

1
1o

|f'(@)]

y usando (3) se deduce que
f(2) = cpa(z) Yz € D donde c es constante tal que |¢| =1. O

Parte b): Usando el resultado probado en el ejercicio 10.1.2, existe al menos un cero en el
disco D. Este cero es tnico porque f es inyectiva. Llamandolo « tenemos f(a) =0 con o € D.
Ademsds f lleva inyectivamente el disco D sobre su imagen. f es analitica y biyectiva de todo
el plano complejo sobre su imagen. Entonces el borde de la imagen f(D) es la imagen del borde
de D. Como la imagen de 0D es 0D (por hipétesis), concluimos que la imagen f(D) tiene como
borde a la circunferencia 9D. Entonces f(D) es una de las dos regiones que tienen como borde a
la circunferencia 0D. Como a € Dy f(a) =0 € D se deduce que la regién imagen f(D) es D.
En resumen tenemos:

f(D) = D; f analitica e inyectiva ; f(a) =0 con o € D
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Usando la parte a) se deduce que

f(2) = cpalz) = @ Vz € D  donde c es constante con |c¢| =1
—az
Como f(z) coincide con ¢y, (2z) para todo z € D, la funcién f(z) — cpq(z) se anula en D. Por
el principio de prolongacién analitica, se anula para todo z €  donde € es la regiéon que contiene
a D donde ambas funciones f y ¢, sean analiticas. Es decir:
c(z — a)
flz)= 1 = Vz € Q  donde c es constante con |c] =1 (6)
—az
Probemos que o = 0 y por lo tanto 2 = C.
Por absurdo, si @ # 0 tomando limite en (6) para z — 1/&@ y usando que f es continua porque

es entera, se deduce:

ez — )

f(1/@) = lim =00 Absurdo.

z—1l/a 1—az
Luego tenemos o = 0 y la regién ) donde f y ¢, son analiticas, es todo el plano complejo C.
Sustituyendo « =0y © = C en (6) se deduce

f(2) =cz Vze€C donde c es constante con |c| =1. O

Ejercicio 10.4.4. Caracterizacion de transformaciones analiticas del disco unitario en
si mismo.
Sea f € H(RY), donde Q es abierto conexo que contiene al disco unitario cerrado

D={z€eC:|z| <1}

a) Probar que si f no es constante y si |f(z)| =1 Vz € 0D entonces existe una constante M
con | M| =1 tal que

flz)= MHgoaj(z) VzeQ
j=1

donde a1, ,...,04,...,qn, son los ceros de f contenidos en D, repetido cada uno tantas veces
como su multiplicidad, y o, es la transformacidn definida en el ejercicio 10.4.1.

b) Probar que si f es entera y cumple |f(z)| =1 si |z| = 1, entonces existe una constante c
con |¢| =1 y un ndmero natural k > 0 tales que

f(z)=czF VvzecC

Parte a): Por el resultado del ejercicio 10.1.2, como la funcién f no es constante, f tiene al
menos un cero en D.

La transformacién f es analitica en 2 O D, no constante y transforma 0D en D por hipétesis.
Luego, transforma D en una de las dos regiones que tiene como frontera a 9D. Como existe o € D
tal que f(a) =0 € D, entonces f transforma D en D.

Llamemos o, g, ...,qj,...,q;, alos ceros de f en D, repetido cada uno tantas veces como
su multiplicidad.
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Recordar que, por lo visto en la definicién 10.3.5, la multiplicidad de un cero «; de f es el
numero natural k; > 1 tal que

f(z) = (z — aj)¥g;(2), donde g; € H(Dr(cj)), gj(e;) #0

siendo D, («;) un entorno de radio r > 0 del punto «;.

Luego:
) fz)
Zlggj —a,)k =gjley) = Ly € C\ {0} (1)
Construyamos la funcién auxiliar g(z), definida para todo z € Q tal que z # aq, g, ..., a5, ..., Cuy,

del siguiente modo:
9(2) = /-
H;'nzl Pa (2)
Recordando que ¢q,(2) = (2 — a;)/(1 — @5 z), consideremos la primera rafz a; de f en D, que
tiene multiplicidad ki > 1.
En la productoria i, ¢a;(2) aparece el factor (z — a1)/(1 — @;2) exactamente k1 veces (en
los primeros kp factores). Luego, esa productoria se escribe como:

(2)

Z — a1 . .o
H Pa, (2 0—an = lk_IH ¢a;(2), siendo oy # ag si j > k1 (3)
Jj=k1

donde, por convencion, la ultima productoria es 1 si m < kj.
Tomando limite en (2) y usando (3) y (1), se deduce que:

f(x)(A —a 2)" 1 L U )
H;n:kl+1 Pay (1)

lim g¢(z) = lim =M, € C\ {0}

z—aq z—ay (Z - Ozl)kl H;’n:lirl Pay (Z)
Se observa que no se anula el denominador a la derecha (para definir el nimero complejo M)
porque o # g si j > k1. Ademas My # 0 porque Ly # 0y |ou| < 1.

Andlogamente para las otras raices as, s, ..., de f en D se obtiene:

Jim g(2) = M; # 0 (4)

Por lo tanto
lim (z — a;)g(z) =0-M; =0
Z"Oéj
Aplicando el teorema de Cauchy-Goursat extendido (ver corolario 6.3.6) se deduce que la
funcién g definida en (2) se extiende analiticamente a todo el disco D.
Probemos que |g(z)| = 1 para todo z tal que |z| = 1. En efecto, usando (2), usando que
f(0D) C 9D y usando la propiedad (b) del ejercicio 10.4.1 que dice que ¢, (9D) = 9D, se deduce

que
=1 = |g() = =t D _1_

[I5% lea; ()] 1
En resumen tenemos una transformaciéon g € H(D) tal que |g(z)] = 1 si |z|] = 1. Usando el
resultado del ejercicio 10.1.2, la funcién g es, o bien constante igual a M (con |M| = 1 porque
lg(z)| = 1si |z| = 1); o bien g tiene algin cero en D.
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Probemos que g no tiene ningin cero en D. (Por lo tanto g es constante igual a M con |M| = 1.)
En efecto: Por absurdo, si & € D es un cero de g entonces usando (2), a es uno de los ceros de
f en D, digamos que es o;. Entonces aplicando la continuidad de g(z) en z = «; (porque g es
analitica en D), y usando la igualdad (4) se deduce:

0=g(aj) = lim g(a;) = M; # 0. Absurdo.

adey]

Esto termina de probar que g € H(D) no tiene ningin cero en D. Por lo tanto g es constante
igual a M con |M| = 1. Sustituyendo en (2) se deduce:

m
flz) =M H Ya;(2) Vz €, donde M es una constante tal que |[M| =1 [
j=1
Parte b): Si f es entera y es constante igual a ¢, y ademds cumple |f(z)| = 1 cuando |z| =1,
entonces |c| = 1 y se obtiene la tesis que querfamos probar, con k = 0:
f(z) =c VzeC, donde c es una constante tal que |c| = 1.

Ahora estudiemos el caso en que f es entera y no constante tal que |f(z)| = 1 cuando |z| = 1.
Entonces f cumple todas las hip6tesis de la parte a), donde 2 = C. Luego, usando lo probado
en la parte a):

m
f(z) = cH ¢a;(2z) Vze€C, donde ces una constante tal que |c[ =1 (5)
j=1

donde ai,ao,...,q;j,...,q, son las raices de f en en el disco unitario, repetida cada una tantas
veces como su multiplicidad.
Probemos que o; = 0 para todo j = 1,2,...,m. Por absurdo, si alguna raiz o;j de f en D

fuera a; # 0 entonces la funcién ¢q,(2) = (2 — a;)/(1 — @; 2) no serfa analitica en z = 1/a;. Por
lo tanto, usando (5) la funcién f no seria analitica en ese punto, contradiciendo la hipétesis de
que f es una funcién entera.

Hemos probado que a; = 0 para todo j = 1,2,...,m. Entonces f tiene en el disco unitario
D una tnica rafz a = 0 con multiplicidad £k = m > 1. Sustituyendo en (5), a; =0, m =k y
observando que ¢g(z) = z se obtiene

f(z) =cz¥ VzeC, donde ¢ es una constante tal que |¢| =1. O
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TERCERA PARTE.
SINGULARIDADES Y TEORIA DE LOS RESIDUOS.

Resumen

Se estudian las singularidades aisladas: evitables, polos y esenciales y se obtiene el desarrollo
en serie de Laurent.

Se define la topologia de convergencia uniforme en compactos de las funciones analiticas.
Se expone un teorema de aproximacion de funciones meromorfas por funciones racionales. Se
definen las familias normales y se prueba la compacidad secuencial de estas familias.

Se expone la teoria de los residuos para funciones meromorfas, el principio del argumento
y el teorema de Rouché. Se dan aplicaciones matematicas del cdlculo de residuos.

11. Sintesis de la segunda parte.

Se suponen conocidos los siguientes conceptos previos desarrollados en las secciones 1, 2, 3.1
y 3.2

» El plano complejo compactificado C = C U {oc}, donde un entorno de oo se define como
Dyp ={oc0}U{z € C:|z| < R}, con R > 0.

= En un abierto §2, una funcién f es holomorfa si existe en todo punto zy € € el siguiente
limite, llamado derivada de f en zp:

= La integral fv f(2) dz de una funcién continua f en Q a lo largo de una curva v, C! a trozos
en {2, y sus propiedades.

= Si m un numero entero m # 1, entonces, para toda curva cerrada v que vaya del punto z;

al punto zo se tiene:
Zm-i—l _ zm—i—l
/ (r—a)ymds =2 A
y m+1

Si la curva = es cerrada entonces la integral anterior es nula.

= Los conceptos de convergencia puntual, convergencia absoluta y convergencia uniforme de
series de funciones de variable compleja.

» La serie geométrica de razén z definida como Y7 ;2™ converge puntualmente a 1/(1 — z)
para todo z tal que |z| < 1.

» Criterio de la mayorante de Weierstrass: Si |f,(z)| < A, independiente de z, para todo
ze Kysi) 2 A, converge, entonces

(o9}
Z fn(2) converge uniformemente y absolutamente en K
n=0
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= La serie geométrica EZO:() z™ converge uniformemente en cualquier conjunto compacto K

contenido en D;(0).

= Convergencia uniforme e integracién: Si para todo n > 0 la funcién f,, es continua en K,
y st Y o7 fn converge uniformemente en K, entonces la suma de la serie Y o2 fn(z) es

continua en K y N N
A (;} fn(z)) dz = ;) (/7 fa(2) dz>

para cualquier curva C! a trozos contenida en K.

11.1. Funciones analiticas.

Los detalles y demostraciones de los resultados incluidos en este resumen se encuentran en las
secciones 5 y 6.

Definicién 11.1.1. f: Q+— C se dice analitica en el punto zo € Q si existe un disco Dg(zp), con
R > 0 tal que:

Para todo z € Dr(z0) N :  f(2) = Zan(z —20)"
n=0

6 donde la serie de la derecha es convergente puntualmente para todo z fijo en Dg(z0).

La serie ) ° jan(z — 20)" Vz € Dg(20) se llama desarrollo en serie de potencias centrado
en 2o de la funcién f(z).

f:Q+— C se dice analitica en ) si es analitica en zg para todo zg € €.

Nota 11.1.2. Radio de convergencia y formula de la raiz n-ésima.
El méximo R tal que la serie de potencias

oo
Z an(z — zp)" converge Yz € Dp(20)
n=0

€s

R =1/(limsup {/|an|)

n—oo
La serie de potencias converge absolutamente para todo z tal que |z — 29| < R, y converge
uniformemente en todo compacto K C Dg(zp).
(Por convencidn, si limsup,,_,., /|an| = 0 se dice que R = 400 y Dg(z9) = C).

Nota 11.1.3. Si f es analitica en 25 € ) entonces también es analitica en todo los puntos del
disco Dg(zp).

Nota 11.1.4. Si f es analitica en €2 y si R es el radio de convergencia de la serie de potencias
centrada en zg € (), entonces:

a) Si Dg(z0) no estd contenido en Q, , y f(2) = > " jan(z—20)" Yz € Dg(z0) NS, entonces
se puede extender f analiticamente a Q; = QU Dpg(29) como la suma de la serie Y 2 an(z —
Zo)n Vze€ DR<Z()).

b) Si Dg(z0) esta contenido en 2 el radio R es igual a la distancia de 2y al complemento de €.

5Por convencién z° = 1 para todo z, atin abusando de la notacién, cuando z = 0.
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Teorema 11.1.5. Analiticidad de las funciones holomorfas.
Una funcién f es holomorfa en el abierto €2 si y solo si es analitica en €.

Se denota con H(2) al conjunto de todas las funciones holomorfas o lo que es lo mismo
analiticas en ().

Teorema 11.1.6. Derivabilidad infinita de las funciones analiticas.
Relacion entre coeficientes del desarrollo y derivadas de la funcion.
Siy 2 an(z—20)" = f(z) Vze& Dg(z) donde R > 0 Se cumple:
a) f(z) =302 1 nay(z — 20)""! V2 € Dg(z0).
b) Existen en Dg(zo) derivadas f*)(z) (respecto de z) de orden k, para todo natural k > 1.
c) Se verifica la siguiente relacién entre los coeficientes del desarrollo en serie de f centrado en
zp € Q y la derivada n- ésima de f en z:

_ f)

n!

ap = f(20), a1 = f'(20), an Vn >0
Teorema 11.1.7. Principio de prolongacion analitica. Sea f analitica en €2, donde ) es
abierto conexo. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) f(z)=0 VzeQ.

b) Para algtin zg € Q, se cumple ) (z9) =0 Vk > 0.

c) Existe una sucesién de puntos z, € Q que converge z, — 2o € €, tal que para todo
n>1, zn#z0y f(zn) =0.

Nota: La afirmacion c) se expresa también diciendo que: Existe un punto de acumulacién
zg € ) del conjunto donde se anula f.

Corolario 11.1.8. Si una funcién f analitica no es idénticamente nula en una regién 2 entonces
sus ceros (i.e. puntos donde se anula f) son aislados.

Dicho de otra manera, cada punto zq tal que f(zp) = 0 estd contenido en algin entorno Dg(zp)
que no contiene otros ceros de f mas que zg.

Corolario 11.1.9. Si dos funciones analiticas en la regién €2 coinciden en un conjunto con un
punto de acumulacién en €2 entonces ambas coinciden en todo punto de 2.

Teorema 11.1.10. Funciones analiticas construidas mediante integrales.
Hipétesis) Sea f : Q +— C una funcion continua. Sea v C Q una curva. Se define para cada
z0 € C\ v* figo, el valor complejo g(z9) dado por la integral siguiente:

9(20) Z/Mdz
Y

Z — 20

Tesis) g(z0) como funcion de zy es analitica en C\ v*.
Ademds la derivada n- ésima de g estd dada para todo zg € C\ ~* por la siguiente formula

integral:
W (o) =t [ )
9" (z0) n/7 = 2 dz
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11.2. Teoria del indice.

Los detalles y las demostraciones de este paragrafo se encuentran en la subseccién 5.4.

Definicién 11.2.1. Indice de una curva cerrada.

Dada una curva orientada y cerrada cualquiera v, y dado un punto zy ¢ -, se llama indice de
v en el punto zy, y se denota Indy(29), a la cantidad entera k neta de vueltas que da v alrededor
de zg.

La cantidad de vueltas que da v alrededor de zy estd definida con precisién en la seccion 5.4,
Definicién 5.4.1.)

Teorema 11.2.2. Teorema del indice.
Sea v una curva cerrada cualquiera C a trozos. Para todo zy € vy se cumple:

1
Ind(z0) = —/ dz
.

- 2mi zZ— 20

11.3. Teoria de Cauchy.

Los detalles asi como las demostraciones de este pardgrafo se encuentran en las secciones 6 y

Sea un abierto no vacio Q2 C C.

Teorema 11.3.1. Teorema de Cauchy global.
Sea f € H(Y). Sea v una curva cerrada homotopica a un punto en ). Entonces

/Wf(z)dz =0

Corolario 11.3.2. Otra versién del teorema de Cauchy global. Sea f € H(Q2). Sean 71 y
Yo dos curvas en ), ambas con el mismo extremo inicial y con el mismo extremo final. St y1 es

homotopica a o en €2, entonces
[ te@raz= [ s
71 72

Teorema 11.3.3. Teorema de Cauchy-Goursat extendido.
Sife HQ\ {z0} cumple
lim (2 — 29)f(2) =0

z—20
entonces f puede extenderse holomdrficamente a €.
Teorema 11.3.4. Férmula integral de Cauchy global.

Sea f € H(QY). Sea v una curva cerrada homotopica a un punto en Q. Sea zo € Q0 un punto
que no pertenece a v*. Entonces

L/Mdz:f(zo) - Ind(20)

211 Z— 20
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Teorema 11.3.5. Formula integral de Cauchy global para las derivadas.
Sea f € H(QY). Sea v una curva cerrada homotépica a un punto en Q. Sea zo € Q0 un punto
que no pertenece a v*. Entonces

ol / (L dz = ) (z0) - Ind,(z)

2mi z — zp)" 1

El siguiente teorema dice que vale también un reciproco del Teorema de Cauchy, si se supone
que la funcién es continua:

Teorema 11.3.6. Teorema de Morera.
Sea f una funcion continua en el abierto Q. Se cumple:

a) f € H(Q) si y solo si
/f(z)dzzo
.

para toda curva cerrada vy que sea homotopica a un punto en .
b)f € H(Q) siy solo si

f(z)dz=0
OR

para todo rectangulo R C ) que tenga lados paralelos a los ejes real e imaginario.

11.4. Consecuencias de la teoria de Cauchy.

Los detalles y demostraciones de este pardgrafo se encuentran en la seccién 8.

Definicién 11.4.1. Sea f una funcién continua en 2. Se dice que |f| tiene un mdzximo local en
2o € € si existe un disco abierto Dg(zp) C 2 tal que

[f() < 1f(20)] V2 € Dr(20)

Teorema 11.4.2. Principio del médulo maximo. Sea Q un abierto conezo y sea f € H().
Si |f| tiene algin mdzximo local en Q entonces f es constante en €.

Corolario 11.4.3. Otro enunciado del Principio del médulo méaximo.
Sea Q un abierto conezo. Sea f € H(SY). Sea un disco cerrado D C 0, y sea M = méx,_p | f(2)|.
Si f no es constante en Q0 entonces el mdzimo M en D se alcanza solamente en la frontera
0D (es estrictamente mayor que |f(2)| para todo z en el interior D).

Teorema 11.4.4. Desigualdades de Cauchy.
Sea f € H(R). Para todo zg € Q, para todo R > 0 tal que Dg(z9) C 2, se cumple

n! M(R)
|f(n)(20)’ < “Rmn
donde M (R) = méxzem |f(2)]
Definicién 11.4.5. Un funcién f : C — C se llama entera si f € H(C).
Por ejemplo la funcién f(z) = e* es entera. Los polinomios en z son funciones enteras.
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Teorema 11.4.6. Teorema de Liouville Si una funcion entera estd acotada entonces es cons-
tante.

Teorema 11.4.7. Teorema fundamental del Algebra.

a) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado mayor o igual que 1 tiene alguna una
ratz compleja.

b) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado k > 1 tiene exactamente k raices com-
plejas, contada cada una tantas veces como sea su multiplicidad.

11.5. Lema de Jordan y de deformacion de curvas.

Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 9.

Para aplicar la teorfa de Cauchy y la teoria de Residuos (que se verd en la seccién 15), al
calculo de integrales impropias, se utilizan los siguientes lemas, llamados Lema de Jordan y Lemas
de Deformacion de Curvas.

Lema 11.5.1. Lema de deformacion de curvas I.

Sea f : Q +— C continua. Sea para todo R > 0 suficientemente grande Sp C § el arco de
circunferencia z = z(t) = Re®, 01 <t < 5.

a) Silim, . zf(2) = L entonces

Ii dz =1L(0 — 0
Al [, 1) d = iL(e> = )

b) Silim, . zf(z) =0 entonces
lim z)dz =0
dim [ 5
Lema 11.5.2. Lema de deformacion de curvas II.
Sea f : Q — C continua. Sea para todo R > 0 suficientemente pequeno S C §2 el arco de
circunferencia z = z(t) = Re®, 61 <t < 0.
Silim,_02f(2) = L entonces

lim /;R f(Z) dz = iL(QQ - 01)

R—0

Lema 11.5.3. Lema de Jordan.
Si f(z) es una funcién compleja continua para todo z tal que |z| > Ry, que cumple

|f(2)| < K V|z| > Ro
Entonces:

[ ey <™ R > R,
Tr $

donde s > 0 es constante y U'g es un arco contenido en la semicircunferencia: z = Re', t € [0, 7).
Ademds si lim,_,o f(z) = 0 entonces:

I ®f(z)dz =0
A, IR
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12. Ceros y singularidades aisladas.

12.1. Funciones racionales.

Una funcion racional es un cociente de dos polinomios no idénticamente nulos, con coeficientes
complejos:

Esta definida y es holomorfa en todos los puntos del plano complejo que no sean raices del poli-
nomio Q(z).

Siempre podemos suponer que los polinomios P(z) y (Q(z) son primos entre si, esto es, no
tienen raices comunes. En efecto, si ambos polinomios tienen alguna(s) raiz(es) zp en comun,
dividiendo ambos entre (z — zp) tantas veces como sea necesario, alguno de ellos, o ambos, deja
de tener a zy como raiz.

Por el teorema fundamental del Algebra, cada polinomio tiene tantas raices z1, 23, . . . , 2, COMO
su grado n (repitiendo cada raiz tantas veces como su multiplicidad). Entonces dividiendo sucesivas
veces el polinomio entre z — z; se factoriza el polinomio.

Llamando z1, 29, ..., 2z, a las raices de P(z) (repitiendo cada una tantas veces como su multi-
plicidad) y llamando p1,po, ..., pm a las raices de Q(z), se obtiene:

Pz)=a(z—2z1)(z—22) ... (2 — zn)

Q(z)=blz—p1)(z—p2)...(2— pm)

donde a # 0 y b # 0 son los coeficientes de los términos de mayor grado de los polinomios P(z)
y Q(z) que tienen grado n y m respectivamente. (Alguno de los dos polinomios o ambos puede
tener grado 0. Si ambos tienen grado 0, la funcién racional P(z)/Q(z) es constante.)

Se tiene
P(z) alz—21)(z—22)...(2—2p)

T QG bz—p)(z—p2).--(z—pm)

Extendemos continuamente la funcién racional f(z) al plano compactificado C, definiendo:

f(pi)) =00 = lim f(z), Vi=1,2,...,m

Z—DPi

Ademis:

=0. Definimos f(oc0) =0

=00. Definimos f(c0) = 00

m=mn = lim P(z)

En lo que sigue consideramos la funcién racional f(z) = P(z)/Q(z), donde P(z) y Q(z) son
polinomios primos entre si, de grado n y m respectivamente.

= % # 0. Definimos f(c0) = %
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Definicion 12.1.1. Ceros de una funcién racional.

Se llaman ceros de la funcién f(z) = P(z)/Q(z) a las raices de P(z) y ademds, si m > n se
llama también cero de la funcién racional a oo

Se llama orden de un cero z; € C a su multiplicidad como raiz de P(z). Se llama orden de oo,
cuando es un cero de la funcién, al nimero natural positivo m — n.

Definicion 12.1.2. Polos de una funcién racional.

Se llaman polos de la funcién f(z) = P(2)/Q(z) a las raices de Q(z) y ademds, si m < n se
llama también polo de la funcién racional a co

Se llama orden de un polo p; € C a su multiplicidad como raiz de Q(z). Se llama orden de oo,
cuando es un polo de la funcién, al nimero natural positivo n — m.

Proposicién 12.1.3. Cantidad de ceros y polos de una funcién racional.

La cantidad de ceros de la funcion racional f(z) = P(z)/Q(z) (contado cada uno tantas veces
como su orden) es igual a la cantidad de polos (contado cada uno tantas veces como su orden) y
es igual a max{m,n}.

En efecto, esta proposiciéon se deduce de las definiciones de ceros y polos, discutiendo segin
m>n,m<nym=n.

Proposicién 12.1.4. Caracterizacion de ceros y polos de una funcién racional.
29 € C es un cero de f(z) = P(z)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

) f(2)
ZILIero 7(2 —)F ¢ {0,00}

oo es un cero de f(z) = P(2)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

lim 2*f(2) & {0, 00}

Zz—

po € C es un polo de f(z) = P(z)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

lim (z — 20)* f(2) & {0, 00}

Z—Po

oo es un polo de f(z) = P(2)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

G

2Z—00 zk

¢ {0,00}

La demostracién es una simple verificacion que se realiza factorizando los polinomios primos
entre si P(z) y Q(z), y aplicando la definicién de ceros y polos.

Hallemos la cantidad de preimégenes de f(z) = P(2)/Q(z), es decir, dado un elemento ¢ € C
encontrar la cantidad de elementos z € C (contado cada uno con su multiplicidad) tales que:

zefH & flx)=
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Notacién: f~1{c} indica el conjunto preimagen por f del elemento c. No indica funcién inversa.
Es solamente el conjunto, que podria hasta ser vacio, formado por todos los elementos del dominio
de la funcién f cuyos correspondientes por f son c.

Si ¢ = 0o, entonces por definicién de polo, la cantidad de preimagenes de c es la cantidad de
polos (contado cada uno con su orden), es decir

#(f ! {o0}) = méx{m, n}

Si ¢ € C, entonces la cantidad de preimagenes de ¢ por f es la cantidad de ceros de la funcién
racional f(z)—c = (P(z)—cQ(z))/Q(z). El numerador y el denominador son primos entre si porque
lo son P(z) y Q(z). Entonces la cantidad de ceros de f(z) — ¢ es igual al méximo M de los grados
de P(z) — cQ(2) y Q(2). Si m # n entonces M = méax{m,n}. Si m = n entonces el numerador
P(z) — c¢Q(z) tiene grado menor o igual que m = n; luego M = max{m,n}. Se concluye que

#(fH{c}) = méx{m,n}
Lo anterior demuestra la siguiente proposicion:

Proposicion 12.1.5. Cantidad de preimagenes por una funcion racional.

Sea f(z) = P(2)/Q(z) una funcién racional, donde P y Q son polinomios primos entre si de
grados n y m respectivamente.

Para todo ¢ € C la cantidad de preimdgenes por f de c, contada cada una tantas veces como
su multiplicidad, es

#(fH{c}) = méx{m, n}

12.2. Ceros de las funciones analiticas.

Definicion 12.2.1. Ceros de una funcién analitica.
Un cero de la funcién analitica f € H(2) es un punto a € Q tal que f(a) = 0.

Por el teorema de prolongacién analitica, si f no es idénticamente nula en la componente
conexa de {2 que contiene a a, entonces el cero a es aislado. (Ver corolario 5.2.2.)

Estudiaremos entonces los ceros de las funciones analiticas que no son idénticamente nulas en
una regiéon €2.

Si a es un cero de f, desarrollando f en serie de potencias centrada en a en un disco Dg(a) C
con R > 0, como el coeficiente ag = f(a) = 0 se obtiene:

flz) = Z an(z—a)" = (z—a)* Z an(z—a)" % = (z—a)*g(2) Vz € Dpla), gla)=ar#0 (1)
n=~k n==k

donde ap, # 0, k > 1 es el primer coeficiente del desarrollo que no es nulo. Existe tal a; porque f
no es idénticamente nula en Dg(a). Y la funcién g(z) es igual a la suma de la serie de potencias

g9(z) = Z an(z —a)" % Vz e Dg(a)
n=k

Luego g es analitica en Dg(a) y ademés g(a) = aj, # 0.
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Por otra parte, dividiendo (1) entre (z — a)* y tomando limite cuando z — a se obtiene que:

TG _ ey @

0
fraes (z—a)

Ademas, siendo aj, = f*)(a)/k!, el nimero natural k > 1 que verifica (1) y (2) es el primer
natural para el cual la derivada k—ésima de f(z) en z = a no es nula. (3)

Definiciéon 12.2.2. Orden o multiplicidad de un cero.
Sea a un cero de la funcién analitica f no idénticamente nula en la region €2. Se llama multi-
plicidad u orden de a al inico entero k > 1 tal que:

f(z) = (2= a)*q(2)

donde ¢(z) es una funcién analitica en un disco Dg(a) con R > 0, tal que

g(a) #0
En resumen, el orden k£ > 1, o multiplicidad del cero a, es igual a:

= El tinico entero k& > 1 tal que: f(z) = (z — a)¥g(2), donde g(z) es una funcién analitica en
un disco Dg(a) con R > 0, tal que g(a) # 0. (Por definicién.)

» El lugar del primer coeficiente a; # 0 del desarrollo en potencias de f centrado en a. (Por
(1).)

= El tnico entero k tal que

im 43 cc\iop (Por (2))

z—a (2 —a)k
» El primer natural para el cual la derivada k—ésima de f(z) en z = a no es cero. (Por (3).)

En particular, si a es un cero de f entonces f'(a) # 0 si y solo si el orden o multiplicidad de a es
kE=1.

Definicion 12.2.3. Ceros simples y multiples.
Un cero aislado se llama simple si tiene orden o multiplicidad igual a 1, y se llama multiple
(doble, triple, etc) si tiene orden o multiplicidad > 2 (2, 3, etc. respectivamente).

12.2.4. Ejemplos.

1. f(z) = 2¢* — 2 tiene un cero en cada z = 2hmi donde h es entero. La derivada de f(z)
en z = 2hmi es 2 # 0. Luego, el orden del cero 2hmi es 1. Considerando el desarrollo en serie de
potencias de f(z) centrado en z = 2hmi se obtiene:

—2hmi —ohmi 2(z — 2hmi)"

— — 2h71’ 2h7r

7(2)—262 2 = 2e”e 2 =2 ’—2—__2+§ T_
n=0

f(z) = (z—2hmi) -
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(Se usé que el desarrollo en serie de potencias de e* centrado en u =0 es >~ ju™/n! ya que su
coeficiente n—ésimo es (e*)™|,—q/n! = 1/n!).
Luego la funcién analitica g(z) tal que g(2mhi) # 0 y que cumple f(z) = (z — 2whi)g(z) es

> (2 — 2hmi)n 1 )
g(z) =2 E (n,) g(2mhi) = 2
n=1 :

Se obtiene
If 222 orhi)=2€C\ {0}
11 = =
z—2hmi 2 — 2mwhi glem

2. La funcién 2Log(_r () tiene un cero en z = 1. Como su derivada en z = 1 es 2/z|,=1 =
2 # 0 entonces el orden del cero z =1 es k = 1.

3. La funcién polinémica f(z) = (22 + 4)? tiene dos ceros z = 2i y z = —2i que son las
tinicas raices del polinomio. El orden de ambas raices es 2 ya que f(z) = (z — 2i)%(z + 2i)?, luego
f(z) = (2 — 20)%g1(2) con g; analitica que no se anula en z = 2i y f(z) = (2 + 2i)%g2(2) con go
analitica que no se anula en z = —2i. En general: los ceros de un polinomio son sus raices, y el
orden o multiplicidad de cada cero es la multiplicidad de la raiz.

Algunos resultados relativos a los ceros de funciones analiticas.

En la seccién 10 se exponen algunos resultados relativos a la existencia o inexistencia de
ceros de funciones analiticas, mas precisamente en el lema de Swchartz (ver lema 10.1.3) y en los
ejercicios 10.1.2, 10.3.3, 10.4.3, y 10.4.4.

Otros resultados se exponen en los siguientes ejercicios:

Ejercicio 12.2.5. Comparacién de funciones enteras.

Sean f y g funciones enteras tales que |f(z)| < |g(2)| para todo z € C.

a) Probar que si g tiene un cero de orden m en a entonces f tiene un cero en a que, si f no
es idénticamente nula, tiene orden n > m.

b) Deducir que f(z) = kg(z) con k constante de médulo menor o igual que 1.

Parte a): Sig(a) =0y |f(a)] <|g(a)] =0 entonces f(a) = 0. Por lo tanto todo cero de g es
un cero de f.
Si a es un cero de g con orden m > 1 entonces

9(z) = (z —a)"h(z)

con h(a) # 0. Sea

L. —1m 1)
z—a (z —a)™
Se cumple
L] = tim POy WEL_pyier o L,ec )
z—a |,z — a|m z—a |Z — CL’m

Sea n el orden de z = a como cero de f. Se cumple:

m 4 co (o)

z—a (z —a)
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Entonces, para todo h > n se cumple:

1
Ly = lim 13 gy 1) — — Ly lim
i=a(z—a)t ima(z—a)" (z—a)m 2=a (z —a)h—n

=0

En resumen, hemos probado que L = oo para todo h > n. Por otro lado en (1) tenfamos L,, € C.
Esto implica que m < n como queriamos probar.
Parte b) Sea la funcién

~—

h(z) = fz)
9(2)
analitica excepto en los ceros de la funcién g.
Tomemos un cero a cualquiera de g. Por la parte a) sea m el orden de a como cero de g y sea
n > m el orden de a como cero de f. Se cumple:

f(z) =(z=0a)"f1(2), fre H(C), fi(a)#0

9(2) = (z —a)"91(2), g1 € H(C), gi(a) #0
Luego

n—m
lim () = im C= "G S0 e e _ e o
(Si n > m entonces L =0, y si n = m entonces L # 0.)

Entonces lim,_,,(z —a)h(z) = 0- L = 0, y aplicando el teorema de Cauchy-Goursat extendido
(ver teorema 11.3.3), la funcién h se extiende a una funcién analitica en z = a. Esto vale para
cualquier cero a de la funcién g. Luego h es entera.

Como por hipétesis el modulo de h esta acotado superiormente por 1, aplicando el teorema de
Liouville (ver teorema 11.4.6), la funcién h es igual a una constante k con |k| < 1. Luego

f(z) =kg(z) Vze€C, donde k es una constante con |k| <1. O

Ejercicio 12.2.6. Regla de L’Hopital. Sean f y g analiticas en una region 2 y no idénticamente
nulas. Sea a un cero de f y de g. Probar que
!/
lim L(z) = lim F'(z)
imag(z)  zmag'(z)

Sea n el orden de a como cero de f, y sea m el orden a a como cero de g. Y sea D C 2 un
disco abierto centrado en a. Llamando a; a los coeficientes del desarrollo en potencias de z —a de
la funcién f y llamando b; a los del desarrollo de la funcién g, tenemos:

o0

fR)=GE-a"Alk) =(z-a") a(z-a)",  fila) =a, #0. (1)
j=n

92) = (2= a)"qu(z) = (z —a)" S bz —aP ", gi(a) =bu £0. (2)
j=m

fl(2) =) jajz—ay ' = (z—a)""! Zjaj(z —a) ™" (3)

J=n
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9 =Yz —ap = =@ Y - ()

Primer caso: n =m Usando (1), (2), (3) y (4) se deduce:

i 1B g G i(2) _ fila) _an
—a g(z) e (z—a)"gi(z)  gi(a) by
_non e (o)t e 1(2)

nb, z—a(z—a)" 1 nb, 2—ag(z)

Segundo caso: n > m Usando (1), (2), (3) y (4) se deduce:

S G hG) e AG) | e
imag(z)  zma(z—a)gi(z)  2me 91(2) b
0= lim (z—a)" ! na, ., f(z)
= T b S g(2)
Tercer caso: n < m Usando (1), (2), (3) y (4) se deduce:
h’mM:HmM:hm h(z) — 00 _ o
imag(z)  2ma(z—a)mgi(z)  zoae(z—a)™ "g1(2) b

12.3. Clasificacion de las singularidades aisladas.

En lo que sigue dado a € C denotamos para R > 0 con
Dpr(a) ={2z€C:|z| < R}
al disco abierto de centro a y radio R > 0, y denotamos con
Dx(a) ={z€C:0< 2| < R}

al disco abierto pinchado de centro a y radio R > 0, es decir el conjunto que resulta del disco
abierto Dg(a) retirando su centro a. Denotamos con

Dy/p(o0) = {oc}U{z € C: |2| > R}
al entorno abierto en C de centro oo y radio 1/R. Denotamos con
r() = {2 € Ci |2 > B)

al entorno abierto pinchado de oo con radio 1/R, es decir al conjunto que resulta del entorno
D, /r(00) en C retirando su centro oo.
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Definicion 12.3.1. Singularidad aislada. Un punto a € C se dice que es una singularidad de
f si f o bien no estd definida en z = a, o bien esta definida y no es analitica en ningin entorno
de a (por ejemplo si es discontinua en a).

Se dice que una singularidad de f es una singularidad aislada si f € H(D%(a)) para algin
entorno pinchado D}, (a) de a con radio R > 0.

El punto oo del plano complejo compactificado se dice que es una singularidad aislada de f si
fe H(DT/R(OO)) para algtin entorno pinchado DT/R(OO) con radio 1/R > 0.

12.3.2. Ejemplos.

1) La funcién Log(_y 1z holomorfa en C\{z = x € R : < 0} no tiene singularidades aisladas.

2) Si f(z) es holomorfa en Q y 2o € €, entonces la funcién (f(z) — f(20))/(z — z0) es holomorfa
en 2\ {z0} y por lo tanto tiene en zy una singularidad aislada.

3) Los polos de las funciones racionales son singularidades aisladas.

4) La funcién e® tiene en oo una singularidad aislada.

5) La funcién e!/

6) Si f es holomorfa en la regién Q y no es idénticamente nula, entonces los ceros de f son
aislados. (Ver corolario 11.1.8.) Luego la funcién 1/ f es holomorfa en 2\ Z donde Z es el conjunto
de ceros de f, y tiene en cada punto de Z una singularidad aislada.

tiene en 0 una singularidad aislada.

Definicion 12.3.3. Clasificacién de las singularidades aisladas.
Dada una singularidad aislada a € C de f, se define:

» a es singularidad evitable de f silim,_., f(z) € C.
» aes un polo de f silim,_, f(z) = 0.
= a es una singularidad esencial de f si no existe lfm,_,, f(z) en C.

Dado oo singularidad aislada de f se define:

» 00 es singularidad evitable de f silim, . f(z) € C.
= 00 es un polo de f silim, o f(z) = 0.

= 00 es una singularidad esencial de f si no existe lim,_,o, f(z) en C.

12.3.4. Ejemplos.

1) Los polos de una funcién racional son polos también segun la definicién anterior.

2) Si f(z) es holomorfa en la regién €2 y no es idénticamente nula, entonces 1/ f(z) es holomorfa
en \ Z donde Z es el conjunto de ceros de f. Cada cero a de f es un polo de 1/f. En efecto, si
k > 1 es el orden del cero a de f, entonces f(z) = (z — a)¥g(z) con g analitica y g(a) # 0. Luego
1/f =1/((z — a)¥g(z)) — oo cuando z — a.

3) Si f es holomorfa en Q y zy € Q entonces (f(2)— f(z0))/(z—20) tiene en zp una singularidad
evitable.

4) La funcién e® tiene en oo una singularidad esencial.

5) La funcién e'/# tiene en 0 una singularidad esencial.
6) Los polinomios de grado n > 1 tienen en oo un polo.
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Fl siguiente teorema identifica una singularidad evitable a como aquella que es singularidad
s6lo porque falté definir en forma adecuada la funcién f en ese punto. Definiendo adecuadamente
f(a), entonces a deja de ser una singularidad de f.

Teorema 12.3.5. Caracterizacion de las singularidades evitables.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es singularidad evitable de f.

ii) f(2) es acotada en D}(a) para algin R > 0.

iii) lim, (2 —a)f(z) =0.

iv) f admite una extension holomorfa a Dr(a) para algin R > 0
b) Sea oo una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) oo es singularidad evitable de f.

ii) f(2) es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.
i) lim, . f(2)/2=0.

Demostracion.

Parte a) A lo largo de la prueba, aplicando la definicién de singularidad aislada, sea D%(a)
con R > 0 el disco pinchado donde f es holomorfa.

Probemos que i) = i) = iii) = iv) = 1)

Prueba de que i) = ii): Por hipdtesis existe lim,_,, f(z). Luego, por definicién de limite,
f es acotada en D¥(a), como querfamos demostrar.

Prueba de que ii) = iii): Por hipdtesis f es acotada en D},(a). Luego, como (z —a) — 0
cuando z — a, se obtiene lim,_,,(z — a)f(z) = 0, como queriamos demostrar.

Prueba de que iii) = iv): Por hipétesis lim,_,,(z — a)f(z) = 0. Aplicando el teorema de
Cauchy-Goursat extendido (ver teorema 11.3.3) se deduce que existe una extensién holomorfa de
f a Dg(a), como querfamos demostrar.

Prueba de que iv) = i): Por hipétesis existe una extensién holomorfa g de f a Dg(a).
Entonces g(z) = f(z) Vz € Dj(a) y ademas g(z) € C esta definida y es continua en z = a. Luego
lim,_., f(2) = lim,_.4 g(2) = g(a) € C. Concluimos que existe en C el limite de f(z) cuando
z — a, como queriamos demostrar.

Parte b) Aplicando la definicién de singularidad aislada en oo, sea D} / p(00) con R > 0 el
entorno pinchado de co donde f es holomorfa.

Cfonsideremos la funcién auxiliar g(w) = f(1/w) definida y holomorfa para todo w € D7 /r(0).
En efecto:

z=1/w € Djp(0) < ‘w‘:\z|>R & 0<]w|<§ < w € Dy p(0)

Entonces 0 es una singularidad aislada de g. Se observa que oo es singularidad evitable de f si y
solo si 0 es singularidad evitable de g. Aplicando la parte a) ya demostrada, esto es equivalente a:

1
g(w) acotada Yw € D, p(0) < f(z) = g(w) para z = — es acotada Vz € Dy p(c0)
w
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Anélogamente:

1
h’m0 wg(w) =0 < f(z) = g(w) para z = — cumple lim /) =0 O
w— w

z—00 2

12.4. Polos complejos y en oc.

Teorema 12.4.1. Caracterizacion de los polos complejos.
Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es un polo de f.

ii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z — a)¥f(2) admite una extension holomorfa a
Dr(a) para algin R > 0. En consecuencia a es una singularidad evitable de (z — a)* f(2).

iii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z—a)k f(2) es acotada en D (a) para algin R > 0.

iv) Para un primer natural k > 1 existe

lim (= — @)} £(2) & {0, 00}
En consecuencia
0<n<k = lim(z—a)"f(z) =00

zZ—a

n>k = lim(z—a)"f(z) =0
z—a
v) La funcion 1/ f(z) tiene una extension analitica en un entorno de z = a, y z = a es un cero
de orden k > 1 de la extension analitica de 1/ f.

Demostracién: A lo largo de la prueba, aplicando la definicién de singularidad aislada, sea
D¥,(a) con R > 0 el disco pinchado donde f es holomorfa.

Probaremos que i) = v) = ) = i) = i) = 1i).

i) = v): Por hipétesis lim,_,, f(z) = co. Entonces f(z) # 0 Vz € D}(a) paracierto 0 < r < R.
Definamos la funcién h:

h(z) = ) Vz € D (a)

h es holomorfa en D} (a) porque es el cociente de dos funciones holomorfas que no se anulan.
Luego h también tiene en a una singularidad aislada.

Ademas lim,_., h(z) = lim,_,, 1/f(2) = 0. Por lo tanto, a es una singularidad evitable de h.
Definiendo h(a) = 0 se tiene h € H(D,(a)). Por construccién a es un cero aislado de h y por lo
tanto tiene un orden k > 1.

v) = iv):

Escribiendo el desarrollo en serie de potencias centrada en a de la funcién h, extension analitica
1/f, se obtiene:

h(z) = Z an(z —a)" = (z — a)” Z an(z —a)"* Vz € D,(a)
n=~k

n=~k
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donde k > 1 es el primer tal que a; # 0. Existe tal £ > 1 porque, si bien h(a) = ap = 0, la funcién
h(z) = 1/f(z) no se anula en ningun otro punto de D, (a), luego su desarrollo en serie de potencias
no puede ser idénticamente nulo.

Consideremos entonces:

Luego

zZ—a

lim (z — a)*f(2) = alk Z {o0,0} (1)

como querfamos demostrar. Las consecuencias enunciadas en la tesis (iv) son inmediatas a partir
de (1), escribiendo:

(z=a)"f(2) = (z = a)" *(z — ) f(2)

iv) = iii): Por hipdtesis

lim (= — a)} f() = L & {50,0}
z—a
Luego, por definicién de limite (z — a)* f(z) es acotada en un disco D¥(a).
iii) = ii): Sea g(z) = (¢ — a)*f(2). Por hipétesis g(z) es acotada en un disco D} (a). Luego
lim(z —a)g(z) =0
z—a
Usando el teorema de caracterizacién de las singularidades evitables (ver teorema 12.3.5), el punto
a es una singularidad evitable de g(z), y por lo tanto g(z) = (z — a)¥f(2) admite una extensién
holomorfa a D,(a) como queriamos demostrar.
ii) = i): Por hipétesis existe & > 1 que es el primer natural tal que g(z) = (z — a)*f(2)
admite una extensién holomorfa a D, (a). Entonces lim,_,, g(z) = g(a) = L € C.
Afirmacién: L # 0. En efecto, por absurdo si fuera L = 0, entonces
lim (z —a)(z — a)* 1 f(2) =0
z—a
Como resultado de aplicar el teorema 12.3.5 a la funcién (z — a)*~! f(z), esta tendrfa en a una
singularidad evitable, y por lo tanto una extensién holomorfa a D, (a). Entonces no seria k el
primer natural tal que (z — a)*f(z) admite una extensién holomorfa al disco. Hemos probado la
afirmacién.
Luego, como existe lim,_,, g(z) = L # 0 se deduce:

i 1) = iy 25 = o

y por definicién a es un polo de f como queriamos demostrar. [

Teorema 12.4.2. Caracterizacién de polo en oo.
Sea oo singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) oo es un polo de f.
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ii) Para un primer natural k > 1 la funcién f(z)/2* es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.

iii) Para un primer natural k > 1 existe

lim 1(2)

Z—00 zk

¢ {0, 00}

En consecuencia

0<n<k = lim Lj):oo

Z2—00 2

Demostracién: Aplicando la definicién de singularidad aislada en oo, sea D7 /R(oo) con
R > 0 el entorno pinchado de co donde f es holomorfa.

Andlogamente a la demostracién de la parte b) del teorema 12.3.5 consideremos la funcién
auxiliar g(w) = f(1/w) definida y holomorfa para todo w € DT/R(O).

Se observa que oo es un polo de f siy solo si 0 es un polo de g. Aplicando el teorema 12.4.1,
esto es equivalente a:

1
w”g(w) acotada Yw € DT/R(O) & &:) = w"g(w) para z = — es acotada Vz € DT/R(OO)
z w
Andlogamente:
1
lim w¥g(w) =L < &j) = w¥g(w) para z = — cumple lim L:) =L O
w—0 z w z—00 2

Definicion 12.4.3. Orden de un polo.
a) En virtud del teorema 12.4.1, el orden o multiplicidad k& > 1 de un polo a € C de f es:

= El primer natural k£ > 1 tal que la funcién (z — a)*f(z) es acotada en D}(a) para algin
R>0.

» El orden o multiplicidad de a como cero de la funcién analitica que extiende a 1/f a un
entorno de a.

= El primer k > 1 tal que la funcién (z — a)¥ f(2) admite una extensién holomorfa a Dg(a).

= El tinico niimero entero k tal que lim, _.,(z — a)¥ f(z) & {0, 00}.
En consecuencia: 0 <n < k = lim,_,(z —a)"f(2) = o0;
n>k = lim, ,,(z —a)"f(z) =0.
b) En virtud del teorema 12.4.2, el orden o multiplicidad & > 1 del polo oo de f es

= El primer natural k£ > 1 tal que la funcién f(z)/2" es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0
(por definicién)

» El tnico entero k tal que lim,_, fz(,'f) Z {0, 00}.
En consecuencia 0 < n < k = lim,_ fz(f) = o0; n>k = lim,_o fz(ﬁ) =
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» El orden de z = 0 como polo de la funcién f(1/z2).

Definiciéon 12.4.4. Polos simples y multiples.
Un polo se llama simple si tiene orden 1, y se llama multiple (doble, triple, etc) si tiene orden
> 2 (2, 3, etc. respectivamente).

12.4.5. Ejemplos:

1)Si fe HQ) y 20 € Qes tal que f'(z0) # 0 entonces (f(2) — f(20))/(z — 20)? tiene en zy un
polo simple.

2) Un polo de multiplicidad &k de una funcién racional es un polo de orden k también de acuerdo
a la definicién anterior.

3) Los polinomios de grado n > 1 tienen en co un polo de orden n.

4) Si f € H(Q2) donde £ es una regién, no es idénticamente nula, entonces un cero de orden k
de f es un polo de orden k de la funcién 1/f(z) y reciprocamente.

5) Se define la funcién sen z para z complejo, como la funcién (e* — e~%*)/2i. Es una funcién
entera.

Sea f(z) = 1/sen(z). Encontremos y clasifiquemos todas las singularidades de f. Tiene singu-
laridades en co y donde se anula el denominador sen(z). Estudiemos después la singularidad en oo
y primero las singularidades complejas, donde se anula sen(z). Son aisladas y son polos, porque
son los ceros de la funcién entera sen(z) no idénticamente nula. Hallemos todos esos polos y sus
ordenes.

sen(z) =0 = e* = ¢~%. Sustituyendo z = x + iy, con = e y reales, se obtiene:

eix—y _ e—iac+y = e Y = |eix—y| — |e—ix+y‘ — ey7 eix — e—iz

Por un lado la igualdad e™¥ = e¥ se cumple para todo y real tal que eV —e™¥ = 0. Recordando que
el seno hiperbdlico de y es senh(y) = (e¥ — e™Y)/2 los valores de y buscados son los que anulan el
senh(y) o sea y = 0. Por lo tanto los complejos z buscados tienen todos parte imaginaria nula.

Ahora encontremos los valores de la parte real z que cumplen e = e~ ™. Esto es: cosz +
isenz = cosx — isenx. Luego senx = 0. Esto se cumple si y solo si x = knw con k entero
cualquiera.

En definitiva los polos de f(z), que son los ceros de sen(z), son los nimeros reales z = k7 con
k entero.

Para hallar el orden de k7 como polo de f recordemos que es el orden de km como cero de
senz = (e* — e7%%)/2i. La derivada es sen’(z) = (ie?® +ie~%*)/2i = (e** + ¢~%*)/2. (Esta tltima
funcién se define como cos z con z complejo.)

En z = k7 la derivada es sen /(knr) = (/¥ + e=%™) /2 = cos(kn) = £1 # 0. Luego el orden de
todos los ceros de sen(z) es 1, y entonces el orden de todos los polos complejos de f es 1.

Ahora clasifiquemos la singularidad en oco. No es una singularidad aislada porque entre los
polos complejos k7 (con k entero cualquiera) que encontramos antes, hay infinitos de ellos que
estdn en el entorno DT/R(OO) = {z € C: |z| > R}. En efecto, todos los valores enteros de k tales
que |km| > R dan puntos k7 en D7 / r(00) donde la funcién f no es holomorfa. Entonces oo es
singularidad no aislada de f.
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12.5. Singularidades esenciales.

Proposicién 12.5.1. Caracterizacion de las singularidades esenciales.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Sea Dy(a) el disco pinchado de radio R > 0
donde f es holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) a es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) es acotada en D(a).
iii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) admite extension holomorfa a Dg(a).

iv) Para ningiin natural k > 0 existe lim,_4(z — a)* f(2) en C.

b) Sea oo singularidad aislada de f. Sea DT/R(OO) el entorno pinchado de oo donde f es
holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) oo es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcién f(z)/z* es acotada en D(a).

iii) Para ningin natural k > 0 existe lim, .o, f(2)/2* en C.

Demostraciéon: Basta recordar que por definicién una singularidad aislada es esencial si no
es evitable ni polo. Aplicando los teoremas de caracterizacién de singularidades evitables y de
polos (teoremas 12.3.5, 12.4.1 y 12.4.2) es equivalente que la singularidad sea esencial a que no se
cumpla alguna de las afirmaciones de esos teoremas. Por lo tanto, se cumple la contraria, que es
la expuesta en cada una de las afirmaciones de este corolario. [

Teorema 12.5.2. Teorema de Weierstrass-Casorati.

Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a) un disco pinchado de a donde f es
holomorfa.

El conjunto imagen f(D*(a)) es denso en C, es decir todo punto w € C es el limite de alguna
sucesion de puntos wy, € f(D*(a)). Precisamente:

Vw e C existe z, € D*(a) tal que h’rf flzn)=w (1)

Nota: Es valida una versién mas fuerte del teorema anterior, llamado Teorema de Picard,
cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 12.5.3. Teorema de Picard. Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a)
un disco pinchado de a donde f es holomorfa. Entonces el conjunto imagen f(D*(a)) es todo el
conjunto C excepto a lo sumo un punto.

Demostracién del teorema 12.5.2:
Por hipétesis a es una singularidad esencial de f. Hay que probar que se cumple (1). Basta
probar que

YVweC inf —w|=0 (2
weC fnf |f()-w/=0 (2)
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En efecto, si se cumple (2) entonces para todo n > 1 el infimo de (2) es menor 1/n y, por definicién
de infimo, existe algin z, € D*(a) tal que |f(z,) — w| < 1/n. Entonces f(z,) — w y se cumple
(1) como queremos demostrar.

Demostracion de (2): Supongamos por absurdo que para algiin wg € C se cumple inf ¢ p« (4 | f(2)—
wp| =7 > 0. Entonces la funcién auxiliar

1
9(z2) = ——— Vz € D*(a)
f(z) —wo
seria holomorfa en D*(a) y acotada superiormente por 1/r. Luego, a serfa una singularidad aislada
de g y por el teorema 12.3.5 serfa una singularidad evitable. Luego existiria lim,_,, g(z). Entonces
también existiria

lfm f(z) = lfm (wo + g(lz)>

z—a zZ—a

(pudiendo ser este limite igual a oo, si g(z) — 0 cuando z — a). Por definicién a no seria
singularidad esencial de f contradiciendo la hipdtesis. [
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13. Series de Laurent.

13.1. Definicion de serie de Laurent y corona de convergencia.

Definicion 13.1.1. Serie de Laurent.
Se llama serie de Laurent centrada en z = 2z a

D aa(z—20)"+ Y an(z—z2)" (1)
n=1 n=0

donde a,, y a_, son complejos constantes (independientes de z). Se dice que la serie de Laurent
converge puntualmente para todo z € K (converge absolutamente para todo z € K; converge
uniformemente en K) cuando ambas series que la forman convergen puntualmente para todo
z € K (resp. convergen absolutamente para todo z € K; convergen uniformemente en K).

Cuando converge, se llama suma de la serie (1) a A+ B donde A y B son respectivamente las
sumas de las dos series que forman (1).

La serie (1) se escribe como
+oo

Z an(z — 20)"

n=—oo

Definicién 13.1.2. Corona de centro z.

Dado un complejo zg y dados 0 < R; < Ry < o0, se llama corona abierta centrada en zg
de radio interno Ry y radio externo Rs, denotada como D(zy, R1, R2), al siguiente conjunto de
complejos:

D(Zo,Rl,RQ) = {Z ceC: R < |Z‘ < RQ}

Se observa que el radio externo puede ser Ry = oo con lo que la corona se transforma en al
complemento del disco cerrado de centro zg y radio Rj.

Se observa que el radio interno puede ser Ry = 0 con lo que la corona se transforma en el disco
pinchado de centro zp y radio R2 o, si Ry = 0o en el plano complejo excepto zg.

Nota 13.1.3. Corona de convergencia de una serie de Laurent.

Dada una serie de Laurent como en la definicién 13.1.1:

i) La mayor corona D(zp, R1, R2) posible donde converge puntualmente (corona de conver-
gencia), que coincide con el mayor abierto posible donde converge puntualmente la serie, se obtiene
mediante la siguiente férmula:

1
Ry= - C Ri=lm s {Ja] (@)
limsup,, | o V/|an] n—-+00

ii) Ademds para todo punto z € D(zp, R1, R2) la convergencia de la serie de Laurent es
absoluta, y es uniforme en cualquier compacto K C D(zg, R1, R2).

Advertencia: Dada una serie de Laurent cualquiera, (que no provenga del desarrollo de una
funcién holomorfa como en el teorema 13.2.1), puede suceder que las férmulas de (1) conduzcan
a radios tales que R; > Rs. En ese caso la corona de convergencia es vacia.
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Demostracion de i) y ii): Por los resultados previos sobre serie de potencias (ver el pardgrafo
11.1.2), el abierto més grande posible donde converge la serie de la derecha en la definicién 13.1.1:

o
Z an(z — 20)"
n=0

es el disco de convergencia con radio Ry calculado segin la férmula (2).

Por otro lado, el abierto mas grande posible donde converge la serie de izquierda en la definicién
13.1.1:
1

zZ— 20

oo o
g a_n(z—20)" " = E a_p,w"” donde w =
n=1 n=1

€S

{zeC:

1
= lw| < = }
‘ limsup,, o V/|a—n|

Luego, converge para todo z tal que |z — 29| > R; donde R; es el radio calculado segun la férmula
(2).

Por lo tanto el méximo conjunto abierto donde la serie de Laurent converge es la corona
D(Zo, Rl, RQ).

Ademas, por las propiedades de los discos de convergencia de series de potencias (ver paragrafo
11.1.2), para todo punto z € D(zg, R1, R2) la convergencia de la serie de Laurent es absoluta, y
es uniforme en cualquier compacto K C D(zg, R1, R2). O

z —

13.2. Desarrollo en serie de Laurent.

Teorema 13.2.1. Construccion del desarrollo en serie de Laurent de una funcion
analitica en una corona.

Sea f una funcion analitica en la corona D(zo, R1, Ra) (ver definicién 13.1.2). Entonces existe
una serie de Laurent tal que

f(z) = Z a—n(z—20)""+ Zan(z —20)" Vzé€ D(z,Ri,Ra2) (3)
n=1 n=0

(Esta notacién indica que la serie de Laurent en (3) es convergente puntualmente para todo
z € D(z9, R1, R2) y su suma coincide con f(z)).

Ademds

a) La serie de Laurent que cumple (3) es unica y sus coeficientes son:

an = L /V(f(z)dz Vn € Z

- 2mi z — z9)"HL

cualquiera sea la curva cerrada v C D(zg, R1, R2) tal que Ind,(z) = 1.
b) La serie de Laurent que cumple (3) converge uniformemente y absolutamente en cualquier
compacto K C D(zp, R1, R2).
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Demostracion del teorema 13.2.1.
Primero, admitiendo que se cumple la igualdad

F(2)=) an(z—2)"+) an(z—2)" ¥z € D(z0, Ry, Ry) (3)
n=1 n=0

probemos las afirmaciones b) y a) de la tesis del teorema. Finalmente demostraremos que existe
una serie de Laurent que cumple la igualdad (3).

Prueba de b) Si la serie cumple (3), entonces converge puntualmente para todo z € D(zg, R1, Ra).
Por lo demostrado en la parte ii) del pardgrafo 13.1.3 la serie converge uniformemente en cualquier
compacto contenido en D(zp, R1, R2) y absolutamente en cada punto de esa corona.

Prueba de a) Para probar la unicidad basta demostrar que si una serie de Laurent cumple
(3) entonces sus coeficientes estan determinados en forma tnica a partir de la funcién dada f(z),
por la siguiente férmula de la tesis a):

1
Férmula a probar: aj = 3 / (Zf,(;;hﬂ dz YheZ (4)
T o — 20

JECCE

L (z— 20) 1

con h entero fijo cualquiera, a lo largo de una curva cerrada -y cualquiera, contenida en D(zg, Ry, R2)
v que de una sola vuelta en sentido antihorario alrededor de zp.

Calculemos

Afirmacién I): El valor de la integral I no depende de la curva v elegida. En efecto, si
v1 y 72 son dos de tales curvas, tomemos un segmento S contenido en D(zg, R1, R2) que vaya
del punto z; € v al punto zo € 5. La curva cerrada I' = v + .5 — 79 — S es homotdpica a
un punto en D(zg, Ry, R2). Entonces, siendo por hipétesis f(2)/(z — 29)"*! holomorfa para todo
z € D(zp, Ry, R2), se cumple que es nula su integral a lo largo de I". (Teorema de Cauchy global).
Luego, la integral de f(z)/(z — 20)"*! alo largo de ; es igual a su integral a lo largo de 72, como
habiamos afirmado.

Ahora calculemos la integral I, usando la igualdad (3):
f(Z) = n—h—1
[z te= [ X e o0

La serie de Laurent dentro del integrando en (5) converge uniformemente en v*, porque v*
es compacto y por lo demostrado en el punto ii) del pardgrafo 13.1.3. Luego, se puede aplicar el
teorema de convergencia uniforme e integracion:

/w< i an(z—zo)”—h—1> dz = i /Gn(z—zo)”_h_l i (6)

n=-—00 n=—oo Y
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Recodando que f,y(z —20)"dz = 0sim # —1y que fv(z — 29)"tdz = 2mi, se calculan las
integrales en (6). Quedan todas nulas excepto una: la que tiene coeficiente a,, con n entero tal
que el exponente n — h — 1 = —1; es decir n = h.

Sustituyendo en (6) y en (5) se deduce:

/ (zf,(;;hﬂ dz = 2miay, paratodo h € Z
¥ — <0

que es la férmula (4) como queriamos demostrar.

Prueba de existencia de una serie de Laurent que cumple (3):
Fijemos zy € D(a, R1, R2) donde f es analitica por hipétesis. Fijemos dos nimeros reales
r1 < 1o tales que
0<Ri<ri<l|z—al<ry< Ry <400

Denotamos C y Cs a las circunferencias con centro a y radios r1 y 79 respectivamente, recorridas
una sola vez en sentido antihorario. Definimos para todo w ¢ C7UC} (en particular para w = zp),

la funcidn:
1 f(z) 1 f(2)

= — ———dz — — —d 8
9(w) 21 Jo, 7 —w : 21 Jo, z —w ? ®)

Enunciamos las siguientes afirmaciones:
Afirmacién IT): La funcién g(w) definida en (8) cumple:
g(w) = f(w) Yw € D(a,r1,7m2), en particular para w = z

Afirmacién III): La funcién g(w) definida en (8) cumple:

+oo
Vw e D(a,r1,r2) : g(w) = Z an (w—a)", en particular para w = 2o,
donde
1 f(2) _ 1 f(2)

dz sin>0; y an dz si n<-1

an=-— [ ——— == ———
" 2w Jo, (2 —a)nt! 27t Jo, (2 —a)nt!

Observamos que estos coeficientes a, son independientes de los radios r1 y 72 de las circunferen-
cias (1 y Cy elegidas, en virtud de lo demostrado en la afirmacién I). Por lo tanto los coeficientes
a, son independientes del punto zg fijado a priori en D(a, Ry, R2). Entonces, una vez probadas
las afirmaciones II) y III), deducimos de ellas que

400
Vzo9 € D(a,R1,R2): f(z0) = Z an (zo0 — a)"

n=—oo

Esta es la igualdad (3) que querfamos demostrar. Basta pues probar las afirmaciones (II) y (III).

Prueba de la afirmacién II): En lo que sigue hdgase un dibujo. Sea w € D(a,r1,r2).
En particular w puede ser zy. Consideremos un segmento S = [z1,22] que esté contenido en
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D(a, R1, R2), que no pase por w y que una un punto z; € C7 con un punto zo € C5. Sea
I'=Cy—S—C1+5. Esta curva I es cerrada, homotdpica a un punto en D(a, R;, R2) donde f es
analitica, y da una vuelta sola en sentido antihorario alrededor del punto w. Aplicando la férmula
integral de Cauchy se deduce:

1 f(z)dz 1 f(z)dz 1 f(z)dz

f(w) =

S 2mi Jp z—w 2w Cy 2 W 21 Jo, Z—w

Luego, usando (8) se deduce que f(w) = g(w) para todo w € D(a,r1,r2). Hemos probado la
afirmacion II).

Prueba de la afirmacién III): Re-escribiendo (8) se obtiene:

g(w) = hafw) i (w), donde  hy(w) = o [ TO0E ) = 5 ] o0

Apliquemos el teorema de construccién de funciones analiticas mediante integracién (ver teo-
rema 11.1.10), a la funcién ha(w) de la igualdad (9). Se deduce que ho(w) es analitica para todo
w ¢ C5, en particular para w = a y ademas

(n) B n7' f(z)dz
hy (a) = 27i /02 (z —a)nt!

Por lo tanto ha(w) tiene un desarrollo en serie de potencias centrado en a valido para todo w en
el disco Dy, (a) (que tiene como borde la circunferencia C5). Se deduce:

“+o0o
ha(w) =Y an(w—a)® Yw € Dyy(a) (10)
n=0

donde

ap = hgn)(a) _ 1 / M Yn>0 (11)
Cy

n! 2mi (z —a)ntt

Ahora descompongamos la funcién h; (w) de la igualdad (9), considerando que w € D(a,r1,r2),
y por lo tanto |w — a| > r;. Para todo z € C} se cumple

z—a| |z—al 71

<1

w—a|l |w—al |w-—ad
Entonces la serie geométrica de razén u = (2 — a)/(w — a) converge a 1/(1 — u). Se deduce que

“+00

e 31 C ) M

n=

Entonces

(19 () - £ (22) e
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Luego, sustituyendo en (9) se obtiene:

ha(w) = _217”'/01 (J(_Z)a f <Z’):‘;>n> dz  Yw€ D(a,r1,m2) (12)

n=0

Veamos que la serie dentro del integrando converge uniformemente para z € C}. En efecto

n
f(z) (z—a <
wW—a \w—a B
donde M es el maximo de |f(z)| cuando z € Cf.
La serie 70 A, es una serie geométrica de razén 0 < r1/|w — a| < 1. Por lo tanto es
convergente. Aplicando el criterio de la mayorante de Weierstrass se deduce que la serie dentro

del integrando en (12) converge uniformemente en z € Cy. Luego podemos usar el teorema de
convergencia uniforme e integracion para deducir que:

/cl (11{(—211 :Z:Z (;—Z>n> dz = i" ( o w(_Z)a (H)n dz) Vw € D(a,r1,72)  (13)

n=0

M n
( n ) = A,, independiente de z, Vz € Cf

w—a \ |lw—al

Reuniendo las igualdades (12) y (13) se deduce:

Vwe D(ariro): h1<w):_§(;m/q ) (220)" )

hi(w) = — io (1. . f2)(z—a)" dz> (w—a)™"!

o 27

Luego:

+oo

Vw € D(a,r1,7r2) 1 hi(w) = — an(w —a) !

n=0

donde )
b, = — (z2)(z —a)"dz
27 Jo,
Reindexando m = —n — 1 cuando n varia de 0 a 400, el indice m varia decreciendo de —1 a —oo.
Y ademdas n = —m — 1. Se deduce que:
Vwe D(a,r,r2) 0 hi(w) =— Z am(w—a)™  (14)
m=—1
donde )
tm = b = = [ E 4 )

21 Jo, (2 — a)mtl
Reuniendo (9), (10), (11), (14) y (15) se deduce:

+oo
Yw € D(a,ri1,r2) 1 g(w) = Z an(w —a)"

n=—oo
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donde ) 1)
z
= — — _d in>0
27 Jo, (2 —a)ntt 2 sn=
1 f(2)

a, = dz sin<-1

211 Jo, (2 — a)ntl

Esta es la afirmacion (III) que querfamos demostrar. [

13.3. Caracterizacion de singularidades aisladas por su desarrollo de Laurent.

Veamos primero un corolario del teorema 13.2.1, aplicado a las singularidades aisladas. Obsérve-
se que los entornos pinchados de las singularidades aisladas son coronas donde la funcién es holo-
morfa, por lo tanto se cumplen las hipotesis del teorema 13.2.1.

Corolario 13.3.1. Serie de Laurent en las singularidades aisladas.

a) Sea a € C una singularidad aislada de f y sea Dj(a) un entorno pinchado de a donde f
es holomorfa.

Entonces existe una serie de Laurent tal que:

Zanz—a —I—Zanz—a Vz € Dg(a) (1)

Ademds la serie de Laurent que cumple (1) es unica, converge uniformemente y absolutamente
en cualquier compacto K C Dpy(a); y sus coeficientes verifican:

1 f(2)
n==— | ———~——=dz VneZ
a /; zZ Vn

27i )., (z —a)ntl
cualquiera sea la curva cerrada v C Df(a) tal que Indy(a) = 1.

b) Sea 0o una singularidad aislada de f y sea DT/R(OO) un entorno de oo donde f es holomorfa.
FEntonces existe una serie de Laurent tal que:

= Za_nz” + Zanz_” Vz € Dj p(o0) (2)
n=1 n=0

Ademds la serie de Laurent que cumple (2) es unica, converge uniformemente y absolutamente
en cualquier compacto K C DT/R(OO); y sus coeficientes verifican

/f 12" Ydz VneZ
2m

cualquiera sea la curva cerrada v C DT/R<OO) tal que Ind,(0) = 1.

Demostraciéon: Para la parte a) basta aplicar el teorema 13.2.1 usando zp = a y la corona
D(a,0,R) = Dy(a)).

Para la parte b) basta aplicar el teorema 13.2.1 usando zyp = 0 y la corona D(0, R,00) =
Dy / R(oo). Advertimos que en este caso hemos llamado a,, al coeficiente que en el teorema 13.2.1
llamabamos a_,,. O
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Teorema 13.3.2. -

Clasificacion de singularidades aisladas segiun su desarrollo de Laurent.

Sea a € C una singularidad aislada de f. Sean a, los coeficientes de la serie de Laurent
centrada en a, sequn el corolario 13.3.1.

FEntonces:

i) a es una singularidad evitable si y solo si a_, =0 Yn > 1.

ii) a es un polo de orden k > 1 si y solo sia_p #0 ya_, =0 Vn > k.

iii) a es una singularidad esencial si y solo si la sucesion a_, para n > 1, tiene infinitos
términos no nulos.

Demostracion:

Escribiremos la demostracion del teorema para a singularidad aislada compleja. Si a fuera oo
hay que sustituir en la demostracién (z — a) por 1/z.

Parte i): Aplicando el teorema 12.3.5 a es singularidad evitable si y solo si la funcién f
admite una extensién analitica a Dg(a) para algin R > 0. Esto sucede si y solo si f tiene un
desarrollo en serie de potencias de (z — a), y por la unicidad del desarrollo de Laurent, este es su
desarrollo de Laurent. Esto sucede si y solo si son todos nulos los coeficientes de las potencias de
exponente negativo de (z — a), que llamamos a_,, con indice —n negativo.

Parte ii): Aplicando el teorema 12.4.1 a es un polo de orden k > 1 si y solo si k es el primer
natural tal que (z — a)*f(2) tiene una extensién analitica a un disco con centro en z = a. Esto
sucede si y solo si (z — a)®f(2) tiene un desarrollo en serie de potencias centrado en z = a que
empieza con coeficiente by # 0:

+oo
(z=a)*f(z) =) bu(z—a)"
n=0

Entonces
+oo +o0
fE) =D baz—a)" = > am(z—a)"
n=0 m=—k

donde, reindexando con m = n — k se obtiene a,, = byak. Luego a_; # 0y a_,, = 0 para todo
m > k.

Parte iii): Las singularidades esenciales son por definicién las que no son evitables ni polos.
Entonces a es singularidad esencial si y solo si no se cumplen las condiciones de las partes i) y
ii). Esto sucede cuando no existe un primer k > 0 tal que a_,, = 0 para todo n > k. Es decir, la
sucesion a_,, para n > 1 tiene infinitos términos no nulos. [

13.3.3. Calculo de los coeficientes del desarrollo de Laurent mediante derivacion.

Las férmulas del corolario 13.3.1 dan férmulas integrales para calcular los coeficientes del
desarrollo de Laurent en cualquier singularidad aislada, en particular para las evitables y los
polos.

Pero cuando la singularidad no es esencial, podemos dar también férmulas con derivadas,
para calcular los coeficientes del desarrollo de Laurent. Estas resultan de aplicar las formulas que
relacionan los coeficientes de desarrollo de potencias con las derivadas n-ésimas de las funciones
analiticas. (Ver parte c) del Teorema 11.1.6).
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Si la singularidad a es evitable, y si seguimos llamando f a la extensién analitica de f al disco
de centro a, entonces el desarrollo de Laurent de f centrado en z = a es el desarrollo en serie de
potencias de z — a. Luego:

f"(a)

Yn>0
n!

a € C evitable = a, =

Si la singularidad a es un polo de orden k, podemos hacer lo mismo con la extension analitica
de (z — a)*f(2). Seguimos llamando con el mismo nombre (z — a)¥f(z) a la funcién extendida.
Como en la demostracién de la parte ii) del teorema 13.3.2, el coeficiente a,, del desarrollo de
Laurent de f es el coeficiente b, del desarrollo de Taylor de (z — a)¥f(2). Se deduce:

dn+k

1
a € C polo de orden k = a, = <dz”+k (2 — a)kf(z)>

Vn > -k
(n+k)! "

zZ=a

donde d™/dz"™ indica derivada m—ésima respecto de z.

Las férmulas anteriores son aplicables cuando la singularidad a no es co. Si 0o es una singu-
laridad evitable o un polo, también pueden escribirse formulas parecidas, pero con respecto a la
funcion

g(w) = f(1/w) Yw € Dy;p(0)

oo es una singularidad evitable, o un polo de orden k de f, si y solo si 0 lo es de g; y los coeficientes
an del desarrollo de Laurent de f en oo son los coeficientes del desarrollo de g en 0.
Luego se obtiene:

g™ (0)

n!

oo es evitable para f = a, = Vn >0, donde g(w) = f(1/w).

1 dntk
0o es un polo de orden k para f = a, = (] (dw"*k (wkg(w))>

w=0

donde g(w) = f(1/w) y d™/dw™ indica derivada m—ésima respecto de w.

13.4. Ejemplos de desarrollo de Laurent.

Ejercicio 13.4.1. a) Hallar el desarrollo de Laurent centrado en z = 0 e indicar el radio interno
y el radio externo de la corona de convergencia que incluya al punto z = 2, para la funcién
fz) =1/[(z = 1)*(= = 3)].

b) Hallar el desarrollo de Laurent centrado en z = 1 de la misma funcién que antes, e indicar
los radios interno y externo de la corona de convergencia que contenga el punto z = 2.

c¢) Idem, centrado en z = 3.

Parte a): La corona de convergencia con centro en z = 0 tiene radio interno r > 0 lo mas
pequeno posible y radio externo 0 < R < +oo lo més grande posible, tales que f(z) es analitica
en la corona {r < |z| < R}.

Como f € H(Q2) donde 2 = C\ {1, 3} la corona de convergencia de la serie centrada en z = 0
que contenga al punto z = 2, (hacer dibujo) tiene radio interno r = 1 (su frontera interna pasa
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por el punto z = 1 donde f no es holomorfa), y radio externo R = 3 (su frontera externa pasa por
el punto z = 3).
Entonces hallemos el desarrollo de Laurent de f en C' = {1 < |z| < 3}. Sera de la forma:

+o0o
f(z) = Z anz" VzeC

n=-—oo
Primero descompongamos f en fracciones simples:

12 —1/4 1/4
G031 D o3 W

Desarrollemos cada una de esas fracciones en potencias de z o de z~!. Para eso recordemos que
la suma de una serie geométrica de razén u con |u| < 1, es

(1iu) => u" Vjul<1l (2
n=0

y derivando término a término la serie geométrica se obtiene, para |u| < 1 la serie siguiente:

1 N e
n=1

Tomemos la primera de las fracciones simples de (1) y usemos la férmula (3) para u= 1/z (recordar
que en la corona C es |z| > 1):

-1/2  -1/2 -1 I\ & L =R m+l o,
(—1)2  22(1—(1/2))? 222 ”<z) __;22 =) @

n=1 m=—2
En la dltima igualdad de (4) se hizo un cambio de indice de sumacién: m = —n — 1. La suma (4)
puede empezarse en m = —1, ya que para ese valor el coeficiente queda (m + 1)/2 = 0.

Tomemos ahora la segunda de las fracciones simples de (1) y usemos la férmula (2) para u=
1/z (recordar que en la corona C es |z| > 1):

~-1/4  —1/4 11" 1l .1 =1,
(2—1)_z(1—(1/z))_4zn§:0<z> =2 g7 = 6

n=0 m=—1

Tomemos finalmente la tercera de las fracciones simples de (1) y usemos la férmula (2) para
u= z/3 (recordar que en la corona C' es |z| < 3):

~1/4 141 KA\t e 1 n
(2—3)_3(1—(2/3))_4><3Z(§> =2 s ©

n=0 n=0

Segun la descomposicién (1) ahora tenemos que sumar los desarrollos obtenidos en (4), (5) y (6):

1 = /n+1 1\, X1
(2—1)2(2—3):Z< 2 _4>Z +Z4x3”+1z

n=-—1 n=0
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Luego:
1 X (1), =R,
(2—1)2(2—3)_n;1< 4 )Z +;4x3n+12

Por lo tanto tenemos

1 =
n
—5 o = Z anz" Vztal que 1 < |z] <3
(z-1)*(z—=3) =
donde o+ 1 )
n . .
anp = 1 sin < —1; an:W sin>0. O

Parte b): La funcién f(z) = 1/[(z — 1)?(z — 3)] es analitica en C\ {1,3}. La maxima corona
centrada en z = 1, que contiene al punto z = 2, y donde f es analitica, es entonces (hacer dibujo)
la que tiene radio interno 0 y radio externo 2. Su frontera exterior pasa por el punto z = 3 donde
f no es analitica, y su frontera interior es el punto z = 1 donde f no es analitica, y que es el centro
de la corona. La corona es entonces el entorno pinchado Dj(1) de centro z = 1 y radio 2.

Como z =1 es un polo de orden 2 para f, usando la parte b) del teorema 13.3.2, el desarrollo
en serie de Laurent de f en el entorno pinchado centrado en z = 1 sera de la forma:

1 = .
f(z):m: Z an(z—1)", Vze D3(1), cona_g#0

n=—2

Encontraremos el desarrollo en serie de potencias centrado en z = 1 de la funcién 1/(z — 3) en el
disco D(1) donde 1/(z — 3) es analitica. Al dividirlo después término a término entre 1/(z — 1)2,
quedard el desarrollo de Laurent centrado en z = 1 de la funcién f.

Recordando que la serie geométrica de razon u, con |u| < 1, converge a 1/(1 —u), y observando
que [(z —1)/2| < 1 cuando z € Dy(1), se deduce:

1 ~1 ~1 —1§:° z—1\" *f—l( D" vz e Da1)
— — _ = zZ — z
2-3 2-(2—-1) 20—-(z—-1)/2) 2 &\ 2 L gniT 2
Dividiendo término a término entre (z — 1)? se obtiene:
1 X -1 = 1
_ _ — -2 _ _ *
f(z)—m—ZW(Z—l)m —Z—w(z—l)”, Vz e D5(1)
m=0 n=—2
que es el desarrollo buscado. Se observa que a_s = —1/2 #0. O

Parte c): La funcién f(z) = 1/[(z — 1)?(z — 3)] es analitica en C\ {1, 3}. La maxima corona
centrada en z = 3, que contiene al punto z = 2, y donde f es analitica, es entonces (hacer dibujo)
la que tiene radio interno 0 y radio externo 2. Su frontera exterior pasa por el punto z = 1 donde
f no es analitica, y su frontera interior es el punto z = 3 donde f no es analitica, y que es el centro
de la corona. La corona es entonces el entorno pinchado D3(3) de centro z = 3 y radio 2.
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Como z = 3 es un polo de orden 1 para f, usando la parte b) del teorema 13.3.2, el desarrollo
en serie de Laurent de f en el entorno pinchado centrado en z = 3 serd de la forma:

+oo
f(z) = (2_1)21(2_3) = n;1 an(z —3)", Vze D5(3), cona_j#0

Encontraremos el desarrollo en serie de potencias centrado en z = 3 de la funcién 1/(z — 1)% en el
disco Dy(3) donde 1/(z — 1)? es analitica. Al dividirlo después término a término entre 1/(z — 3),
quedara el desarrollo de Laurent centrado en z = 3 de la funcién f.

Recordando que la derivada término a término Z:{:ﬁ nu™! de la serie geométrica de razén u,

con |u| < 1, converge a 1/(1 —u)?, y observando que |(z —3)/2| < 1 cuando z € D2(3), se deduce:

1 1 1 1 X z—3\"!
(—1)? [2+<z—3>12:22[1—<—<z—3>/2>12:22,;”<‘ 2 >

+oo n_ln
(2;_11)2 = (217)L+1 (z=3)""" Vze Dy3)
n=1

Dividiendo término a término entre (z — 3) se obtiene:

1 —1)mm X =) +2
6= g = 2 ey = 3 = CUERE D g s ey

m=1 n=-—1

que es el desarrollo buscado. Se observa que a_; =1/2#0. O



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006. 145

14. Funciones meromorfas y teoremas de aproximacion.

14.1. Funciones meromorfas.

Definiciéon 14.1.1. Funciones meromorfas. Una funciéon f se dice que es meromorfa en el
abierto Q0 y se denota f € M(Q2) si f es analitica en Q excepto a lo sumo en una cantidad de
puntos que sean todos singularidades aisladas evitables o polos.

(Por definicién, no se admiten singularidades no aisladas, ni singularidades aisladas esenciales.)

Nota: Toda funcién analitica en €2 es meromorfa, porque por convencién, para ser meromorfa
en () se admite que no haya puntos excepcionales en {2 donde f no sea analitica.

14.1.2. Ejemplos de funciones meromorfas.

1. El cociente f(z)/g(z) de dos funciones holomorfas no idénticamente nulas en  es una
funciéon meromorfa en 2. En efecto, las singularidades son los ceros de g que son aislados y de
orden k > 1. Entonces todas las singularidades del cociente o son evitables (si son también ceros
de f del mismo o mayor orden) o son polos.

2. En particular una funcién racional es meromorfa en el plano complejo. Ademéas para una
funcién racional, co es o bien una singularidad evitable, o bien un polo. Se dice entonces que la
funcién racional es meromorfa en el plano complejo compactificado C. Veamos que esta propiedad
caracteriza a las funciones racionales.

Teorema 14.1.3. Caracterizacién de polinomios y funciones racionales.

a) Una funcion entera (analitica en el plano complejo) que tenga en infinito un polo o una
singularidad evitable, es un polinomio y reciprocamente.

b) Una funcidn meromorfa en el plano complejo que tenga en infinito un polo o una singula-
ridad evitable, es una funcion racional y reciprocamente.

Demostracién:

Parte a): El reciproco es inmediato: basta verificar que todo polinomio de grado k > 0 es
una funcién entera que tiene en oo una singularidad evitable (si & = 0) o un polo de orden k (si
kE>1).

Ahora veamos el directo: Sea f una funcidén entera que tiene en co una singularidad evitable
o un polo de orden k. Probemos que f es un polinomio.

Primer caso: Si co es una singularidad evitable de f entonces, por definicién, existe el nimero
complejo L = lim, . f(2). Luego f estd acotada en un entorno de co, es decir para todo |z| > R.
Por otra parte como f es analitica en el plano complejo, es continua, luego estd acotada en el
compacto |z| < R. Entonces f es entera y acotada en todo el plano complejo. Por el teorema de
Liouville (ver teorema 11.4.6) f es constante, es decir, un polinomio de grado 0.

Segundo caso: Ahora veamos el caso en que oo sea un polo de orden k > 1. Por la parte b)
del corolario 13.3.1 y por el teorema 13.3.2, el desarrollo de Laurent de f en oo es:

k 00
f(z) = Za,nz + Zanz ;oa—p#0 (1)
n=1 n=0
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g es entera (analitica en todo el plano complejo) porque es diferencia de f, que es una funcién
entera por hipdtesis, menos un polinomio de grado k en z. Ademds, por (1), la funcién g(z) es
igual a la suma de la serie de la derecha en (1). Luego obtenemos:

o0 o0
lim g(z) = lim g anz " = lim g apw" =ag  (3)
2—00 2—00 0 w—0 0

n= n=

Hemos llamado w = 1/z. El ultimo limite en (3) es ag porque la serie de potencias de w define
una funcién analitica que es continua. Entonces su limite cuando w — 0 es el valor de la suma de
serie de potencias en w = 0.
De la igualdad (3) deducimos que g es una funcién entera que tiene en oo una singularidad
evitable. Por lo demostrado en el primer caso g es constante. Luego es igual a su limite ag.
Tenemos g(z) = ap Vz € C. Sustituyendo en (2) se deduce:

k
f(z) =ap+ Z a_pz"; donde a_j # 0
n=1

Hemos demostrado que f es un polinomio de grado k& como queriamos.

Parte b): El reciproco es inmediato: como vimos en la seccién 12.1 toda funcién racional
f(z) = P(2)/Q(z) es analitica en todo el plano complejo, excepto en las raices del denominador
Q(z), que son polos de orden igual a la multiplicidad de la raiz. Ademds oo es una singularidad
evitable si grado(P) < grado(Q), o en caso contrario es un polo de orden grado(P) — grado(Q).

Antes de demostrar el directo, enunciamos y probamos la siguiente afirmacién:

14.1.4. Afirmacién: Si f es una funcion meromorfa en el plano complejo que tiene en oo una
singularidad aislada, entonces la cantidad de polos de f en el plano complejo es finita.

Prueba de la afirmacién: Como oo es una singularidad aislada de f, entonces f es analitica
en el entorno pinchado de infinito D7 / r(00), es decir, f es analitica para todo |z| > R. Luego, las
otras singularidades de f estdn en el compacto K = {|z| < R}.

Ademsds sabemos que f es meromorfa en el plano complejo. Luego, las otras singularidades son
todas polos que estédn en el compacto K = {|z| < R}. Probemos que son a lo sumo una cantidad
finita. En efecto, cada punto zy € K tiene un entorno D, (zp) con r > 0 tal que la funcién f es
analitica, o bien en todo el entorno D, (zg) (si zp no es singularidad), o bien en el entorno pinchado
D*(z0) (si zg es un polo). Cubriendo el compacto K con una cantidad finita de estos entornos 7,
se deduce que la cantidad de polos en K es finita. Hemos probado la afirmacién 14.1.4.

Ahora demostremos el directo de la parte b) del teorema 14.1.3: Por hip6tesis f es una funcién
meromorfa en el plano complejo que tiene en co o bien un polo, o bien una singularidad evitable.
Probemos que f es una funcién racional.

"Estamos usando la siguiente propiedad de los conjuntos compactos K: si se define para cada punto zp € K un
entorno abierto D(zo) que contiene a zo (no pedimos que D(zo) esté contenido en K), entonces existe una cantidad
finita D1, Da, ..., D, de estos entornos que cubren todo K, es decir: U_jD; D K.
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Por la afirmacién 14.1.4 los polos de f en el plano complejo son una cantidad finita. Sean
entonces a1, az, ..., a, los polos complejos de f cuyos érdenes llamamos k1, ko, . .., k, respectiva-
mente.

Consideremos la funcién auxiliar

9(z) = (z —a)™ (z — a2 ... (z = ap)" f(2) (4)

Esta funcién auxiliar tiene singularidades aisladas en a1, as, ..., a, e co. Por un lado oo es un polo
o una singularidad evitable de g porque es un polo o una singularidad evitable de f.

Por otro lado, sabemos que a; es un polo de orden k; de f. Usando la definicién del orden de
un polo en 12.4.3, se deduce que existe

lim (z — a;)" f(2)

zZ—a;
Luego, usando (4), existe el complejo

L; = lim g(2)

z—a;

Aplicando el teorema de caracterizacién de singularidades evitables (teorema 12.3.5), se deduce
que g tiene en a1, as, . ..,a, singularidades evitables, y por lo tanto existe una extensién analitica
de g a todo el plano complejo. Seguimos llamando g a esta extensién analitica. Deducimos que g
es entera y tiene en oo o bien un polo o bien una singularidad evitable. Por lo demostrado en la
parte a) de este teorema, se deduce que g(z) es un polinomio P(z).

g(z) =P(z) VzeC
Sustituyendo en (4), se tiene

P(z)
(Z - al)kl (Z - az)k2 - (z — ap)kp

f(z) =

Hemos demostrado que f es una funcién racional como queriamos. [

Teorema 14.1.5. Teorema pequeno de Picard.
Toda funcidn entera (analitica en todo el plano complejo) no constante tiene como recorrido
todo el plano complejo excepto a lo sumo un punto.

14.1.6. Ejemplos.
La funcién e® recorre todo el plano complejo excepto el 0.

La funcién 22

recorre todo el plano complejo sin excepciones.

Los polinomios P(z) de grado k > 1 recorren todo el plano complejo, por el teorema funda-
mental del dlgebra aplicado a P(z) — a (donde a es un complejo fijo cualquiera). En efecto, se
deduce que existe para todo a € C alguna raiz de P(z) — a, y por lo tanto alguna preimagen por
P del complejo a. Entonces el recorrido de P(z) incluye a a y como a es cualquiera, el recorrido

de P(z) es todo el plano complejo.
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Probaremos el teorema pequetio de Picard a partir del teorema (grande) de Picard, enunciado
en 12.5.3. Advertimos que esto no es una demostracién porque el teorema grande de Picard no ha
sido probado aqui. De todas formas no usaremos el teorema pequeno ni el grande de Picard en el
futuro desarrollo de la teoria. Por una prueba de este teorema puede verse el libro de Rudin, W.
Anilisis Real y Complejo.

Prueba del teorema pequeno de Picard admitiendo el teorema 12.5.3:

Si f es entera, entonces co es una singularidad aislada.

Primer caso: Si oo es evitable o un polo entonces, por lo demostrado en 14.1.3, f es un
polinomio. Si no es constante, tiene grado k > 1. En ese caso, repitiendo lo visto en 14.1.6, el
recorrido de f es todo el plano complejo sin puntos excepcionales; lo que prueba la tesis.

Segundo caso: Si co es una singularidad esencial entonces, admitiendo el teorema 12.5.3,
la imagen de cualquier entorno DY / r(00) de 0o es todo el plano complejo excepto a lo sumo un
punto, que es lo queriamos probar. [J

14.2. Aproximacion por funciones racionales.

Definicion 14.2.1. Convergencia uniforme en compactos.

Decimos que una sucesién f,, de funciones complejas definidas en el abierto Q C C se aprorima
en compactos (o converge uniformemente en compactos de ) a una funcion f : Q — C, si para
todo compacto K C Q y para todo € > 0 existe un N (que puede depender del compacto K y del
numero € dados, pero que no depende de z) tal que

n>N = |f(z) = fulz)| <e Vze K

Definicion 14.2.2. Aproximaciéon por funciones racionales.

Decimos que una funcién compleja f definida en el abierto £ se aproxima en compactos de
Q por funciones racionales cuando existe una sucesién de funciones racionales f,, definidas en €2
(por lo tanto sus polos no estéan en 2) que se aproxima en compactos (o converge uniformemente
en compactos de ) a f.

Veamos que toda funcién meromorfa en el plano complejo que tenga en infinito una singularidad
aislada, puede aproximarse en compactos por funciones racionales, y que, en particular, si la
funcién es entera (analitica en todo el plano complejo), entonces puede aproximarse por polinomios.

Teorema 14.2.3. Aproximaciéon de funciones meromorfas por funciones racionales.

a) Si f es entera entonces f se aproxima en compactos de C por polinomios.

b) Sea f una funcién meromorfa en C. Sea Q0 el abierto que se obtiene de C retirando todos
los polos de f.

Si f tiene en oo una singularidad aislada entonces f se aproxima en compactos de £ por
funciones racionales.

Demostracion:
Parte a) Si f es entera, entonces tiene un desarrollo en serie de potencias centrado, por
ejemplo, en z = 0:

f(z) = Z bz VzeC (2)
n=0
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Esta serie de potencias tiene disco de convergencia todo el plano complejo y converge uni-
formemente en compactos (ver nota al final del pardgrafo 11.1.2). Esto significa que si llamamos
Py a la reducida N-ésima de la serie de potencias (2), se cumple

Py — f uniformemente en compactos

en particular en compactos contenidos en ). Observemos que Py es un polinomio de grado a lo
sumo N. Hemos probado la parte a).

Parte b) Como f tiene en oo una singularidad aislada, la cantidad de polos de f es finita.
(ver la Afirmacién 14.1.4).
Denotemos como ag, az, ..., a, a los polos de f y con ki, ks, ...,k a sus érdenes respectivos.
Llamemos
k=ki+k+...+k

Consideremos la funcion auxiliar

9(z) = (z —a)" (z = a2)" ... (z = ap)" f(2) (1)

Esta funcién auxiliar tiene singularidades aisladas en a1, as, ..., a, e co.
Por otro lado, sabemos que a; es un polo de orden k; de f. Usando la definicién del orden de
un polo en 12.4.3, se deduce que existe

lim (z — a;)¥ f(2)

z—a;
Luego, usando (1), existe el complejo

L; = lim g(2)
z—a;
Aplicando el teorema de caracterizacién de singularidades evitables (teorema 12.3.5), se deduce
que g tiene en a1, as, ..., a, singularidades evitables, y por lo tanto existe una extensién analitica
de g a todo el plano complejo. Seguimos llamando g a esta extensién analitica. Deducimos que g
es entera. Por lo demostrado en la parte a) la funcién entera g se aproxima por una sucesién de
polinomios Pjy:
Py — g uniformemente en compactos de C

en particular en compactos contenidos en €.
Llamemos Q(z) = (z —a1)* (2 —a2)*? ... (2 —a,)*, es un polinomio definido y que no se anula
en 2.
Por (1) se cumple
92) _ o PG)
Q) N—tx Q(2)

El cociente Py /@ es una funcién racional en (). Basta ver que la convergencia es uniforme en
compactos contenidos en 2. En efecto, dado un compacto K C 2, sea

f(z) = Vz e

M = méax
zeEK

1
Q(z)
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Este méximo M > 0 existe porque la funcién 1/Q(z) es analitica en Q ya que el denominador
no se anula en ). Luego su médulo, que no se anula, tiene un méaximo positivo en el compacto
K C Q. Dado ¢ > 0 como por construccién Py — ¢ uniformemente en compactos, existe Ny
(independiente de z) tal que

N> Ny = \g(z)—PN(z)]<ﬁ Vze K

Luego:

P - P, M

N(E)| g PG| _eM

Q(z) 1Q(2)] M

Entonces se cumple, usando la definiciéon 14.2.1, que la sucesién de funciones racionales Py /Q
aproxima en compactos a f como queriamos demostrar. [

N >Ny = ‘f(z)—

14.3. Convergencia uniforme en compactos de funciones analiticas.

En el espacio funcional denotado como C,(€2), formado por todas las funciones analiticas en
el abierto €2, se define como topologia, es decir la forma de aproximar funciones, de acuerdo a la
definicién 14.2.1 de convergencia uniforme en compactos de €.

La parte a) del siguiente teorema dice que con esta topologia el espacio C,,(2) es cerrado: o
sea el limite (con la convergencia uniforme en compactos) de una sucesién de funciones analiticas
en () es también una funcién de analitica en €.

Ademds, en sus partes b) y c), el siguiente teorema dice que las derivadas de cualquier orden
de las funciones f,, — f en C,(€) también se aproximan uniformemente en compactos a la
derivada del limite f. Esto significa que la convergencia en el espacio funcional C,,(£2) implica la
convergencia C' en compactos (es decir la aproximacién uniforme en compactos de las funciones
y la de todas sus derivadas), que a su vez implica la convergencia C* (es decir la aproximacién
uniforme en compactos de las funciones y la de todas sus derivadas hasta orden k inclusive.)

Teorema 14.3.1. Topologia C,, en el espacio de las funciones analiticas.

Sea Q C C un abierto no vacio y sea una sucesion de funciones analiticas f, € H(Q) que
converge uniformemente en compactos de 2 a una funcion f. (Ver la definicién de convergencia
uniforme en compactos en 14.2.1.)

Entonces:

a) feH(®)

b) La sucesion de derivadas f], converge uniformemente en compactos de Q a la derivada f.

c) La sucesion de derivadas k-ésimas f,sk) converge uniformemente en compactos de £ a la
derivada k—ésima f*).

Demostracion: En lo que sigue denotamos
fn— fen Cl(Q)

si f, converge a f uniformemente en compactos de 2 de acuerdo a la definiciéon 14.2.1.

Parte a): Dividiremos la prueba en tres pasos:
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1. Probar que f es continua en §2.

Sea zp € 2 y sea D un disco cerrado (compacto) contenido en 2 y centrado en zy. Para
todo € > 0, como por hipétesis f, — f en C,(Q2), podemos aplicar la definicién 14.2.1, al
compacto D. Deducimos que existe N (independiente de z) tal que

n>N = |f(z) = fu(2)| <€ Vz€D
Fijo n = N, y se cumple:
|f(2) — fn(2)] <€ Vz€ D, ; en particular para z = z9. (1)

Por otra parte como la funcién fxy(z) es por hipétesis analitica en (2, es continua. Aplicando
la definicién de continuidad de una funcién en el punto zy € €, se obtiene, para todo ¢ > 0,
la existencia de § > 0 tal que:

[z = 20| <6 = [fn(2) = n(z0)[ < e (2)

El nimero § > 0 puede suponerse menor que el radio del disco D. (Pues si no lo fuera,
cambio § por otro & > 0 menor que & y que s sea & menor que el radio del disco D.
Si el ¢ viejo implica (2) entonces §’, que es menor que ¢, también implica (2).) Entonces
|z — 20| <8 = z € D y podemos aplicar las desigualdades (1) y (2).

Reuniendo (1) y (2) se deduce:
|z — 20| <0 =

1f(2) = f(20)l < 1f(2) = In(2)| + | fn(2) = v (20) + [/ (20) = f(20)] < 3e =€
donde, dado €* > 0 se elige € = €*/3.
Concluimos que dado €* > 0 existe § > 0 tal que

2 =20l <0 = |f(2) = f(20)| <€

Esto por definicién es la continuidad de f en zg. Como zg es cualquiera en {2 se deduce que
f es continua en €.

2. Probar que para toda curva v C 2

anl}rloo/vfn(z)dz:/vf(z)dz

El soporte v* de la curva  es un conjunto compacto en €. Aplicando la definicién 14.2.1 de
convergencia uniforme en compactos se obtiene que para todo € > 0 existe N independiente
de z, tal que

n>N = |fu(z) = f(z)|<e Vzern*

Acotemos la diferencia de las integrales de f,, y de f, en médulo:

n>N =

< / Fal2) = F(2)]|d2] < €L < ex

/ (ful2) — £(2) dz
i
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donde L es la longitud de la curva v y, dado € > 0 se elige € < €*/L. Lo probado se resume
en la afirmacion siguiente:

Dado €¢* > 0 existe N tal que

n>N = < €%

[yfn(z)dz—/vf(z)dz

Esto por definicién de limite, prueba lo que queriamos en el paso 2.

3. Probar que f € H(Q).

Basta probar que f7 f(2)dz = 0 para toda curva cerrada contenida en 2 y homotépica un
punto en 2. En efecto, aplicando luego el teorema de Morera (ver teorema 11.3.6) se deduce
que f € H(Q) que es lo que queremos probar.

Tomemos una curva cerrada vy C €2, homotdpica a un punto en 2. Por hipétesis f, € H()
para todo n > 1. Aplicando el teorema de Cauchy global a f,, (ver teorema 11.3.1) se deduce
que:

/fn(z)dz:O Vn>1
.

Tomando limite cuando n — 400 y usando lo probado en el paso 2, se deduce

dz = lim n dz= lim 0=0
Lf@) . /j(z) :

n—-+o0o n—+00
terminando la prueba del paso 3.

Parte b): Probar que f], — f" en C,(Q).
Dado un compacto K C Q consideremos R = dist (K,Q¢) = min{|z — 29| : 20 € K, 2 ¢ Q} >0
y construyamos el compacto

Ky ={zeC: dist (2, K) < R/2}

donde la distancia dist (z, K) = min{|z — 29| : z0 € K}. Por construccién ningin punto del
compacto K7 puede estar en el complemento de 2. Entonces K1 C €.

Para cada zp € K fijo, aplicamos la desigualdad de Cauchy (ver teorema 11.4.4) a la derivada
primera de la funcién f,, — f en el disco compacto Dg/(20). Obtenemos:

ntz0) — 1'(o)] < IR 2 )

donde M(R/2) = max{|f.(z) — f(2)] : 2 € Dgy2(20)} < M, siendo
My, = méx{|fn(2) = f(2)] : 2 € K1}

Para obtener la desigualdad (3) se usé que M(R/2) < M,, porque Dpg/(20) C K;.

Por hipétesis f, — f en C, (). Luego, aplicando la definicién de convergencia uniforme en
compactos (definicién 14.2.1) al compacto K7, se deduce que para todo € > 0 existe N (indepen-
diente de z) tal que

n>N = |fu(z)— f(z)|<e Vze K; = M,<e¢
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Sustituyendo en (3) se concluye que

2¢

Rz N = i) - Fe)l < =€ @)

donde, dado €" > 0 se eligi6 € = Re* /2.

Resumiendo, hemos probado que para cualquier compacto K C §2 dado, y para cualquier €* > 0
existe N (independiente de z) tal que se cumple (4). Por definicién de convergencia uniforme en
compactos (ver definicién 14.2.1), esto significa que

fi— fen C,(Q)

que es lo que querfamos demostrar en la parte b) de la tesis.

Parte c): Deducir que para todo natural k£ > 0 se cumple: fr(bk) — fk) en Cyp(Q).

Por induccién completa en k. Por hipdtesis vale para k = 0. En la parte b) hemos probado

que vale para k = 1. En realidad, aplicando la parte b) a la sucesién de funciones féh)

fn, hemos probado que si

en lugar de

9 — f®en Cu(Q)  (5)

es valida para algiun k = h, entonces también vale (5) para k = h+ 1. Por el principio de induccién
completa (5) es vélida para todo k natural. [J

Proposicion 14.3.2. Suma y producto de limites uniformes de funciones analiticas.
Sean fn,gn € H(Q) tales que f, — f y gn — g uniformemente en compactos de 2. (Ver
definicién 14.2.1 de convergencia uniforme en compactos).
Entonces
fn+ 90 — [+ g uniformemente en compactos.

fngn — fg uniformemente en compactos.

Demostracion: Dado un compacto K C ) y dado € > 0, aplicando la definicién 14.2.1, a las
sucesiones f,, y gn respectivamente, existen N y Ny (independientes de z) tales que

n>Ny = |fulz) — f(2)|<e VzeK
n>Ny = |gn(z) —g(2)|<e VzeK
Tomando N igual al mayor de N; y de Ny se deduce que
nEN = )= fE) <6 lgaz) —g2) <e VzeK (1)
Luego, de la propiedad triangular del médulo y de (1) se deduce:

nzN = |fo(2) +9n(2) = (f(2) + 9(2))| < [fu(2) = f(2)] +|gn(2) —g(2)[ <2¢ =€ Vze K

donde, dado €* > 0 se elige ¢ = €*/2. Esto prueba que la suma de las funciones converge uniforme-
mente en compactos a la suma de los limites.

Ahora probemos lo mismo para el producto. De la propiedad triangular del médulo y de (1)
se deduce:

n=N = |fa(2)gn(2) — f(2)9(2))] <
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< |fngn_fgn|+|fgn_fg|:|gn”fn_f’+|f”gn_g| <
< (Ign =gl + 19D 1fn = I+ 1fllgn — 9] < (Mg +€)e+ Mpe < " Vze K

donde My y My son los maximos de |g| y | f| respectivamente en K y , dado € > 0 se elige € > 0 de
modo que sea € < 1y e < €*/(My+1— My). En resumen, hemos probado que dado un compacto
K C Q y dado € > 0 existe N independiente de z tal que

n=N = |fa(2)gn(2) = f(2)9(2))| <€ Vze K

Por la definicién 14.2.1, esto significa que f,g, — fg uniformemente en compactos de €2, como
queriamos demostrar. [

14.4. Familias normales.

Definiciéon 14.4.1. Familia normal.

Sea 2 C C un abierto no vacio y sea una sucesién de funciones analiticas f, € H({), n > 1.
La sucesion f;, se llama familia normal si para cada compacto K C () existe una constante M > 0
(que puede depender del compacto K pero que es independiente de n y de z), tal que:

lfn()| <M V¥n>1 VzeK

Esta propiedad se llama equi-acotacion en compactos.
Dicho de otra manera: una familia es normal si es equi-acotada en compactos.

Miés adelante, en la demostracién del teorema de Montel (teorema 14.4.2) se prueba, no solo
la tesis de ese teorema, sino estas otras propiedades que cumplen las familias normales:

Propiedades de las familias normales:

Si fn, € H(Q2) es una familia normal, entonces:

w f! también es una familia normal. (Ver punto 1 de la demostracion del teorema 14.4.2.)

» f,, es una familia equicontinua en compactos. (Ver punto 2 de la demostracién del teorema
14.4.2.)

» Dada una cantidad numerable {z; : ¢ > 1} de puntos en (Q, existe una subsucesion fj,
construida por el procedimiento diagonal, tal que fj, (2;) converge cuando n — +oo para
todo z; fijo. (Ver punto 3 de la demostracién del teorema 14.4.2.)

» f, tiene alguna subsucesion de Cauchy uniforme en compactos. (Ver punto 4 de la de-
mostracion del teorema 14.4.2.)

= Toda sucesion de Cauchy uniforme en compactos es convergente uniformemente en com-
pactos. (Ver punto 5 de la demostracién del teorema 14.4.2.)

= De las dos afirmaciones anteriores se deduce que f, tiene una subsucesion uniformemente
convergente en compactos. (Esto es la tesis del teorema de Montel en 14.4.2.)

Nota: En el ejemplo 14.4.3, se muestra que una sucesién f, que sea una familia normal,
aunque tiene subsucesiones convergentes, no tiene necesariamente que ser convergente ella misma.
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Teorema 14.4.2. Teorema de Montel.
Si la sucesion de funciones analiticas f, € H(Q2) es una familia normal, entonces tiene alguna
subsucesion que es uniformemente convergente en compactos de 2.

Demostracion: Desarrollaremos la demostraciéon en varios pasos:

1. Probar que f] es también una familia normal.

Dado un compacto K C 2 definamos el niimero positivo R igual a la distancia de K al
complemento de §2:
R=min{|zg—2|:20 € K, 2 Q} >0

Definimos el compacto
Ky ={z:|z— 2| < R/2, paraalgin zp € K} (1)

Obsérvese que Kq C Q.

Por hipoétesis la sucesién f,, es normal, es decir equiacotada en compactos. Entonces en
particular para el compacto K; existe M > 0 tal que

fo(2)| <M Vn>1, Vze K1 (2)

Para todo zp € K, aplicando la desigualdad de Cauchy en el disco Dg/5(20) C K1 se obtiene

M, 2M

| fh(20)] < R/ S (3)

donde M,, = méx (2)] < M, debido a la desigualdad (2) y a que Dg/5(20) C K;.

2€DR/2(%0) | fo

La afirmacién (3) prueba que existe el nimero 2M /R (independiente de zy y de n por
construccién), que es cota superior de |f] (z0)| para todo zgp € K y para todo n > 1. Esto
termina de probar que f], es una familia normal como queriamos en el paso 1.

2. Probar que f, es equicontinua en todo compacto K C (). Esto significa probar que
para todo compacto K C € y para todo € > 0 existe 4 > 0 (independiente de z y de n) tal
que

20 €K, |z—20| < = |fu(2) — fu(20)] <€ ¥Yn>1 (a probar) (4)

Sea K7 el conjunto compacto definido en (1). Como ya probamos en el paso 1 que f, es una
familia normal existe, en particular para el compacto K7 una cota k > 0 que cumple:

1fi(2)| <k Vze Ky, Yn>1 (5)
Elijamos 0 < § < ¢/k, § < R/2. Obsérvese quessi z € K entonces Ds(z0) C Dgya(20) C K.

Tomando z; € Ds(2p), aplicando la regla de Barrow al integrar en el segmento [zp, 21]
(contenido en Ds(zp) C K1), y usando (5), se deduce que:

/[Zom] 1'(2)d=

Esta es la afirmacién (4) que queriamos demostrar en el paso 2.

|z1 — 20| <0 = |fu(z1) — fu(20)] = <klz — 20| <kd<e
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3. Sea z1,29,23,...,%,... una sucesion densa en 2, por ejemplo el conjunto numerado de
todos los complejos en ) con partes real e imaginaria racionales. El objetivo de este paso
no requiere que la sucesién de puntos sea densa, pero vamos a necesitar la densidad para el
paso 4. Probaremos la siguiente afirmacién para cualquier sucesién dada de puntos en :

Probar que existe j, — +oo tal que para todo z fijo la subsucesion f; (z;) es
convergente. Es decir:

lim f;, (%) =L;€C Vi>1. (aprobar) (6)

n—-+o0o

Consideremos la sucesiéon dada f,, que llamamos f, o para indicar que es la primera sub-
sucesion (la sucesién dada es subsucesién de si misma).

Al evaluar fy, 0(z) en z = 21 se tiene una sucesién de complejos acotada (porque, por defini-
cién de familia normal, estd acotada en el compacto {z;1}). Luego, existe una subsucesién
convergente cuando se la evaliia en z = z; 8 Llamemos fn,1 & esta subsucesién de f, o, que
cumple:
lim fr1(z1) =L €C
n—+o0o

Ahora repitamos el procedimiento usando la sucesion f, 1 y el punto 22, en vez de la sucesién
fn,0y el punto z;. Existe f,, 2 que es subsucesion de f, 1, que cumple

lim  fr2(22) = Ly €C
n—-+00
Ademds como fy, 2 es una subsucesion de f,, 1, la cual evaluada en z; tenia limite L, se
deduce? que
lim fr2(21) =L1 €C
n—-+o0o
Aplicando el mismo procedimiento a la subsucesion f, 2> en el punto z3 se deduce que existe
fn,3, subsucesién de f, 2 tal que:

lim fn3(23) =L3eC

n—-+00

lim fn3(22) =L C

n—-+00

lim fn73(21) =17 € C
n—-4o0o
Por induccién completa, existe para cada natural ¢ > 1 una sucesién f,, ;, que es subsucesién
de fni—1 y tal que
lim fpi(z)=L; €C

n—-+4+oo

lim  fri(zic1) = Li1 €C

n—-+o00

8Toda sucesién de complejos acotada tiene una subsucesién convergente, porque sus partes real e imaginaria son
sucesiones acotadas de reales, y esta propiedad es valida en la recta real.

9Si una sucesién de complejos es convergente a un limite L entonces toda subsucesién de ella también es conver-
gente al mismo limite L. Esta propiedad se deduce de la misma propiedad para las sucesiones de reales, la cual se
demuestra directamente a partir de la definicién de limite.
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lim  fri(zi—2) = Li2 €C

n—-+o0o

lim fni(22) = L2 €C

n—-+0o00

lim fn,i(zl) =L e€C

n—-4oo
Esto a priori, sélo asegura que si queremos que sea convergente una subsucesiéon de f,
evaluada en z = 21, 23, . . . , 2;, conseguimos una, para tantos puntos z; como se quiera, pero
para una cantidad finita.

Lo que queremos demostrar es que existe una misma subsucesion que es convergente cuando
se evalia en cualquiera de todos los z;, (que son una cantidad numerable pero infinita de
puntos).

La subsucesion buscada, si encontramos alguna, podria ser subsucesién al mismo tiempo
de todas las subsucesiones ya construidas. Se obtiene por el llamado método diagonal que
desarrollamos a continuacion:

Escribamos las sucesivas subsucesiones obtenidas por el procedimiento anterior:

J1,1 f21, f3,1 R I RP fa1, ... — Ly para
z=2z.

fi,2, f2,2, 13,2, N fn,2, ... — Ly, Ly para
Z = Z1,%2.

f1.3, f2.3, /3,3, sy fno1s, fn,3, ... — Ly, Ly, L3 para

z = 21,22, 23

fin—1, fon-1, f3pn-1, ---s fo—in-1, fan-1, ... — L1,La,...,L,_1 para
Z = 214225+ +52n—1-

fl,’m fgm, fg,n, ey fn—l,ny fn,n7 el Ll, LQ, ey Ln—l; Ln para
Z = 21,22y« +-92n—1,%n-

En cada fila de la tabla anterior hay una de las subsucesiones construidas por el proce-
dimiento anterior. Cada fila es una subsucesion de la fila anterior.

Definamos la subsucesion
f Jn — f n,n
Es la sucesion que se forma tomando los elementos de la diagonal en la tabla anterior. Es al

mismo tiempo subsucesion de todas las subsucesiones construidas. Entonces para cada uno

y todos los puntos z; dados:
lim fjn (Zz) =L;eC

n—-+o0o

lo que prueba la afirmacién (6) como queriamos demostrar en este paso 3.

4. Probar que la subsucesién f;, construida en el paso 3 es uniformemente de
Cauchy en compactos de (2. Lo que hay que probar es que para todo compacto K C £,
y para todo € > 0 existe N (independiente de z) tal que

n>m>N = |fj (2) = fj.(2)| <e Vze K (aprobar) (7)
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Dado K y dado € > 0, elijamos § > 0 como en el paso 2. Cubramos el compacto K con
una cantidad finita de discos abiertos Dy, Dy, ..., D, todos de radio §/2. Elijamos dentro de
cada uno de estos discos D; un punto z; de la sucesién dada en el paso 3. (Existe alguno de
los puntos z, dentro de cada disco D; porque el conjunto de los puntos z, es denso en € y
el disco D; por construccién esta contenido en (2.)

Por la parte 3, existe para cada z; el limite lim,, .« fj,(2;) = L;. Luego, por la definicién
de limite, para cada z;, i = 1,2, ..., p, existe un N; tal que:

n > NZ' = |fjn(zz) —Li| < €

Entonces, llamando N al mayor de los nimeros Ni, No,..., N, (son una cantidad finita) y
tomando n > m > N se obtiene:

nEmEN = [f ()~ fin ()] < 1 () = Ll L= i, (z0) < 2¢ ¥i=1,2,....p (8)

Fijemos un punto zg € K. Este punto estd dentro de alguno de los discos D;. Entonces,
junto con algin z; estd dentro del mismo disco D; de radio 6/2. Se deduce que existe alguno
de los z; (coni=1,2,...,p) tal que

|z0 — zi| <6

ya que ¢ es el didmetro del disco D; donde estdn ambos puntos zg y z;.

Aplicando lo demostrado en el paso 2, en particular tomando no toda la sucesién f,, sino
solo la subsucesién f;, , se obtiene

|[fin(20) = fin(20)] <€ V=1 (9)
Reuniendo (8) con (9), se deduce que
nzmz=N = |fj(20) = fj,(20)] <

< S (20) = Fin GOl + [f5 (20) = Fim (20| < 1 fjn (20) = Fin(20)| < 4e (10)

La construccién anterior la podemos efectuar para cualquier zg € K. Lo tnico que cambia
al cambiar el punto zg, es el punto intermediario z; que usamos para obtener la desigualdad
(10), pero el principio y el final de la desigualdad (10) es el mismo.

Entonces, hemos probado que dado un compacto K C 2 y dado €* > 0, existe N indepen-
diente de zy tal que

n>m>N = ’fjm(Z()) — fjm(Z())‘ <4de=¢" Vzp € K
donde € > 0 se elige igual a €*/4. Esto prueba la afirmacién (7) como queriamos.

Probar que toda subsucesién f;, que sea uniformemente de Cauchy en compactos
de 2 es convergente uniformemente en compactos de (2. Un vez probado esto,
se deduce que la subsucesién construida en el paso 3 es uniformemente convergente en
compactos de €2 y se termina la demostracion del teorema de Montel.



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006. 159

Esperando que no sea motivo de confusién, vamos a llamar f,, a la subsucesién f;,, aunque
ésta sea diferente de la sucesiéon dada; ya que no vamos a utilizar més en la demostracion
a la sucesiéon dada que se llamaba también f,. (Esta notacién es equivalente a sustituir la
sucesién dada por su subsucesién f;,, construida en el paso 3.)

Por lo demostrado en el paso 4, la sucesién f,, es de Cauchy uniforme en compactos. Probe-
mos que converge a una cierta f uniformemente en compactos de €.

Primero probemos que para todo z €  la sucesién de complejos f,,(z) converge; es decir
la convergencia puntual de f,,. Considerando, para cada zg € €2 fijo, el conjunto compacto
{z0}, por lo demostrado en el paso 4, para todo € > 0 existe un N (que ahora depende del
2o fijado) tal que:

n>m>N = |fu(z0) — fm(20)| <€

Entonces la sucesién de complejos u, = f,(20) (no de funciones, sino de niimeros complejos
que resultan de evaluar las funciones en z = zy) es una sucesién de Cauchy. Entonces sus
partes real e imaginaria forman sendas sucesiones de Cauchy en la recta real (pues para todo
complejo u se cumple |Re(u)| < |u| y [Im(u)| < |u|). Por la completitud de la recta real
las partes real e imaginaria de w, = f,(29) convergen a ciertos nimeros reales. Luego, la
sucesién de complejos f,,(2z9) converge a cierto nimero complejo, que llamaremos f(zp) (ya
que depende del nimero complejo zp que habiamos fijado de antemano).

En resumen, tenemos una funcién compleja f(z) de variable compleja z € € que cumple,

para cada z fijo en §2 lo siguiente:

lim f,(z) = f(z) para cada z fijoen Q  (11)

Esto es la convergencia puntual de la sucesién de funciones f, a una funcién f.
Ahora probemos que la convergencia de f,, a f es también uniforme en compactos de €.
Sea dado un compacto K C © y un nimero real ¢ > 0. Tomemos N (independiente de z)

segun el paso 4, que cumple:

n>m>N = |fu(z) — fm(2)| <e Vze K (12)

En la dltima desigualdad de (12) dejamos fijo un z € K, dejamos fijo también un natural
m > N y hacemos n — 400. Se obtiene:

m>N = ll’I_’I_l |fn(z) = fm(2)| < e Vze K
Usando (11) se deduce:
m>N = |f(z) — fm(2)]| <e<e Vze K (13)

donde, dado €* > 0 se eligi6é € > 0 menor que €*.

En resumen, hemos probado que dado un compacto K C Q y dado €* > 0, existe N
(independiente de z) tal que se cumple (13). Esto es por definicién, la convergencia uniforme

en compactos de 2 de la sucesién de funciones f, a la funcién f, como queriamos demostrar.
O
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Ejemplo 14.4.3. Se define en D;1(0), para cada N > 1, la funcién fy € H(D1(0)) siguiente:

N
Si N es par, fn(z) = Zz”, Vz € D1(0)
n=0
N
Si N es impar, fy(z) =Y (n+1)2", Vz € Dy(0)
n=0

1. Probar que la familia fy es normal.

Si N es par entonces fy(z) es la reducida N-ésima de la serie geométrica de razén z, que por
lo probado en el ejemplo 3.2.6 converge uniformemente en compactos K C D1(0) a la funcién
1/(1 — z). Entonces dado un compacto K C D;(0) y dado € = 1, existe Ny (independiente
de z) tal que

1
NEN(),NPHI = 'fN(Z)—i‘<1 Vze K (1)

Sea My = méx,cx |1/(1 —2z)|. My es un nimero real que depende del conjunto compacto K
pero no depende del punto z que se elija en K. Existe My porque 1/(1 — z) es continua en
el compacto K contenido en el disco abierto D;(0). Aplicando la propiedad triangular y la
desigualdad (1) se deduce:

1
1—=z2

1
fN(Z)S‘fN(Z)—:'-F‘ Sl—f-Mo, VZEK,VN par,NZNo (2)

Si N es impar, entonces, usando el teorema 11.1.6, la funcién fy(z) es la reducida N-ésima
de la serie de potencias de la funcién (1/(1—2)) = 1/(1—2)?, que tiene disco de convergencia
D1(0). Por lo visto al pie de la nota 11.1.2, esta serie de potencias converge uniformemente
en compactos K C D1(0) a la funcién 1/(1 — 2)2.

Entonces, dado un compacto K C D;(0) y dado € = 1 existe N; (independiente de z) tal
que:

<1VzeK (3)

. 1
Nz Nl, N mmpar = ‘fN(Z) - m

Sea M7 = méx,cx |1/(1 — 2)?|. Existe My porque 1/(1 — 2)? es continua en el compacto K
contenido en el disco abierto D;(0). Aplicando la propiedad triangular y la desigualdad (3)
se deduce:

v < | fnz) - <14M, Vze K, YN impar ,N >Ny (4)

1
<1—@2+Wu—zv

Sea Ny el mayor entre Ny y Nj.

Sea k; = méx,ck |fi(z)| para i = 1,2,3,..., No. Existe este méximo k; porque f;(z) es
continua en el compacto K.

Sea M el mayor entre la siguiente cantidad finita de ntimeros reales:

M = méx{l + Mo, 1+ My, kq, ko, .. .,kZN2}
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Reuniendo (2) y (4), junto a la definicién de los nimeros M y k;, se obtiene:
VN >1 |fn(z)| <M VzeK

Esto es por definicion la equiacotacion de la familia fy, luego esta familia es normal como
queriamos probar. [

2. Encontrar dos subsucesiones de fxy que sean convergentes uniformemente en compactos de
D;(0) a funciones limites diferentes.

Por cémo estd dada la familia, la subsucesion fon, N > 1 (la subsucesién que corresponde
a indices pares) es la sucesién de reducidas 2/N-ésimas de la serie geométrica, que converge
uniformemente en compactos de su disco de convergencia D;(0) a la funcién 1/(1 — 2).

Andlogamente, la subsucesién foni+1, N > 1 (la subsucesién que corresponde a indices
impares a partir del 3) es la sucesién de reducidas 2N + 1-ésimas del desarrollo en serie de
potencias de z de la funcién analitica 1/(1 — 2)2. Por lo tanto converge uniformemente en
compactos de su disco de convergencia D1(0) a la funcién 1/(1 — 2)2. O

3. Concluir que la sucesién fy no es convergente uniformemente en compactos de D1(0).

Por absurdo, si fy(z) fuera convergente a alguna funcién f(z), entonces cualquier subsuce-
sién de ella seria convergente a la misma funcién f(z). Luego las dos subsucesiones de la
parte anterior serian convergentes al mismo limite f(z) para todo z € D;(0). Sin embargo
las dos subsucesiones de la parte anterior convergen a funciones que no son iguales para todo
z € Dy (0) O
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15. Teoria de los residuos.

15.1. Residuos.

Definicion 15.1.1. Residuo de una funcién en una singularidad aislada.
Dada una funcién f que tiene en a € C una singularidad aislada, se llama residuo de f en a,
y se denota como Res¢(a) al siguiente niimero complejo:

Resy(a) = %[yf(z) dz

donde 7y es cualquier curva cerrada contenida en el entorno pinchado D¥,(a) donde f es holomorfa,
y tal que da una sola vuelta en sentido antihorario alrededor de a. Por ejemplo suele tomarse
v = 0D,(a), donde 0 < r < R.

Nota 15.1.2. Se observa que el residuo, definido arriba, no depende de la eleccién de la curva ~.
En efecto, si 71 y 72 fueran dos de tales curvas, llamemos S a un segmento contenido en D% (a)
que vaya de un punto z; € ;1 a un punto 2z € 2. La curva I' = v + 5 — v — 5 es cerrada
y homotépica a un punto en Dy(a). Por el teorema de Cauchy global [. f(z)dz = 0. Luego la
integral de f a lo largo de 1 es igual a la integral de f a lo largo de ~s.

El residuo de una funcién en una singularidad aislada se puede calcular de tres formas dife-
rentes:

= Con la férmula integral de la definicién 15.1.1.

= Como el coeficiente a_; del desarrollo en serie de Laurent de la funcién f centrado en z = a
(o en 00). (Esto lo probaremos en la proposicién 15.1.3.)

= Con la férmula de derivacion, cuando la singularidad aislada en un polo, tal como veremos
en la proposicién 15.1.4.

La definicién 15.1.1 se puede interpretar como sigue: la funcién tiene una singularidad aislada en
z = a. El rastro que deja (residuo) la singularidad al ser integrada la funcién f en una curva
alrededor de a es el nimero a_; de su desarrollo en serie de Laurent. Los demas coeficientes del
desarrollo en serie de Laurent de f no participan en el momento de calcular la integral de f en
curvas cerradas.

En el teorema de los residuos (teorema 15.1.5), veremos que al conocer los residuos en todas
las singularidades aisladas, se puede calcular la integral de f a lo largo de cualquier curva cerrada
contenida en el conjunto abierto donde f es analitica.

Proposicién 15.1.3. Formula del residuo:
Si f en la singularidad aislada a € C tiene desarrollo de Laurent con coeficientes an, n € Z:

—+00

f(z) = Z an(z —a)" Vz € Dx(a)

n=—oo

entonces el residuo de f en a es:
Resf(a) = a—
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Nota: El residuo de un polo que no es simple, o de una singularidad esencial, puede ser cero.
Pero la de un polo simple es siempre diferente de cero, porque en ese caso el coeficiente a_q del
desarrollo de Laurent es necesariamente no nulo. (Ver teorema 13.3.2.)

Demostracion:

En el corolario 13.3.1, sobre la existencia de la serie de Laurent en un entorno pinchado de la
singularidad aislada a se demuestra que el coeficiente a,, del desarrollo cumple:

1 f(2)

an:ﬁ 4(z_a)n+1d2’ Vn € Z

~

cualquiera sea la curva cerrada v C Dj(a) tal que Indy(a) = 1.

Luego, en particular para n = —1 se cumple:
1
a_1=— [ f(z)dz
27i J,

que es por definicién el residuo de f en a. [

Proposiciéon 15.1.4. Férmula del residuo para un polo:
Si f tiene un polo a € C de orden k > 1 y g es la extensién analitica de (z — a)Ff(2) en un
entorno Dr(a), entonces el residuo de f en a es:

Resf(a) =

En particular si a es un polo simple, £ = 1 y la férmula anterior se transforma en:

Resf(a) = g(a) = lim(z — a) f(z) # 0.

z—a

~ lim (z—a) _ 1
Resy(@) =1 750 = W/ R e 7

Demostracién: Siendo g analitica en Dg(a) se tiene:

9™ (a)
n!

g(z) = an(z —a)"” Vz € Dgr(a), donde b, = VYn >0
n=0

Como f(z) = g(2)/(z — a)¥ para todo z € D%(a) entonces:

f2) =) bm(z=a)" "= )" by(z—a)" Vz€ Djla).

m=0 n=—"k

Este ltimo es el desarrollo en serie de Laurent de f, luego el coeficiente a,, del desarrollo en serie
de Laurent de f cumple: a,, = b, 1. En particular:

g% Y(a)

a—1 =bg1 = o= 1)
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Por la proposicion 15.1.3, a_1 es el residuo de f en a. Luego se deduce que

g% (a)

Resf(a) = =

Hemos probado la primera parte de la proposiciéon. Ahora veamos el caso en que a sea un polo
simple.

Si a es un polo simple, entonces su orden k = 1. Por lo tanto Resf(a) = g(a). Pero g es
continua en a (porque es analitica), luego

Resf(a) = g(a) = lim g(2) = lim(z — a) f(2)
zZ—a zZ—aQ
Por otro lado, sabemos del teorema 13.3.2, que si un polo tiene orden k = 1 entonces a_; # 0.
Por lo tanto, en el caso de un polo simple, el residuo calculado anteriormente es diferente de cero.
Ademas, si a es un polo simple, entonces:

) , (z2—a) ) 1 1
Resf(a) = lim(z — a) f(z) = lim = lim = O
! Z>a i=a l/f(z)  z=a (1/f(2)/(z—a)  (1/f(2))|:=a
Teorema 15.1.5. Teorema de los residuos.
Si f es analitica en un abierto ) excepto a lo sumo en una cantidad finita de puntos z1, 22, ..., Zm
(estos puntos son singularidades aisladas de f) entonces para toda curva cerrada v C Q que no
pase por los puntos z1,z2, ..., zm, Yy que sea homotopica a un punto en ), se cumple:

1

2mi

/f(z) dz = ZR@Sf(Zj) Ind,(z;).
Y j=1

(Por convencién la suma de la derecha es nula si m = 0.)

Nota: El teorema también es valido para una cantidad infinita de singularidades aisladas. En
efecto, dada una curva v C €2, podemos considerar v C Q* C Q tal que las Unicas singularidades
de f en Q* son las que estdn en las componentes conexas acotadas de C \ v*. Por un lado las
singularidades z; que estan en la componente conexa no acotada de C\ v*, cumplen Ind,(z;) = 0;
luego no influyen en el resultado. Por otra parte es finita la cantidad de singularidades aisladas
que estan en las componentes conexas acotadas UR; de C \ v*. (En efecto K = UR; es compacto,
y las singularidades son aisladas. Entonces se puede cubrir K con una cantidad finita de entornos,
cada uno de los cuales contiene a lo sumo una singularidad.)

En la subseccién 15.4 se darda un ejemplo de aplicacién del teorema de los residuos y de las
férmulas para calcular residuos.

Demostracion del teorema 15.1.5: Serd por induccién completa en la cantidad m > 0 de
singularidades de f en el conjunto 2.

Paso inicial.

Para m = 0, la funcién f es analitica en Q2. Luego f7 f(2)dz = 0 debido al teorema de Cauchy
global. (Ver teorema 11.3.1.)
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Si suponemos por hipdtesis que el teorema es cierto para algin m = h—1, con h > 1, habra que
probar que es valido para m = h.

Dejemos fija la curva « cerrada y homotépica a un punto en 2.

Hipétesis de induccién: Para toda funcién g analitica en 2 excepto a lo sumo en h — 1

puntos z1,...,2,_1 pertenecientes a 2\ v*, se cumple
1 h—1
5 / g(z)dz = ZReSf(zj) Indy(z;).
T )y ,
7j=1
Tesis de induccién a probar: Para toda funciéon f analitica en €2 excepto a lo sumo en h
puntos zi, ..., zn—1, 2, pertenecientes a Q \ v*, se cumple

h
1
o / f(z)dz =" Resf(z;) Indy(z;).
i J, —
7j=1
Demostracion del paso de induccién:
Consideremos de las h singularidades z1, ..., 2, de f en €, una de ellas, la que llamamos zj,.
Sea R el radio del entorno pinchado D7,(zp,) de 2, donde f es analitica.
Aplicando el teorema del desarrollo en serie de Laurent de f centrado en z, (ver corolario
13.3.1), se tiene:

9(2) = () =D an(z—2)"" = an(z—z)" Vz€Dplzn) (1)
n=1 n=0

donde, usando la proposicién 15.1.3, se cumple:
a_1 = Resg(zp).  (2)

Observacién A): La funcién g(z), definida en (1) para todo z € D}j(zp), se extiende analitica-
mente a Dg(zp), definiéndola igual al desarrollo en serie de potencias g(z) = Y~ an(z — 2,)™.
Por (1):

+o0o
g9(z) = f(2) — S(z) Vze€ Dg(zp), donde S(z) = Za,n(z —zp)™" (3)
n=1

Afirmacién B) La serie S(z) de la igualdad (3), converge para todo z # z,; converge uni-
formemente para todo z tal que |z—z,| > 7 (donde r es cualquier un nimero fijo tal que 0 < r < R).
Ademas la suma de la serie S(z) es analitica para todo z tal que z # z.

Prueba de la afirmacién B): Por el teorema de desarrollo en serie de Laurent (ver corolario
13.3.1), la serie (3) converge en la corona D7,(zp,) de radio interno 0 y radio externo R. Entonces
en particular, converge para |z — z;| = r.

Escribiendo w = 1/(z — z), la serie de potencias siguiente : P(w) = > 7, a_,w", converge
para |w| = 1/r, para todo r tal que 0 < r < R. Por lo tanto el radio de convergencia de P(w) es
mayor o igual que 1/7, para todo r tal que 0 < r < R. Haciendo r — 07 se obtiene que el radio de
convergencia de la serie de potencias P(w) es infinito. Luego P(w) converge para todo w. Luego
su disco de convergencia es todo el plano complejo.
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Ademds P(w), como toda serie de potencias, converge uniformemente en cualquier compacto
dentro de su disco de convergencia; en particular para todo w tal que |w| < 1/r.

Por ser una serie de potencias de w, la suma P(w) es una funcién analitica de w.

Siendo S(z) = P(1/(z — zp)), composicién de P(w) con w = 1/(z — 2p), se deduce que S(z)
converge uniformemente para todo z tal que |w| =|1/(z — zp,)| < 1/r; es decir para todo z tal que
|z —zp| > r.

Ademads. como P(w) converge para todo w, y w = 1/(z — zp,), entonces S(z) converge para
todo z # zj, como querfamos demostrar en la primera parte de la afirmacién B).

Por otra parte S(z) es la composicién de las funciones analiticas P(w) con w = 1/(z — zp)
cuando z # zp. Entonces S(z) es analitica para todo z # z,. Hemos terminado de probar la
afirmacién B).

Afirmacién C) La funcién g definida en (1) tiene una extensién analitica a Q\ {z1,...,zp_1}
que cumple

9(z) = f(2) = S(z) VzeQ\{z1,.-..,2n-1,2n}
donde

+oo
S(z) = Za_n(z —zp) " Yz # oz
n=1

Prueba de la afirmacién C): En (1) se define la funcién g para todo z € D¥%(zp). Ya vimos,
en la observacién A), que g se extiende analiticamente a Dg(zp). Sea 0 < r < R. Basta probar
que g(z) se extiende analiticamente a todo z € Q tal que z # z1,22,...,2,_1 y tal que |z —z| > r.
Por (3):

9(2) = f(z) = S(2) Vz € Dg(zn)

La funcién f, por hipdtesis, es analitica para todo z € Q tal que z # 2z1,29,...,25_1 y tal que
|z — zp| > r. Y por la afirmacién B) la funcién S(z) estd definida y es analitica para todo z tal
que |z — zp| > r. Esto termina de probar la afirmacién C).

Afirmacién D)
1 1
o /79(2) dz = —ay Indy(zp) + I /Yf(z) dz

Prueba de la afirmacién D):
Usando la afirmacién C) e integrando a lo largo de ~, se obtiene:

Lg(z)dz:L(S(z)+f(z))dz: Lgan(zzh)_"dz+/{f(z) iz (4)

Sea r > 0 menor que R y menor o igual que la distancia (positiva) de la curva v* al punto
zp, € v*. Por construccién, para todo z € v* se cumple |z — z;,| > r. Por la afirmacién B) la serie
S(z) converge uniformemente en |z — z5| > 7. Aplicando el teorema de convergencia uniforme e
integracion, se obtiene:

/vian(z —zp) "dz = Jio/an(z —zp) "dz  (5)

n=1""7
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Recordando que, para todo entero m # —1, la funcién (z — z,)™ tiene primitiva, que es (z —
2p)™ 1 /(m 4 1), su integral a lo largo de la curva cerrada v es nula.

+oo
Z / a_n(z —2p) "dz=a_1 /(z — 2) ' dz = 2mia_1Ind,(z) (6)
n=1""7 v

En la dltima igualdad se usé el teorema del indice.
Reuniendo (4), (5) y (6) se deduce la afirmacién D) como queriamos demostrar.

Fin de la prueba del teorema 15.1.5.
Usando la afirmacién C), y la hipétesis de induccién aplicada a la funcién g, se deduce:

) h—1
5 g9(2)dz = Z Resy(zj) Ind,(z;) (7)
v j=1

Finalmente, reuniendo la afirmacién D) con las igualdades (2) y (7) se deduce:

h—1

ZReSf(zj)Indy(zj) = —Resf(zp) Indy(zp) + ZLm / f(z)dz
J=1 ¥

Despejando la integral de f en la ultima igualdad se obtiene:

. h
5 /{ f(z)dz = ; Res¢(zj) Ind,(zj),

que es la tesis de induccién que queriamos demostrar. [

15.2. Principio del argumento.

El siguiente teorema, que es consecuencia del teorema del residuos, se aplica a la identificacién
de cudntos ceros y polos existen para una funcién meromorfa, en la regién encerrada por una
curva cerrada .

Teorema 15.2.1. Principio del argumento. Sea f meromorfa en el abierto . Sea v C Q una
curva homotopica a un punto en ) que no pasa por los ceros ni por los polos de f.

Sean z1, 22, ..., Zm los ceros de f contenidos en Q y tales que Ind,(z;) # 0. Sean ki, ks, ..., kn,
sus respectivas multiplicidades. Sean wy,wa, ..., wy los polos de f contenidos en ) y tales que
Ind,(p;) # 0. Sean hi,ha, ..., h, sus respectivas multiplicidades.

Sea f o~y la curva que tiene parametrizacion z = f(v(t)), t € [a,b] donde z = ~(t), t € [a, ]
es una parametrizacion de -y.

Entonces:

L[S u "
5 L ]; ((ZZ)) dz = ; ki Ind.(z;) — ; hjIndy(w;) = Indgo(0)
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Nota 15.2.2. FEl principal uso del Principio del Argumento se da cuando -y es una curva de Jordan
(curva cerrada simple, es decir sin mas autointersecciones que los extremos final e inicial). Los
puntos tales que el indice de v no es nulo, son los puntos del interior a 7 (de la regién acotada de
C\ v*). El principio del argumento dice, en ese caso, lo siguiente:

Principio del argumento. La cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f, en el
interior a la curva de Jordan vy, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad, es igual
a (1/2m1) f,y f'(2)/f(2)dz y es igual a la cantidad de vueltas que da la curva f o~y alrededor del
origen.

En particular, si f es analitica en €2, no tiene polos y entonces el resultado anterior es la
cantidad de ceros de f en el interior de v, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad.

El nombre “Principio del Argumento” se justifica porque el iltimo miembro de la igualdad en
el teorema 15.2.1, el indice de la curva f o~ en en punto z = 0, es la cantidad de vueltas que
da esa curva cerrada alrededor del origen, es decir la variacién total continua del argumento de
f(v(t)) al variar ¢ en el intervalo [a, b].

Demostracién del teorema 15.2.1: Aplicaremos el teorema de los residuos (teorema 15.1.5)
a la funcién f'(z)/f(z). Las singularidades aisladas de esta funcién para las que el indice de v es
cero, no influyen en el calculo de la integral. Aquellas para las el indice de  es distinto de cero,
son los ceros z1,29...,2zy, de f y los polos wi,ws, ..., w, de f (que son los mismos polos que los
de f' ya que f’ es analitica donde es f).

o [ EE a2 Y esppeptn )+ 3 Respyptun)Ind ) (1)
Y j=1

J=1

Ahora calculemos el residuo de cada una de esas singularidades para la funcién f'(2)/f(2).
Si zj es un cero de orden k; para f, entonces por lo observado en la definicién 12.2.2, existe
una funcién analitica ¢g(z) en un entorno Dg(z;) tal que:

f(z)=(2— zj)kjg(z) Vz € Dr(zj), g(z;) #0

Derivando respecto de z:
F1(2) = kj(z = 2)" 7 g(2) + (2 = 2))M ¢ (2)

Luego, tomando el cociente:

P kg
O O

Como la funcién g es analitica en Dg(2;) y no se anula en z = z;, no se anula en un entorno
de z = z; y el cociente ¢'(z)/g(z) resulta ser una funcién analitica en un entorno de z;. Por lo
tanto la igualdad (2) dice que el desarrollo de Laurent de f’/f en un entorno pinchado de z; tiene
coeficiente a_1 = k;. Por la proposicién 15.1.3, se cumple:

Resf//f(zj) = kj (3)
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Si w; es un polo de orden h; para f, entonces por lo observado en la definicién 12.4.3, existe
una funcién analitica g(z) en un entorno Dgr(w;) tal que:

9(2) = (z = wj)" f(2) ¥z € Dr(wy), g(w;)#0

Derivando respecto de z:

Luego, tomando el cociente:
ACINN N 4 C)
= + (4)
9(z)  z—w;  f(2)
Como la funcién g es analitica en Dr(z;) y no se anula en z = wj, no se anula en un entorno de
z = wj y el cociente ¢'(z)/g(z) resulta ser una funcién analitica en un entorno de z;. Por lo tanto

la igualdad (4) dice que el desarrollo de Laurent de f’/f en un entorno pinchado de wj es:

ORI (C)
f(2) z—w;  g(2)
Entonces ese desarrollo de Laurent tiene coeficiente a_1 = —h;. Por la proposicién 15.1.3, se

cumple:
Sustituyendo (3) y (5) en (1) se deduce:

m

L [f),
9 ’Yf(z) dz—jz; Ind Zh Ind (w;)

Esta es la primera igualdad de la tesis que queriamos demostrar.
Ahora probemos la segunda igualdad de la tesis:

, f'(z)
A probar: 5 )

Sea 7 = ~(t), t € [a,b] una parametrizacién de la curva . Consideremos u(t) = f(y(t)), t € [a,b]
como parametrizacion de la curva f o ~.
Por definicién de integral, se tiene:

[5G = [F5em e

Por la regla de la cadena, si u(t) = f(v(¢)), entonces u(t) = f/'(v(t)) - 4(¢). Sustituyendo en (6) se

obtiene:
fz) [P
yﬂ@M_Luwﬁ @)

Por otra parte, por el teorema del indice, y por la definicién de integral a lo largo de una curva

u = u(t), se tiene:
1 b a(t)
Indy, 0-2771'2/ —du:/—dt 8
f ’Y( ) fo'yu " U(t) ( )

dz = Indg.(0)
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Reuniendo (7) y (8) se obtiene la igualdad

R G .
2m'/7 f(z) dz = Indser (0)

que es lo que queriamos demostrar. [

15.3. Teorema de Rouché.

El siguiente teorema de Rouché permite conocer el nimero de ceros y polos (contados con
su multiplicidad) de una funcién f dentro de una regién acotada, sabiendo cudl es el nimero
de ceros y polos en esa regién, de otra funcién conocida g. Por ejemplo g(z) = 10z* tiene en el
disco abierto D = {|z|] < 1} exactamente cuatro ceros y ningin polo (contado cada uno con su
multiplicidad). En efecto, no tiene ningiin polo porque 10z* es analitica. Tiene 4 ceros contados
con su multiplicidad, porque tiene el cero z = 0 € D con multiplicidad 4.

El teorema de Rouché afirma que cualquier otra funcién f = f(z) meromorfa y que cumpla
las hipétesis en relacién a g(z) = 10z%, en el borde de D (o sea en la circunferencia 0D =
{l]z] = 1}), tendra también exactamente 4 ceros y ningin polo en D. Por ejemplo, el polinomio
f(z) = (1+1)2% + 27+ 102* + 3i2% + 22 + 1 como se verd més adelante en el ejemplo 15.3.3.

Teorema 15.3.1. Teorema de Rouché. Sean f y g dos funciones meromorfas en 2. Sea v C 2
una curva de Jordan (cerrada simple) homotdpica a un punto en Q y que no pasa por los ceros ni
por los polos de f ni de g. Sea R la region acotada encerrada por .

Si
1f(z) +9(2)| <[f(2)|+ |9(2)] Vzer

entonces la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f en R (contados con su multipli-
cidad) es igual a la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de g en R (contados con su
multiplicidad).

Nota 15.3.2. Otro enunciado del teorema de Rouché. La desigualdad en la hipdtesis del
teorema de Rouché puede sustituirse por la siguiente:
Si se cumple

1f(z) —9(z)| < lg(z)| Vzer"

entonces, vale la tesis del teorema de Rouché.

En efecto, si vale | f(z)—g(2)| < g()| V2 € ", entonces | f(2)+—(g(2)| < |—g(=)|+]F(2)] y se
verifica la hipdtesis del teorema de Rouché para f y —g. Por lo tanto se verifica la tesis del teorema
de Rouché, ya que los ceros y polos de —g y g son los mismos con las mismas multiplicidades.

Demostracién del teorema 15.3.1:
Dividiendo la desigualdad de la hipétesis entre |g(z)| # 0, para z € v*, se obtiene:

161 ) < L
9(z) |9(2)]
Entonces, el cociente f(z)/g(z) no es un nimero real > 0, para ningin z € v*, ya que para todo
nimero real A > 0 se cumple |A+ 1| = A+ 1 = |\| + 1 y no la desigualdad de la hipdtesis.

+1
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Entonces la funcién

h(z) = Logjo 2 %

esta bien definida y es continua y derivable para todo z € v*, ya que el nimero complejo dentro
del logaritmo nunca es un real A > 0. Derivando h(z) se obtiene:

9(2) ['(R)9(z) = f(2)d'(2) _ f'(z) _d'(2)
f(2) (9(2))? fz)  g(z)

Por la regla de Barrow f7 h'(z)dz =0, ya que la curva v es cerrada. Luego, deducimos que
/ /
O:/h’(z)dz:/f(z)dz—/g(z)dz:o
y 5 f(2) ~ 9(2)

1 ! 1 !
—,/f(z)dz:—,/g(z)dz (1)
2mi J, f(2) 2mi J, g(2)
Aplicando el principio del argumento (ver teorema 15.2.1 y la nota 15.2.2), el primer miembro de
la igualdad (1) es igual a la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f en la regién R
(contados con su multiplicidad). Andlogamente, el segundo miembro de la igualdad (1) es igual a la

cantidad de ceros menos la cantidad de polos de g en la regién R (contados con su multiplicidad).
Por lo tanto, queda demostrada la tesis. [J

B (z) =

de donde

Ejemplo 15.3.3. Ejercicio sobre el teorema de Rouché.
Mostrar que el polinomio f(z) = (1 +4)z” + 27 + 102* + 3i2% + 22 + 1 tiene exactamente 4
raices (contadas con su multiplicidad) en el interior del circulo D = {|z] < 1}.

Sea g(z) = 10z%. Tiene en el disco abierto D = {|z| < 1} exactamente cuatro ceros y ningin
polo (contado cada uno con su multiplicidad).

Comparando f y g, para verificar que cumplen las hipdtesis del teorema de Rouché (ver teorema
15.3.1) y nota 15.3.2, en la circunferencia 0D = {|z| = 1}, se obtiene:

1£(2) —g(2)| = |(1+0)2° 4+ 2"+ 3022 + 22+ 1| < 2022+ |2|" + 3[2]2 +2|2| +1 <9 Vze€dD

Vz€edD:9=9z]" <10[z|* = |g(2)|

Luego:
Vze oD :|f(z) —g(2)] <lg(z)| (1)

Estas son las hipdtesis del teorema de Rouché, segin lo observado en la nota 15.3.2. Aplicando
ese teorema se deduce que el polinomio f(z) tiene, de sus 9 raices (contadas con multiplicidad)
exactamente 4 en el interior del circulo D.

Se observa que la hipétesis de la curva 9D no pasa por los ceros ni por los polos de f ni de
g se verifica inmediatamente. Por un lado f y g no tienen polos porque son polinomios. Por otro
lado el tnico cero de g es z = 0 (con orden 4) que no estd en 9D. Ademds, por (1), f(z) # 0 para
todo z € 9D, pues de lo contrario quedaria |g(z)| < |g(2)| lo que es absurdo. O
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15.4. Ejemplos.

Ademas de los ejemplos en esta subseccién, se dan ejemplos en la seccién 16.

15.4.1. Ejemplo del teorema de los residuos. Calcular

/ e
- (1 + 22)2

a lo largo de la curva v = [~ R, R] + Si donde Sg : z = Re', 0 <t < m, R constante real mayor
que 1.

Los polos de la funcién f(z) en el integrando son z = i doble, y z = —i doble. La curva g da
una vuelta en sentido antihorario alrededor del polo z = ¢ y ninguna vuelta alrededor de z = —i.

Por lo tanto
Ind,,(i) =1, Ind,,(—i)=0

Aplicando el teorema de los residuos (ver teorema 15.1.5), resulta:

ze'* . :
/y m dZ = 2mi RGSf (l)
R

Calculemos el residuo Resy(i) aplicando la proposicion 15.1.4:

F6) = o 909 = (=P = i Ress() = g0

e? (24 1) +ize" (2 + )% — 2(2 + i) 2e"
(Z + i)4 z=t

e (1 +iz)(z +1) — 22)

Resy (i) = CENE By
. e 1(—2i e~ !
Res¢(i) = (2(T3) =1

Luego el valor de la integral es:

%1 . ,—1
/ ze o dz= iTe 0
R (1+ 22) 2
15.4.2. Ejemplo de aplicacién de la teoria de los residuos al calculo de una integral

impropia: Calcular
T rsenx i R rsenz
————dxr= lim ———dx
0 (]. +$2)2 R—+o00 0 (1 +$2)2

Hay que calcular el limite cuando R — 400 de la integral

R
T Senx
p= | 28T 1
& /0(1+x2)2dm W)
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Consideremos la funcién meromorfa en el plano complejo:

f(z) =

Ze’LZ

(14 22)2
y la integral

ueiu et
fzdz:/ 7du+/ T (@
/[—R,R] (2) —ro (1 +u?)? o4r) (1+22)? 2)

Haciendo el cambio de variable u = —x se obtiene:

0 in 0 —iT R —ix
ue —XTe xre
/—R (1 +u?)? ! /R (1+22)? (~de) /0 (1+22)? !

Luego, sustituyendo en (2) se deduce:

R pe—ix B et B yrsenx
/[_R’R]f(z)dz /0 e d:c—l—/o 11222 dz Z/O 11227 dx

Concluimos, de la dltima igualdad y de (1), que
/ f(z)dz=2iIp  (3)
[7R7R]

Si cerramos el segmento [~ R, R] con un arco de circunferencia Sp : z = Re®, 0 <t < m,
llamando yg = [ R, R] + Sk se obtiene:

[ @ [ pende= [ red @
[-R.R] Sk YR

Usando la teoria de los residuos hemos calculado en el ejemplo 15.4.1 la siguiente integral, para

R>1: . 1
ze'? ime”
——sdz=—— (5
[ o
Reuniendo (3), (4) y (5) se obtiene:
et 1
I = - — f(z)dz YVR>1 (6)
4 21 Sk

Aplicando ahora el lema de Jordan (ver dltima parte del lema 11.5.3), a la funcién g(z) =
z/(1+ 22)%, se cumple:

_ < L iz : ? _
flz) = 1522 e'”, donde ZILIEO 0322 0
12
= lm [ S da=0

R—+o00 Sg (1 + 22)2

Luego, de (6) se deduce:

me~1

Ii Ir =
R—1>I—Eoo R 4

+o00 -1
/ msen;:2 de — e -

Por lo tanto:




174 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 30 Junio 2006.

16. Ejercicios resueltos sobre calculo de residuos.

En esta seccién se dan ejemplos de calculo de integrales de funciones reales, propias e impropias,
usando la Teoria de los Residuos. Complementa los ejemplos dados en la seccién 9 y los dados en
la subsecciéon 15.4.

16.1. Integrales de funciones racionales en la circunferencia.

Ejercicio 16.1.1. Sea R(z,y) una funcién racional de dos variables tal que no se anula el deno-
minador en la circunferencia unitaria 0D : z = e 0 <t < 27.
a) Probar que

2
1 1 1 1 d
/ R(cost,sent)dt:—i/ R( (z—i—)?‘(z_)) @z
0 oD 2 z) 21 z z

T cos2t
——dt
o 9 —3cost
Parte a) Aplicando la definicién de integral de una funcién continua a lo largo de la circun-
ferencia OD : z(t) = e t € [0, 27] resulta:

1
f— [ (o) A (1)) 2
oD 2 z) 2% z z
it dt

oL iy Lot it
. o —q w =
I= z/o R<2(e +e )’22‘(6 e ))26 i

27
I—/ R(cost,sent)dt [
0

b) Calcular

Parte b) Primero veamos que la integral que se pide calcular es la mitad de la integral de la
misma funcién en el intervalo [—7, 7]. En efecto, la funcién en el integrando es cos 2t / (5 —3 cost);
es una funcién par. Por lo tanto su integral en el intervalo [—m,0] es igual a su integral en el
intervalo [0, 7]. Luego, su integral en el intervalo [—m, 7], que es la suma de ambas, es el doble de

cada una de ellas. - o 1 g o
1_/ Cosdt_/ _cos2t
o 9 —3cost 2 J_.5—3cost

Con la misma demostracién de la parte a), pero parametrizando la circunferencia 9D con z =
e, —m <t < usando que e = 22 para z = e, y que cos 2t = (1/2)(e?** + e72), se obtiene:

. 1 2 1 . 4 . 4
= 12+ L) d 1 1
2 Jop 5=5(2+1) 2z 2 Jsp 22(322 — 102 +3) 2 Jop 2?(2—3)(3z2—1)

Los polos de la funcién f = (2% + 1)/(2%(z — 3)(3z — 1)) en el integrando son las rafces del
denominador. De las raices del denominador solo z = 0 doble y z = 1/3 estan en el disco D
encerrado por la circunferencia dD. El indice de 9D en ellas es 1, y en la otra raiz z = 3 del
denominador el indice es 0. Luego, aplicando el teorema del indice:

1

I= 5 2mi (Res¢(0) + Res¢(1/3)) (1)
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Calculemos ambos residuos, usando la proposicion 15.1.4:

24 !
ReSf(O) = [Z2f(2)]/|zzo == ((2—3)(_;,21—1)> = %
z2=0
Z4 ! —
Ress(13) =[G =191 e = (g ) | = 5
z=1/3

Sustituyendo en (1) resulta:

16.2. Integrales impropias mediante el calculo de residuo en alguna raiz
n—ésima.

Ejercicio 16.2.1. -
Calcular para n > 2 natural fijo la siguiente integral impropia:

T da
/0 142

(Sugerencia: integrar en el angulo comprendido entre las semirrectas arg(z) = 0y arg(z) = 27 /n.)

Consideremos la funcion

1
Z) =
1) =
Tiene polos en las n raices n—ésimas de —1, es decir en los puntos zj, tales que z;; = —1. Escribiendo
—1 =¢™t2kT L — () 1,2...,n— 1, se obtiene zj = ™/ Mei2km/n

Consideremos para R > 1 el arco Sp de circunferencia de centro en el origen y radio R
siguiente: Sg : z = Re, 0 <t < 27 /n; (hacer dibujo) y la curva cerrada:
vr = [0, R] + Sk + [Re®™/* (]
La curva vr da un vuelta sola en sentido antihorario alrededor del polo zy = e™/™ de la funcién

f, v no da ninguna vuelta alrededor de los demas polos de f. Por lo tanto, aplicando el teorema
de los residuos, se tiene:

/ f(z)dz = 27riReSf(e”/") (1)
TR

Por otro lado:

/ f(2) dz = / f(2) dz
YR [0,R]+SRr—[0,Re2im/k]

de donde, usando (1) se obtiene:

/ f(z)dz = 27TiR€Sf(€7ri/n) - f(z)dz (2)
—[O,R62i7"/k]+[07R] Sk
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Parametrizando el segmento [0,R] con z = z, 0 < z < Ry el segmento [0, Re
2 = g e2mi/n () <z < R, se obtiene:

m (01 S| ; S|
/ f(z)dz = 627”/"/ dx —I—/ de = (1— 627”/”)/
—[U,REQi"/k]—&-[O,R] R 1 + x" 0 1 + " 0 1 + "
Sustituyendo en (2) resulta:

2i7r/k] con

. 1 .
1 — e?mi/n / dx = 2miRes(e™/™) — flz)dz (3
( [ e = [ e @)

Ahora tomaremos el limite cuando R — +o00, aplicando el lema de deformacién de curvas (lema

11.5.1) a la integral de f a lo largo del arco de circunferencia Sg.
En efecto

lim zf(z) = lim

2Z—00 z—o00 1 4 27

Luego, por el lema de deformacién de curvas (lema 11.5.1), se deduce que

lim f(z)dz=0

R—+o00 Sk

Sustituyendo en (3) cuando R — o0 resulta:

+0oo
1 2mi/n — 9ri wi/n 4
(1—e ) /0 T+ 2n dx = 2miRes¢(e™™)  (4)

Ahora solo resta calcular el residuo de f en el polo €™/ que es un polo simple. Aplicando la
dltima afirmacion de la proposicién 15.1.4, se obtiene:

; 1
Resf(em/") =7 donde A = (1+2")|,_oxi/n

Resf(em'/n) _ 1 _ z em’/n
Nz Y, _wim N2 z=eriin —n
Sustituyendo en (4) se obtiene:
o0 ;
(1 - 627ri/n)/ 1 dr —2mi . 6Tri/n
0 14 an n
/+°° L 2w emi/m ™ 2 ™ 1 -
o l1+am n  1—e2mi/n  p  em/n_e-m/n pn sgen(w/n)
Ejercicio 16.2.2. Calcular

“+o0
I:/ Ve dz
0 1+$2
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Primero hacemos el cambio de variable = u2. La integral impropia dada queda

+o00 22
T
0 1+u

Procedemos de igual forma que para la integral del ejemplo anterior, integrando en el dngulo
formado por las semirrectas arg(z) =0y arg(z) = 7/2.
Sea
222
1+ 24

flz) =

Tiene polos en las raices cuartas de —1, es decir en los puntos z; = e/™/4¢#*™/2 con k =0, 1,2, 3.
Consideremos para R > 1 el arco Sp de circunferencia de centro en el origen y radio R
siguiente: Sg : 2 = Re', 0 <t < 7/2; (hacer dibujo) y la curva cerrada:

YR = [07 R] + SR + [RZ, O]

La curva 75 da un vuelta sola en sentido antihorario alrededor del polo zy = ¢™/% de la funcién

f, vy no da ninguna vuelta alrededor de los demas polos de f. Por lo tanto, aplicando el teorema
de los residuos (teorema 15.1.5), se tiene:

/ f(z)dz = QWiResf(e”/A‘) (1)
TR

Por otro lado:

(2)dz = / f(z)dz
YR [0,R]+SRr—[0,Ri]

de donde, usando (1) se obtiene:
/ f(z)dz = 27TiR€Sf(€7Ti/4) - f(z)dz (2)
—[0,Ri]+[0,R] Sr

Parametrizando el segmento [0, R] con z = z, 0 <z < Ry el segmento [0, Ri] con z = zi, 0 <
x < R, se obtiene:

R 5.2 R o2 R 5.2
2 2 2

/ f(z)dz:—(i)?’/ x4d:r+/ leda;:(l—l-i)/ %dm

—[0,Ri]-+[0,R] o 1+ o 1+ o 14z

Sustituyendo en (2) resulta:

R 2.’E2 /4
141 dr = 2miR ) — d 3
(i) [ e = 2mifesy () = [ j) i @)

Ahora tomaremos el limite cuando R — +o00, aplicando el lema de deformacién de curvas (lema
11.5.1) a la integral de f a lo largo del arco de circunferencia Sg.
En efecto

i _ oy 223 _
Jim 2fE) =M T =
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Luego, por el lema de deformacién de curvas (lema 11.5.1), se deduce que

i dz =10
R—%TOO Sk f(Z) &

Sustituyendo en (3) cuando R — o0 resulta:

400 21,2 )
(1+14) /0 11t dzx = 27riReSf(em/4) (4)

Ahora solo resta calcular el residuo de f en el polo e™/* que es un polo simple. Aplicando la

dltima afirmaciéon de la proposicién 15.1.4, se obtiene:

1+ 24\
donde A = ( 5,2 )

Resp(¢™/%) = (5)

|

2—eTi/4

222 424 24
A 2(244— 1) _ 9pmi/d
z —emi/4
Sustituyendo en (5) se obtiene:
) —7i/4 2
Ress(emi/ty =S — — VR

2 4

Sustituyendo en (4) resulta:

L [T 222 V2 ) 2mi N V2T
(1+Z)/O 1+x4dx:2mj(1—z): 5 i) ==

1+ 24 T

/+OO 25[72 J \/571'
0

Luego, como demostramos al principio, la integral dada I es igual a la integral que calculamos. Se
concluye:

_ Vo
2

1 O

16.3. Integrales impropias de potencias reales de z.

Ejercicio 16.3.1. Sea p un numero real fijo tal que 0 < p < 1. Calcular

+oo  .—p
I:/ T s
0 1+SU
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Hacemos el cambio de variable 2P = u, o lo que es lo mismo x = u%, donde ¢ = 1/p > 1.
Usando que dz = qui~'du, 7P = u~! la integral I se transforma en

+oo q—2 1
1= / v du donde g = —
o 14wl p

Consideremos la funcion

2172
&= O

Aqui la potencia g-ésima, con q real , debe definirse, para z complejo como

27 = ¢11°9%)  donde Log(z) = Log(—rm(2) V2€Q=C\{z=2€R:2<0} (2)

Esta funcién z? en el abierto €2 extiende la funcién x¢ definida para x real positivo.

Usando la derivada de funcién compuesta en la primera igualdad de (2) se deduce que 27 es
analitica en Q y que su derivada para todo z € Q es (29)" = ¢z9~!. Ademds, tomando el argumento
de la primera igualdad en (2) se deduce que el argumento de 27 es qATg(_x x2. Ademds, tomando
médulo, se deduce que |27] = edEll = |z|9

Luego, la igualdad z? = —1 (que anula el denominador de la funcién f(z) en la igualdad (1))
se verifica para todo z tal que |z| = 1y qArg(_y (2) = —7 + 2k con k entero. Es decir las raices
del denominador son los complejos z con médulo 1y tales que Arg(_, r1(z) = (7/q) +2km/q con k
entero. (Obsérvese que esa igualdad solo la tiene que verificar el argumento de z comprendido en
(—m,m]). Hay una cantidad finita de tales complejos. Son entonces polos simples de la funcién f
dada en la igualdad (1). Entre estos polos zyp = €4 es el tinico comprendido en el 4ngulo formado
por las semirrectas arg(z) =0y arg(z) = 27/q.

Entonces podemos proceder en forma similar a lo realizado en los dos ejercicios anteriores.

Consideremos para r < 1y para R > 1 los arcos S, y Sgr de circunferencias de centro en el
origen y radios r y R respectivamente, como sigue: Sg : z = re't, Sp:z = Re, 0 <t < 2n/q;
(hacer dibujo) y la curva cerrada:

Yor = [r, R] + Sp + [Re¥™/4 re¥/4) — g,

La curva g estd contenida en el abierto {2 donde f es meromorfa; da un vuelta sola en sentido
antihorario alrededor del polo zg = €™/? de la funcién f; y no da ninguna vuelta alrededor de los
demads polos de f. Por lo tanto, aplicando el teorema de los residuos (ver teorema 15.1.5), se tiene:

(2)dz = 27riReSf(em/q) (3)

Yr R

Por otro lado:

| sea= | f(2)dz
Vr.R [r,R]+SRr—[re2im/4, Re2im/1] -G,

de donde, usando (3) se obtiene:

(2)dz — / f(2)dz = 2miRes ;(e™/™) — f(z)dz+ | f(z)dz (4)
[r,R] [re2im/a Re2in/q] Sr Sy
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Parametrizando el segmento [r, R] con z = x, r < x < R y el segmento [re*™/4, Re*/9] con
z=xe*™/1 < g <R, se obtiene:

R q—2
(2)dz :/ Kl
["R] r 1+

R -2
/ f(z)dz = e_QWi/q/ gz dx
[T€2i7r/q7R62i7r/q} r 1 + a4

(Hemos usado que 29 = ple@m/00 = 34y = 2™/ dy, 2972 = xq*Qe*“i/q.)

Luego, sustituyendo en (4) resulta:

. R q.’qu_2 .
(1-— 6_27”/”)/ dx = 2miRes (/) — f(z)dz —i—/ f(z)dz (5)
r 14z Sk Sr

Ahora tomaremos el limite cuando R — 400, aplicando el lema de deformacion de curvas

(lema 11.5.1) a la integral de f a lo largo del arco de circunferencia Sg.

En efecto

q—1
lim 2f(z) = lim L =0

2—00 z—00 1 + 24

Luego, por el lema de deformacién de curvas (lema 11.5.1), se deduce que

i dz =10
R—IEEOO Sk f(Z) &

Ahora tomaremos el limite cuando r — 07, aplicando el lema de deformacién de curvas (lema
11.5.2) a la integral de f a lo largo del arco de circunferencia S,.

En efecto .
, gzt
1 = 1 =
ZEI%) Zf(Z) zg% 1+ 24
(Hemos usado que 2971 = |2|97! y que ¢ > 1). Luego, por el lema de deformacién de curvas

l/ ;ZdZ—O

Sustituyendo en (5) cuando R — +oo y r — 0T resulta:

(1 2mi/q ee qxq—Q — ; mi/q
— ™) T dxr = 2miRes¢ (™)  (6)
0

Ahora solo resta calcular el residuo de f en el polo zy = e™/4, que es un polo simple de f.

Primero veamos que zy es un polo simple de f. Para eso basta probar que zg = e™/4 es un
cero simple de 1 + z7. Existe un desarrollo en serie de potencias centrado en zy de g(z) = 1 + 24
porque esta funcién es analitica en €. Llamemos a,,n > 0 a los coeficientes de ese desarrollo. El
orden del cero z es el primer k£ > 1 tal que ax # 0. Para probar que el orden de 2y es 1, basta ver
que a1 # 0. Pero a1 = ¢'(z0) = ng_l. Como |zp| = 1 se tiene |a1| = q|z0|7"t = ¢ > 1 > 0. Hemos
terminado de probar que el polo zg = e™/? de f es simple.
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Aplicando la ultima afirmacién de la proposiciéon 15.1.4, se obtiene:

: 1 1429\
ReSf(em/q) = donde A = <+_Z>

z:eﬂ'i/q

A== (P74 2| e = (1/)(22 4 (2 = )27 oo gria = €7/

Q=

Resy (e”/q) = e T/

Sustituyendo en (6) se obtiene:

) +o00 q—2 )
(1- 627”/(])/ I gy = 2mi e ™/
0 1 + x4

= =7 — — = Il
120 " T T—e2mifa " emifa—emild sen(m/q)

/+°° qzi™2 2w e7™/4 2i T
0

Finalmente recordando que ¢ = 1/p se concluye:

16.4. Otros ejemplos.
Ejercicio 16.4.1. a) Calcular

1z
/ 674612
e 1tz

siendo v = [0, R] + Sk — [0, Ri], donde Sg : z = Re', t € [0,7/2], con R > 1.
b) Probar que |e?”| < 1 para todo z en el primer cuadrante.

¢) Deducir que
iz?

dz=10

lim 1
R—+00 Sp 1+ 2
d) Calcular
/+oo cos 22 — sen 22
—_—  dx
0 1 + 134

Parte a) La funcién

)
iz
e

e =1
es meromorfa en el plano complejo con polos simples que son las raices cuartas de —1, es decir los
cuatro puntos z; = e”i/4ek7ri/2, k=0,1,2,3.
En la regién encerrada por la curva yg (hacer dibujo) hay uno solo de estos polos, que es
20 = €™/4. La curva v da una vuelta sola en sentido antihorario alrededor de este polo.
Por lo tanto aplicando el teorema de los residuos (ver teorema 15.1.5), se obtiene:

I= f(2)dz = 2mi ReSf(ei”M) (1)
TR
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Para calcular este residuo aplicamos la tltima parte de la proposicién 15.1.4, observando que
el polo es simple:

: 1 1+ 24
ReSf(e’”/4) =1 donde A = ( +2,z >
e'LZ

(2)

r—eTi/4

(1 + 24)/ €7 (423 — 2iz(1 + 2%))

et2? e2iz?

A= 120 - 21.?9 + =) = —4e- e /4
e’LZ —eTi/4
zZ=e
(Hemos usado que (eiTr/4>2 _ i, (eiw/4)3 — (eiﬁ/4)4e—iﬂ'/4 — _e—i7r/4_)
Sustituyendo en (2) se obtiene:
) —e— 1 —+/2¢71
Resp(e™/*) = eTe”/4 = \/;6(1 +1)

(Hemos usado que e™/* = (v/2/2)(1 4 1).)
Sustituyendo en (1) resulta:

I= f(z)dz =2mi - _\/ge_l(l—i-i):m(l—i). O
R

Parte b) Tomando z = x + iy con = e y reales:
. 2 2 2o _ o2 2 _
’ezz ’:’62(30 y+2my)‘:’e 2xyez(x y)‘:e 2xy§60:1

porque xy > 0 al estar z en el primer cuadrante.

Parte c¢) Hay que probar que

eiz2
R—+00 Sk 1+ 2z

No podemos aplicar el lema de deformacién de curvas, con el enunciado tal como lo hemos dado

en el lema 11.5.1), a la funcién
eiz2

M) =15

porque cuando z — oo no existe el limite de zf(z). (Ya que no existe el limite de e**.) Pero
tomando z solamente en el primer cuadrante (), obtenemos:

P02
Ze’LZ

lim  zf(z) = lim =0 (3)

z—00, 2€Q 25500 1 4 24

porque por un lado ¢ estd acotada en modulo, ya que \6”2\ < 1 para todo z € @ (por lo probado

en la parte b)); y por otro lado
7 Z _
zlglc}o 1424 0
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Como el arco de circunferencia Si estd comprendido en el primer cuadrante @) y se cumple (3) ,
se deduce que para todo € > 0 existe Ry > 0 tal que

R>Ry z€Sp = |2|>Ry z€Q = |z2f(2)| <e

Luego, integrando sobre Sg se obtiene:

R>Ro = |/S f(z)dzlé/s (=) 1de| =

_ |2f(2)] B 12£(2) R o
_/S,w |Z| |dZ| _/;T R |dZ| <€f_6'7r_6 (4)

donde, dado €* > 0 se eligié € = €* /7. Luego, (4) muestra que dado €* > 0 existe Ry > 0 tal que
R>Ry = | f(z)dz| < €
Sr
Esto, por definicién de limite, significa:

Ii dz=0 [
R—1>I-EOO SRf(z> &

Parte d)
Consideremos la curva v = [0, R] + Sg + [Ri,0] dada en la parte a). Sea

P02
GZZ

e =15

Por el resultado obtenido en la parte a) tenemos:

el
feya: =Y -y )

YR

Ademsds, por construccién de la curva yg se cumple:

/ f(z)dz:/ f(z)dz
VR [Ri,0]+(0,R]+SR

Luego, usando (5) se deduce que:

\/56_1 m

R O e B A CLC
—[0,Ri]+[0,R] Sr

Parametrizando el intervalo [0, R] con z =z, 0 <z < Ry el intervalo [0, Ri] con z = iz, 0 <
z < R se obtiene:

2

/ ( ) R efi:r R ei:pQ ( )
f(z dz:—i/ dac—l—/ —dx (7
—[0,Ri]+[0,R] o L+at o 1+at
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Sustituyendo e~ = cos(z2) — isen(z?), € = cos(z?) + isen(x?), y tomando parte real en

(7), resulta :
R 2) _ qon(p2
Re / f(z)dz :/ cos(z’) bfn(x ) dr (8)
—[0,Ri]+[0,R] 0 1+x

Reuniendo (6) con (8) resulta:

[ ) gy 2 ([ geas)

Usando la parte c)

Ii dz=0
R—IH—IOO SRf(Z) :

Entonces, tomando limite en (9) cuando R — +oo resulta:

/+°° cos(x?) — sen(z?) V2e
0 1 + .’I}4 4
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17. Sintesis de la tercera parte.

17.1. Ceros y singularidades aisladas.
Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 12.

Definicion 17.1.1. Ceros de una funcién analitica.
Un cero de la funcién analitica f € H(£2) es un punto a € Q tal que f(a) = 0.

Por el teorema de prolongacién analitica, si f no es idénticamente nula en la componente
conexa de {2 que contiene a a, entonces el cero a es aislado. (Ver corolario 5.2.2.)

Definicion 17.1.2. Orden o multiplicidad de un cero.
Sea a un cero de la funcién analitica f no idénticamente nula en la region €2. Se llama multi-
plicidad u orden de a al tinico entero k > 1 tal que:

f(2) = (2= a)*y(2)

donde ¢(z) es una funcién analitica en un disco Dg(a) con R > 0, tal que

g(a) #0
En resumen, el orden £ > 1, o multiplicidad del cero a, es igual a:

» El tinico entero k > 1 tal que: f(z) = (z — a)*g(z), donde g(z) es una funcién analitica en
un disco Dg(a) con R > 0, tal que g(a) # 0. (Por definicién.)

» El lugar del primer coeficiente ay # 0 del desarrollo en potencias de f centrado en a. (Por
(1).)

= El dnico entero k tal que

lim (zf_(%)k eC\{0} (Por (2).)

» El primer natural para el cual la derivada k—ésima de f(z) en z = a no es cero. (Por (3).)

En particular, si a es un cero de f entonces f’(a) # 0 si y solo si el orden o multiplicidad de a es
k=1

Definicion 17.1.3. Ceros simples y multiples.
Un cero aislado se llama simple si tiene orden o multiplicidad igual a 1, y se llama multiple
(doble, triple, etc) si tiene orden o multiplicidad > 2 (2, 3, etc. respectivamente).

Definiciéon 17.1.4. Singularidad aislada. Un punto a € C se dice que es una singularidad
aislada de f si f € H(D%(a)) para algin entorno pinchado D7},(a) de a con radio R > 0.

El punto co del plano complejo compactificado se dice que es una singularidad aislada de f si
fe H(DT/R(OO)) para algtiin entorno pinchado DI/R(OO) con radio 1/R > 0.

Definiciéon 17.1.5. Clasificacién de las singularidades aisladas.
Dada una singularidad aislada a € C de f, se define:
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» a es singularidad evitable de f silim,_,, f(z) € C.
» a es un polo de f silim,_,, f(2) = oc.
» a es una singularidad esencial de f si no existe lfm, ., f(z) en C.

Dado oo singularidad aislada de f se define:

» 00 es singularidad evitable de f silim, . f(z) € C.
» 00 es un polo de f silim, o f(2) = oco.

» o0 es una singularidad esencial de f si no existe lim,_. f(z) en C.

Teorema 17.1.6. Caracterizacion de las singularidades evitables.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es singularidad evitable de f.
ii) f(2) es acotada en D}(a) para algin R > 0.
iii) lim,—q(z —a)f(z) = 0.
iv) f admite una extension holomorfa a Dgr(a) para algin R > 0

b) Sea 0o una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) oo es singularidad evitable de f.

ii) f(2) es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.
i) lim, . f(2)/2=0.

Teorema 17.1.7. Caracterizacién de los polos complejos.
Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es un polo de f.

ii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z — a)*f(z) admite una extension holomorfa a
Dg(a) para algin R > 0. En consecuencia a es una singularidad evitable de (z — a)* f(z).

iii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z—a)* f(z) es acotada en D(a) para algin R > 0.

iv) Para un primer natural k > 1 existe

lim (z — a)* f(z) & {0, 00}
En consecuencia
0<n<k = lim(z—a)"f(z) =0

zZ—a

n>k = lim(z—a)"f(z) =0



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006. 187

v) La funcion 1/ f(z) tiene una extension analitica en un entorno de z = a, y z = a es un cero
de orden k > 1 de la extension analitica de 1/f.

Teorema 17.1.8. Caracterizacién de polo en oo.
Sea oo singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) oo es un polo de f.
ii) Para un primer natural k > 1 la funcién f(z2)/2* es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.

iii) Para un primer natural k > 1 existe

ltm 1)

Z—00 zk

¢ {0,00}

En consecuencia

0<n<k = h’ij):oo

Z2—00 2

Definicion 17.1.9. Orden de un polo.
a) En virtud del teorema 12.4.1, el orden o multiplicidad £ > 1 de un polo a € C de f es:

= El primer natural & > 1 tal que la funcién (2 — a)¥f(2) es acotada en D%(a) para algiin
R>0.

» El orden o multiplicidad de a como cero de la funcién analitica que extiende a 1/f a un
entorno de a.

= El primer k£ > 1 tal que la funcién (z — a)* f(2) admite una extensién holomorfa a Dg(a).

» El tinico ntimero entero k tal que lim, ., (z — a)* f(z) ¢ {0, 00}.
En consecuencia: 0 <n <k = lim, (2 —a)"f(2) = oo;
n>k = lim, .,(z—a)"f(z) =0.
b) En virtud del teorema 12.4.2, el orden o multiplicidad k£ > 1 del polo co de f es

» El primer natural k£ > 1 tal que la funcién f(z)/z* es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0
(por definicién)

= El Unico entero k tal que lim,_ fz(,f) Z {0, 00}.
En consecuencia 0 <n <k = lim, . fz(f) = o0; n>k = lim, . % =0.

» El orden de z = 0 como polo de la funcién f(1/z).

Definicion 17.1.10. Polos simples y multiples.
Un polo se llama simple si tiene orden 1, y se llama multiple (doble, triple, etc) si tiene orden
> 2 (2, 3, etc. respectivamente).



188 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006.

Observacién: Si f € H(2) donde € es una regién, no es idénticamente nula, entonces un
cero de orden k de f es un polo de orden k de la funcién 1/f(z) y reciprocamente.

Proposicion 17.1.11. Caracterizacién de las singularidades esenciales.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Sea Dy(a) el disco pinchado de radio R > 0
donde f es holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) a es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) es acotada en D¥(a).
iii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) admite extension holomorfa a Dg(a).

iv) Para ningin natural k > 0 eziste lim,_4(z — a)* f(2) en C.

b) Sea co singularidad aislada de f. Sea DT/R(OO) el entorno pinchado de oo donde f es
holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) oo es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcién f(z)/z* es acotada en D(a).

iii) Para ningin natural k > 0 existe lim, .o f(2)/2* en C.

Teorema 17.1.12. Teorema de Weierstrass-Casorati.

Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a) un disco pinchado de a donde f es
holomorfa.

El conjunto imagen f(D*(a)) es denso en C, es decir todo punto w € C es el limite de alguna
sucesion de puntos wy, € f(D*(a)). Precisamente:

Vwe C existe z, € D*(a) talque lim f(z,) =w (1)

n—-4oo

Nota: Es valida una versién mas fuerte del teorema anterior, llamado Teorema de Picard,
cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 17.1.13. Teorema de Picard. Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a)
un disco pinchado de a donde f es holomorfa. Entonces el conjunto imagen f(D*(a)) es todo el
conjunto C excepto a lo sumo un punto.

17.2. Series de Laurent.

Los detalles y demotraciones de esta parte se encuentran en la seccién 13.

Teorema 17.2.1. Construccion del desarrollo en serie de Laurent de una funciéon
analitica en una corona.
Sea f una funcidn analitica en la corona

D(zp,R1,R2) ={2€C: Ry <|z— 20| < Ra}
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Entonces existe una serie (llamada serie de Laurent) tal que
o0 oo
F2)=> a_n(z—20)""+ Y an(z—2)" ¥z € D(20,R1,Rs) (1)
n=1 n=0

(Esta notacién indica que la serie de Laurent en (1) es convergente puntualmente para todo
z € D(zp, R1, R2) y su suma coincide con f(z)).

Ademdas

a) La serie de Laurent que cumple (1) es unica y sus coeficientes son:

an = L /W(f(ﬂ VneZ

- 2mi z — z9)" L

cualquiera sea la curva cerrada v C D(z, Ri, R2) tal que Ind,(z) = 1.
b) La serie de Laurent que cumple (1) converge uniformemente y absolutamente en cualquier
compacto K C D(zy, R1, R2).

Nota 17.2.2. Corona de convergencia de una serie de Laurent.
Dada una serie de Laurent, la mayor corona

D(Zo,Rl,RQ) = {Z cC: R < |Z‘ < RQ}

posible donde converge puntualmente (corona de convergencia), que coincide con el mayor abierto
posible donde converge puntualmente la serie, se obtiene mediante la siguiente formula:

1
Ry = — , Ri=lim sup Vla—n| (2)
limsup,, | o V/|an] n—-+00
Obsérvese que los entornos pinchados de las singularidades aisladas son coronas donde la
funcién es holomorfa, por lo tanto se cumplen las hipétesis del teorema anterior.

Corolario 17.2.3. Serie de Laurent en las singularidades aisladas.

a) Sea a € C una singularidad aislada de f y sea Dj(a) un entorno pinchado de a donde f
es holomorfa.

Entonces existe una serie de Laurent tal que:

f2)=) anlz—a)"+> anz—a)® VzeDp(a) (1)
n=0

n=1

Ademas la serie de Laurent que cumple (1) es inica, converge uniformemente y absolutamente
en cualquier compacto K C Dy (a); y sus coeficientes verifican:

1 f(z)

=— [ ——F—dz VneZ
2mi /., (z — a)nt? =

n

cualquiera sea la curva cerrada v C Dj,(a) tal que Ind,(a) = 1.

b) Sea 0o una singularidad aislada de f y sea DT/R(OO) un entorno de oo donde f es holomorfa.
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FEntonces existe una serie de Laurent tal que:
o0 o
f2)=> a 2"+ anz" VzeDi (o) (2)
n=1 n=0

Ademds la serie de Laurent que cumple (2) es inica, converge uniformemente y absolutamente
en cualquier compacto K C DT/R(OO),' y sus coeficientes verifican

_ b

an - .
211

/f(z)z"1 dz Vn eZ
g

cualquiera sea la curva cerrada vy C DT/R(OO) tal que Ind,(0) = 1.

Teorema 17.2.4. -

Clasificacion de singularidades aisladas segtiin su desarrollo de Laurent.

Sea a € C una singularidad aislada de f. Sean a,, n € 7 los coeficientes de la serie de
Laurent centrada en a.

Entonces:

i) a es una singularidad evitable si y solo si a_, =0 Vn > 1.

ii) a es un polo de orden k > 1siysolosia_p #0ya_,=0 Vn>k.

iii) a es una singularidad esencial si y solo si la sucesién a_,, para n > 1, tiene infinitos
términos no nulos.

17.2.5. Calculo de los coeficientes del desarrollo de Laurent mediante derivacion.
Las férmulas del corolario anterior dan férmulas integrales para calcular los coeficientes del
desarrollo de Laurent en cualquier singularidad aislada, en particular para las evitables y los polos.
Pero cuando la singularidad no es esencial, podemos dar también férmulas con derivadas, para
calcular los coeficientes del desarrollo de Laurent.
Si la singularidad a es evitable, y si seguimos llamando f a la extension analitica de f al disco
de centro a, entonces el desarrollo de Laurent de f centrado en z = a es el desarrollo en serie de
potencias de z — a. Luego:

(n)
a € C evitable = a, = / n'(a) Vn>0

Si la singularidad a es un polo de orden k, podemos hacer lo mismo con la extension analitica
de (z — a)*f(2). Seguimos llamando con el mismo nombre (z — a)¥f(z) a la funcién extendida.
El coeficiente a,, del desarrollo de Laurent de f es el coeficiente b, del desarrollo de Taylor de
(z —a)*f(2). Se deduce:

VYn> -k

1 dntk
a € C polo de orden k = a, = (n+ B! <dz”+"7 (z — a)kf(z)>

zZ=a

donde d™/dz"™ indica derivada m—ésima respecto de z.



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006. 191

17.3. Teoremas de aproximacion en compactos.

Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 14.

Definicion 17.3.1. Funciones meromorfas. Una funcién f se dice que es meromorfa en el
abierto 0 y se denota f € M(Q) si f es analitica en € excepto a lo sumo en una cantidad de
puntos que sean todos singularidades aisladas evitables o polos.

Teorema 17.3.2. Caracterizacion de polinomios y funciones racionales.

a) Una funcion entera (analitica en el plano complejo) que tenga en infinito un polo o una
singularidad evitable, es un polinomio y reciprocamente.

b) Una funcién meromorfa en el plano complejo que tenga en infinito un polo o una singula-
ridad evitable, es una funcion racional y reciprocamente.

Teorema 17.3.3. Teorema pequeno de Picard.
Toda funcidn entera (analitica en todo el plano complejo) no constante tiene como recorrido
todo el plano complejo excepto a lo sumo un punto.

17.3.4. Ejemplos.
La funcién e® recorre todo el plano complejo excepto el 0.
Los polinomios P(z) de grado k > 1 recorren todo el plano complejo-

Definiciéon 17.3.5. Convergencia uniforme en compactos.

Decimos que una sucesién f,, de funciones complejas definidas en el abierto 2 C C se aproxima
en compactos (o converge uniformemente en compactos de ) a una funcion f : Q — C, si para
todo compacto K C Q y para todo € > 0 existe un N (que puede depender del compacto K y del
numero € dados, pero que no depende de z) tal que

n>N = |f(z) — fa(z)|<e Vze K

Definicion 17.3.6. Aproximacion por funciones racionales.

Decimos que una funcién compleja f definida en el abierto €2 se aprozima en compactos de
Q por funciones racionales cuando existe una sucesién de funciones racionales f, definidas en €2
(por lo tanto sus polos no estdan en 2) que se aproxima en compactos (o converge uniformemente
en compactos de Q) a f.

Teorema 17.3.7. Aproximacion de funciones meromorfas por funciones racionales.

a) Si f es entera entonces f se aproxima en compactos de C por polinomios.

b) Sea f una funcion meromorfa en C. Sea S el abierto que se obtiene de C retirando todos
los polos de f.

Si f tiene en oo una singularidad aislada entonces f se aprorima en compactos de €0 por
funciones racionales.

En el espacio funcional denotado como C,,(f2), formado por todas las funciones analiticas en
el abierto €, se define como topologia, es decir la forma de aproximar funciones, aquella dada por
la convergencia uniforme en compactos de §2.
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Teorema 17.3.8. Topologia C,, en el espacio de las funciones analiticas.

Sea Q@ C C un abierto no vacio y sea una sucesion de funciones analiticas f, € H(S) que
converge uniformemente en compactos de § a una funcion f.

Entonces:

a) feH()

b) La sucesion de derivadas f], converge uniformemente en compactos de Q a la derivada f’.

c) La sucesion de derivadas k-ésimas f,sk) converge uniformemente en compactos de £ a la
derivada k—ésima f*).

Definiciéon 17.3.9. Familia normal.

Sea 2 C C un abierto no vacio y sea una sucesién de funciones analiticas f, € H(), n > 1.
La sucesion f;, se llama familia normal si para cada compacto K C € existe una constante M > 0
(que puede depender del compacto K pero que es independiente de n y de z), tal que:

Ifn(2)] <M Vn>1, Vze K

Esta propiedad se llama equi-acotacion en compactos.
Dicho de otra manera: una familia es normal si es equi-acotada en compactos.

Propiedades de las familias normales:
Si fn, € H(Q2) es una familia normal en Omega, entonces:

w f] también es una familia normal en Omega.

s f, es una familia equicontinua en compactos de Omega.

Se dice que f, es equicontinua en compactos, si para todo compacto K C 2 y para todo
e > 0, existe 0 (independiente de n y de zg) tal que

20€K, |z—2] <6 = |fu(2) = fulz0)] <€ Vn>1

Teorema 17.3.10. Teorema de Montel.
Si la sucesion de funciones analiticas f, € H(Q)) es una familia normal, entonces tiene alguna
subsucesion que es uniformemente convergente en compactos de ).

17.4. Teoria de los residuos.
Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 15.

Definicion 17.4.1. Residuo de una funcién en una singularidad aislada.
Dada una funcién f que tiene en a € C una singularidad aislada, se llama residuo de f en a,
y se denota como Res¢(a) al siguiente niimero complejo:

Res¢(a) = %[yf(z) dz

donde v es cualquier curva cerrada contenida en el entorno pinchado D¥,(a) donde f es holomorfa,
y tal que da una sola vuelta en sentido antihorario alrededor de a. Por ejemplo suele tomarse
v =090D,(a), donde 0 < r < R.
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Nota: Se observa que el residuo, definido arriba, no depende de la eleccion de la curva ~.

El residuo de una funcién en una singularidad aislada se puede calcular de tres formas dife-
rentes:

= Con la férmula integral de la definicién anterior.

= Como el coeficiente a_1 del desarrollo en serie de Laurent de la funcién f centrado en z = a
(0 en 00).

= Con la féormula de derivacién de la siguiente proposicién 17.4.2, cuando la singularidad
aislada en un polo.

Nota: El residuo de un polo que no es simple, o de una singularidad esencial, puede ser cero.
Pero la de un polo simple es siempre diferente de cero, porque en ese caso el coeficiente a_1 del
desarrollo de Laurent es necesariamente no nulo.

Proposicién 17.4.2. Formula del residuo para un polo usando la derivada:
Si f tiene un polo a € C de orden k > 1 y g es la extensién analitica de (z — a)* f(z) en un
entorno Dr(a), entonces el residuo de f en a es:

Resf(a) =

En particular si a es un polo simple, £ = 1 y la férmula anterior se transforma en:

Resf(a) = g(a) = lim(z — a) f(z) # 0.

z—a

— lim (z—a) _ 1
Respla) = 1 177 = QR e 7

Teorema 17.4.3. Teorema de los residuos.

Si f es analitica en un abierto ) excepto a lo sumo en una cantidad finita de puntos z1, 22, ..., Zm
(estos puntos son singularidades aisladas de f) entonces para toda curva cerrada v C Q que no
pase por los puntos z1,22,...,2m, Y que sea homotdopica a un punto en ), se cumple:

1

21

/f(z) dz = ZReSf(zj) Ind,(z;).
Y j=1

(Por convencién la suma de la derecha es nula si m = 0.)

Nota: El teorema también es valido para una cantidad infinita de singularidades aisladas de
f en Q.

Teorema 17.4.4. Principio del argumento. Sea f meromorfa no idénticamente nula en el
abierto Q. Sea v C  una curva homotdpica a un punto en ) que no pasa por los ceros ni por los
polos de f.



194 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006.

Sean z1, 22, ..., Zm los ceros de f contenidos en Q y tales que Ind,(z;) # 0. Sean ki, ka, ..., kn
sus respectivas multiplicidades. Sean wy,ws, ..., wy, los polos de f contenidos en 2 y tales que
Ind,(p;) # 0. Sean hi,ha, ..., h, sus respectivas multiplicidades.

Sea f o~ la curva que tiene parametrizacion z = f(y(t)), t € [a,b] donde z = ~(t), t € [a, D]
es una parametrizacion de -y.

FEntonces:

L[ f'(2) - Y
3 / B dz = Z kiInd,(zj) — Z hjInd,(w;j) = Indfo,(0)

v j=1 j=1
Nota 17.4.5. El principal uso del Principio del Argumento se da cuando  es una curva de Jordan
(curva cerrada simple, es decir sin més autointersecciones que los extremos final e inicial). Los
puntos tales que el indice de v no es nulo, son los puntos del interior a 7 (de la regién acotada de

C\ v*). El principio del argumento dice, en ese caso, lo siguiente:

Principio del argumento. La cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f, en el
interior a la curva de Jordan vy, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad, es igual
a (1/2m1) fv 1'(2)/f(2)dz y es igual a la cantidad de vueltas que da la curva f o~y alrededor del
oTigen.

En particular, si f es analitica en €2, no tiene polos y entonces el resultado anterior es la
cantidad de ceros de f en el interior de -y, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad.

Teorema 17.4.6. Teorema de Rouché. Sean f y g dos funciones meromorfas en 2. Sea v C )
una curva de Jordan (cerrada simple) homotdpica a un punto en Q y que no pasa por los ceros ni

por los polos de f ni de g. Sea R la region acotada encerrada por .
Si

1f(2) +9(2)| < |f(2)[ +1g(2)] Vzer

entonces la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f en R (contados con su multipli-
cidad) es igual a la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de g en R (contados con su
multiplicidad).

Nota 17.4.7. Otro enunciado del teorema de Rouché. La desigualdad en la hipdtesis del
teorema de Rouché puede sustituirse por la siguiente:
Si se cumple

1f(2) —g(2)] <lg(2)] Vzer"

entonces, vale la tesis del teorema de Rouché.



