Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 1 (Conceptos basicos)

1. Un conjunto estd descripto por extensién cuando se da la lista de todos sus elementos. Ejemplo:
H ={7,9,13}.

Un conjunto estd descripto por comprensién cuando se dan las reglas que determinan exactamente todos
y cada uno de sus elementos, sin necesidad de darlos explicitamente en una lista. Ejemplo: El conjunto
H dado anteriormente por extensién, se puede describir por comprensién de la siguiente forma:

H={xeN: zesimpar, 5 <z <13,z # 11},

donde N denota el conjunto de naturales (en este caso el universo); los dos puntos : indican que a
continuacién se da(n) la(s) regla(s) que determinan el conjunto H, y las comas separan las condiciones
que DEBEN cumplirse (todas simultdneamente) por un elemento genérico del universo para que esté en
el conjunto H.

Describir por extensién y por comprensién los siguientes conjuntos de naturales (ver notas més abajo)
a) A={2,4,6,8,10} b)B ={1,3,5,7,9} c)C=AUB d) D ={3,6,9}

e) E=AND f)yC\ D

g) B¢ en el universo N h) B¢ en el universo de los naturales impares.

Notas: A D se lee “A interseccién D” y por definicién es el conjunto formado por los elementos que

pertenecen a Ay a D a la vez.

AlJB se lee “A unién B”, y por definicién es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a
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A 6 a B. La conjuncién “6” en matematica no implica exclusividad, es decir, un elemento pertenece a A
6 a B si pertenece a A pero no a B, 6 si pertenece a B pero no a A, 6 si pertenece a Ay a B a la vez.

C'\ D se lee “C sacando D”, y por definicién es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a
C y que no pertenecen a D.

B¢ en el universo U se lee “B complemento en el universo U” y por definicién es el conjunto formado por
todos los elementos del universo que NO pertenecen a B. Dicho de otra forma B¢ en el universo U es el
conjunto U \ B.

2. SeaU ={neNin <10}, A={1,3,57,9}, B={4,56} C ={2,4,6,8}. Describir por extensién y
por comprensién los siguientes conjuntos (ver nota abajo):

a) AUD  b) AnD c) AN(BUC) d) B°N(C\ A) e) (AUB)UC f)(AUB)\(C\B).

Nota: () denota el conjunto vacio, es decir el conjunto que no tiene ningiin elemento. Dicho intuitivamente,
un conjunto es como una “bolsa ”que adentro tiene a sus elementos. El conjunto vacio, es la bolsa vacia.
El conjunto vacio también se denota como () = {}.

Ejemplo: Sea el universo U de los naturales: U = N. Sea A = {0}. Entonces A # () pues el niimero natural
0 pertenece a A, es decir 0 € A. El conjunto A tiene un elemento solo que es el 0.

3. La notacién a € A, se lee “a pertenece a A” es una relacién entre un elemento y un conjunto, y nunca
debe usarse entre dos elementos o entre dos conjuntos. a € A significa que ¢ ES UN ELEMENTO, que A
ES UN CONJUNTO, y que a es uno de los elementos que componen al conjunto A. La notacién a ¢ A,
se lee “a no pertenece a A”, denota que ¢ ES UN ELEMENTO, que A ES UN CONJUNTO, y que a no
es ninguno de los elementos que componen al conjunto A. Por definicién z ¢ () para todo x en el universo
U.



La notacién A C B se lee “A contenido en B”, SE REFIERE A UNA RELACION ENTRE CONJUNTOS
(del mismo universo), y nunca debe usarse entre elementos, o entre un elemento y un conjunto. Indica

que A es un subconjunto de B, es decir, o bien A es vacio, o bien todo elemento de A es un elemento de
B.

Por convencion, la afirmacién A C B incluye, como caso particular, el caso en que A es el mismo conjunto
B (esto se denota A = B). Es decir, por convencién, todo conjunto estd contenido en si mismo. Dicho de
otra forma, si A = B entonces es cierto que A C B. Cuando A = B todo elemento de A pertenece a B
(A C B), y ademés todo elemento de B pertenece a A (B C A).

Si A C B, entonces, o bien A = B, o bien A C# B. En este tltimo caso todo elemento de A pertenece a
B, pero no todo elemento de B pertenece a A.

Por convencién () C A para todo conjunto A.

Se denota A ¢ B cuando el conjunto A no estd contenido en B. Por ejemplo el conjunto Z de los
numeros enteros estd contenido en el conjunto Q de los numeros racionales (fracciones): Z C Q, pero
Z ¢ {x € Q:z < 0}, pues no todo nimero entero es negativo (aunque todo nimero entero es racional).

Encontrar la relacién (de pertenencia o de no pertenencia, o de contenido o no contenido) entre las
siguiente parejas de objetos

a)A:{1,2,3,0}y0 b)A:{1,2,3,0}y® C)A:{1,2,3,0}y5 d)A:{1,2,3,0}y{5},
e) A=1{1,2,3,0} y {5,0} ) B={(1,1),(2,3),(1,5),(0,0),(5,0)} vy (5,0)
g)B = {(171)7 (273)7 (175)7 (070)7 (570)} y {(570)}

4. Exprese las zonas sombreadas en los diagramas de Venn de la Figura 1, mediante operaciones de J, [,
complemento y \ entre los conjuntos A, B y C (El universo estd representado por el conjunto de todos
los puntos del rectangulo donde se dibujan los diagramas de Venn de los conjuntos A, By C).
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Figura 1: Diagramas de Venn del ejercicio 4

5. Una afirmacién matemética es siempre verdadera o falsa (principio del tercero excluido de la légica
clésica). Para justificar que es verdadera (cuando lo es) debe demostrarse: esto es deducirla a partir de las
definiciones, hipdtesis, axiomas u otras afirmaciones demostradas antes, por medio de un proceso exacto
légico-deductivo (segun las reglas de la logica clasica).

Cuando no se especifica otra cosa, la veracidad de una afirmacién matemaética significa que debe ser cierta
PARA TODOS los objetos matematicos involucrados en forma genérica (Ej. V ). Si queremos que sea
cierta solo para algunos, entonces debe incluir explicitamente “para algun x”, o “para algin A”, 6 “existe
x (3 z) tal que ...”, etc. Esa parte de la afirmacién (V x 6 3 x) se llama “cuantificador”. Cuando no hay



cuantificador explicito en una afirmacién matemética, se entiende (por convencién, muy importante) que
se estd afirmando V , es decir “para todo 2”7, o “para todo A”, o “para todos Ay B”, ...

Ejemplo: Vamos a probar la siguiente afirmacién
(AU B)“ = A°N B¢,

donde A y B son conjuntos. Es decir, vamos a demostrar que es verdadera para TODOS los conjuntos A
y B, ya que la afirmacion no especifica cuantificador.

Demostracion: Por definicién de complemento z € (A U B)€ si y solo si « es un elemento del universo
considerado que NO pertenece a AU B. Por definiciéon de unién, x NO pertenece a AU B si y solo si NO
se cumple que x pertenece a A 6 a B. Esto es x no puede pertenecer ni a A ni a B. Esto se cumple cuando
x € A°y x € B® (por definicién de complemento). Finalmente por definicién de interseccion, x € A¢y
x € B siysolosix e A°N BC. Hemos probado, a partir de las definiciones, que un elemento = pertenece
a (AU B)¢siy solosi z € A°N B¢ Entonces (AU B)¢ es el mismo conjunto que AN B¢, terminando la
demostracion. d

La demostracién debe iniciarse después de un titulo que diga “Demostracion”, o “Prueba”, y debe
terminarse con un simbolo O, o0 QED (queda demostrado) o LQQD (lo que queriamos demostrar). En
la escritura matematica internacional hoy en dia ya no se usa mas QED ni LQQD. Se usa [, al final de
la prueba, y sobre el margen derecho.

Una vez que estda demostrada una afirmacién, puede usarse, sin volver a demostrarla, para probar nuevas
afirmaciones o teoremas.

Demostrar los siguientes teoremas, llamados LEYES DE MORGAN, y representar sus enunciados median-
te diagramas de VENN:

a) (ANB) = A°UB°®  b) (AUB)® = A°n B-.

. Una afirmacién matematica es siempre verdadera o falsa (principio del tercero excluido de la légica
clésica). Para justificar que es falsa (cuando lo es) debe refutarse: esto es encontrar y exhibir (dar explici-
tamente) un ejemplo para el cual se cumpla la hipdtesis (cuando hay alguna hipdtesis) pero la tesis no
se cumpla. Es decir la afirmacién es falsa porque hay algin ejemplo para la cual no se cumple. Un tal
ejemplo, que muestra que una afirmacion es falsa, se llama CONTRAEJEMPLO.

Ejemplo: La afirmacién “los caballos son negros” como no tiene cuantificador, se refiere a todos los caballos.
Es falsa porque existen caballos blancos, por ejemplo. Para justificar que es falsa (refutar), basta encontrar
y exhibir un caballo blanco (contraejemplo) o un caballo marrén, o un caballo verde, o un caballo que no
sea negro. Este caballo no negro es un contraejemplo de la afirmacién (falsa) “los caballos son negros”.

Ejemplo matematico con conjuntos:
Refutar la siguiente afirmacién (AU B)¢ = A°U B¢.

Contraejemplo: Sea A = {n € N: n es impar}, B = N en el universo de los naturales N. Entonces, en
este ejemplo AU B = AUN = N. Luego, en este ejemplo (AU B)¢ = N¢ en el universo N. Pero N¢ = ().
Entonces, en este ejemplo (AU B)¢ = (). Por otro lado A° = {n € N: n es par} y B¢ = N¢ = (). Entonces,
en este ejemplo AUB°={n e N: nespar} U ={n e N: nespar} # 0. Hemos probado que en este
ejemplo (AU B)¢ # A°U B¢, porque (AU B)¢ =0y A°U B¢ # (). Concluimos que la afirmacién dada es
falsa. O

Investigar si una afirmacion es verdadera o falsa, consiste en averiguar si es verdadera y en ese caso probarla
(demostrarla) o si es falsa y en ese caso refutarla (dar un contraejemplo). Lo que uno hace es ensayar con
posibles ejemplos, a ver si de entrada uno descubre que es falsa. Si no logra encontrar un contraejemplo que
refute la afirmacién (y pruebe que es falsa), a medida que uno va vislumbrando cuéles son las dificultades
en las que se trancé para encontrar tal contraejemplo (y si uno no pudo encontrarlo), uno conjetura



(apuesta) a que la afirmacién es verdadera. Entonces uno cambia de estrategia, y en vez de tratar de
encontrar un contraejemplo, uno trata de demostrar que es verdadera (encontrar una demostracién). Al
tratar de demostrarla, cuando uno se tranca y no logra una demostraciéon, uno va aprendiendo mejor
cémo deberfa ser un contraejemplo. Entonces cambia la estrategia nuevamente y apuesta (conjetura) a
que es falsa. Entonces trata de vuelta de encontrar un contraejemplo. Si no lo encuentra, uno vuelve a
conjeturar (apostar) a que es verdadera y trata de demostrarla. Y asi sucesivamente.

Finalmente, después (por ejemplo) de una o varias semanas y muchos intentos (solo después de esmerarse
en los intentos, mejor si fueron en equipo de colegas, y nunca sin haber estudiado y entendido antes,
completamente, el significado EXACTO de todas las definiciones y enunciados involucrados), uno puede
necesitar consultar con otra persona mas experta para conocer la solucién, si no pudo encontrarla por
si mismo a pesar del esfuerzo realizado. Al comparar las soluciones de otros con los intentos fallidos
propios, se obtiene una practica de aprendizaje duradero.

Investigar si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Si es verdadera demostrarla. Si
es falsa, refutarla.

a) ANB=( = B=A°

b)) ANC=CyBNnC=C = AnB=C

c) A\ (BNC)=(A\B)U(4\C)

d) A\B=A & AnB=0.

. (Antes de hacer los ejercicios 7,8,9 y 10, se recomienda primero leer y estudiar detalladamente las notas

tituladas “Sobre los Teoremas”de Gonzalo Cousillas, 2013 (2 paginas), disponibles entre los materiales
que estan en el sitio web del curso.)

Sean A, B C R. Escriba la negacién de cada uno de los siguientes enunciados:
a) Va € A se cumple a? € B.

b) V a € A se cumple a® ¢ B.

c) da € Atal que a® € B.

d) 3 a € A tal que a® € B.

. a) Investigar si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa. Si es verdadera demostrarla y si es falsa

refutarla con un contraejemplo

2

r>1 = x2—x2>0

b) Enunciar el reciproco de la afirmacién de la parte a)

c) Investigar si el reciproco de la afirmacién de la parte a) es verdadero o falso, y si es verdadero demos-
trarlo y si es falso refutarlo.

d) Enunciar el contrario de la afirmacién de la parte a).

e) Investigar si el contrario de la afirmacién de la parte a) es verdadero o falso, y si es verdadero demostrarlo
y si es falso refutarlo.

f) Enunciar el contrarreciproco de la afirmacién de la parte a).

g) Investigar si el contrarreciproco de la afirmacién de la parte a) es verdadero o falso, y si es verdadero
demostrarlo, y si es falso refutarlo.

. a) Dar una condicién suficiente pero no necesaria que cumple un nimero real a para que a? —a < 0.

b) Dar una condicién necesaria pero no suficiente que cumple un niimero real a para que a? — a < 0.

¢) Dar una condicién necesaria y suficiente que cumple un niimero real a para que a® — a < 0.



Calculo 1 Anual Ano 2014.

Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 1 Complemento
Tema: Conceptos basicos

El complemento de cada préactico tiene ejercicios medianamente dificiles o muy dificiles.
Son para hacer a lo largo de curso, no necesariamente en la semana que corresponde al Practico 1.

1. (la. prueba de Célculo 1 anual 2013)
Sea X un conjunto no vacio. Sean A, B C X. Se define AAB, y se llama “la diferencia simétrica entre A

y B”, al siguiente conjunto:

AAB={reX:z € ANB°6x € A°N B}

a) Dibujar los diagramas de Venn de A, B y de AAB. Observar que z € AAB si y solo si x pertenece a
Aynoa B, 6 x pertenece a B y no a A.

b) Probar que
AAB = (A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB)

c¢) Investigar si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones, y justificar la respuesta
(probarla si es verdadera 6 refutarla con un contraejemplo si es falsa).

dl) AAD = A d2) )AB = § d3) AAB = BAA

d4) AAB=0) = A=0, B=10 d5) AAB=0) = A=DB d6) A=B = AAB=1)
d7) CN(AAB) = (CNA)A(CNB) d8) CU(AAB) = (CUA)A(C U B).
2. Sean Ay, As, ..., An,..., los conjuntos de reales definidos asi:

Aj={zeR:0<x <3}, Ay={recR:1<z<3%},

As={reR:2<z <3}, A;={recR:3<z<3},
Ay={reR:(n-1)<x<3"} YneNT.

(Nota: NT indica el conjunto de todos los naturales positivos; es decir Nt = N\ {0}).

Se define | J7>° A,, como el conjunto de los reales  que pertenecen a alguno de los conjuntos A,,. Es decir
n=1 ] que p g ] )

por definicién
“+o00

UAn:{:UE]R: In e NT tal que z € A,}.

n=1
Se define ﬂ:{g A, como el conjunto de los reales x que pertenecen a la vez a todos los conjuntos A,,. Es

decir, por definicion

+o0o
ﬂAn:{xeR: ¥V n € NT se cumple x € A, }.
n=1

Dibujar los conjuntos Aq, As, ..., A, en la recta real y demostrar o refutar las siguientes afirmaciones:
a) Para todo = € R existe algiin n € N tal que = € A,. b) U2 A, =R
¢) Ningin =z € R pertenece a la vez a todos los conjuntos A,. (Es decir: ningin € R cumple que

x € A, ¥V neNt 6 dicho de otra forma: Ar € R tal que z € A, Vn € NT.) AN A, =0

n=1

e) Ay NA, 1 #0 Vne Nt £) U5 (An N Aypg) =R 2) N2 (An U Aypy) = 0.



3. Sea C una “coleccién”o “familia”no vacia (un “hiper-conjunto”’no vacio), cuyos elementos son conjuntos
de reales. Mds precisamente, por definicion:

A,BeCsolosi A,B CR.

Se dice que la coleccién C es infinita no numerable si no se puede poner en correspondencia biunivoca
con el conjunto de los naturales. Es decir, dicho intuitivamente, cada vez que intento “numerar”con los
numeros naturales los elementos de C (i.e. ponerle una etiqueta que sea un nimero natural diferente a
cada elemento de C, como si fuera asignar un nimero de cédula de identidad diferente a cada elemento
diferente de la coleccién), me sobran elementos de la coleccién que no puedo numerar; siempre agoto el
conjunto de los naturales antes de agotar el conjunto de los elementos diferentes que forman la coleccién

C.

La coleccién se dice que es infinita numerable, cuando puedo construir una correspondencia biunivoca
entre todos los elementos de la coleccién y el conjunto de todos los nimeros naturales.

La coleccién se dice que es finita, con k elementos, cuando puedo poner todos los elementos diferentes
que forman la coleccién en correspondencia biunivoca con los primeros k naturales positivos (es decir con
los nimeros naturales que van desde 1 hasta k inclusive).

a) Demostrar que la coleccién {A,,} del ejercicio 2 es infinita numerable.

b) Inventar alguna coleccién finita de conjuntos de reales tal que cada conjunto de la coleccién sea infinito
no numerable. (Sugerencia: Si a < b son reales dados cualesquiera, el “intervalo abierto no vacio de reales”:
{z € R:a < x < b} es infinito no numerable. Puede usarse esta afirmacién. No se pide demostrarla).

c¢) Inventar alguna coleccién de conjuntos de reales que sea infinita no numerable (la coleccién) pero que
cada conjunto de la coleccién sea finito. (No se pide demostrar rigurosamente que la coleccién que se
construya es efectivamente infinita no numerable).

4. Dada una coleccién cualquiera C de conjuntos de reales (coleccién finita, o infinita numerable, o infinita
no numerable) se define

U A={zx €R:zx € A para algin conjunto A € C}.
AeC

(JA={zeR:zcA VAccC).
AeC

Mostrar (exhibiendo un contraejemplo para cada una) que las siguientes afirmaciones son falsas:
b) C infinito no numerable, J e A =R, (yee A=0, A, BeC, A#B = AnNB=0.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 2
(Ndmeros naturales, induccién completa, nimeros enteros, racionales,
irracionales y reales)

El principio o axioma de INDUCCION COMPLETA, dicho en lenguaje corriente, es el principio
del “domind”. Uno tiene las fichas de dominé apoyadas verticalmente sobre una mesa, formando en
fila, una detréds de la otra sin tocarse. Quiere saber si se cumple o no la siguiente propiedad P (que
escribimos en forma de pregunta):

P . ;se caen todas las fichas del dominé?.

Es popular el “principio del dominé”siguiente:
Consideremos las siguientes dos condiciones:

1) (Paso base) La primera ficha se cae.

2) (Paso de induccién) Si se cayera la ficha que ocupa el lugar h de la fila (en modo subjetivo “si
se cayera”, es decir hipotéticamente, y se refiere solo a una ficha, pero cualquiera), entonces se caeria
también la ficha que esta detras de la h, la que ocupa el lugar h + 1 de la fila (en modo condicional
“se caeria”, es decir condicionada a que la ficha h anterior se haya caido).

El principio del dominé dice que toda vez que se cumplan las dos condiciones anteriores se caen
todas las fichas del dominé cualquiera sea la cantidad n > 1 de fichas en la fila. Es decir, el principio
establece que si el paso base y el paso de induccién son verdaderos, entonces se concluye que la
propiedad P es verdadera PARA TODO n natural.

El principio o axioma de INDUCCION COMPLETA es, en lenguaje matematico, el mismo principio
del dominé:

PRINCIPIO DE INDUCCION COMPLETA: Toda vez que se cumplan las siguientes dos con-
diciones, llamadas: 1) PASO BASE y 2) PASO DE INDUCCION, se cumplird la afirmacién P para
todo n natural positivo:

1) (PASO BASE) La afirmacién P se cumple para n = 1.

2) (PASO DE INDUCCIC)N) Si la afirmacién P se cumpliera (en modo subjuntivo, es decir hi-
potéticamente) para un cierto natural positivo h, cualquiera pero fijo, entonces se cumpliria también
para el siguiente natural h 4+ 1 (en modo condicional, es decir condicionado a que se haya cumplido
para h).

CONCLUSION: Si quiero demostrar una afirmacioén cualquiera P, que involucra un natural positivo
n cualquiera: el objetivo final es DEMOSTRAR P PARA TODO n; basta demostrar el Paso Base y
el Paso de Induccién (objetivos intermedios).

Observar que el Paso de Induccién es una condicion légicamente DIFERENTE de la afirmacion
que obtenemos al final: “La propiedad P se cumple para todo natural”.

EJEMPLO: Demostrar por induccién completa la siguiente igualdad para todo n > 1 natural.
P 6371.6962.6963._“.6%:ew1+962+963+--~+96n7

donde z; es un numero real cualquiera para cada valor del indice i (que va de 1 a n).
Demostracion: Por induccién completa:



1) PASO BASE: ;Es verdadera P cuando n = 1? Es decir jes verdadero que efl = ¢%1? La
respuesta es si, pues ambos términos eX1 de la igualdad son el mismo, son iguales. Hemos terminado
de probar el paso base.

2) PASO DE INDUCCION Si se cumpliera P para n = h jse cumpliria P para n = h+ 1. Es decir
tomando con el OBJETIVO INTERMEDIO de probar el paso de induccién, tomamos como hipdtesis
la siguiente:

Hipé6tesis de induccién: e%l - e?2.¢%3 . elh = Pl T T2+ T3+ ...+ Tp,
Nos proponemos, como objetivo intermedio, demostrar la siguiente tesis de induccion:

Tesis de induccién: e®l - %2 . ¢T3 . eTh.eThtl — ¢P1 T2+ T3+ ... +Tp + Ty,

Es decir, como objetivo intermedio, demostraremos un “subteorema’”, dentro de la demostracién
del teorema principal (que es el objetivo final).

Demostracion del paso de induccion Del liceo conocemos (y si no la conocemos la admitimos como
demostrada) la siguiente propiedad de la funcién exponencial f(z) = e*:

e =ct. ¢t Va beR. (1)
Queremos demostrar la tesis de induccién (objetivo). Entonces, para saber para donde apuntar, con-
sidero (miro) la siguiente expresién que estd en la “mira” (en el objetivo).

e$1+$2+...$h+l’h+1

Le aplico propiedades ya demostradas o axiomas, etc: la propiedad la propiedad asociativa de la suma
de reales, luego la propiedad (1) que sabemos del liceo, luego la hipétesis de induccién, y al final la
propiedad asociativa del producto de reales, asi:

eacl—i—xg—i—...xh—i—xhﬂ :e(xl—i—xg—i—...xh)—i—th _
—_ (61’1+$2+---37h) . eTh+l — (eml-er-...-exh) . eTh+l —

= Pl . %2 . eTh . @Tht1

Entonces hemos demostrado que:
Tl + T2+ ...+ Thy1 eT1

ceT2 . efh . eThL

Por lo tanto hemos demostrado la tesis de induccién. Hemos terminado el Paso de Induccion.
Por el principio de induccion completa, una vez que ya demostramos que son verdaderos el paso

base y el paso de induccion, concluimos que la afirmacién P es verdadera para todo natural n > 1. Es
decir hemos terminado de demostrar que

e$1+$2‘|‘-~$n:€xl. x2

e

1. Demostrar por inducciéon completa las siguientes afirmaciones
a) 2"1 <n! V n natural no nulo.

Nota: Recordar que, si n es un natural mayor o igual que 1, la potencia 2" es el producto
2 X 2x2x...x 2 exactamente n veces. Si n = 0 se define, por convencién, la potencia 29 = 1.

Recordar que n! se lee “n factorial”, y es una notacién o abreviatura que representa lo siguiente:

Si el natural n es n > 1, entonces n! =n-(n—1)-(n—2)-(n—3)...3-2-1. Por ejemplo
5!=5-4-3-2-1=120. Si el natural n es n = 0, entonces n! = 1; es decir 0! = 1.

b) (1+x)">1+4+n-x VnéeN, donde x es un ntimero real fijo positivo.



2. Fijemos un ntmero natural n > 1. Consideremos la siguiente suma (la cual, como toda suma,
tiene una cantidad finita de sumandos):

Ly L b
1x2 2x3 3x4 7 nn+1)

Observamos que los tres puntitos que indican que la suma sigue, NO ESTAN AL FINAL DE
LA SUMA. Hay un ultimo sumando: la cantidad de sumandos es finita. Es una suma comtn y
corriente como conocemos desde la escuela, con muchos sumandos: la cantidad de sumandos es
un nimero natural. En el ejemplo de arriba la cantidad de sumandos es exactamente n (por
qué?). Pero en otros ejemplos, la cantidad de sumandos podria ser n + 3, n?, n* — 1, 2", etc.

Solamente por convencién y comodidad, simplemente como una abreviatura, se usa el simbolo
de sumatoria ) del siguiente modo:

i: LN SUNPS SRS SN S
kﬂkw+1f_1x2 2x3 3x4 7 nn+1)

Uno le da a k todos los valores naturales comprendidos entre 1 y n inclusive, y DESPUES (no
antes) hace la SUMA de todos los resultados obtenidos, uno para cada valor de k. El simbolo &k
se llama “indice”.

Nunca hay que confundir el indice k& con el sumando que le corresponde. Son cosas

1
k(k+1)
DIFERENTES. El indice k£ es solo una etiqueta que uno le pone al sumando
NO ES el sumando.

La notacién »_;_, es solo una convencién. El simbolo > es solo una abreviatura que sustituye
(para acortar la escritura) a la SUMA verdadera.

El indice k no tiene ningin valor en si mismo. Es un COMODIN. Se llama “INDICE MUDO
o VARIABLE MUDA”, porque es un comodin usado en la notacion, solamente para acortar la
escritura.

! k
— €ero
k(k+1) P

Cuando se hacen demostraciones usando el simbolo de sumatoria ), debe evitarse, en lo posible,
razonar en base a reglas “adivinadas” a partir de los simbolos. Se debe evitar operar a ciegas. En
cambio, hay que tener bien claro qué es lo que representa en realidad cada simbolo (por ejemplo
el simbolo "), el indice mudo k, el nimero real fijo n). Se debe distinguir bien qué rol cumple
cada uno.

IMPORTANTE: Al principio, en las demostraciones y razonamientos con sumatorias, cada vez
que uno se tranca o no sabe cémo seguir, conviene reemplazar el simbolo ) por la suma desa-
rrollada verdadera, para darse cuenta de qué propiedades tiene, y aplicar las propiedades de la
suma comun y corriente conocida desde la escuela.

Demostrar por induccién completa las siguientes afirmaciones:

M3 M? M
a)zzzlk’:@VRENJr b)Ei\‘ian:?—i_T—i_F'

3. Sea n > 1 un ndmero natural fijo. Sean 1, z9, . . ., x, nimeros naturales positivos (una cantidad
n ordenada de nimeros naturales positivos, no necesariamente todos diferentes).

a) Demostrar por induccién completa, sin usar el simbolo de sumatoria, la siguiente igualdad:

l+z14+... 42, <(Q+2z1)(1+22)...1+2,) ¥Yn>1, nnatural



b) Escribir la igualdad de la parte a), y traducir su demostracion, escribiendo todas las férmulas
en forma abreviada, usando el simbolo > de sumatoria, y usando también el simbolo [] (es la
letra griega Pi Maytscula) de “productoria”. La productoria || es una notacién (abreviatura)
que se usa del siguiente modo:

n
(I4+z1) - Q4z2) ... (1 + ) :H 1+ ).

. En el trabajo cientifico y tecnoldgico profesional de innovacién y creacién de conocimiento (en
la ingenieria por ejemplo), en general, NO CONOCEMOS la igualdad que tenemos que demos-
trar o refutar. No solo no conocemos la solucién al problema, sino que tampoco conocemos el
planteo correcto y exacto del problema en si mismo. Antes de encontrar una solucién, hay que
DESCUBRIR EL PLANTEO CORRECTO Y EXACTO DEL PROBLEMA.

Por ejemplo, supongamos que la igualdad de la parte a) del Ejercicio 2) no la conocemos. Que-
remos primero, encontrar una igualdad > ;_, k = A(n) donde A(n) no sea una sumatoria, pero
no conocemos la expresiéon A(n). Primero hay que descubrirla.

INDUCCION EXPERIMENTAL Un procedimiento para descubrir A(n) se llama “In-
duccién experimental”, y es usado mayormente en otras Ciencias y Tecnologia (entre ellas en
Ingenierfa, y mucho en Estadistica), mas que en Matemética. Algunos epistemélogos conside-
ran que la induccién experimental NO es Matematica. Nosotros también consideraremos que la
induccién experimental SOLA no es Matematica Para que sea Matematica, tiene que seguir y
terminar con una demostracién o una refutacion segun las reglas de las légicas clasica.

La induccién experimental consiste en dos pasos: Primer paso: “probar” (experimentar) con mu-
chos ejemplos, buscando (investigando) en cada uno de esos ejemplos qué propiedades en comin
tienen todos ellos. Segundo paso: conjeturar (sin demostrar, es decir “adivinar’en base a las
evidencias dadas por los experimentos anteriores) una afirmacién, inducida, descubierta, sos-
pechada, a partir de las propiedades en comun que tienen todos esos ejemplos. Finalmente, la
Matematica clasica (la llamada “Matemética Pura”) se encargara de demostrar la conjetura y
transformarla en teorema (por ejemplo por induccién completa, si la afirmacién involucra al
conjunto de los naturales), o de refutarla (encontrando un contraejemplo).

Ejemplo: Encontrar por induccién experimental una expresién A(n) que no sea una sumatoria,
tal que permita conjeturar la siguiente igualdad

Z 2-3"1 = A(n) Vn >0, nnatural .

Primer paso: Experimento Calculamos ;2 - 3F—1 eligiendo, por ejemplo, los siguientes
valores particulares de n:

n=1,n=2 n=3 n=4yn=>.
1
n = 1. En este caso ZQ-Sk_1:2-30:2-1:2
k=1

2
n = 2. En este caso ZQ-Bk_l:2-30+2-31:2+2-3:2(1+3):8
k=1

3
n = 3. En este caso 22-3’“’1:2+2-3+2-32:8+18:26
k=1



4
n=4. En este caso » 2371 =26+2-3% =26+ 54 = 80
k=1
5
n = 5. En este caso 22-3’“—1 =80+ 2-3* =80+ 162 = 242.
k=1

Segundo paso: Conjeturacion Es el paso maés dificil. Se necesita mucha inventiva y creativi-
dad. En general no hay una respuesta tnica. No demuestra nada ni refuta nada. Solo conjetura,
descubre algo que “aparentaria ser verdadero”, sin demostrarlo, apuesta a que es verdadero por
induccién fundamentada en la evidencia dada por los ejemplos. Pero no demuestra que es ver-
dadera, ni que es falsa. Lo que se busca NO es una respuesta matematica fundamentada en la
logica clasica. Es decir no es un teorema, no tiene la demostracién, no afirma que la respuesta
sea verdadera ni que sea falsa.

Veamos como obtener una conjetura por induccién experimental en el ejemplo planteado antes.
Consideramos todos los niimeros obtenidos del primer paso de experimentacion.

. Qué propiedades en comun tienen? (Ojo: La respuesta no es unica.)
Los nimeros obtenidos en la experimentacion realizada son los siguientes:
A(1)=2, A(2)=8, A(3)=26, A(4) =80, A(5)=242.

Una posible respuesta se puede obtener a partir de las siguientes observaciones:
A(l)=2=3-1, A(2)=8=9-1=3x3-1, AB)=26=27T—-1=9x3-1,
A4)=80=81-1=27Tx3—-1, A(5)=242=243—-1=81x3—1.
Entonces, en todos estos ejemplos se cumple lo siguiente:
A1) =3"—1, A@2)=3%-1, AB)=3>—-1, A4)=31—-1, A()=3"—-1.

Por induccién experimental, planteamos la siguiente conjetura (no la hemos demostrado ni re-
futado, solo estamos conjeturando):

Conjetura A(n) =3" —1V n > 1, es decir

n
Z 2.381=3"_1 Vn>1, nnatural. (Esta es la conjetura a demostrar o refutar).
k=1

Finalmente, pero no ya como parte del proceso de induccién experimental, sino como la parte
matematica pura, debemos investigar si la conjetura planteada es verdadera o falsa. Si es ver-
dadera, la demostraremos (por ejemplo por induccién completa), y si es falsa exhibiremos un
contraejemplo.

a) Investigar si la conjetura planteada més arriba es verdadera o falsa. Si es verdadera, demos-
trarla. Si es falsa, encontrar un contraejemplo.

b) Encontrar por induccién experimental una expresién A(n) que no sea una sumatoria, para la
cual se pueda conjeturar la siguiente igualdad, en base a la evidencia experimental:

1
Z:: WETD - A

k=1

c¢) Para la expresién A(n) hallada en la parte b), demostrar por induccién completa la igualdad
conjeturada.



5. Se define el siguiente conjunto N x N, llamado producto cartesiano del conjunto de los naturales
consigo mismo, definido asi:

N x N es el conjunto de todas las parejas ordenadas (n,m) de niimeros naturales.

Por ejemplo (1,7); (6,0); (7,1); (8,8); (0,0) son elementos del conjunto producto cartesiano
N x N.

Por convencidon, en una pareja ordenada el orden en que estin dados las dos componentes impor-
ta. Entonces tenemos, por ejemplo, que (7,1) # (1,7). Es decir (7,1) y (1,7) son dos elementos
diferentes del producto cartesiano N x N.

a) Ordenar todos los elementos del producto cartesiano N x N en un orden total. Esto significa
ordenarlos todos de manera que formen una fila

ag, a1, A, a3, .., Qn, ...

de longitud infinita, en que aparezcan todos los elementos a del producto cartesiano, una sola
vez cada uno.

Sugerencia: ag = (0,0), a1 = (0,1), as = (1,0), a3 = (0,2), ag = (1,1), a5 = (2,0), ag =
(0,3), a7 = (1,2), ag = (2,1), ag = (3,0), etc. En vez de dar el orden mediante una “férmula”de
la pareja a, expresada explicitamente en funcién de n, puede ser mas conveniente describir con
palabras en forma mateméticamente rigurosa, (esto es: redactando en idioma espafol en forma
bien precisa y sin ambigiiedades), CUALES SON LAS REGLAS O LEYES, que determinan el
orden de las parejas a,, del conjunto N x N.

6. Denotamos con Z al conjunto de todos los nimeros enteros. Recordemos que z es un nimero
entero si y solo si, o bien x = n natural positivo, o bien x es el opuesto a un natural positivo:
r=-n, n € NT, o bien z = 0.

Para cada pareja (n,m) del producto cartesiano N x N; se define el entero x = n—m. Denotamos

F(n,m) =n —m para todo (n,m) € N x N. Es decir, tenemos

r=Fnm)=n—mecZ V (n,m)eNxN.

a) Investigar si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa. Si es verdadera demostrarla, y si es
falsa refutarla con un contraejemplo. jF(n,m) = F(n’,m’) si y solo si (n,m) = (n’,m’)?.

b) Se define la suma de parejas ordenadas asi:
(n,m) + (n',m') = (n +n',m +m').
Demostrar que
F(n,m)+ F(n',m') = F((n,m) + (n',m’)).

Observacion: el simbolo + a la izquierda en la igualdad anterior es el de la SUMA de NUMEROS
ENTEROS, mientras que el simbolo + a la derecha es el de la SUMA de PAREJAS ORDENA-
DAS de NUMEROS NATURALES.

c¢) Investigar si es verdadera o falsa la siguiente igualdad. Si es verdadera demostrarla y si es
falsa refutarla exhibiendo un contraejemplo.

F(n,m) - F(n',m) :F(n-n/, m‘m/).



Observacion: el simbolo - a la izquierda en la igualdad anterior, es el de la PRODUCTO DE
NUMEROS ENTEROS, mientras que los dos simbolos - a la derecha, son los del producto de
NUMEROS NATURALES.

d) Esta parte es un problema de diseno. Los problemas matematicos de diseno son del tipo
de los que aparecen frecuentemente en Ingenieria.

Inventar una operacion binaria entre parejas ordenadas de nimeros naturales, es decir, definir
una operacién (n,m) x (n’,m’) = (n”,m”) entre dos elementos del conjunto producto cartesiano
N x N, de manera que se cumpla la siguiente igualdad:

F(n,m)-F(n',m') = F((n,m) * (n/, m’))

Nota: Después de inventada la operacion binaria, hay que demostrar que se cumple la igualdad
de arriba para la operacién binaria que se haya inventado.

. Denotamos Q al conjunto de todos los ntimeros racionales. Recordemos que el nimero x es
racional, si y solo si  se puede escribir como una fraccién z = p/q donde p € Z y ¢ € NT.

Sean x,y € Q. Como Q es un cuerpo, la suma x + y, el producto x - y, la resta x — y, el cociente
x/y (siy # 0), la potenciacién z™ (con n € N fijo), son nimeros racionales.

Supongamos que tenemos escritos los racionales x e y como fracciones, es decir:

x=plq, y=r/s, donde p,s€Z, q,reNT.

a) Escribir una fraccién que sea igual al racional = + y.

b) Escribir una fraccién que sea igual al racional x - y.

c¢) Idem para el racional x — y

d) Idem para el racional z/y, cuando y # 0.

e) Idem para el racional z".

f) Idem para el racional z" + y".

. Se llama conjunto de nimeros irracionales al conjunto R\ Q formado por todos los nimeros

reales que no son racionales. Es decir x € R \ Q cuando z es un numero real que NO se puede
escribir como una fraccién p/q con p entero (positivo, negativo o nulo) y ¢ natural positivo.

(Existen nimeros irracionales?

La respuesta es afirmativa. Para demostrarlo, basta exhibir algin niimero real que sea irracional.

a) Estudiar toda la demostracién que estd mdas abajo y completarla con todos los detalles que
faltan.

Definicién: Denotamos como x = v/2 al tinico ntimero real POSITIVO z que cumple 22 = 2.

Para que esta definicién sea admisible, y antes de usarla, hay que probar primero la siguiente
afirmacion:

Afirmacién a probar: Existe y es tinico un niimero real positivo = tal que z? = 2.
Demostracion:
Primero: ;Existe algtin real tal que x? = 27?

Si. ; Cémo lo demostramos? Escribiendo la demostracién que resulta de comprender totalmente y
copiar aqui todas las definiciones, axiomas y proposiciones que se encuentran en el libro .Anélisis
Matematico I, de F. Paganini (ver bibliografia de Tedrico en la pdgina web del curso), desde la



Definicién 16 (pdgina 11) hasta la Definicién 22 incluida (pagina 13), y desde el enunciado de la
Proposicién 26 (pdgina 14) hasta el final de la demostracién de esta proposicién (pagina 14).

Segundo: ;Existe algtin real tal que 22 =2 y = > 07

Si. Demostraciéon: Por lo demostrado en el primer paso el siguiente conjunto es no vacio:
A={zcR: z2=2}#0.

Elegimos un elemento cualquiera z € A. Por el axioma de orden de los reales, se cumple o bien

x >0, o bien z < 0, o bien x = 0.

Si z = 0 entonces x ¢ A, porque el 0 no satisface la condicién 2? = 2. Entonces el nimero x € A
que elegimos, cualquiera haya sido la eleccion, es necesariamente diferente de 0.

Si > 0, entonces ya encontramos un nimero real positivo que satisface la igualdad 22 = 2,
porque z € A. En este caso ya terminamos el segundo paso.

Si z < 0, entonces denotamos y = —z. Tenemos:
z€e€R = —zeR = yekR,

r<0 = —2>0 = y>0.
=2 = (—$)2:(—$)-(—$):$-CL‘:$2:2 = 2 =2
Entonces, hemos encontrado un niimero real y € R? tal que y > 0 e y?> = 2. Terminamos el
segundo paso.
Tercero: Unicidad: ;Es tinico el nimero real = tal que 22 = 2 y > 0?7 Supongamos que tomo
dos reales ;1 y z9 tales que ambos cumplen

x%:Q,m1>0, x§:2,x2>0.

Probaremos que x1 = xo. Entonces

22 =222=2 = 23-23=2-2=0 = (z1—2)(z14+22) = 27—22 =0 = (21—22)(x1+22) =0 =

1 —29=06x1+29=0. (2)
Por otro lado

1 >0, 29 >0 = a1+ x2>0.

Entonces, de la afirmacién (2) solo puede es verdadera la afirmacién x; — x2 = 0. Finalmente
T —29=0 = T = X9,

terminando de demostrar la unicidad. O

Concluimos que existe y es tnica la rafz positiva del polinomio 22 — 2, que se denota /2 (se
omite el signo + delante de una raiz cuadrada, por convencién, cuando nos referimos a la raiz
positiva). Hemos terminado de probar la afirmacién. O

b) Estudiar la demostraciéon que estd mas abajo y completarla con los detalles que faltan.

Afirmacién a probar: /2 es un nimero irracional.

Demostracidn: Por absurdo, supongamos que = = /2 es racional.

Como cualquier ntimero racional, x es igual a una fraccién irreducible. Es decir x = p/q para
algin p € Z y ¢ € Nt tales que p y ¢ no tienen factores en comun (la fraccién p/q no se puede
reducir, simplificando un factor del numerador con el mismo factor del denominador)



10.

Como z >0, y * = p/q con q € NT, entonces p > 0. Luego

p,q € NT.

Como2?=2yzx= %, tenemos
P\?2 P 2 2 2
(7) =2 = —S=2 = p°"=2¢° = p°espar = p es par,

Como p y ¢ son naturales positivos que no tienen ningin factor en comun, la fraccién p/q no se
puede simplificar entre 2, numerador y denominador. Pero como p es par, entonces deducimos
que
g es impar. (3)
Tenemos
peNT, pespar = Isec N tal que p=2s

2 = @Pespar = qespar,

= 1)22432 = 482:])2:2(]2 = 252:q
contradiciendo la afirmacién (3). Absurdo. O
¢) Admitiendo que existe y es inico un ndmero real a, que denotamos como V6, tal que
a >0y a® =6, demostrar que v/6 es un nimero irracional.

d) Admitiendo que existe y es tinico un niimero real b, que denotamos como /7, tal que b> = 7,
demostrar que /7 es un ndmero irracional.

Encontrar todos los errores de la pseudo-demostracion de la siguiente afirmacién

2

Sea a > 0 real fijo. La ecuacion z* — a = 0 tiene una unica raiz real. (Cuidado: esta afirmacién

es falsa)

Nota importante: La siguiente pseudo-demostracién NO puede ser una demostracién correcta.
Tiene que estar equivocada por algin lado, porque la afirmacién que pretende demostrar no es
verdadera, sino FALSA. En efecto, debido a la regla de Bascara, la ecuacién 22 — a = 0, cuando
a es positivo, tiene discriminante positivo. Luego tiene dos raices reales diferentes.

Pseudo-demostracién (equivocada) Sea a € RT cualquiera, fijo. Supongamos que tenemos dos
raices reales x1, xo de la ecuacién 2 — a. Probemos que z1 = x» (unicidad de raiz real).

2

Como z1, 2 € R son numeros reales que verifican la ecuacién z* — a = 0, tenemos

i—a=0, t3-a=0, = 2 -23=0 = 22 —2i=0 (21 +2)

= (z1 —x2)(x1+22) =0 (1 +22) = (ax1 —ax2)(x1+22)=0-a-(x1 +22) =

ary —axreo =0-a = ax1 —axo =0 = axy =axs = 1 = T9.

a) Demostrar que la suma de un nimero irracional con un nimero racional, es irracional.

b) Demostrar que el producto de un nimero irracional con un nimero racional, es irracional.
c¢) Encontrar un ejemplo en que la suma de dos nimeros irracionales, sea racional.

d) Encontrar un ejemplo en que la suma de dos nimeros irracionales, sea irracional.

e) y f) Idem partes c) y d) pero para el producto en vez de la suma (Nota: los niimeros irracionales
que se multiplican pueden ser iguales).



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 3
Transformaciones o Funciones en conjuntos cualesquiera.
Competencias transversales.

Todas las tareas previstas en este practico son obligatorias (todas van para el primer par-
cial) excepto el ultimo ejercicio sobre Competencias Transversales, que es obligatorio pero para
después del primer parcial.

. Qué plazo tengo para realizar este practico?: Este repartido corresponde a las clases
practicas de 1 sola semana. Sin embargo, la realizacién del ultimo ejercicio (sobre Competencias
Transversales) tendrd plazo para ser terminado antes del 20 de junio.

CONCEPTO ABSTRACTO Y GENERAL DE FUNCION

A lo largo de TODOS los cursos de Matemética de la Facultad de Ingenieria se necesi-
tard conocer con exactitud el CONCEPTO GENERAL Y ABSTRACTO de FUNCION dado
en la Definicién 1 (ver Figura 1).

Caso muy particular: El concepto de funcién real de una variable real (que conocen del
liceo), estd dado por ejemplo por la funcién que tiene féormula f(z) = (z —7)2 V € R. Las
funciones reales de variable real se representan con una gréfica en el plano, previamente provisto
de un sistema de coordenadas cartesianas x0y. Esta gréfica, por ej. puede ser una curva, y entre
todas las posibles curvas, puede ser una parabola. Pero también una gréfica de funcion real de
variable real en el plano x0y, puede NO ser una curva. Veremos ejemplos de estos mas adelante
en el curso.

Aunque consideraramos todas las posibles funciones reales de variable real (las que tienen
graficas que son curvas y las que tienen graficas que no son curvas), ese conjunto de funciones
seria solo un subconjunto muy pequeno y muy particular del concepto general de funcién en
Matemética. Ese caso particular (funcién real de variable real) es sumamente limitado, y NO
comprende todo el significado del concepto general matematico de funcion.

Como las funciones reales de variable real conforman solo una parte muy limitada del con-
cepto, sus aplicaciones a la Ingenieria son potencialmente menores que las del concepto general
y abstracto de funcién, que trataremos en este practico.

Definicién 1: Funcién, aplicacién, transformacién, correspondencia (son todos sinéni-
mos)

Es una TERNA formada por los siguientes TRES objetos (los tres objetos juntos, no uno solo
por separado, y cada uno de los tres objetos con un rol especial y diferente del de los otros dos,
como explicamos a continuacién- Ver Figura 1):

1) El dominio D: Es un conjunto cualquiera no vacio; sus elementos no necesariamente son
numeros (pueden serlo o no).

Ejemplo: Si X denota el conjunto de todos los puntos del espacio, el dominio de una
funciéon F' puede ser, por ejemplo,

D ={z € X : La distancia de z al planeta Tierra es menor que 20 anos luz}. (1)

,Qué cosa son los elementos del dominio D en este ejemplo? Son puntos del espacio fisico.
Cada elemento de D es un punto del espacio fisico. Hay una infinidad de puntos en el espacio
que estan en el dominio D. Sin embargo, no todos los puntos del espacio estdn en el dominio D,
porque existe otra infinidad de puntos que distan de la Tierra més o igual que 20 anos luz.



2) El codominio C: Es un conjunto cualquiera no vacio; sus elementos no necesariamente
son nimeros (pueden serlo o no). Ejemplo:

C = {Yes, No, Hoffman} (2)

En este ejemplo el codominio C' tiene solo tres elementos, cada uno de ellos es una palabra
en inglés: una de estas palabras es Yes (en espanol Si), y la otra es No, y la otra es Hoffman
(apellido del actor Dustin Hoffman).

3) Una regla (llamada LEY de CORRESPONDENCIA): Por definicién (o con-
venciéon) DEBE cumplir exactamente, todas las condiciones que se imponen en la siguiente
afirmacién:

A cada uno (y todos, sin omitir ninguno) de los elementos x del Dominio D, le corresponde
uno y uno solo de los elementos y del Codominio C.

Dicho de otra forma: un solo y para cada x, y no se omite ningun x del dominio. Pueden
omitirse o no, elementos del codominio. Puede suceder o no, que a varios elementos 1, xs, ..., Tk
del dominio les corresponda el mismo y del codominio. Ver “Diagrama Sagital” en la Figura 1:

cada flecha indica, para cada uno de los elementos del dominio, el que le corresponde, que es
Uno y uno solo Aa lne alamantne Aal cadaminia

Dominio D Funcion

Codominio C

Las flechas representan la Ley de Correspondencia de la Funcion F.

Figura 1: En un Diagrama Sagital se usan 6valos para representar conjuntos, D y C por ejemplo,
y se agregan flechas que indican la Ley de Correspondencia de la funcién F'.

Notacion importante: La terna conformada por D, C y la ley de correspondencia, ES LA
FUNCION 6 TRANSFORMACION. Se denota asi:

F:D—C

Se dice que F' es una funcion de D en C' (¢ de D hacia C) .

También pueden usarse otras letras cualesquiera en vez de F' para denotar a la funcién, o en
vez de D para denotar al dominio, o en vez de C' para denotar al codominio. Lo més comun es,
por ejemplo, que en vez de F' (de funcién) se usen f 6 G 6 g 6 H 6 h 6 T (de transformacién)
6 @ (Fi mayuscula) 6 ¢ (fi mindscula) 6 U (Psi mayuscula) 6 ¢ (psi mindscula).



Prerrequisito: Antes de realizar los ejercicios de este practico, leer las paginas 29 al 35 del
texto “Conceptos béasicos de Matematica”de G. Cousillas, que se puede bajar de la pagina web
del curso. Se advierte que las letras que se usan en ese texto para denotar a las funciones, sus
dominios y sus codominios, son distintas a las letras que usamos aqui. Pero los conceptos son
los mismos que aqui.

1. Entrar en el sitio web http://ramonnavas.com/wordpress/?page id=44 y observar con
atencién la figura que aparece. Es el diagrama Sagital, de una cierta funciéon F : D — C.

a) Escribir por extensién el conjunto dominio D de esa funcién.
b) Escribir por extensiéon su conjunto codominio C'.

c) Escribir la Ley de Correspondencia de la funcién F' : D — C representada en ese
diagrama Sagital.

Ejemplo: Sea = € D. Si x es fem. roja o gris, entonces F(z) =“Partido B”; si  es masc.

verde, entonces F'(xz) = “...”; etc.

Figura 2: Diagramas Sagitales del ejercicio 1. jCuidado!: algunos representan funciones y otros
NO.

2. En los cuadros de la Figura 2 se representan “Diagramas Sagitales”, donde las flechas
indican las correspondencias desde los puntos del conjunto D hacia puntos del conjunto
C. Determinar en cada cuadro, cuales de los diagramas representan funciones y cudles no.
Explicar las respuestas. (El “por qué” de cada respuesta).



Ejemplo de Hoffman Sean los conjuntos D y C dados por las igualdades (1) y (2)
(Estos ntimeros (1) y (2) entre paréntesis indican las igualdades as{ numeradas - a la derecha de la
respectiva igualdad - en la exposicion tedrica de las paginas anteriores; no tienen nada que ver con
los ntiimeros de los ejercicios.)

Sea la siguiente ley de correspondencia:

Ley de correspondencia de la funcién F : D — C (3)

Si el punto del espacio x € D es tal que la densidad de masa en dicho punto es positiva
(es decir, si hay algin objeto fisico con masa no nula que ocupa, entre otros, ese punto del
espacio, y en ese punto el objeto fisico no estd “hueco”, la densidad de masa de ese objeto
en ese punto no es nula), entonces definimos F(x) =Yes.

En cambio, si la densidad de masa el punto x € D es nula (es decir, si no hay ningin
objeto fisico con masa positiva que ocupe entre otros ese punto del espacio, o si lo hay,
justo en ese punto z la densidad del objeto es nula), entonces definimos F(x) =No.

. a) Hacer una figura con el diagrama Sagital que representa la funcién F' : D — C del
ejemplo de Hoffman

b) Observar que en este ejemplo, no todos los elementos del codominio C' son obtenidos de
aplicar la funcién F a los puntos del dominio. La palabra “Hoffman”, (que es un elemento
del codominio C'), no es obtenida nunca (quedé fuera de la imagen)

Conjunto Imagen Sea una funcién cualquiera F': D — C' (no necesariamente la funcién
del ejemplo del Hoffman).

Se llama Conjunto Imagen de la funcién F' : D — C, y se denota como
F(D)

al conjunto formado por todos los elementos del codominio C' que son correspondientes de
puntos del dominio D.

. Escribir por extensién el conjunto imagen F'(D) del ejemplo de Hoffman.

. a) Escribir por comprensién el conjunto imagen F'(D) de cualquier funcién F : D +— C
(no solo para el ejemplo de Hoffman). Sugerencia: explicar por qué es

FD)={yeC: FzeDtal que f(z) =y}

b) Observar que en el ejemplo de Hoffman hay una infinidad de puntos del dominio que
tienen el mismo correspondiente ¥y = Yes en el codominio, y otra infinidad que tienen
el mismo correspondiente y = No en el codominio. En el diagrama Sagital de la funcién
F : D+ C del ejemplo de Hoffman, pintar de verde al subconjunto de puntos del dominio
cuyos correspondientes en el codominio son todos “Yes”. Pintar de rojo al subconjunto de
puntos del dominio cuyos correspondientes en el codominio son todos “No”.



Conjunto preimagen Sea un subconjunto cualquiera no vacio A CONTENIDO EN EL
CODOMINIO C. Se llama conjunto preimagen por la funcion F' : D + C del conjunto
A C O,y se denota:

F(4)
al conjunto formado por todos los elementos x del DOMINIO tales que F'(x) € A.

Entonces el conjunto preimagen de A, por definicién, estd CONTENIDO EN EL DOMINIO
D:
Fl4AcbD vAcc.

Notas importantes: Para indicar el conjunto preimagen, se usa el simbolo F~! pero
no tiene nada que ver con la potencia —1 de ningin numero. Tampoco debe confundirse
con la llamada funcién inversa (que en general no existe).

F~1(A), cuando se refiere al conjunto preimagen, denota un CONJUNTO del dominio,
NO un elemento, y es aplicado a un CONJUNTO A del codominio, NO a un elemento.

. Observar que en el ejemplo de Hoffman: F~'({Yes}) = {x € D: F(x) = Yes}.

Escrito de otra forma: F~'({Yes}) = {z € X : distancia de z a la sup. de la Tierra <
20 anos-luz, densidad de masa en x es positiva}.

a) Hallar, en el ejemplo de Hoffman, los siguientes conjuntos preimagenes

F71({No}), F~!({Yes, No}), F~({Yes, No, Hoffman}).

b) En el ejemplo de Hoffman, jexiste algiin conjunto no vacio A C C tal que F~1(A) = (7

. a) Escribir por comprensién el conjunto preimagen F~1(A) de cualquier funcién F : D + C
(no solo del ejemplo de Hoffman). Sugerencia: explicar por qué es

F YA ={zeD: flx)cA}.

b) Para una funcién cualquiera F' : D — C demostrar que

F71(C)=D.

c¢) Hacer un diagrama Sagital de una funcién general cualquiera F' : D — C, elegir y pintar
un conjunto A no vacio del codominio, y pintar de otro color en el diagrama su conjunto
preimagen F~1(A).

d) Hacer un diagrama Sagital de una funcién general cualquiera F': D — C, y pintar en
él el conjunto imagen F(D).

Conjunto imagen por F de B

Sea F' : D +— C una funcién cualquiera. Sea B C D un conjunto no vacio cualquiera
contenido en el dominio. Se llama conjunto imagen de B por la funciéon F, y se denota

F(B)

al conjunto de todos los puntos y € C' (en el codominio) que son correspondientes por F
de los puntos x € B.
Entonces, por definicién:

F(BycC VY BcCD.

Observar que y € F(B) siy solo si y = F(x) para algin x € B.



8. a) Escribir por comprension el conjunto imagen F'(B) para una funcién cualquiera F: D
C, donde B C D es un conjunto no vacio cualquiera contenido en el dominio. Sugerencia:
explicar por qué es

F(B)={yeC: JzxeBtal que f(zx)=y}.

b) Para una funcién cualquiera F': D — C demostrar que

V BC D, si B#0, entonces F(B) # 0.

¢) Hacer un diagrama Sagital de una funcién general cualquiera F': D — C, elegir y pintar
un conjunto no vacio cualquiera B ; D, y pintar en su conjunto imagen F(B).

d) {Se cumple siempre que F(B) = C? Justificar la respuesta (Si se responde afirmativa-
mente, demostrarlo. Si se responde negativamente, exhibir un contraejemplo.)
9. Sea una funcién cualquiera F : D — C.

a) Sean Bj, By dos subconjuntos no vacios del dominio D. Investigar si cada una de las
siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Si es verdadera demostrarla, y si es falsa
refutarla con un contrajemplo.

i) BicB = F(Bl) CF(BQ) ii) F(BlﬂBg) :F(Bl)ﬂF(Bg)
iii) F(Bl @] Bg) = F(Bl) @] F(BQ)
Sugerencia: 1) y iii) son verdaderas pero ii) es falsa.

b) Sean Aj, Ay dos subconjuntos no vacios del codominio C. Investigar si cada una de
las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Si es verdadera demostrarla, y si es fal-
sa refutarla con un contrajemplo. (Si se desea las demostraciones y los contraejemplos
pueden realizarse solamente con los diagramas Sagitales + explicacién del proceso 16gico-
deductivo.)

1) Al C Ay = F_l(Al) - F_l(AQ) 11) F_l(Al N Ag) = F_l(Al) N F_l(Ag)

111) F_l(Al U Ag) = F_l(Al) @] F_l(AQ).

Sugerencia: las tres afirmaciones son verdaderas.



10. (Ejercicio sobre “Competencias transversales”, plan de estudio vigente en todas las carreras
de Ingenieria de esta Facultad)

a) Buscar en el portal Timbé ! www.timbo.org.uy (acceso gratuito desde las computadoras
que son propiedad de la Facultad, pero sin acceso desde computadoras personales, ni desde
afuera de la Facultad) lo siguiente:

Tres articulos, escritos en inglés, que traten sobre la investigacion cientifico-tecnolégica
y/o desarrollo de nueva tecnologia en cualquier rama de la Ingenieria (uno por lo menos
de esos tres, en la misma rama de Ingenieria en que vos estés inscripto en la Facultad).
Deberan haber sido publicados después de 2003 en revistas cientificas arbitradas o en libro
de articulos cientificos arbitrados. Por lo menos un autor de cada articulo, debera ser un
profesor (diferente en cada articulo) con grado 3, 4 6 5 de esta Facultad.

Como ejemplos:

1) Articulo de investigacién en Ingenieria Eléctrica, especializaciéon Ingenieria de Control:
“Global considerations on the Kuramoto model of sinusoidally coupled oscillators” Authors:
Monzon, Pablo. (ITE, Facultad de Ingenieria, UDELAR, Uruguay, monzon@fing.edu.uy)
and Paganini, Fernando.

2) Articulo de investigacién en Ingenieria Mecénica, especializacién Ingenieria Ambiental:
“A Europe-South America network for climate change assessment and impact studies”.
Varios autores, entre ellos Rafael Terra, IMFIA, Facultad de Ingenieria, UDELAR, rte-
rra@fing.edu.uy.

3) Articulo de investigacién en Ingenieria Civil, especializaciéon Estructuras: “CQM-based
BEM formulation for uncoupled transient quasistatic thermoelasticity analysis.” Publicado
en: “Engineering Analysis With Boundary Elements”. Varios autores, entre ellos Sensale,
Bernardi (IET, FAcultad de Ingenieria, UDELAR, sensale@fing.edu.uy).

4) Articulo de investigacién en Ingenieria Eléctrica, especializacién Ingenieria Mateméti-
ca. Tema: Biomatematica-Neurodindmica: “Integrate and fire neural networks, piecewise
contractive maps and limit cycles” Autores: Eleonora Catsigeras (IMERL, Facultad de In-
genieria, UDELAR, eleonora@fing.edu.uy) y Pierre Guiraud.

5) Articulo de investigacién en Ingenieria en Computacién, especializacion Redes In-
formaticas. “Monte Carlo estimation of diameter-constrained network reliability condi-
tioned by pathsets and cutsets”. Autores: Héctor Cancela([*]), Franco Robledo([*], froble-
do@fing.edu.uy), Gerardo Rubino y Pablo Sartor([*]).

[*] = INCO, Facultad de Ingenieria, UDELAR. Publicado en la revista cientifica “Com-
puter Communications” Volumen 36, afio 2013.

La mayorfa de los sitios de internet que contienen informacién cientifica y tecnolégica novedosa, son de difusién
para publico en general, no profesional ni cientifico. No contienen informacién académicamente refrendada, y
cientificamente convalidada (aunque pueda ser cierta). Unos pocos sitios contienen informacién cientificamente
arbitrada (convalidada). Entre estos sitios en la web, el portal Timbé contiene una coleccién muy completa de
articulos y libros cientificos y tecnolégicos arbitrados, en todas las ramas de la Ciencia y la Tecnologia, con
casi toda la informacién existente hoy en dia. Es la que usan y publican los cientificos e ingenieros (entre otros
profesionales) del mundo. Los articulos y libros de ese portal fueron rigurosamente arbitrados y refrendados antes
de la publicacién por otros cientificos expertos del mundo. El acceso a esta bibliografia internacional es muy
cara, si se pretende realizar en forma individual directamente con las editoriales cientificas. Sin embargo, la ANII
compra cada ano el derecho de uso de toda esa biblioteca, y hoy en dia la facilita, afio a afo, con acceso gratuito
desde cualquier computadora institucional de escuelas y liceos, asi como de universidades publicas y privadas
en todo Uruguay. En particular en todas las salas de computadoras que tienen acceso libre para estudiantes de
nuestra Facultad, hay acceso libre y gratuito al portal Timbé de la ANII.



b) Copia el titulo en inglés y resumen en inglés, si lo tiene (el resumen se llama “abstract”)
de cada uno de los tres articulos encontrados por vos en el portal Timbd, con las referencias
bibliograficas completas, que deben incluir:

bl) titulo del articulo b2) nombres del autor o autores en el mismo orden en que
aparecen publicados b3) nombre de la revista cientifica donde fue publicado, b4)
volumen y nimero de la revista donde aparecié el articulo, o nimero de volumen del libro
(si el libro fue publicado en méas de un volumen),  b5) entre qué paginas (inicial y final)
se encuentra el articulo en dicho volumen, b6) afio de publicacién del volumen donde
aparece el articulo, b7) ISSN de la revista cientifica, o ISBN si se trata de un libro
b8) sitio web de la revista cientifica o de la editorial que publicé el libro, b9) doi del
articulo (digital object identification), o la aclaracién de que no le fue asignado doi (para
lo cual tenés que estar seguro que no le fue asignado doi)  b10) Abstract

c¢) Elegi uno de los tres articulos que encontraste. Traduci al espanol su titulo y su “abs-
tract”.

d) Mird y leé (por arriba, muy rédpidamente) el texto completo del articulo elegido. Aun-
que no logres entender nada de su contenido todavia, conta cuantas paginas del articulo
contienen Matemdtica en cualquiera de las siguientes tres formas:

1) Férmulas matematicas y/o simbolos mateméticos

2) Pérrafos del texto que expresen argumentos de deduccién segun la légica-clésica, de
afirmaciones que, en el mismo articulo, se dice o concluye que quedan probadas o de-
mostradas. (Por ejemplo: las fundamentaciones légico-deductivas habladas con palabras,
aunque no tengan ninguna férmula y ningin simbolo matematico, y aunque se refiera y
contenga exlusivamente afirmaciones técnicas que vos no entendés todavia)

3) Argumentos inductivo-experimentales, que contengan o se obtengan de tablas de resul-
tados, simbolos-cédigos-programas, graficas de funciones concretas, y/o representaciones
graficas simbodlicas o abstractas (ej. figuras que representan propiedades de objetos reales
concretos, pero que no son fotos ni dibujos que copian a la maxima perfecciéon esos objetos
reales).

e) Coordind la entrevista y entrevista personalmente a uno de los autores del articulo que
elegiste, que sea profesor de esta Facultad Las entrevistas deberdn realizarse en grupo de
cualquier cantidad de estudiantes, de modo SOLAMENTE UN grupo entreviste a cada
docente.

En esa entrevista averigud lo siguiente:

el) Si usé funciones mateméticas en el articulo e2) Si usé conjuntos de nimeros
reales, enteros, etc, en su articulo e3) Si usé otros tipos de conjuntos numéricos o
no numéricos. e4) Si usé otros conceptos matematicos comprendidos en el programa
de este curso de célculo 1 (leer previamente, y llevar impreso a la entrevista, el Temario
del curso que se encuentra en la pagina de eva.fing.edu.uy- Instituto de Matematica-curso
Célculo 1 Anual). e4) Si al descubrir o innovar en los aspectos técnicos de ese articulo de
investigacion, el profesor entrevistado necesité previamente descubrir pequenios teoremas
o introducir definiciones mateméticas nuevas. eb) Si entre los ingredientes usados
en ese articulo se encuentran trabajos de matematicos u otros cientificos, que no son
necesariamente ingenieros.



Caélculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiiblica.
Practico 4
(Cardinalidad: conjuntos finitos, infinitos numerables e infinitos no numerables.)

1. Sea X un conjunto cualquiera no vacio (el universo). X no es necesariamente un conjunto de nimeros.
Puede ser un conjunto de puntos en el espacio, todo el espacio, un conjunto de rectas, un conjunto de
caramelos, un conjunto de especies animales, etc.

Un conjunto A C X se llama finito si la cantidad de elementos diferentes que pertenecen al conjunto A
es un ndmero natural £ € N. Por convencion, el conjunto vacio es finito porque tiene 0 elemento y 0 € N.

A la cantidad k de elementos diferentes que tiene un conjunto finito A se llama cardinalidad o cardinal
de Ay se denota card(A) o también #A.

Fijemos un k& > 1 natural. Sean a1, as,...,aj,...,a; exactamente k elementos diferentes del universo
X (recordar que los a;j no tienen por qué ser niimeros, pueden ser personas, verduras, funciones, rectas,
etc). Sea

A={ai,as,...,qj,...,a;}.

Entonces
card(A) =#A=keN.

Dicho de otra forma, se define

#0 = 0;
y si el natural £ cumple k > 1 se define
H#HA=k
cuando el conjunto A se puede poner en correspondencia biunivoca con el conjunto {1,2,...,7j,...,k} CN

de los primeros k naturales positivos (es decir, con todos los nimeros naturales comprendidos entre 1 y
k inclusive).

Recordamos que la correspondencia biunivoca entre los dos conjuntos A y {1,2...,7,...,k}, significa,
dicho en términos corrientes, que a cada elemento a € A (que en general NO es un nimero), le pegamos
una “etiqueta” j (j es un nimero natural entre 1y k), de manera que:

e A los diferentes elementos de A le corresponden etiquetas diferentes.
e Todos los elementos de A estan etiquetados.

e Se usan como etiquetas todos los nimeros naturales del conjunto {1,2,...,k}.

a) Inventar y escribir un conjunto finito A de rectas en el plano con cardinalidad 3, tal que no todas las
rectas sean paralelas entre si. Exhibir una correspondencia biunivoca entre el conjunto A inventado y el
conjunto {1,2,3}

b) Inventar y escribir un conjunto finito B de ntiimeros reales con cardinalidad 5. Exhibir dos correspon-
dencias biunivocas diferentes entre el conjunto B inventado y el conjunto {1,2,3,4,5}.

2. Un conjunto NO finito se dice que es un conjunto INFINITO (més precisamente que tiene INFINITOS
ELEMENTOS), o que tiene cardinalidad infinita. Esto de llamarlo infinito (al conjunto) es un ADJETIVO
(nada més). No es la definicién de ningin objeto matematico nuevo que se represente con el simbolo co.
Sin embargo, aunque oo no sea un objeto ni un elemento ni nada, suele usarse la siguiente notacién (solo
para ahorrarse palabras y acortar la escritura), cuando un conjunto A tiene infinitos elementos:

#A = +o0.



a) Inventar y escribir un conjunto infinito C' de nimeros reales y demostrar que NO existe una corres-
pondencia biunivoca entre el conjunto inventado C'y el conjunto {1,2,...,n} para ningin n > 1 natural.
(Sugerencia: usar induccién completa en n).

. Sean A y B conjuntos finitos en un mismo universo X. Demostrar las afirmaciones siguientes:

a) Si Ay B son disjuntos (es decir, si AN B = (), entonces #(AU B) = (#A) + (#B).

b) Si A C B entonces #A < #B.

c) Si A C# B entonces #A < #B.

d) Si A C B entonces #(B \ A) = (#B) — (#A).

¢) #(AUB) = (#4) + (#B) — #(AN B).

. Se define el producto cartesiano A x B de dos conjuntos (finitos o infinitos) del siguiente modo:

A x B es el conjunto cuyos elementos son todas las parejas ordenadas (a,b) donde a € By b€ B

a) Escribir por extensién A x B cuando A = {v/2, -1} y B = {/2,—1,0}.

b) Demostrar que si A y B son finitos entonces
#(A X B) = (#A) - (#B).

c¢) Exhibir algin subconjunto finito A tal que A C R? y #A = 7. (Nota: R? es el producto cartesiando
R x R donde R es el conjunto de los niimeros reales. Dibujar en el plano, tomando un sistema cartesiano
de coordenadas 0y, todos los puntos cuyas parejas de coordenadas (z,y) son los elementos de A.

d) Se define
m(A)={a€R: I beR tal que (a,b) € A.

Exhibir por extensién el subconjunto 71 (A) donde A es el conjunto construido por ti en la parte anterior.
Interpretar en el plano el significado geométrico del conjunto 7(A) (Sugerencia: proyeccién del conjunto
A del plano sobre el eje de las z).

e) Demostrar que para todo subconjunto finito A contenido en R?, se cumple que el conjunto m1(A) es
finito.

f) Mostrar que R? es infinito. Sugerencia: usar la parte e)
g) Demostrar que si A x B es infinito, entonces A 6 B es infinito.

. Un conjunto infinito A se dice que es infinito NUMERABLE si se puede poner en correspondencia
biunivoca con el conjunto N* de todos los naturales positivos.

a) Estudiar la demostraciéon que estd mas abajo y completarla con los detalles que puedan faltarle.

Ejemplo Probar que el conjunto
A={re€Q: JbeNtal que z=">b/3},

es numerable.

Demostracién: Trataremos de construir (para demostrar que existe) una correspondencia biunivoca entre
el conjunto NT de todos los naturales positivos, y todos los diferentes elementos del conjunto A.

Al principio, uno podria tratar de asignar por ejemplo, a cada natural positivo b € N* el elemento
zp, =b/3 € A. (Es decir, cada “etiqueta” b € NT la “pegamos "en el elemento z, = b/3 del conjunto A).

Pero esa correspondencia no sirve porque no es biunivoca entre los conjuntos NT y A. No es biunivoca
porque no todos los elementos de A quedan etiquetados. En efecto, 0 € A, y sin embargo 0 # x;, = b/3
para todo b € N*.



Entonces, cambiaremos un poco la correspondencia definida al principio, para tener otra correspondencia
del conjunto Nt al conjunto A que s{ sea biunivoca.

Como el problema es que falta el 0 en NT pero estd en A, puedo hacer lo siguiente:

1) A cada natural n € N, le hago corresponder n — 1 € N. Esa correspondencia entre los conjuntos N y
N7 es biunivoca (convencerse de eso).

2) A cada natural n — 1 € N le hago corresponder el elemento x,, = (n —1)/3 € A.

Ahora basta demostrar que la correspondencia que a cada natural positivo n € NT le hace corresponder

n—1

A
5 €

Ty —

es biunivoca. En efecto, por construccion:

I) TODO natural positivo n € N7 es la etiqueta de algin elemento z,, € A. (Precisamente a cada n € Nt
le hicimos corresponder x,, = (n —1)/3).

IT) TODO elemento = = b/3 € A tiene una etiqueta n € NT. En efecto, si x = b/3, entonces z, =
(n—1)/3 =b/3 = z para la etiqueta n = b + 1.

IIT) Dos elementos diferentes de A tienen etiquetas diferentes. Efectivamente, si x = b/3, si y = ¢/3 y si
x # y, entonces b # ¢. Como la etiqueta de zr esn=b+1yladeyes m=c+1,y como b+ ¢, entonces
n #m.

IV) A dos etiquetas diferentes de N* le corresponden elementos diferentes de A. Precisamente, si n # m,
siz=(n—1)/3ysiy=(m—1)/3, entonces n — 1 # m — 1, de donde (n —1)/3 # (m —1)/3, de donde
T #y.

Hemos terminado de probar que existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto A y el conjunto de
los naturales positivos NT. Entonces, por definicién, hemos demostrado que el conjunto A es numerable.

0

Nota importante: Se puede demostrar en general que un conjunto A es infinito numerable SI'Y SOLO
ST puede ponerse en correspondencia biunivoca con el conjunto N de TODOS los naturales (incluido el
cero). Esta propiedad podra usarse como sustituta de la definicién de conjunto infinito numerable de
ahora en adelante.

b) Sea el conjunto V2 N definido asf:
V2N={zcR: IneNtal que z=v2-n}.

Demostrar que v/2 N es numerable. (Sugerencia: leer la nota importante que estd més arriba).

c¢) Demostrar que el conjunto Z de todos los enteros (positivos, negativos y cero), es infinito numerable.
Sugerencia: A los diferentes enteros x asignarle las etiquetas naturales n en forma alternada segin su
signo: Primero, si n es cero, x, es el entero cero. Segundo, si n > 1 es impar, x,, es un cierto entero
positivo a definir. Tercero, si n > 1 es par, x, es un cierto entero negativo a definir.

. a) Sea X # () un conjunto cualquiera no vacio (no necesariamente formado por niimeros), que llamaremos
universo. Demostrar que si dos subconjuntos A, B C X son infinitos numerables, entonces AUB es infinito
numerable.

b) Demostrar que si A es infinito numerable y B es finito, entonces A U B es infinito numerable.
c) Sea el conjunto v/2 Z + {7,5} definido asi

V27 +{7,5} ={x € R: Existen a€Z, be {7,5} tales que z = V2 -a + b}.



Demostrar que v/2 Z + {7,5} es infinito numerable.

d) Sea n un natural tal que n > 1. Sean Aj, A9, Ay, ..., A, conjuntos de un mismo universo X . Demostrar
por induccién completa en n que si cada uno de los n conjuntos A, As, ..., A, son infinitos numerables,
entonces A1 U Ay U. ..U A, es infinito numerable.

. Sean Ay B dos conjuntos no vacios tales que existe una correspondencia biunivoca entre A y B. Demostrar
las siguientes afirmaciones:

a) Si A es finito, entonces B es finito.

b) Si B es finito, entonces A es finito.

c¢) Si A es infinito numerable, entonces B es infinito numerable.

d) Si B es infinito numerable, entonces A es infinito numerable.

e) Si A es infinito pero no es numerable, entonces B es infinito pero no es numerable.
Sugerencia: Para demostrar e) argumentar por absurdo, y usar las afirmaciones b) y d).

f) Si B es infinito pero no es numerable, entonces A es infinito pero no es numerable.

. Un conjunto infinito A que no sea numerable, se dice que es NO NUMERABLE. Es decir, sabiendo que
A es infinito, serd un conjunto no numerable cuando NO exista ninguna correspondencia biunivoca entre

Ny A.

Dicho de otro modo, cualquier correspondencia que uno defina de N hacia A debera ser necesariamente
NO biunivoca. Esto significa que, o bien cualquier correspondencia de mathbbN hacia A asigna etiquetas
naturales iguales a elementos diferentes del conjunto A, o bien deja elementos de A sin etiquetar, o suceden
ambas cosas a la vez.

,Cuando un conjunto infinito A es NO numerable? Dicho en términos corrientes, A es NO numerable,
cuando A tiene tantos elementos (muchisimos) que hacen imposible la tarea de enumerarlos biunivo-
camente con etiquetas usando solo los nimeros naturales. Siempre se terminan “gastando ”todos los
numeros naturales (todas las etiquetas), dejando (infinitos) elementos de A sin etiquetar.

Ejemplo: El conjunto R de todos los niimeros reales es infinito NO numerable. Admitiremos esta
afirmacién como si fuera un axioma (a pesar de que puede demostrarse a partir de los axiomas de cuerpo,
orden y completitud de R).

a) Demostrar que si existe una correspondencia biunivoca entre A y B, y si A es infinito no numerable,
entonces B también es infinito no numerable.

b) Demostrar que si A C By si A es infinito no numerable, entonces B es infinito no numerable.

. Sea Q el conjunto de todos los niimeros racionales. Recordar que cada nimero racional x puede escribirse
en forma tnica, como una fraccién irreducible x = p/q, donde p € Z es un entero (positivo, negativo
o0 cero), y ¢ es un natural positivo que es co-primo con p. Co-primos significa que no existen divisores
naturales comunes (mayores estrictamente que 1) de p y ¢. Es decir, la fraccién p/q es irreducible (no se
puede simplificar o tachar ningin factor del numerador con ningin factor del denominador). Por ejemplo,
el nimero racional x = —18/4 se escribe en forma tnica como la fraccién irreducible x = (—9)/2.

Afirmamos que
Q es un conjunto numerable. (A demostrar)

a) Estudiar detenidamente la demostracién clasica de numerabilidad de Q que estd més abajo, y comple-
tarla dibujando la tabla que se menciona en ella.



Nota importante: No es necesario formalizar mas la demostracion que estd escrita méas abajo, ni con
ecuaciones ni con férmulas analiticas.

La demostracion que se escribe aqui abajo, tiene todo el rigor matematico-légico-deductivo que se
usa en Matematica Pura por los investigadores cientificos.

La Matemética NO ES LA FORMALIZACION con simbolos, ecuaciones, férmulas. Esta formalizacion
es solo una herramienta para poder abreviar los conceptos y argumentos abstractos o légicos. Hay veces,
como en este ejercicio, que ese tipo de formalizacion, entorpece y no ayuda, en vez de servir de herramienta.
En algunos casos, es mucho mejor usar otras herramientas, como graficas, dibujos, tablas, imagenes (ej.
los diagramas de Venn), sin usar férmulas, ni expresiones algebraicas o analiticas, ni ecuaciones.

La Matematica es mucho mds GENERAL, profunda y conceptual que los numeros, las féormulas, las
ecuaciones, y las expresiones algebraicas que se usan algunas veces para representarla.

En este ejercicio solo hay que dibujar la tabla que se menciona en la demostracién, escribiendo algunos
de los numeros racionales en ella, y RELLENAR los argumentos légico-deductivos intermedios (lemas),
que cada estudiante necesite (depende de la experiencia matematica de cada estudiante) para quedar
totalmente convencido (con total AUTOCONVICCION ), de la veracidad de la afirmacién que se pretende
demostrar.

Es probable que algunos o muchos estudiantes, necesiten, para convencerse de alguna afirmacién inter-
media durante la siguiente demostracion, agregar ciertas férmulas, ecuaciones, etc.

El propodsito de este ejercicio, es que cada estudiante decida y agregue, lo que NECESITE agregar a
esta prueba, para quedar totalmente convencido, en base exclusivamente a argumentos logico-
deductivos exactos, de que la afirmaciéon que se pretende demostrar, queda demostrada.

Demostracion: Denotamos QT C Q, donde Q7 es el conjunto de todos los racionales positivos. Denotamos
Q™ Cc Q, donde Q~ es el conjunto de todos los racionales negativos. Entonces tenemos:

QTuUQ u{o}=0Q.

Uno hace una tabla con todos los ntimeros racionales positivos * € Q. Sabemos que z = p/q > 0 con
p,q € N*. En la columna 1 de la tabla (que tiene tamano infinito), uno pone todos los racionales positivos
para los cuales ¢ = 1 ordenados segin p (el primero de la columna 1 es el racional p/1 con p = 1, el
segundo es p/1 con p = 2, etc). En la columna 2 (que también es infinita), uno hace lo mismo que hizo
para escribir la la columna 1, pero eligiendo ¢ = 2 (dejando fijo ¢ = 2), y variando p € N* desde 1 en
adelante. En la tercera columna uno escribe todos los racionales que tienen g = 3 fijo. Asi sucesivamente,
en la columna r-ésima uno escribe todos los racionales que tienen ¢ = r fijo.

Habra infinitas columnas e infinitas filas en la tabla.

Ahora uno asigna las “etiquetas” n del conjunto NT, a los elementos x € QT que estdn en la table
construida. Asigna estas etiquetas ordenadamente, segtiin un orden que NO es el dado por la desigualdades
x < y entre niimeros racionales. Para asignar todas las diferentes etiquetas n € NT a todos los diferentes
elementos € QT, uno hace lo siguiente:

1. Recorre ordenadamente todos los racionales de la tabla, de acuerdo al camino de la figura 1.

2. Va asignando, a lo largo del camino, en orden cronolégico mientras lo recorre, todas las etiquetas n
(empezando por la etiqueta 1, siguiendo por la 2,3,...,n,n+1,...), a todos los racionales que hay en la
tabla, en el orden en que aparecen estos nimeros racionales al recorrer la tabla segin el camino
de la figura 1.

3. Para que la correspondencia as{ definida (correspondencia de N* a Q) SEA BIUNfVOCA, habra que
ir salteando oportunamente las fracciones p/q de la tabla que representen a algin mismo nimero racional



que ya haya sido etiquetado antes. En efecto, observamos que un mismo nimero racional puede aparecer
representado en la tabla con muchas fracciones diferentes (por ejemplo z = 9/2 = 18/4 = 27/6 = 36/8,
etc). Ese racional x serd etiquetado solo la primera vez que aparece a lo largo del camino que estamos
recorriendo. Cuando aparezca después, en el recorrido del camino (con otra fraccién que representa al
mismo racional x), saltearemos esa nueva fraccién, no asignandole etiqueta natural a ella. De esa forma no
volveremos a etiquetar al mismo racional z: cada racional positivo = tendrd una tnica etiqueta n € NT,
y podremos escribirlo como x,,.

Por ejemplo, el racional 18/4 va a ser etiquetado como x,,, con el nimero natural n que le corresponde en
el camino de la Figura 1 a la fraccién 9/2. La fraccién 9/2 aparece en el camino de la Figura 1, antes que
la fraccién 18/4. Cuando después lleguemos a la fraccién 18/4, la saltearemos. Andlogamente, saltearemos
también las fracciones 27/6, 36/8, etc, porque todas ellas aparecen en el camino de la Figura 1 después
que 9/2 y SON el mismo racional que 9/2.

X - o= X X
1 J( i /4)( i
/ )y / R 7 K| Ko
4 v
v ﬁ/ < x1 xh4 X | X
1 ,/
/] x xk 5/ X | X,
y
1 X X,
%( ’xﬁﬂx
A M X | X
/
/] x %(/ XX | x| x| x| ox|x |x..
P
x|, & x| x| x [ x x| XX
xa' X1 x| x X | x X | x X | X | X..
x‘ X ox| oxl x| ox) x| x x| x

Figura 1: Tabla del Ejercicio 12

Mediante el proceso descrito en los pasos 1, 2 y 3, hemos construido una correspondencia biunivoca entre
QT y NT. Entonces hemos demostrado que existe una correspondencia biunivoca entre QT y NT. Por
definicién de numerabilidad, hemos probado que

Q™" es un conjunto infinito numerable.

Ahora hacemos un argumento analogo con el conjunto Q~ de todos los racionales negativos. Deducimos
que
Q™ es un conjunto infinito numerable.

Finalmente, usamos la propiedad demostrada en la parte b) del Ejercicio 9, deduciendo que
Q1" UQ™ es un conjunto infinito numerable.

Como {0} es un conjunto finito (porque tiene un solo elemento), usando la propiedad demostrada en la
parte c) del Ejercicio 9, deducimos que

<Q+ U Q_) U {0} es un conjunto infinito numerable.



10.

Como
e- (0ue)ufo}.
concluimos que
@ es un conjunto infinito numerable.

La afirmacion anterior es la que queriamos demostrar. O

Sean A, B conjuntos de un mismo universo.

a) Demostrar que si A y B son conjuntos infinitos no numerables, entonces A U B también es infinito no
numerable.

b) Demostrar que si A es infinito no numerable y B es finito o infinito numerable, entonces A U B es
infinito no numerable.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 4
Transformaciones o Funciones: inyectivas, sobreyectivas, biyectivas 6 invertibles, funcién
inversa y funcion compuesta.

Notacién: Cuando se escribe “la funciéon F”, se estd abreviando la notacion F' : D +— C. Pero eso no
significa que la funcién F sea otra cosa que la terna D, C, y Ley de Correspondencia. Aunque por comodidad,
para escribir menos, se omita a veces escribir ' : D — C, la funcién ES LA TERNA.

Convencién importante: Si se cambia el conjunto D por otro conjunto (por ejemplo por un subconjunto
no vacio D’ ; D), o si se cambia el conjunto C, o si se cambia la ley de correspondencia por otra, la funcién
o transformacion que se obtiene ES OTRA diferente, por convencion. Por ejemplo, dejamos la misma ley de
correspondencia del ejemplo de Hoffman, el mismo codominio, pero cambiamos el dominio D por el siguiente:

D' ={z € X : distancia de x a la Tierra < 10 millones de afios luz}.

Obtenemos otra funcién

G:D w—C,

aunque la ley de correspondencia sea la misma que la de F'. Las funciones F' y G son DISTINTAS.

F # G, aunque la férmula (ley, regla, etc) que permite obtener F(z) V x € D, sea en forma, exactamente la
misma que la que permite obtener G(z) V x € D’.

F # G porque D # D’. Entonces, hay algtin punto z € D\ D’ 6 hay algtin punto € D"\ D. Para esos puntos
se puede obtener F'(z) pero no G(x), o se puede obtener G(z) pero no F(x).

1. Sea
D={zeR:z2>1}, C=R

F:Dw— Ctalque F(z) =1/(z—1) Yz e D.
D'={zeR:x+#1}
G:D'w Ctalque G(z)=1/(zx—1)Vze D
a) Explicar por qué F' # G (son funciones diferentes) y por qué F(x) = G(z) Yz € DND'..
a) Chequear que F' > 0 y G no. Recordamos que una funcién ® cuyo codominio esté contenido en el

conjunto R de reales, se dice que es positiva, y se escribe ® > 0, si &(z) > 0 para todo z en el dominio
de ©.

b) Hacer diagramas Sagitales para representar F' y G (en dos dibujos separados). En cada uno de esos
dibujos, pintar de gris el dominio y de azul el codominio. Pintar de amarillo el conjunto imagen.

c¢) Croquizar las gréficas en el plano 20y de las funciones reales con variable real F' y G (en dos dibujos
separados). En cada uno de esos dibujos, pintar de gris el dominio y de azul el codominio. Pintar de
amarillo el conjunto imagen.

d) Sea " ={y € R:y > 0}. Sea H : D — C’ definida por H(z) = 1/(z — 1) Explicar por qué H # F'y
probar que H > 0. Hacer diagrama Sagital para representar H. Croquizar la grafica en el plano x0y de
la funcion H. Pintar de diferentes colores el dominio, el codominio y el conjunto imagen.

e) Sea g : D' — (' definida por g(x) = 1/(z — 1). Explicar por qué g no es una funcién (y por lo tanto,
en realidad, no tenemos derecho a escribir g : D' — C").

f) Sea ¢ : D — R dada por p(z) =1/(x —1)siz > 2y p(x) = —1/(x — 1) si < 2. Explicar por qué ¢
no es una funcién (y por lo tanto, en realidad, no tenemos derecho a escribir ¢ : D +— R.



g) Sea ¢ : R — R dada por ¢(x) = 1/(x — 1) V z € R. Explicar por qué ¢ no es una funcién (y por lo
tanto, en realidad, no tenemos derecho a escribir ¢ : R — R.

h) De todo lo anterior concluir que una “férmula”, como por ejemplo 1/(x — 1), no es, rigurosamente

hablando, lo mismo que una funcién.

. Averiguar si las siguientes son o no son funciones. Si lo son, dibujar sus diagramas Sagitales y croquizar
sus graficas en el plano xz0y. Si no lo son, explicar por qué no lo son:

a) D={neN:n>5} f:DHQdadaporf(n):WnOVneD
1
b) D={neN:n>5}, g:Db—)@dadaporg(n):% VneD.
100
c)h:NHQdadaporh(n):T VneN.

1
e)H:NHQdadaporH(n):Esin25yH(n):%sin§5.
n

1
f)F:N»—)RdadaporF(x):@six25yF(:c):%sim<5.
x
1
g)G:RHRdadaporG(w):ﬂsix25yG(:c):1xmsix<5.
x

. Considerar las funciones F' y G dadas en las partes f) y g) del ejercicio anterior.

a) Observar que F es una sola funcién, aunque se precisen dos férmulas para definir su ley de corresponden-
cia. Anédlogamente G. Explicar por qué F' # G (son funciones distintas) a pesar que F'(z) = G(x) Vx € N.

b) Dibujar las graficas en el plano 0y de las funciones F' y G (en dibujos separados). Pintar el dominio
y el conjunto imagen de F. Idem para G.

c¢) Observar que no todos los puntos de una de las gréficas de la parte b) son puntos de la otra grafica.
Observar que ambas graficas son objetos geométricos muy diferentes entre si, a pesar de que la férmula
que se uso para definir las leyes de correspondencia de F' y G es, en formato, la misma. Explicar por
qué las graficas son tan diferentes.

Funcidén sobreyectiva o suprayectiva (son sinénimos): Cuando todo punto del codominio estd en el
conjunto imagen de la funcion.

Funcién inyectiva: Cuando a puntos diferentes del dominio le corresponden puntos diferentes del co-
dominio.

Funcién biyectiva o invertible o correspondencia biunivoca (los tres son sinénimos): Cuando es
inyectiva y sobreyectiva a la vez.

. Dibujar diagrama Sagital de

a) una funcién no sobreyectiva

b) una funcién inyectiva

¢) una funcién sobreyectiva

d) una funcién no inyectiva

e) una funcién inyectiva no sobreyectiva

f) una funcién sobreyectiva no inyectiva

g) una funcién ni inyectiva ni sobreyectiva

h) una funcién biyectiva



e) una funcién invertible F' : D — C.

f) En el diagrama Sagital de la funcién invertible o biyectiva F' observar que cambiando el sentido de las
flechas se obtiene otra funciéon G : C' +— D, tal que:

El dominio de G es el codominio de F' y el codominio de G es el dominio de F'.

g) Tome un elemento = cualquiera del dominio de la funcién biyectiva F. ;Qué se obtiene al aplicar
primero F' y luego G al elemento z? En breve: ;Quién es G( F(x))?

h) Tome un elemento y cualquiera del codominio de la funcién biyectiva F. jQué se obtiene al aplicar
primero G y luego F' al elemento y? En breve: ;Quién es F(G(y))?

Funcién inversa: Sea dada una funcién
F:.:Dw— C,
invertible o biyectiva (estos adjetivos son sinénimos, por definicién, y también lo es la expresion corres-
pondencia biunivoca). Construimos la funcién G' como en el ejercicio anterior, asi:
e Tomar como dominio de G, el codominio de F'
e Tomar como codominio de GG, el dominio de F

e Tomar como ley de correspondencia de G, la ley que invierte las flechas en el diagrama Sagital de F'.

La funciéon G asi construida se llama funcién inversa de F', y se denota
F1:CwD.

(Lamentablemente, por haraganeria, se usa el mismo simbolo que para conjunto preimagen, pero ahora,
cuando se refiere a la funcién inversa, F~! no indica un conjunto, sino una funcién)

. a) Demostrar (usando solo los diagramas Sagitales y argumentando con rigor lgico exacto sobre las
figuras) que si F': D — C es una funcién cualquiera invertible o biyectiva, entonces

F_l(F(x)>:x VaoeD, (1)

F(F(y)) =y VyeC. (2)

b) Demostrar (usando solo los diagramas Sagitales y argumentando con rigor légico exacto sobre las
figuras) que si F': D — C no es sobreyectiva, entonces ninguna funcién H : C' +— D cumple

F(H(y)=yVyeC.

Deducir que si F' no es sobreyectiva ninguna funcién H : C' — D cumple la igualdad (2) de la parte a).
Atencién: lo anterior se refiere a qué pasa si se pone H en el rol de F~! dentro de la igualdad (2).

Concluir que si F no es sobreyectiva, no existe funcién inversa F~! de F. Atencién: la funcién inversa
F~! por convencién, debe cumplir las dos igualdades (1) y (2) de la parte a).

c¢) Demostrar (usando solo los diagramas Sagitales) que si F' : D +— C no es inyectiva, entonces ninguna
funcién H : C' — D cumple
H(F(z))=xVxe€D.

d) Concluir que existe la funcién inversa F~! cumpliendo las dos igualdades de la parte a) si y solo si F es
biyectiva o invertible. (Es por este motivo que en Matemética se usa la palabra invertible como sinénimo
de biyectiva)



Funcién compuesta G o F': La que resulta de aplicar una funcién F' primero, y al elemento obtenido,
aplicarle después la funcién G.

Observar que G o F' se escribe y se aplica de derecha a izquierda como en la escritura hebrea, y no de
izquierda a derecha. En efecto, dado cualquier elemento = del dominio de F:

PRIMERO, aplicamos la funcién F. Obtenemos el elemento y = F(z) perteneciente al conjunto imagen
de F.

SEGUNDO, aplicamos la funcién G al elemento y obtenido antes. Obtenemos G(y) = G( F'(x)).
En breve:
(GoF)(z) =G(F(z)) Vx € Dominio de F.
Pero para poder aplicar G a y = F(z), este elemento y debe pertenecer al dominio de G. Esto se cumple
si el conjunto imagen de F' estd contenido (o coincide) con el dominio de G.

Entonces, para poder definir la funcién compuesta G o F' uno pide que se cumpla previamente la siguiente
condicién:
(Imagen de F') C (Dominio de G).

. a) Dibujar el diagrama Sagital de dos funciones F': D+ C y G : D' — C’ de modo que la imagen de F
esté contenida en el dominio de G.

b) Dibujar y/o repasar en color, sobre la misma figura dibujada en la parte a), el diagrama Sagital de la
funcién compuesta G o F'.

¢)Sean F': D — C'y G : D' — (' tales que la imagen de F estd contenida en el dominio de G. Demostrar
(usando solamente los diagramas Sagitales y argumentos rigurosos légicos de deduccién a partir de esos
diagramas) que si F''y G son invertibles, entonces G o F' también es invertible.

d)Sean F': D+ Cy G: D' — C' tales que la imagen de F estéd contenida en el dominio de G. Investigar
cuédl es la respuesta a la siguiente pregunta (si es afirmativa demostrarla y si es negativa fundamentar la
respuesta exhibiendo un contraejemplo)

G o F invertible, ;jimplica G, F' necesariamente invertibles?

. a) Dado un conjunto no vacio D se define la funcién llamada Identidad en D, que se denota Idp, del
siguiente modo:
Idp : D — D definida por Idp(x) =z YV z € D.

Dibujar el diagrama Sagital de la funcién Idp
b) Dado otro conjunto no vacio C, definir Idc y dibujar el diagrama Sagital de la funcién Idc.

¢) Sea una funcién biyectiva o correspondencia biunivoca F' : D — C. Demostrar que la funcién inversa
F~1 cumple las siguientes igualdades:

FloF=Idp, FoF'=Idc. (3)

d) En las hipétesis de la parte ¢) demostrar que la funcién inversa F~! es la tnica funcién H : C + D
que cumple las igualdades (3). Es decir, si H : C'+— D cumpliera

HoF =1Idp, FoH=Idc,

entonces seria H = F~1.



8. a) Dibujar en una recta real horizontal (eje de las z) el siguiente conjunto de reales
D={zeR: -1<z<1}

Este conjunto D se llama intervalo cerrado de la recta real con extremos en los puntos —1 y 1 y se denota
como
D =[-1,1]

b) Dibujar en una recta real vertical (eje de las y) el siguiente conjunto de reales:

C={yeR:-2<y, y#3}

c¢) Dibujar la gréfica en el plano 20y de la siguiente funcién real de variable real:

f:[-1,1] = C dada por f(x) =2z V z € [-1,1].

d) Pintar en color el conjunto imagen de f (Es decir f(D) = f([—1,1])). Chequear que este conjunto
imagen es el intervalo cerrado [—2, 2] de la recta real con extremos en los puntos —2 y 2.

e) (Es f biyectiva? ;Es f inyectiva?
f) Sea g : [-1,1] — f([—1,1]) dada por g(x) = 2z V = € [—1,1]. Dibujar la gréfica de g en el plano z0y.

g) Probar que g es biyectiva (o sea, invertible, o sea, una correspondencia biunivoca entre su dominio y
su codominio).

h) Dibujar la grafica de la funcién inversa g~!, usando el eje vertical de las y para la variable independiente

de g (es decir, eje vertical para el dominio de g), y el eje horizontal de las x para la variable dependiente
de g (es decir, eje horizontal para el codominio de g).

i) Chequear que la funcién inversa de g es g=1 : f([~1,1]) = [~1, 1] dada por g(y) = y/2 Vy € f([-1,1]).

9. Sea e € R el nimero de Euler (base de la funcién exponencial e*).

Sean en la recta real los siguientes intervalos cerrados:
0,1]={zeR: 0<z<1}, [0e]={reR: 0<z<e}.

Definimos la funcién

f:0,1] — [0,¢] dada por f(z) =ze”.
a) Admitiendo que la funcién f es creciente y que la imagen f(]0, 1]) es un intervalo, hallarlo.
b) Dibujar aproximadamente la grafica de f en el plano z0y.

b) Demostrar que existe funcién inversa f~' de f. (Sugerencia: Argumentar en forma rigurosa légico-
deductiva a partir de la grafica de f. Hacer primero el ejercicio anterior).

c) Intentar encontrar la “férmula” z = f~!(y) de la funcién inversa.

d) Dibujar aproximadamente la gréfica de la funcién inversa f~1!.
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Practico 4 Complemento

Temas: Cardinalidad, conjuntos infinitos numerables y no numerables.
Densidad de conjuntos en la recta real.

El complemento de cada préactico tiene ejercicios medianamente dificiles o muy dificiles.
Los de este Practico 3 Complemento, son para hacer a lo largo de curso, no necesariamente en la
semana que corresponde al Practico 3.

1. Se puede demostrar que el conjunto R de todos los niimeros reales es infinito NO numerable.

Nota importante: De ahora en adelante usaremos (como si fuera un axioma, o como si fuera un teorema
que ya estuviera demostrado), la propiedad de no numerabilidad del conjunto R de todos los reales.

a) Sea el siguiente intervalo acotado abierto de reales definido por
{I<z<2}={reR: 1<z <2}

Afirmamos:
El intervalo {1 < x < 2} es no numerable. (A demostrar)

a) Estudiar la siguiente demostracién de la afirmacién anterior, completdndola con los dibujos gréficos
necesarios y los argumentos exactos légico-deductivos que puedan faltar.

Demostracion: Recordamos que R es no numerable. Encontramos una correspondencia biunivoca entre
el intervalo {1 < = < 2} y el conjunto de todos los reales. Por ejemplo, graficamos, como sabemos del

liceo, la funcién
1

(x —a)(x—0b)
y deducimos, de la representacién grafica de la funcién f, y sin argumentos algebraicos ni usando ecua-

ciones, que f(x) (para los valores de x restringidos a los del intervalo {1 < z < 2}), establece una
correspondencia biunivoca entre ese intervalo y el conjunto R de todos los reales.

fz) =

Ahora asumimos por absurdo que el intervalo {1 < x < 2} es numerable. Entonces, existiria una corres-
pondencia biunivoca g entre N y el intervalo {1 < x < 2}.

“COMPONEMOS” esta correspondencia biunivoca g (aunque no la conocemos ni nos interesa cuél sea
en realidad), con la correspondencia biunivoca f construida antes, f del intervalo {1 < z < 2} a los reales
R.

Obtenemos la siguiente correspondencia (llamada “COMPUESTA”, y denotada como f o g) que va del
conjunto N de los ntimeros naturales, hacia el conjunto R de los reales:

(fog)(n) = f(g(n)) VneN,

donde
gn) =z, € {1 <z <2}, f(9(n)) = f(zn) =yn eR.

Ahora probamos, con argumentos graficos, no analiticos ni con ecuaciones, que la correspondencia que a
cada n € N le asigna el real y, = f(z,,) = f(g9(n)), es biunivoca entre Ny la recta real R™.

Concluimos, por definicion de numerabilidad, que el conjunto R serfa numerable, lo que es absurdo. [



2. a) Sean a < b dos nimeros reales fijos. Demostrar que el siguiente intervalo abierto de reales
{a<z<bl={reR: a<z<b}
es infinito no numerable.
3. Demostrar que si A es infinito no numerable y si A C B, entonces B es infinito no numerable.

4. Sean a < b dos nimeros reales fijos.

a) Demostrar que el siguiente intervalo cerrado de reales
{a<z<b}={zecR: a<z<b}

es no numerable. Sugerencia: usar lo probado en los dos ejercicios anteriores.

b) Demostrar que el siguiente intervalo (ni abierto ni cerrado) de reales es no numerable

{a<z<b}={xreR: a<x<b}

c¢) Demostrar que el siguiente intervalo no acotado y abierto (semirrecta abierta) de reales, es no nume-
rable:
{a<z}={zeR: a<z}.

d) Demostrar que el siguiente intervalo no acotado y cerrado (semirrecta cerrada) de reales, es no nume-
rable:
{a<z}={zreR: a <z}
5. a) Construir un subconjunto no vacio de reales que sea finito.
b) Construir un subconjunto de reales que sea infinito numerable.
¢) Construir un subconjunto de reales que sea infinito no numerable, que no sea todo R y que no sea un

intervalo.

6. Intentar construir un subconjunto K de reales que sea infinito no numerable y tal que ningiin intervalo
esté contenido en K. ;Existe algin ejemplo?

7. a) Buscar en algin lugar confiable de internet o en algin libro, cémo se construye geométricamente el
conjunto K de reales llamado “Conjunto de Cantor del tercio mitad.” (Sugerencia: ver Wikipedia)
b) Estudiar y entender la construccién geométrica del conjunto de Cantor K del tercio mitad.

c) Buscar y leer las ideas que se usan para demostrar que el conjunto de Cantor K del tercio mitad es
infinito NO numerable (No se pide estudiar y comprender totalmente esa demostracion).

d) Usando la construcciéon geométrica del conjunto de Cantor K del tercio mitad, demostrar que ningin

intervalo estd contenido en K

8. Un conjunto A de reales con cardinalidad infinita (numerable o no numerable) se dice que es denso en la
recta real, si toda vez que se tomen dos elementos a,b € R tales que a < b, existe un elemento ¢ € A tal
que

a<c<hb.

a) Interpretar geométricamente la definicién de conjunto denso en la recta real.

b) Demostrar que el intervalo [0,1] = {0 <2 <1} C R NO es denso en la recta real.



10.

¢) Inventar un ejemplo de conjunto A C# R denso en la recta real. Sugerencia: Considerar el conjunto Z
de nimeros enteros. Unirlo con el conjunto Z/10 de todos los racionales que tienen la forma p/10 donde

p € Z. Considerar la unién
+00 7

o 107

Demostrar que A es denso en la recta real.

. Demostrar que el conjunto Q de todos los racionales es denso en la recta real.

a) Investigar si es afirmativa o negativa la respuesta a la siguiente pregunta. Si es afirmativa demostrarla,
y si es negativa, refutar la afirmacién exhibiendo un contraejemplo.

Si A C R es denso en la recta real jes necesariamente cierto que A es infinito?
b) Idem a la parte a) con la siguiente pregunta:

Si A C R es denso en la recta real jes necesariamente cierto que A es infinito no numerable?
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Practico 5
Ntmero real: orden (signo) y completitud (supremo, infimo, de conjuntos y de funciones
reales.)

Decimos que el signo de un real y es + cuando y > 0, es — cuando y < 0, y es 0 cuando y = 0. Observar
que el signo de —y es — siy > 0, peroes + si y <0y es 0 siy = 0. Por ejemplo —(—3) = 3 tiene signo +.

1. Estudio del signo de un polinomio factorizado

a) Sea P(x) = (x — 5)(x — 2)(z + v/3)(z + 7)(x 4 100). Sus raices son 5,2, —/3, =7, —100, ordenadas de
mayor a menor, y todas son raices simples (multiplicidad 1).

Chequear que el signo de P(x) estd representado en la figura 1 (cuadro superior), donde en el renglén de
abajo se escriben los valores de z y en el renglén de arriba el signo correspondiente de P(z).
Sugerencia: de derecha a izquierda en la figura, chequear que: P(z) > 0siz >5, P(5) =0, P(z)<0
si2<z<b, P(2)=0, P(r)>0si —V3<2<2, et

slopege -0 + + + 0- -0+0 - 0+
. 100 -7 3 o 2 >

sngm(:xc)ie +0 - - - 0+ +0 -0 + 0-
< -100 7 V3 0 2 :

sogede -0 + + o+ 0+ +0 -0 + 0-

Figura 1: Estudio del signo de los polinomios P(x),Q(x) y R(z) del Ejercicio 1.

b) Sea Q(z) = —(z — 5)(x — 2)(z + V3)(x + 7)(z + 100). Sus raices son 5,2, —/3, —7, —100, ordenadas
de mayor a menor, y todas son raices simples (multiplicidad 1)

Chequear que el signo de Q(x) esta representado en la figura 1 (cuadro del medio), donde en el renglén
de abajo se escriben los valores de x y en el renglén de arriba el signo correspondiente de Q(z).

c) Sea S(x) = —(x—5)(z —2)%(z+v3)(z+7)%(x + 100). Sus raices son 5,2, —/3, —7, —100, ordenadas de
mayor a menor, donde 5, —/3, —100 son raices simples (multiplicidad 1), —7 es raiz doble (multiplicidad
2) y 2 es raiz triple (multiplicidad 3).

Chequear que el signo de S(z) esta representado en la figura 1 (cuadro inferior), donde en el renglén de
abajo se escriben los valores de = y en el renglén de arriba el signo correspondiente de S(z).



d) Conjeturar y escribir un conjunto de reglas generales que sirvan de método para estudiar el signo de
cualquier polinomio que esté factorizado, conociendo todas sus raices y las multiplicidades de cada raiz.

e) Estudiar el signo del polinomio f(z) = —2x3 — 823 — 622 + 8z + 8.

Sugerencia: 1 es una raiz; bajar por Ruffini; luego encontrar todas las demads raices para factorizar el
polinomio; finalmente aplicar el método de la parte d).

Ejemplo: Sea el conjunto A = {z € R: 2 —4 > 0}. Dibujemos en la recta real el conjunto A. Primero
observamos que
a2t —4 =222 = (z—2)(z+2).

Entonces, estudiando el signo del polinomio con el método del ejercicio 1, obtenemos:
A:{$€R:x2—4>0}:{xGR:$>2}U{$GR: r < —2}
A=R\{zeR: -2<z <2}

Es decir, el conjunto A de todos los puntos « en la recta real tales 22> —4 > 0, es la unién de dos semirrectas
disjuntas entre si: la “semirrecta abierta izquierda”:

(—00,—2)={zeR:2x< -2}
con la “semirrecta abierta derecha’”:
(2,400) ={x e R:2 > 2}.

El conjunto A = (—o0, —2) U (2, +00) puede escribirse también como el complemento en la recta real del
“intervalo acotado cerrado”:
[-2,2] ={zeR: -2<z <2}

Es decir:
A=R\[-2,2].
En la figura 2 (cuadro superior) marcamos con trazo grueso al conjunto A.
\ 1 L )
7 | v r
-2 0 +2 X
y P
B={y>0}

v

- 0 +2
A=(-002)U(2,+® )
es la preimagen de B

Figura 2: El conjunto A = {z € R?: 22 —4 > 0} en el eje real de las z, es la unién de dos semirrectas abiertas
disjuntas entre si.

Nota: En la figura 2 (cuadro superior), la marca “)” en el punto —2 significa que la semirrecta izquierda
abierta
(—00,—2)={zeR:2x< -2}



estd a la izquierda del punto —2 pero no contiene a ese punto —2.

Andlogamente, la marca “("en el punto +2 significa que la semirrecta derecha abierta
(2,400) ={r €eR:2z>2}

estd a la derecha de 2 pero no contiene al punto 2.

Si quisiéramos representar una semirrecta izquierda cerrada
(—o0,a] ={x e R:z <a},

resaltariamos los puntos de la semirrecta en la recta real y pondriamos en su punto extremo a la marca
“|” en vez de “)”. Andlogamente, si quisiéramos representar una semirrecta derecha cerrada

[a,+0) ={x € R:z > a},

pondriamos en su punto extremo a la marca “[” en vez de “(”.

Otro procedimiento para dibujar al conjunto A = {z € R : 22 —4 > 0} en la recta real, es la siguiente:
ler paso) Tomar coordenadas cartesianas ortogonales 2Oy en el plano.

2do paso) Dibujar la grafica de la funcién y = 22 — 4, que en este ejemplo es una parabola con concavidad
hacia arriba, porque el coeficiente de 22 es positivo, ya que es 1. La grifica de cualquier funcién real de
variable real y = f(x) corta al eje de las  donde y = 0. Entonces, en este ejemplo, la parabola corta al
eje de las = cuando y = 22 —4 = 0, o sea 22 = 4, por lo tanto en = 2 6 x = —2. En la figura 2 (cuadro
inferior) dibujamos esa parabola.

3er paso) El conjunto A = {x € R: 22 —4 > 0} es el subconjunto del eje de las = formado por todos los
puntos tales que la funcién 22 — 4 (cuya gréfica es la pardbola del ler paso), en esos puntos, toma valores
> 0.

Luego, A es el conjunto de abscisas x tales que la ordenada y del punto correspondiente en la pardbola
es > 0. Dicho de otra forma, los puntos de A son las abscisas para las cuales la parabola esta arriba del
eje de las x (o sea, tienen ordenada y > 0).

Este conjunto A estd pintado con trazo grueso en la figura 2 cuadro inferior (y coincide con el conjunto
de la figura 2 cuadro superior). Ademds: A es el conjunto contenido en el eje de las z, obtenido como la
preimagen A = f~1(B) por la funcién cuadritica y = f(z) = 22 — 4, del conjunto de puntos B = {y €
R :y > 0} (este conjunto B estd contenido en el eje de las y, ver cuadro inferior de la figura 2).

. Representar los siguientes conjuntos en la recta real:
A= {07 -9, \/5727 _\/5}7 B = (_007 _3)7 C= {:E €eR: _$3($ - 1)(33 + 2)3 < 0}7
D={zeR: -3z —1)(z+2)* <0},

-1
x+5§0}, G={zeR:z*+1< 227}, H:{€3x>1}.
x

E={recR:

Conjuntos acotados superiormente de reales Un conjunto A de reales se dice que es acotado
superiormente, si es no vacio y existe(n) alguna(s) constante(s) real(es) K tal que

r< K V xz€A.

Las constantes K que cumplen lo anterior, se llaman COTAS SUPERIORES DEL CONJUNTO A.



3. a) Dibujar en la recta real los siguientes conjuntos de reales, y decir si son acotados superiormente o no
lo son. En caso que sean acotados superiormente hallar 5 cotas superiores diferentes de cada conjunto.
Dibujar esas cotas superiores en la recta real, en el mismo dibujo donde estd representado el conjunto
respectivo.

A=1{1/2,v2,-17,0}, B={zecR: z>-T} C={zeR: z(xz—1)>0}.

Conjuntos acotados inferiormente de reales Un conjunto A de reales se dice que es acotado infe-
riormente si es no vacio y si existe(n) alguna(s) constante(s) real(es) K tal que

z>K VYV x€A.

Las constantes K que cumplen lo anterior, se llaman COTAS INFERIORES DEL CONJUNTO A.

b) Considérense los conjuntos de reales A, B o C de la parte a). Decir si son acotados inferiormente o
no lo son. En caso que sean acotados inferiormente hallar 5 cotas inferiores diferentes de cada conjunto.
Dibujar esas cotas inferiores en la recta real, en el mismo dibujo donde esta representado el conjunto
respectivo.

Conjuntos acotados de reales Un conjunto A de reales se dice acotado, si es acotado superiormente
y es también acotado inferiormente.

¢) Decir si cada uno de los conjuntos de reales A, B o C de la parte a) son acotados o no lo son.

4. Sean a < b dos numeros reales fijos.

a) Definimos intervalo cerrado acotado de reales [a, b], con extremo izquierdo a y extremo derecho b,
al siguiente conjunto:
[a,b] ={z € R:a <z <b}.

Dibujar en la recta real el segmento formado por todos los puntos que corresponden a numeros reales
del intervalo cerrado [a,b]. Encontrar cuatro cotas superiores diferentes del conjunto [a,b] y cuatro cotas
inferiores diferentes. Encontrar la menor de las cotas superiores y la mayor de las cotas inferiores.

Supremo e infimo de un conjunto de reales Si A es un conjunto de reales acotado superiormente
(tiene cotas superiores), entonces se llama supremo de A a la menor de sus cotas superiores. Si A es un
conjunto de reales acotado inferiormente (tiene cotas inferiores), entonces se llama infimo de A a la mayor
de las cotas inferiores.

b) Definimos intervalo abierto acotado de reales (a,b), con extremo izquierdo a y extremo derecho b,
al siguiente conjunto:
(a,b) ={x e R:a <z <b}.

Dibujar en la recta real el intervalo abierto (a,b). Observar que ninguno de sus extremos pertenece al
conjunto (a,b). Encontrar cuatro cotas superiores diferentes del conjunto (a,b) y cuatro cotas inferiores
diferentes. Encontrar el supremo y el infimo de (a,b).

¢) Los siguientes conjuntos de reales también se llaman intervalos acotados (en los siguiente ejemplos,
no son ni abiertos ni cerrados):

[a,b) ={zeR:a<z<b}, (a,b]={receR:a<z<b}.

Dibujar en la recta real los intervalos acotados [a,b) y (a,b]. Encontrar cuatro cotas superiores diferentes
del conjunto [a,b) que no sean su supremo, y cuatro cotas inferiores diferentes que no sean su infimo.
Idem para el conjunto (a,b]. Encontrar el supremo y el infimo de cada uno de esos intervalos acotados.



Maéximo (absoluto) y minimo (absoluto) de un conjunto de reales: Sea A un conjunto de
reales acotado superiormente. Se llama méximo (absoluto) del conjunto A, al nimero real supremo de A
cuando este supremo pertenece al conjunto A. Importante: si el supremo no es un elemento del conjunto
A, entonces el conjunto A NO tiene maximo (absoluto). Es decir:

mixA=2x9 < A esacot. superiorm., xg=supA, xg€ A;
Amix A < A NO es acot. superiorm. 6 A es acot. superiorm., xg=supA, xg & A.

Sea A un conjunto de reales acotado inferiormente. Se llama minimo (absoluto) del conjunto A, al nimero
real infimo de A, cuando este infimo pertenece al conjunto A. Importante: si el infimo no es un elemento
del conjunto A, entonces el conjunto A NO tiene minimo (absoluto). Es decir:

min A =xy9 & A es acot. inferiorm., xo=1infA, x¢ € A4;
AminA < A NO es acot. inferiorm. 6 A es acot. inferiorm., zg=1inf A, z¢ & A.

Ejemplos:

supla,b] = b, méx[a,b] =b, inf[a,b] =a, minfa,b] = a,
sup(a,b) =b, Amax(a,b), inf(a,b) =a, Amin(a,bd).
d) Decir si existen o no existen maximo y minimo de (a,b] y de [a,b), y en el caso que exista alguno de
ellos, decir qué nimero real es.
e) Se llama intervalo no acotado de reales a todo el conjunto de reales, o a una semirrecta. Ejemplos:
La recta real R.
Una semirrecta derecha cerrada: [a,+00) = {x € R:a < z}.
Una semirrecta izquierda abierta: (—oo,b) = {x € R: x < b}.
Una semirrecta derecha abierta: (a,+00) = {r € R:a < z}.
Una semirrecta izquierda cerrada: (—oo,b] = {z € R : z < b}.

Dibujar en la recta real las cuatro semirrectas dadas anteriormente. En cada una de ellas, decir si es
acotada superiormente o no lo es, y en caso que sea acotada superiormente hallar cinco cotas superiores
de cada una. Decir si es acotada inferiormente o no lo es, y en caso que sea acotada inferiormente hallar
cinco cotas inferiores de cada una. Decir si existe o no existe supremo y en caso que exista encontrarlo.
Decir si existe o no existe infimo y en caso que exista encontrarlo. Decir si existe o no existe maximo y
en caso que exista encontrarlo. Decir si existe o no existe minimo y en caso que exista encontrarlo.

e) Sean los conjuntos

A=1{0,-5v3,2,-V5}, B=(-00,-3), C={zecR:2<z’<4}, D={zecR:z(x—1) <0}

Determinar si existen o no existen los siguientes nuimeros reales, y en caso que existan encontrarlos:
supA, infA, supB, infB, supC, infC, supD, infD,

max A, min A, méx B, min B, mix(C, minC, mixD, minD.



5. a) Representar en la recta real los siguientes conjuntos de reales:

al) {3x —7 <20z +5}. Notacién: La anterior es una forma abreviada de escribir al siguiente conjunto

{r €R:3x—-7<20x +5}.

a2) {1 <2z —5}. a3) {i 4__ 1 < 0} . ad) {z(zx —1)(x —2) < 0}. ab) {(z —6)% = 0}.
a8) {(x—6)? > 0}.  a9){(z—6)% > 0}. al0) {#?—5x+4 > 0}.  all) {(z+1)(z®>+2x+1) < 0}.

b) Para cada uno de los conjuntos dados en la parte a), determinar si es o no es acotado superiormente,
si lo es encontrar su supremo, determinar si existe o no existe maximo, y si existe encontrarlo.

c¢) Para cada uno de los conjuntos dados en la parte a), determinar si es o no es acotado inferiormente,
si lo es encontrar su infimo, determinar si existe o no existe minimo, y si existe encontrarlo.

6. Sean dados dos nimeros reales a < b. Sea el intervalo abierto (a,b) = {a < z < b}. Sean dados n nimeros
reales
T1,T9,T3,...,Ln €R

y sean dados otros n nimeros reales no nulos

Y1, Y2, Y3, Yo ERT ={y eR: y > 0}.

tales que
Tl Ty X T
S22 e (ab).
Y1 Y2 Y3 Yn
Demostrar que
r1+x2 +23+ ...+ )

y1ity+...+uy,

€ (a,b).

7. Valor absoluto: Dado un nimero real x se llama valor absoluto de x, y se denota como |z| al siguiente
ntmero real:
Siz =0, entonces |z| = 0;

si x > 0, entonces |z| =z > 0;

si z < 0, entonces |z| = —z > 0.
a) Hallar [v2], |~ V3, |(3/7—1/2)7 - (4/5—1/2)| V2.
b) Probar que |a-b| = |a| - [b], ¥V a,b€eR,
la|” =|a"| Ya€eR, VneN,

‘%‘ :% V a,b € R tales que b # 0. ¢) Probar que —|z| <z < |z] V2 €R.

d ) Demostrar la siguiente propiedad, llamada propiedad triangular del valor absoluto:

la+0b| <la|+ 10| ¥V a,beR.

(Sugerencia: Discutir segin a, b sean ambos positivos, ambos negativos, o uno positivo y otro negativo.)

e) Demostrar la siguiente propiedad, llamada propiedad triangular del valor absoluto para la resta:

|a—b|2‘|a|—|b|‘2|a|—|b| V a,beR.



f) Sean x,a € R, € € R*. Demostrar que
lt—al<e & a—e<zr<at+e <& xz€(a—c¢ ate). (1)
lt—a|<e & a—e<z<at+e <& xz€la—c¢ ate, (2)

g) Sean a,b € R. Representar en la recta real los dos puntos a y b en los casos a < b, a = b, a > b e
interpretar geométricamente que, cualquiera sea el caso, el valor absoluto |b — a| es igual a la “distancia”
entre los puntos a y b sobre la recta (en el sentido usual de la palabra distancia segun el diccionario de
idioma espanol).

Distancia entre dos puntos en la recta real: En Matematica, se define distancia (usual) en la recta
real, entre dos puntos a y b, a

dist(a,b) = |b — a,
donde denotamos con las mismas letras a y b a los niimeros reales correspondientes respectivamente a los

puntos dados a y b en la recta real.

f) Demostrar la siguiente propiedad de la distancia, llamada positividad:
dist(a,b) >0 V a,beR, 'y dist(a,b) =0siy solosia=>0.

La propiedad de positividad de la distancia, se enuncia también del siguiente modo: La distancia entre
dos puntos a y b es un numero real estrictamente positivo si los puntos son diferentes, y es cero si los
puntos coinciden.

g) Demostrar la siguiente propiedad de la distancia, llamada propiedad simétrica:
dist(a,b) = dist(b,a) V a,b € R.
La propiedad simétrica de la distancia se enuncia también del siguiente modo: La distancia del punto a

al punto b es igual a la distancia del punto b al punto a.

h) Demostrar la siguiente propiedad de la distancia, llamada propiedad triangular:
dist(a,b) < dist(a, c) + dist(c, b).
Sugerencia: usar la definicion de distancia como valor absoluto de la resta de reales, y luego usar la

propiedad triangular del valor absoluto, demostrada en la parte d1).

La propiedad triangular de la distancia se enuncia también del siguiente modo: La distancia entre dos
puntos a y b es menor o igual que la distancia del punto a a un tercer punto c, mds la distancia de este
tercer punto ¢ al punto b.

. Graficar en el plano xOy (tomando previamente coordenadas cartesianas con ejes perpendicuales centra-
dos en un punto origen O), las siguientes funciones reales y = f(z) de variable real z:

a)y=z V zeR. b)y=—x V z€R. c)y=lz| VzeR d)y=lz—3| Vo eR.
e)y=a’+2 VaxeR f) y= |22 +2| V2 €R (ver sugerencia abajo).
g)y=—|22+z| VazcR, h)y=|z|+ |22 +2| VzeR

Sugerencia para las partes f) g) y h): Partir primero la recta real en diferentes intervalos (segmentos,
semirrectas) donde cada una de las funciones dentro de las barras de valor absoluto tienen signo + 6 —,
estudiando el signo de estas funciones con el método del ejercicio 1. Segundo, sustituir el valor absoluto
de cada funcién por la misma funcién cuando su signo es +, o por la opuesta de la funcién (cambiarle el
signo) cuando su signo es —. Tercero, graficar en cada intervalo, la funcién que se obtuvo en el paso 2.
Cuarto, la grafica pedida se obtiene “pegando”las gréaficas obtenidas en el paso 3.
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10.

a) Representar en la recta real los siguientes conjuntos de nimeros reales:

i) {|z — 2| < 3} Convencidén: Esta notacién es una forma abreviada de escribir el conjunto
{reR: |z -2 <3}

Sugerencia: usar la afirmacién (1).
i) {|2o — 3| > 7} i) {|o — 5| < |z + 1]} iv){z? — 5|z| + 4 > 0}
3z +1
> 21 .
3| > 2
b) Para cada uno de los conjuntos dados en la parte a) determinar si es acotado superiormente o no lo es,

y si es acotado superiormente encontrar su supremo, determinar si existe maximo o no existe, y si existe
encontrarlo.

v){|z? + x| > |z + 5|} vi) {

c¢) Para cada uno de los conjuntos dados en la parte a) determinar si es acotado inferiormente o no lo
es, y si es acotado inferiormente encontrar su infimo, determinar si existe minimo o no existe, y si existe
encontrarlo.

Caracterizacion con ¢ del supremo de un conjunto:

Teorema Sea A C R un conjunto no vacio de reales, acotado superiormente. Entonces:

S=supA & S>z VreAyademdsVe>0drec AtalqueS—e<ax<S.

Demostracion: 1) Demostremos primero el “=": Por hipdtesis S = sup A. Entonces por definicién de
supremo, S es la menor de las cotas superiores del conjunto A. Entonces S es una de las cotas superiores,
es decir S > x V x € A. Ademas es la menor de las cotas superiores, entonces S — € no es cota superior
del conjunto A (porque S —e < S). Por lo tanto S — e no cumple la definicién de ser cota superior; es decir
NO cumple que x < S — € para todo x € A. Esto significa que EXISTE algin x € A tal que x > S — e,
como queriamos demostrar.

2) Ahora demostremos el “<”: Por hip6tesis S > = V = € A. Entonces, por definicién de cota superior,
S es una de las cotas superiores del conjunto A. Tenemos que probar que S es la menor de todas las cotas
superiores (o sea el supremo).

Tomemos cualquier cota superior K del conjunto A. Hay que probar que S < K. Por absurdo supongamos
que S > K,y definamos
e=S—-—K>0.

Por hipétesis, sabemos que para todo € > 0 existe x € A tal que
S—e<z<S.
Entonces, sustituyendo ¢ = S — K, deducimos que existe x € A tal que
S—(S—-K)<z;, K<z
Entonces K no es cota superior del conjunto A; absurdo. O

a) Interpretar en la recta real con un dibujo el enunciado del teorema de caracterizacién con € del supremo
de un conjunto.

b) Caracterizaciéon con € del infimo de un conjunto. Demostrar el siguiente Teorema:

Teorema. Sea A C R un conjunto no vacio de reales que es acotado inferiormente. Entonces:

I=infA & I<zVaxeAyademias Vedoxec Atalque [ <z <Il+e
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c) Interpretar en la recta real con un dibujo el enunciado del teorema de caracterizacién con e del infimo
de un conjunto.

Funciones reales acotadas superiormente, supremo, méximo (absoluto) de una funcién: Una
funcién real y = f(x) se dice que es acotada superiormente si su conjunto IMAGEN (o sea, en el eje de
las y) es acotado superiormente.

Una constante K se dice que es una cota superior de la funcién f, cuando K es una cota superior del
conjunto imagen de f.

El supremo de f se define como la menor de las cotas superiores de f. Es decir sup f = S si y solo si S
es el supremo del conjunto IMAGEN de f.

El méximo (absoluto) de f, cuando existe, es por definicién, el supremo de f, cuando este supremo
pertenece al conjunto imagen. Es decir, el méximo (absoluto) de f es el maximo (absoluto) del conjunto
imagen, cuando existe.

Importante: De las definiciones anteriores, el maximo (absoluto) de una funcién cuando existe, es
UNICO.

Cuando existe méax f = M, se llama lugar o lugares del maximo al punto o a los puntos xg del dominio D

de la funcién tales que f(xg) = M, es decir a los puntos del dominio donde la funcién alcanza el méaximo.

a) Sea una funcién real y = f(z), = € D con dominio D. Probar que f es acotada superiormente si y
solo si existe una constante K € R tal que

fle) <K VzxeD.

Convencion importante: Cuando una funcién real de variable real estd dada por una férmula y no se
especifica explicitamente cuél es el dominio D ni cudl es el codominio C, se adopta la siguiente convencién:

1) El codominio C es el conjunto R de todos los reales.

2) El dominio D es el mayor subconjunto de reales donde la férmula se puede aplicar. Por ejemplo, la
funcién dada por la férmula log z (cuando no se especifica explicitamente un dominio), por convencién
tiene dominio D = {z € R: z > 0}.

b) Croquizar las gréficas en el plano Oy de las siguientes funciones y pintar (en el eje de las y) el conjunto
imagen de cada una.

-1
i)y=senz ii)y=e iii)y=—¢€" iv) y = —|z| v)y:x+1
T
i —1<
vi) y = zlog z en el dominio D = (0, 1]. v)y:{g : 3:<i1_c?):§1>1

c¢) Determinar si cada una de las funciones dadas en la parte b) es o no es acotada superiormente. Si
es acotada superiormente, hallar 3 cotas superiores diferentes de cada una y el supremo de cada una.
Determinar si cada una de ellas tiene méximo (absoluto) o no lo tiene. Si tiene méximo (absoluto) tiene
hallarlo y hallar el lugar o lugares donde se alcanza el méximo (absoluto).

d) Definir funcién acotada inferiormente, infimo y minimo absoluto de una funcién.

e) Determinar si cada una de las funciones dadas en la parte b) es acotada inferiormente o no lo es. Si
es acotada inferiormente hallar el infimo y determinar si existe minimo (absoluto) o no existe. Si existe
minimo (absoluto) hallarlo, y hallar el lugar o los lugares donde se alcanza el minimo (absoluto).



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 6
Topologia en la recta real.

Recordar los siguientes temas del préactico anterior:
e La definicién y propiedades del valor absoluto |z| de un ntimero real .
e La definicién y propiedades de la distancia (usual) dist(z,y) = |y — z| en la recta real, entre dos puntos

z,y.
e La definicién de intervalos acotados [a,b], (a,b), [a,b), (a,b] en la recta real y de intervalos no acotados
(toda la recta 6 semirrectas).

1. Sean dos reales a, € € R fijos, tales que € > 0. Probar las siguientes igualdades entre conjuntos de reales:

(a—€ea+e)={lx—a|<e} ={reR: dist(z,a) < €}.

Definicion de entorno abierto, bola abierta, vecindad abierta, 6 intervalo abierto de centro
a y radio € > 0 (todos son sinénimos):

Es por definicién, el siguiente intervalo abierto acotado de reales
Ea)=(a—ea+e)={lr—a|] <e}={reR: dist(zr,a) < €}.

Por definicién, tenemos que E,(a) es el conjunto de todos los puntos de la recta que distan del punto a
menos que €. Por ejemplo E19(v/2) es el conjunto de puntos de la recta que estan a distancia menor que
10 (por ejemplo en centimetros) del punto que tiene abscisa v/2 (hacia su izquierda o hacia su derecha).

Observar que
\/5 € ElO(\/ﬁ)7
porque dist(v/2,v/2) = 0 < 10.
2. a) Pintar en la recta real la vecindad Ejg(v/2). Para un a real cualquiera fijo, y para un e > 0 cualquiera
fijo, pintar en la recta real la vecindad E.(a).
b) Demostrar que si zg € F(a), entonces existe § > 0 tal que Es(zo) C Ec(a).

Sugerencia: Primero probar que o # a—e, ¢ # a+e€. Después elegir § = min{dist(zg, a+e€), dist(zg,a—
€). Luego probar que 6 > 0. Finalmente, probar que ese valor de ¢ satisface la tesis del teorema.

Conjunto abierto de reales es un conjunto A C R que, o bien es vacio, o bien para todo xy € A existe
un radio § > 0 tal que el entorno o vecindad Es(zp) de centro xy y radio § estd CONTENIDO en el
conjunto A.

3. a) Demostrar que E¢(a) es un conjunto abierto. Sugerencia: usar la parte b) del ejercicio anterior.
b) Demostrar que R es abierto.
¢) Demostrar que las semirrectas (—o0,a) y (a,+00) son conjuntos abiertos.
d) Demostrar que R \ N es un conjunto abierto.

e) Demostrar que Q no es un conjunto abierto. Sugerencia. Usar, sin demostrar, la siguiente propiedad
de densidad de los racionales y densidad de los irracionales: entre dos niimeros reales diferentes siempre
existen infinitos niimeros reales racionales e infinitos niimeros reales irracionales)

f) Demostrar que R \ Q no es un conjunto abierto.



Conjunto cerrado de reales es un conjunto A C R tal que su complemento R\ A es un conjunto
abierto.

. a) Demostrar que R es abierto y cerrado a la vez.

b) Demostrar que () es abierto y cerrado a la vez.

c¢) Sean dos reales a < b. Demostrar que el intervalo [a,b] es cerrado y que el intervalo [a,b) no es ni
abierto ni cerrado.

d) Demostrar que la semirrecta (—oo,4] es cerrada, y demostrar que (—oo, 4] \ {—1} no es ni abierta ni
cerrada.

e) Demostrar que el conjunto [—1,0)(J(0, 7] no es ni abierto ni cerrado, y que el conjunto [—1,0) |J[0, 7]
es cerrado.

f) Demostrar que R\ Q no es ni abierto ni cerrado.

. Sean Ap, Ao C R conjuntos abiertos.

a) Probar que A; U Ay es abierto. Sugerencia: Dado cualquier punto x € A; U Ay hay que probar que
existe & > 0 tal que Es(xg) C A1 U As. Como x € A U Ag, entonces x € A1 6 x € Ay. ler. caso: si
x € A1, como por hipdtesis A; es abierto, existe § > 0 tal que Es(xg) C A1 C A; N Az, como queriamos
demostrar. Analogamente probar el 2do. caso: cuando x € As.

b) Probar que A; N Ay es abierto.

c¢) Sean Bj, By conjuntos cerrados de reales. Probar que By N By y que By U By son conjuntos cerrados.
(Sugerencia: usar la definicién de conjunto cerrado de reales, las leyes de De Morgan y las partes a) y b)
de este ejercicio.)

Conjunto compacto de reales es un conjunto de reales, cerrado y acotado.

. Sean dos numeros reales a < b.

a) Explicar por qué el intervalo [a,b] es compacto, el intervalo [a,b) no es compacto, y la semirrecta
[b, +00) no es compacta.

b) Dar ejemplos de conjuntos compactos no vacios de reales que no sean intervalos.

¢) Dar un ejemplo de conjunto compacto no vacio de reales que no contenga ningin intervalo abierto.

Interior de un conjunto A de reales. Sea A un conjunto no vacio de reales. Sea xg € A. Se dice que
xo es un punto “interior 7 al conjunto A si existe un entorno Es(xo) C A.

Observar que todos los puntos interiores pertenecen al conjunto A, pero que no todos los puntos perte-
necientes a A son necesariamente interiores.Por ejemplo, si A = [1,4], cualquier punto z( real, que sea
mayor que 1 y menor que 4, es interior a A, pero el punto 1 (que también pertenece al conjunto A) NO
es un punto interior a A.

Se llama “conjunto interior de A”, y se denota como int(A) al conjunto formado por todos los puntos
interiores a A.

Se puede demostrar las siguientes propiedades importantes:
int(A) C A, int(A) es un conjunto abierto, e int(A) es el mayor conjunto abierto contenido en A.

Puede suceder que el interior de A sea vacio aunque A no sea vacio. Por ejemplo si A = {3,+/7} su interior
es vacio.

Otro ejemplo:
nt({0<z<2 x#1})=(0,1)U(1,2).



Adherencia o clausura de un conjunto A de reales. Sea A un conjunto no vacio de reales. Sea un
punto zp € R (no necesariamente perteneciente a A). El punto xg se llama “punto de la adherencia o de
la clausura del conjunto A” si todo entorno Eg(a) intersecta al conjunto A.

Por ejemplo si el conjunto A = (1,4] y si zp € A entonces ¢ es un punto de la adherencia o clausura de
A. Pero también el punto xp = 1, que no pertenece a A es un punto de la adherencia o clausura de A.

Observar entonces que un punto de la clausura o adherencia de A no tiene necesariamente que pertenecer
a A.

Se llama “conjunto clausura o adherencia de A”, al conjunto formado por todos los puntos en la adherencia
o clausura de A. Este conjunto clausura o adherencia de A se denota como A.

Se pueden probar las siguientes propiedades importantes:
A es siempre un conjunto cerrado, A D A, y A es el menor cerrado que contiene al conjunto A.

Por ejemplo:

{0<x <2, x#1} =10,2].

Otro ejemplo. Si A = {1,1/2,1/3,1/4,1/5,...,1/n,...} = {x € R : 2 = 1/n para algin n € NT},
entonces A = {0} U A.

Frontera o borde de un conjunto A de reales. Sea A un conjunto no vacio de reales. Sea rg € R un
punto cualquiera (no necesariamente perteneciente al conjunto A). El punto xy se llama “punto frontera
o punto borde” del conjunto A, si en todo entorno del punto x( existen puntos del conjunto A y puntos
del conjunto complemento de A.

Por ejemplo: si A = (0, 1)U(1, 4], los puntos del interior de A que son los del conjunto int(A) = (0,1)U(1,4),
no son puntos frontera de A porque por definicién existe un entorno de cada uno de esos puntos totalmente
contenido en A (entonces ese entorno no puede intersectar al complemento de A). El punto zo = 4 es

punto frontera de A. Los puntos 1 = 0 y x5 = 1, que NO pertenecen a A también son puntos frontera
de A.

Se llama “conjunto borde o frontera del conjunto A”, y se denota como 0A, al conjunto de todos los
puntos borde o frontera de A.

Por ejemplo:
0{0<z <2, x#1})={0,1,2}.

Observar que no todos los puntos borde o frontera tienen necesariamente que pertenecer al conjunto A.
Algunos puntos frontera pueden pertenecer a A y otros no.

Se puede demostrar la siguiente propiedad importante:

Los puntos frontera o borde de A son los que estdn en la clausura de A y no estdn en el interior de A.
Es decir
0A = A\ int(A).

Exterior de un conjunto A de reales. Sea A un conjunto no vacio de reales que no es toda la recta
real. Sea xg € A (es decir g es un punto del conjunto A = M \ A, complemento de A). El punto z
se llama “exterior al conjunto A”si es punto interior al complemento de A, es decir, existe un entorno
Eg(xo) C A-.

Se llama “conjunto exterior de A”, y se denota como ext(A) al conjunto de todos los puntos exteriores a
A. O sea:
ext(A) = int(A°).

Se puede demostrar las siguientes propiedades importantes:



El conjunto exterior de A es el complemento de la clausura o adherencia de A. Es decir:
ext(4) =R\ A.

El conjunto exterior de A es abierto, no intersecta a A, y es el mayor abierto que no intersecta a A.
Por ejemplo:
ext({0 <z <2, x#1}) = (—00,0) U (2, +00).

Observar que ninguin punto exterior pertenece a A, pero que no todos los puntos del complemento de A
son necesariamente exteriores. En el ejemplo anterior el punto z = 1 estd en el complemento de A pero
no es exterior a A.

. Para los siguientes conjuntos A de reales, encontrar el interior int(A), la clausura o adherencia A, el borde
o frontera 0A, y el exterior ext(A).

a) {=5}  b) (=1,5] ¢) (—00,v2 d)(=1,5]U(8,+oc) e) (~1,5)U[8,9] f){l<z<5, z+#2}
g) N h) R\N )Q j)R\Q k) {1/n: neN*t}

Sugerencias. Justificar los siguientes resultados, siguiendo al pie de la letra las definiciones
respectivas:

g)int(N)=0, N=N, ON=N, ext(N)=R\N.

i)int(Q) =0, Q=R, dQ =R, ext(Q)=0.

K)int({1/n: neNt} ) =0, {1/n: neNt}={0}u{l/n: neNT}
Hl/n: neNt}={0}U{l/n: neNT}

ext({1/n: neNt}) = (—00,0)U{z € (0,1): z#1/n YneNT}U(1,+00).

. Para los siguientes conjuntos encontrar el interior, la clausura o adeherencia, el conjunto borde o frontera
y el exterior.

a) U % (n,n+1)={r€R: n<az<n+1 para algin natural n € N}

Nota: El conjunto dado en la parte a) estd denotado con el primer simbolo :i%(n,n + 1). Pero este
simbolo es solo una notacién para indicar el conjunto definido a la derecha del mismo.

b) NIN[0,1/n) ={z €R: 0<z<1/n para todo natural n > 1.

Nota: El conjunto dado en la parte b) estd denotado con el primer simbolo ()'27[0,1/n). Pero este stmbolo
es solo una notacion para indicar el conjunto definido a la derecha del mismo.

. Justificar por qué son ciertas las siguientes propiedades, hacer un esquema de ellas y recordarlas:
a) JA=0(R\ A)

b) A es abierto si y solo si A = int(A).

c) A es cerrado si y solo si A = A.

d) int(A)UdA = A

e) int(A) U9A Uext(A) =R.

f) A es cerrado si y solo si 0A C A

g) A es abierto si y solo si ningtiin punto borde pertenece a A.

h) A es cerrado y abierto si y solo si A = 0.

i) A no es ni cerrado ni abierto si existen puntos borde que pertenecen a A y existen también puntos
borde que no pertenecen a A.
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Punto de acumulacién o punto de aglomeracién de un conjunto A es un punto zy (que pertenece
o que no pertenece a A), tal que en todo entorno E.(xo) centrado en xy (cualquiera sea el radio € > 0),
existe algin punto x € A que es diferente de xg.

El conjunto de todos los puntos de acumulacién de A se denota como A’.

Punto aislado de un conjunto A es un punto xzy € A tal que existe algtin entorno Ec(xg) centrado

en zo (para algin radio € > 0) tal que xg es el tinico punto del conjunto A en ese entorno. Es decir
{zo} = Ec(x0) N A.

a) Para cada uno de los conjuntos A dados en el ejercicio 7 determinar el conjunto A’ de puntos de
acumulacién, el conjunto de puntos aislados y el conjunto borde o frontera JA.

b) En cada uno de esos ejemplos encontrar, si existen, todos los puntos de acumulacién que no son puntos
frontera, y todos los puntos frontera que no son puntos de acumulacién.

¢) En cada uno de esos ejemplos encontrar, si existen, todos los puntos frontera que no son puntos aislados.
d) Demostrar, para cualquier conjunto A, que todo punto aislado (si existe alguno) es punto frontera.

e) Demostrar, para cualquier conjunto A, que A es cerrado si y solo si A’ C A.
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Practico 6 Complemento

Temas: Recta real (Orden, completitud y topologia)

Este practico es optativo, para hacer a lo largo de todo el ano, solamente quien guste y tenga tiempo
suficiente.

1.

Caracterizacién con ¢ del supremo de una funcién. Demostrar el siguiente teorema:

Teorema: Sea la funcién real y = f(z) definida en el dominio D. Se sabe que la funcién f es acotada
superiormente. Entonces:

S=supf < f(r)<SVzeDyademis Ve>0IzeDtalqueS—e<z<S8S.

. Enunciar y demostrar un teorema de caracterizaciéon con € del infimo de una funcion real.

. Sean f,g: D +— R dos funciones acotadas (superiormente e inferiormente).

a) Probar que la suma f + g es una funcién acotada (superiormente e inferiormente).

b) Probar que sup(f + g) < (sup f) + (sup g).

c) Probar que inf(f + g) > (inf f) + (inf g).

d) Probar que si f = ¢ entonces sup(f + g) = (sup f) + (supg).

e) Probar que si f = g entonces inf(f + g) = (inf f) + (inf g).

f) Encontrar un ejemplo de dos funciones f, g : D — R acotadas tales que sup(f+g) < (sup f)+ (sup g).
g) Encontrar un ejemplo de dos funciones f,g: D — R acotadas tales que inf(f + g) > (inf f) + (inf g).

Sean f,g: D+ R dos funciones positivas y acotadas.

a) Probar que el producto f - g es una funcién acotada (superiormente e inferiormente).
b) Probar que sup(f - g) < (sup f) - (sup g).

c¢) Probar que inf(f - g) > (inf f) - (inf g).

d) Probar que si f = g entonces sup(f - g) = (sup f) - (sup g).

e) Probar que si f = ¢ entonces inf(f - g) = (inf f) - (inf g).

f) Encontrar un ejemplo de dos funciones f,g : D ~ R positivas y acotadas tales que sup(f - g) <
(sup f) - (supg).

g) Encontrar un ejemplo de dos funciones f,g : D — R* positivas y acotadas tales que inf(f - g) >
(inf f) - (inf g).

h) Encontrar un ejemplo de dos funciones f,g: D — R acotadas tales que

sup(f - g) > (sup f) - (sup g).

. Sean Ajy, As, ..., An,... conjuntos abiertos de reales. Se define el siguiente conjunto A, llamado unién de

todos los (infinitos) conjuntos A,:

+o0
A:UAn:{a:E]R: r € A, para algin n € NT}.

n=1



Se define el siguiente conjunto B, llamado interseccién de todos los (infinitos) conjuntos A,:

+oo
B:ﬂAn:{xER: r € A, para todo n € N},

n=1

a) Probar que |J;2 A, es abierto.

b) Dar un contraejemplo de infinitos conjuntos abiertos Aj, Ag, ..., Ay, ... de reales, tales que la inter-
seccién ﬂ:g A, no sea un conjunto abierto. (Sugerencia: construir infinitos intervalos abiertos de reales

de modo que la interseccién de todos sea el conjunto formado por un solo punto)

. Sean C1,Cy,...,Cy,... conjuntos cerrados de reales. a) Probar que ﬂ:ﬁ% C), es cerrado (Sugerencia: usar
la definicién de cerrado, las leyes de De Morgan y la parte a) del ejercicio anterior).

b) Dar un contraejemplo de infinitos conjuntos cerrados C1,Co, ..., Cy, ... de reales, tales que la unién
;fg C,, no sea un conjunto cerrado.

. Dar un ejemplo de conjunto compacto K de reales que no contenga ningun intervalo abierto y que
no contenga ningin punto aislado. (Sugerencia: buscar, por ejemplo en wikipedia, la construccién del
conjunto compacto llamado “conjunto de Cantor del tercio mitad”).



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 7
Numeros complejos

Antes de hacer los siguientes ejercicios leer lo siguiente del libro .Anélisis Matemético I’de F. Paganini,
Re-edicion del IMERL 2014 (estd en la bibliografia de la pagina web eva.fing de este curso):

Desde la pédgina 14 donde dice “Numero complejo: definicién y operaciones”, hasta la pagina 15, donde
dice “i? = —17; y desde la pagina 18 donde dice “Representacién grafica” hasta la pagina 21 donde dice
“Propiedades del médulo” excluido.

1. Representar graficamente mediante puntos en el plano complejo, los siguientes niimeros complejos; decir
en qué cuadrante estan (cuadrantes I, IT, III 6 IV), y calcular el médulo y el argumento de cada uno. (Ver
mas abajo las relaciones entre notaciones binémica y en polares, y la tabla de funciones trigonométricas.)

a) 141 b) —1+1 c)—1—1 d)1—1

e) 243 f) —2++v3i g —-2—-+3i h)2—-+/3i
i) V3 +2i j) —V3 +2i k) /3 —2i 1) V3 —2i
m) 51 n) —5i p)5 q) —5.

RELACIONES ENTRE NOTACIONES BINOMICA Y EN POLARES

complejo z=a+0bi#0 complejo |z| = p,arg(z)
notacion notacion
binémica en polares
p. real p. imag. cuadrante médulo: |z| = p argumento: arg(z)
a=pcosyp b= psenp cualquier cuadrante p=+Va2+b2>0 o+2nt ne€Z
0<p<m/2
a>0 b>0 cuadrante I p=+Vvaz+b >0  ¢=arctan(b/a)
T/2<p<T
a<0 b>0 cuadrante 11 p=+vVaZ+b>>0 ¢=m+arctan(b/a)
T <@ <3m/2
a<0 b<0 cuadrante IIT p=+va®+b>0 ¢=m+arctan(b/a)
—T/2< <0
a>0 b<0 cuadrante IV p=+vVaZ+b>>0 ¢ =arctan(b/a)
a=0 b>0 borde de los cuadrantes I y II ~ p = ++v/a? + b2 > 0 p=m/2
a<0 b=0 borde de los cuadrantes IT y IIT  p = +va?2 + b2 >0 o=
a=0 b<0 borde de los cuadrantes IIl y IV p = +va2 + b2 >0 © =3m/2
a>0 b=0 borde de los cuadrantes IVy I p=+va2+5b2>0 =0




TABLA DE VALORES DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

© ‘ Cos ¢ ‘ sen ‘ tangozsengo/cosgp‘

0 | 1=v4p2 | o=+v0/2 | 0/1=0 |

/6 | VB2 | 12=V12 | (1/2/(V3/2)=1/v3 |

/4| V22 | V22 | (V32 V2 =1 |

o3 | 12=vip | V32| (32//2)=v3 |

w2 | 0=v0r2 | 1=vi2 | 10 A ~ 0" |

Reglas mnemotécnicas que permitan reconstruir de memoria la tabla anterior, sin necesitar de mirarla
cada vez:

1) La primera columna, de abajo hacia arriba tiene los dngulos ¢ que son m divido el denominador en
forma creciente 2; 3; 4; 6 e 0o, respectivamente (con la convencién 7 /oo ~ 0).

2) La segunda columna, de abajo hacia arriba tiene los valores de cos ¢, que son y/n/2 donde n esta dado
en forma creciente 0,1, 2,3 y 4 respectivamente.

3) La tercera columna tiene los valores de sen ¢, y es igual a la segunda columna, pero invertida (en vez
de construirla de abajo hacia arriba como la segunda columna, construimos la tercera columna de arriba
hacia abajo).

4) La cuarta columna tiene los valores de tan ¢ = sen ¢/ cos ¢, son los cocientes de los valores de la tercera

columna divididos los valores respectivos de la segunda columna.

5) Si quisiéramos podriamos agregar una quinta columna con los valores de la cotangente cotp =
cos i/ sen ¢ = (tan ) ~': es la de los valores a~!, donde a son los valores respectivos de la cuarta columna.

. Demostrar las siguientes igualdades:

a) ztw=z4+w b)z—w=zZ—-w ¢) zw = (z)(w) d)Siw=#£0: (z/w)=Z)/(w

e) z+2z = 2Re(z) f)z—z=2iIm(2) g z==2 h) 2.z = |2|? i) Siw # 0:

. Para cualquier nimero real ¢, se define
€'Y = cos @ + isen .
a) Probar que si p € RT entonces para todo complejo z # 0 se cumple:

2l =p, arg(z)=¢ & z=p-e¥.

Expresién en polares de un complejo no nulo usando la funcién exponencial compleja: Usando
lo probado en la parte a) de este ejercicio, de ahora en adelante, cada vez que queramos expresar el
complejo z # 0 en polares, escribiremos

z=pe,

donde p = |z| es el médulo de z y ¢ = arg(z) es el argumento de z en radianes.

b) Expresar en polares usando la exponencial compleja cada uno de los nimeros complejos del ejerc. 1.



4. Expresar en forma binémica cada uno de los siguiente niimeros complejos:

a) (1+3i)+ (7T—4i) b) (1+3i)—(T—4i) ¢ (1+3i) + (7 — 4d)
1+ 3 1+ 30

1434
f
7T —4i ) 7T —4i

g) (T—4i)>  h)

5. Expresar en polares, usando la exponencial compleja, cada uno de los nimeros complejos del ejercicio
anterior.

Antes de hacer el siguiente ejercicio estudiar del libro “Anélisis Matematico I”de F. Paganini (edicién
2014 del IMERL) lo siguiente:

Las figuras 1.7, 1.8 y 1.9 de las paginas 25 y 26.

6. a) Probar con argumentos gréficos la siguiente regla del paralelogramo:

Si z y w son dos complejos cualesquiera en el plano complejo, entonces el complejo suma z+w se representa
en el plano complejo como el cuarto vértice de un paralelogramo que tiene tres de sus vértices en 0, z y
w.

b) Usar la regla del paralelogramo para representar en el plano complejo, sin calcularlo, al siguiente
nimero complejo:

(2 —V3i) + (=1 —1i).

c¢) Probar con argumentos graficos la siguiente regla del médulo de la resta de complejos:

Si z y w son dos complejos cualesquiera en el plano complejo, entonces |z — w| es la distancia usual
entre los puntos z y w del plano. (Nota: la distancia usual entre dos puntos del plano, es la longitud del
segmento de recta que los une).

d) Usar la regla de la parte c) para estimar graficamente, midiendo la distancia con una regla, el siguiente
nimero real:

p=12-V3i)— (1+9).

Calcular analiticamente el valor del real p y compararlo con el resultado obtenido en la estimacion gréfica.
(Nota: para obtener el valor numérico final del célculo analitico de p, se necesitard usar una calculadora
cientifica).

7. a) Probar analiticamente las siguientes reglas (I) y (II) del producto y del cociente de complejos en
polares:
(I) Si z y w son complejos no nulos, entonces el producto zw tiene médulo igual al producto de los
modulos, y tiene argumento igual a la suma de los argumentos. Es decir:

[zw| = [2] - [w],  arg(zw) = arg(z) + arg(w).

(Sugerencia: usar la tabla de férmulas trigonométricas que estéd abajo)

(IT) Si z y w son complejos no nulos, entonces el cociente z/w tiene médulo igual al cociente de los
modulos, y tiene argumento igual a la resta de los argumentos. Es decir:

z

w

_ ]

= o aa(ew) = arg(2) - ang(w)
w

b) Representar en el plano los siguientes complejos, mediante sus expresiones polares, sin calcular sus

expresiones bindémicas:

i) 2 =234, i) w=1, i)v=1+1 iv) zw V) z/w vi) vz

vii) z/v viii) 22 ix) 23 x) 2° (Nota: En las partes iv) hasta la x) los complejos z,v y w son

los dados en las partes i), ii) y iii) respectivamente.



TABLA DE FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Nota: De las tres férmulas (1), (2), (3) salen haciendo cuentas mas o menos sencillas toda la enorme
cantidad de férmulas trigonométricas complicadas que hay en los manuales.

(1 cos? A +sen? A =1

(2")  cos®’ A —sen? A = cos(24)
(2')  cosAcosA—senAsenA = cos(A+ A)
(2) cos Acos B —sen Asen B = cos(A+ B)
(3) cos Asen B+senAcosB = sen(A+ B)
(3")  2cosAsen A = sen(24)

Reglas mnemotécnicas para poder escribir de memoria la tabla anterior, sin necesidad de mirarla
todas las veces:

1) La férmula (1) es la popular férmula que debe recordarse siempre.

2) La férmula (27) llamada del “COSENO DEL ANGULO DOBLE” puede recordarse facilmente porque
se obtiene de la (1) cambiando el signo de + por — e igualando cos(24) en vez de igualar a 1.

La férmula (2’) es la misma que la (2”)

La férmula (2) llamada del “COSENO DE LA SUMA” es como la (2’), pero en vez de repetirse A, una
vez se pone A y la otra B.

3) La férmula (3) llamada del “SENO DE LA SUMA” es como la (2) pero en vez de repetir coscos y
repetir sensen en la resta, se pone cossen y se suma, cuidando que ambos sumandos queden diferentes.

La férmula (3’) llamada del “SENO DEL ANGULO DOBLE”se obtiene de (3) poniendo A = B.



8.

10.

a) Sea la funcién F': C — C dada por la férmula

F(z) =2+ (3+4i) VzeC.

Probar que en el plano complejo, F es la traslacién de vector (3,4). Es decir F' lleva el punto z del plano
complejo, al punto w = F(z) que se obtiene trasladando el punto z 3 unidades de longitud hacia la
derecha y 4 unidades de longitud hacia arriba.

b) Sea la funcién G : C — C dada por la férmula
G(z)=1-z VzeC.

Probar que en el plano complejo, G es la rotacion de centro en el origen y dngulo 7/2 en sentido antihorario.
Es decir G lleva el punto z del plano complejo, al punto w = G(z) que se obtiene girando el punto z
alrededor del origen en sentido antihorario un dngulo de 90 grados = 7 /2 radianes.

c¢) Encontrar la férmula H(z) con H : C — C de modo que H en el plano complejo sea una rotacién
alrededor del punto 2 + i en sentido horario y dngulo igual a 60 grados = 7/3 radianes.

. Sea una particula cargada que se mueve en un plano. En cada instante ¢ € R, medido en microsegundos,

la posicién z(t) de la particula estd medida con sus coordenadas cartesianas en nano-metros; donde 1
nano-metro es por definicién 1079 metros. Esta posicién z(t) es el punto del plano representado por el
complejo siguiente:

2(t) = 2 + 36l

a) Representar gréaficamente en el plano, el recorrido de la particula cargada al transcurrir el tiempo.
(Este recorrido, se llama “érbita”).

b) Encontrar cuanto tiempo 7' > 0 (en microsegundos) debe transcurrir como minimo para que la particula
cargada vuelva a la misma posicién que tenfa inicialmente. (Este tiempo 7" se llama “periodo”de la érbita)

c¢) Encontrar con qué frecuencia la particula cargada vuelve a estar en el mismo punto que tenia incial-
mente. Dar el resultado de la frecuencia en mega-Hertz. (Nota: la frecuencia medida en Hertz es por
definicién la cantidad de veces por segundo de retorna al mismo punto. Es decir: 1 Hertz = 1 vez por
segundo. Ademds se define: 1 mega-Hertz = 1 millén de Hertz = 10 Hertz.)

La tensién de una linea de transmision eléctrica trifasica de 220 voltios y 50 Hertz (como la que suministra
la UTE), se representa por medio de tres vectores (tres flechas) en el plano complejo. Cada uno de estos
tres vectores tiene origen (extremo inicial) en el complejo zp = 0, y extremo final (punta de la flecha)
en los siguientes tres complejos z1, 29, 23 que dependen del instante ¢ en segundos cuando se efectia la
medicién:

i (220)5((2”)50’5), o (22O)ei<(27r)50t+27r/3), 0 (220)€i((27r)50t+47r/3>.

Cada vector de esa representacién se llama “fase” (de la linea trifésica).
a) Representar en el plano complejo las tres fases de la linea trifdsica en los siguientes instantes t:

0 segundo, 5 milisegundos, 10 milisegundos, 15 milisegundos y 20 milisegundos (Nota: para poder aplicar
las férmulas de z3(t), z2(t), 23(t) cada instante ¢t debe estar medido en segundos, y 1 milisegundo = 1
segundo/1000 = 1073 segundos.)



11.

12.

Dado un complejo z # 0 se llaman rafz cuadrada compleja de z (y se representa como /z) a los DOS
complejos w tales que
w =z
a) Hallar los dos complejos v/i expresados en forma binémica y en forma polar.
b) Hallar los dos complejos /—9 expresados en forma binémica y en forma polar.

c) Hallar los dos complejos /3 — 4i expresados solamente en forma binémica.

Antes de hacer este siguiente ejercicio, buscar en el libro “Analisis Matematico I”de F. Paganini (edicién
2014 del IMERL), y estudiar lo siguiente:

Desde la pagina 26 donde dice “Potencias enteras y raices” hasta la pagina 28 donde dice “Logaritmo
complejo” excluido.

a) Encontrar las expresiones polares de las 5 raices quintas complejas siguientes, y representarlas en el
plano complejo verificando que forman un pentdgono regular (poligono regular de 5 lados).

i) Vi, i) V-1+i
b) Encontrar las expresiones polares de las 4 raices cuartas complejas Vi, y representarlas en el plano
complejo verificando que forman un cuadrado (poligono regular de 4 lados).

c) Sea el complejo z = (3 — 4i)5. Hallar las seis raices sextas complejas de z, expresados en coordenadas
polares y expresados también en forma bindmica (coordenadas cartesianas). Dibujar los afijos en el plano
complejo de las seis raices sextas complejas de z verificando que forman un hexagono regular.

Sugerencia: Una raiz sexta compleja de z es w; = 3 — 44. Las otras se obtienen de esa girando el punto
que corresponde a w; alrededor del origen un angulo /3, sucesivas veces (5 veces). El correspondiente
de un punto cualquiera w # 0 por un giro G de dngulo 7/3 alrededor del origen en sentido antihorario,
se obtiene mediante la siguiente férmula:

Gw)=u-w YweC,

donde u es el complejo con médulo 1 y argumento 7/3. Luego

SE

. 1
u =€/ = cos(n/3) + isen(n/3) = 3 +i—.
Entonces las seis raices complejas de z son
wy, wo=Gw)=u-w, wy=G(w)=u-ws,

wy = G(ws) =u-ws, ws=G(wy) =u-wy, wg=G(ws)=1u-wy.

Estas formulas permiten calcular las coordenadas polares y las expresién binémica de las seis raices
complejas de z. Como verificacién tiene que cumplirse que G(wg) = u - wg = wiy, pues G(wg) es el
resultado que se obtiene de haber aplicado al punto wy, 6 veces consecutivas la rotacién de centro en el
origen y angulo 7/3 radiantes (60 grados) en sentido antihorario.

d) Hallar las tres raices cibicas del complejo z dado en la parte c), y dibujar sus afijos en el plano complejo
verificando que forman un tridangulo equildtero.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 8
Reglas para calculo de limites de funciones reales dadas con férmulas.

Se recuerda que una funcién real y = f(z) de variable real x dada por una férmula, es un caso muy
restringido y muy particular de funcién real de variable real. En este practico repasaremos las reglas de
célculo de limites de funciones reales dadas por férmulas, y aunque estas reglas deberian conocerse desde
el liceo, las exposiciones tedricas que se incluyen en este repartido revisan esas reglas desde el inicio. La
definicién matemaética precisa de limite y el estudio de los limites para funciones con discontinuidades, se
vera en la segunda mitad del curso. No asumimos en este practico que se conoce o se recuerda la definicién
matematica de limite. Solo revisaremos aqui las reglas para el calculo de limites de manera operativa.

Convencién: Cuando se da una funcién real y = f(x) de variable real, mediante una férmula, (por
ejemplo y = log x), y no se dice cudl es el dominio ni el codominio, se interpreta lo siguiente:

e El codominio es todo el conjunto R de los niimeros reales.

e El dominio D es el mayor conjunto de reales donde la formula se puede aplicar y tiene sentido.

e Si se dan explicitamente el dominio y/o el codominio, entonces las reglas anteriores no rigen.

Funcién exponencial (con base el nimero irracional e llamado nimero de Euler e = 2,74...): Es
la funcién y = e*. Como no se explicita codominio, este es todo R. Como no se explicita dominio, y la
férmula e” se puede aplicar para todo = € R, por convencién el dominio de y = e¢* es R.

La gréfica en el plano z0y de la funcién y = e* es la de la Figura 1. Se observa que su gréfica es una
curva continua (en el sentido usual en idioma castellano de las palabras “curva” y “continua”).

Las siguientes propiedades deben recordarse

V=1, el=e, €>0VzeR, >1siz>0 0<e®<lsiz<l, (1)
lim e* = +oo, lim e*=0, lime*=¢* YacR. (2)
r—r+00 T——00 r—a
y
y=eX

2

e

el A

1 2

Figura 1: Gréafica de la funcién exponencial con base e.



a)
b)

c)

Interpretar en la curva grafica de y = €% el significado de las propiedades dadas en todas las

igualdades (1) y (2).

Graficar las siguientes funciones: y = e +7, y=e—7, y=e"", y=e*"", y=e "
xX

y=8e"% y=—e y=—8%, y=8e T,

Explicar, a partir de las curvas graficas respectivas, por qué son verdaderas las siguientes
igualdades:

lim, , _ooe®+7=7, limy 187 =0, lim,_, o 8%

= +00,

lim, . o —€* =0, limy, 1 —€% = —00.

Probar a partir de su curva grafica que la funciéon y = e® es inyectiva pero no es sobreyectiva.
Considerar la funcién y = e* con codominio en la semirrecta abierta (0,+o00). Probar a partir
de su curva grafica que es invertible.

Funcién logaritmo Se llama logaritmo neperiano y se denota x = logy a la funcién inversa
de la “funcién exponencial y = e” en el codominio (0, +00)”, dada en la parte d).

(i) Explicar por qué el dominio de la funcién dada por la férmula y = logx es el conjunto
{r € R: x> 0} de todos los reales positivos.

(ii) Dibujar la grafica en el plano 0y de la funcién y = log z. (Ver Figura 2.)

Explicar, a partir de la curva grafica de la funcién logaritmo y = log x, las siguientes propie-
dades:

logl =0, loge=1, log(e®)=a, logz<0si0<z<1, logz>0six>1,

lim logxz =400, limlogez =—0c0, limlogz =loga sia > 0.
T——+00 z—0 r—a
Nota: Todas las propiedades de la funcién logaritmo en esta parte g), deben recordarse.

A

y

y =log (x)

v

Figura 2: Gréafica de la funcién logaritmo neperiano.



2. Sea dan las siguientes funciones
Funcidon constante: y = k constante real V z € R,

Funcioén lineal: y = Az + 4, donde A, p son constantes reales dadas.
Otras funciones: (i)y = 2z, (ii)y=2> -5, (ii)y=(z+5)? (iv)y= 7z,
My=vzr -2, (vilvz-2, (vi)y=3Vr-2
(viii)y =senz, (ix)y =cosz, (x)y=sen(x+7/6), (xi)y=4sen(z+ 7/6),
(xii)y =senz YV z € [—7/2,7/2] en el codominio [—1, 1],

(xiii)y = cosx Vz € [0, 7] en el codominio [—1, 1],

(xiv)y = arcsenx (ver notas abajo), (xv)y = arccosz (ver notas abajo),

(xvi)y = tan(x) = i(:)rsli’ (xvil)y = tan(z) V x € (—7/2,7/2),

(xviii)y = arctan(x) (ver notas abajo ).
Notas sobre las funciones Arcoseno, Arcocoseno y Arcotangente:
e La férmula arcsen(y) denota la funcién inversa de y =senz V x € [—7/2,7/2] en el codominio
[—1,1].
e La férmula arc cos(y) denota la funcién inversa de y = cosx ¥V x € [0, 7] en el codominio [—1,1].

e La férmula arctan(y) denota la funcién inversa de y = tan(x) : (=7 /2,7/2) — R.

a) Determinar dominio D y codominio C' de la funcién constante, de la funcién lineal, y de cada
una de las funciones (i) hasta (xviii).

b) Dibujar la gréfica en el plano 20y de cada una de esas funciones, discutiendo en el caso de la
funcién lineal segun el signo de las constantes A y p. (Las graficas se pueden hacer, si se desea,
usando programas de computadora. En el sitio web eva de este curso, en la ventana “Programas
Interactivos”, se incluye enlace a un recurso on line para graficar algunas funciones.)

Determinar el conjunto imagen de cada una de las funciones.
¢) A partir de las curvas gréficas de las funciones respectivas, deducir las siguientes igualdades:

limk=k YacR, lim k=Fk lim k=k,

T—a T—r—+00 T—r—00

lim Ax = Aa Vz € R, lim Ax = +oo si la constante A > 0,

r—a T—+00
lim Az = —oo si la constante A < 0, lim Az = 0 si la constante A = 0,
T—+00 Tr—r—+00
lim Az = —oo si la constante A > 0, lim Ax = 400 si la constante A < 0,
Tr—r—0o0 T—r—00

lim Ax = 0 si la constante A = 0,
Tr—r—00

limz?=a®> Vac R, lim z?= 400, lim 2% = 400,
T—a T—+00 T——00
limaz?=a® Vac R, lim 23 = 400, lim 23 = —00,
T—a T—+00 T——00
lim vz =+va VY a> 0 real, lim /= 400,
T—a T—r—+00
lim Vr=+Va VYacR, lim ¥zx=4o00,, lim /z=—o0,
T—a T—+00 T——00

3



limsenz =sena Va € R, lim senx A,
r—a T—+00
lim senx =1, lim senzx = —1,
x—7/2 x——m/2
lim arcsenz =7/2, lim arcsenz = —7/2
z—1— z——171
lim arcsenx = arcsena YV a € (—1,1), lim arctan z = arctana V a € R.
T—a Tr—a
Z. 7-[- /. 7-[-
lim arctanx = —, lim arctanz = ——.
z—+00 T——00 2

Nota: x — a~ indica que z solo se puede acercar a a por valores menores que 1, es decir por
la izquierda de a en el eje de las abscisas x. Andlogamente  — a™ indica que z solo se puede
acercar a a por valores mayores que a, es decir por la derecha de a en el eje de las abscisas .

3. Tablas de operaciones con limites

a) Estudiar, recordar y copiar en el cuaderno las reglas de las Tablas (I), (II), (III).

Nota importante: En las tablas aparece la abreviatura “Indet.” (se lee “indeterminado”).
Significa s6lamente que no hay una regla general en ese rengléon para poner en la tabla de
manera que valga para funciones cualesquiera. Pero el limite en si mismo, normalmente EXIS-
TE, ES DETERMINADO Y SE PUEDE CALCULAR (se dice “levantar la indeterminacién”
de la tabla). Para calcular el limite la tabla no es suficiente: habré que usar procedimientos
especiales diversos, en general un procedimiento diferente para cada ejemplo particular (que
depende de la funcién dada cuyo limite se pretende calcular).

Tabla (I): Limite de la suma de funciones reales f(x) + g(x)

lfm f(a:)‘ h’mg(aj)‘ lfm <f(:13)+ g(a:))

a€eR BeR a+8
acR 400 +00

aeR —00 —00

+00 +00 +00

—0 —00 —00

400 -0 Indet. tipo “+o00 — 00”.

Tabla (II): Limite del producto de funciones reales f(z) - g(z)

lim f(z) lim g(z) ‘ lfm ( F(z) -g(:n))

aeR BeER a-p

a > 0real, 6 + 400 400

a<O0real, 6 — 400 —00

a > 0real, 6 + —00 —00

a<O0real, 6 — —00 400
0 '9) Indet. tipo “0 - c0”



Tabla (III): Limite del cociente de funciones reales

f(x)
g(z)

lim f(z)| limg(z) ‘ lim (f(a:)/g(m))
a€R BER,B#DO a/B
a > 0 real 0t +o0
a < 0 real 0t —00
a > 0 real 0~ —00
a < 0 real 0~ 400
a # 0 real 0 00
a€eR o0 0
0 0 Indet. tipo “0/0 ”
00 00 Indet. tipo “co/oc0 ”

b) Buscar ejemplos de limites de funciones de todos los casos que son determinados en las tablas

(I), (IT) y (III). Por ejemplo:

x2+3_

lim =400, lim

r—1+ x—1

z—1- x—1

x2—|—3_

= —00,

porque 22 +3 - 1+3 =4, entonces a =4 >0, yz—1— 0" cuandoz - 1T yz —1— 0~

cuando x — 1.

4. Cémo levantar algunas indeterminaciones de limites de funciones racionales:

Leer y entender del libro “Conceptos basicos de Matemética” (ver bibliograffa del curso), desde la
pagina 61 hasta la pagina 66, donde dice Ejercicio 11 (excluido).

Responder las siguientes preguntas sobre el texto leido en el libro:

a)

2
, , T+
;,Cémo se prueba que lim 5 =17
=02 —
222 — 23

(Cudnto es lim ————71
z—0 ¢+ 2

:133—2:E2—3:+2_

.y 1 — oo?
., Coémo se prueba que lim PRy 00
2
¢ —2x+1
;, Cuant Ii ?
;,Cuanto es w1_>ml$3_2x2_$+2
3 2
x’ 4+ 2z +x
,Como se prueba que lim ——— =07
¢ P s - A
2 2
- —4 -4
,Cuanto dan lim ———y lim ———7
¢ oo~ 22+ Az + 17 onor 22 + 4o + 1
1 3
;,Cémo se prueba que lim — = 007
z—1lx —1 r—1
3x -3
,.Como se prueba que lim — =37
¢ P due 2, r+1 x+1
. Cémo se prueba que lim z? — z = +00?
T—+00
1, C6 b Ii L L +00?
6mo se prueba que lim — = +007
‘ R R VO CES
3 2
T 6x* —x+8
., Coémo se prueba que lim i o 4007

2 +5x—1

T—+00

5



4 2
22° — 2 1
) (Cuanto es lim e vt ?

z—+00 223 — 4
dr +3
1, C6 b i =07
m) {Cémo se prueba que LM o
) ;Cudnt i \/§x3+2x2+\/§x7
n uanto es lim .
¢ z—+o0 223 — 4w + 1
a) Sea n € Nt y a € R. Probar que
n__ .n
lm =% = pgn?

a—a ( — a)
Sugerencia: Primer probar (por ejemplo bajando por Ruffini) la siguiente identidad

2" —a" = (x —a)(x" M ax" 2+ a®2" 3 L+ a" P a2 a™ .

b) Sean n,m € NT. Sea
Po(z) = apnz™ + ap 12"+ .. 4+ a1z + ag

un polinomio en z de grado n con primer coeficiente a,, > 0. Por ejemplo P, (z) = 223 —4x?+1,
es un polinomio en x de grado 3, con primer coeficiente ag = 2 positivo. Sea

Qu (%) = bypa™ + byp_12™ .+ bz + b

un polinomio en x de grado m con primer coeficiente b,,, > 0. Probar las siguientes afirmaciones:

(i) Si n > m entonces

(ii) Si m = m entonces

(iii) Sin < m entonces

. Py(z)
xEI—ir—loo Qm(x) =0
Y P
lm 2@

z—=—00 Q, (x)

(iv) Si n > m y ambos son impares o ambos pares, entonces

, Pn(x)
. Qum (@)

(v) Si n > m, uno par y el otro impar, entonces

. Pu(z)
xkr—noo Qm(x) o

:—|—OO

¢) Calcular
o 2022 TS+l -1
lim
T——00 4365—1—:53—1—3;24—\/33;




6. Limites de funciones con radicales

Leer y estudiar del libro “Conceptos béasicos de Matemaética” (ver bibliografia del curso), desde
péagina 69 Ejemplo 3.2.1 hasta pagina 70, ejercicio 70 incluido. Responder las siguientes preguntas
sobre el texto leido:

a) ;Cudl es el dominio de las funciones dadas por las siguientes férmulas:?
[22 — 4 T \/—3x+1 \/x2+a:—2 {,/a:2+a:—2
r+17 x—1’ 6x +2 r+1 x+1

2x — 4
b) ;Cémo se prueba que lim z =
r——1" r+1

+oo

, , 2x — 4
¢) {Coémo se prueba que xll)rinoo e V2.

d) ;Cudanto dan los siguientes limites?

, z , —3r+1 , 24+ —2 , Jjx2+x—2
lim /——, lim _ lim N lim -
z—4oo \ x — 1 x—(1/3)~ 6x + 2 r——1- z+1 r——1+ z+1

e) Diferencia de radicales Leer y entender la siguiente exposicién, y hacer resumen en la
carpeta de lo esencial de la misma:

Tenemos dos funciones f(z) > 0y g(x) > 0 tales que
lim f(z) = lim g(z) = +o0.
Queremos calcular el limite de una expresién del tipo:

lim (\/F() — /(@) - h(z).

La diferencia de radicales \/f(x) — \/g(z) da una indeterminacién +oo — co (pues ambos
radicales tienden a +00).

Para hacer desaparecer la diferencia de radicales, y lograr levantar la indeterminacién del
limite, podemos aplicar el siguiente método (que funciona en muchos ejemplos, pero NO en
todos los casos):

(V@) —9@) - (V[(@)+ /g(x))
x) — z)) - h(z) = Chix) =
(Vf(x) = Vg(x)) - h(x) @) T Vo) ()

V) e V) O {C R

= -h(x).
V(@) +/g(x)) V(@) +/g(x) )

Ahora aparece la suma de radicales en el denominador que tiende a +00. En el numerador sigue
habiendo una indeterminacién +oo — 0o, pero ahora este numerador no tiene radicales. Enton-
ces, podemos intentar aplicar los procedimientos vistos antes, para levantar la indeterminacién
+00 — oo del numerador (que ahora ya no tiene radicales).

f) Calcular los siguientes limites:

(i) 1im Vi+tzrz—+vV1—-z

(ii) lim <\/1—|—3:—|—:E2—\/33:2—:E—|—4> - (3z +5),

z—0 T = +oo

4 3 1 — 4 2 1

(i) tm VIto+a2— 32 —w+4, (iv) lim YT i
T=+oo r——+00 T



7. Limites de funciones con exponenciales y logaritmos

Leer y estudiar del libro “Conceptos béasicos de Matemaética” (ver bibliografia del curso), desde
pagina 71 donde dice “Funcién exponencial”, hasta pagina 73, ejercicio 15 excluido, y desde pagina
74 donde dice “Funcién logaritmica”, hasta pagina 75, ejercicio 16 excluido. Responder las siguientes
preguntas sobre el texto leido:

a) ;Cudl es el dominio de las funciones dadas por las siguientes férmulas?

2
e(23:—4)/(:n—|—1)7 log x 7 rrt+r—2
z—1 z+1
b) ;Coémo se prueba que lim 2 —4)/(x+1) _ 4 2
r——1"
¢) {Coémo se prueba que 11'11% 6(21' —4)/(x+1) _ 17
Tr—r
d) ;Cémo se prueba que 1lim e(2w —4)/(x+1) _ 07
r——17F
e) (Coémo se prueba que lim e(2x —4/(z+1) _ e2?
T—r—+00
f) ¢Cuénto dan los siguientes limites?
:cgr-lr-loolog x—1 xkr—noolog x—1’ i1_>m210g x—1 :cllglJrlog x—1

g) ¢Cuanto dan los siguientes limites?

R

lim log +1
X

T—+00

e0tb  —  pa. b loga +logh = log(a-b)
pab e_b loga —logh = log =
c b
(2 = ebra log(a®) = aloga
1 log a
— _ L = logal/® = oo ¢
e s ! o8¢ o8 v
Ver = () = et

b) Calcular los siguientes limites:

, 2 3 , 2 3 , 2 _ 3 , 2 3
lim e ™ ., lim e ™ ., lim &% e, lime™ .¢€°
r—400 T——00 r—400 r—2

lim (logz?) - (logz®),  lim (logz?) - (logz?),

Tr—r—+00 r—0t

. 2 3 o 2 3 o 2 3
xkriloo(logx log x7), xgr—ir-loo( log x* + log ), glﬂl_)ﬁle( log x* + log 7).



2
, 2 +1 T
lim .
z—+oo \ 23 + 3z

Sugerencia para el dltimo limite: escribir f(z)9(*) = e9(®)log f(@),
9. Limites tipo:

a) Leer, entender y copiar en la carpeta lo esencial de la siguiente exposicién tedrica:
e Sabemos que
lim (e/®) —1) = 0.
f(@)—=0
e Decimos que
(e =1) ~ f(a)

(aqui el simbolo ~ se lee “equivalente a”, ) porque vale la siguiente propiedad:

@) _1
lim & 1.

f@=0  f(z)

e Dada otra funcién g(x), se cumple:

i F@ _1). — K Co(z).
Jm (O 1) gla) = Jim f(@) - g()

e En general:

Teorema: Para calcular el limite de un producto o de un cociente de funciones, se
puede sustituir una de ellas por su limite tipo equivalente.

iOjo! Precaucién 1: Esta propiedad de sustituir una funcién por su tipo equivalente, no
vale cuando en el limite aparecen otras operaciones que no sean el producto o cociente de

funciones. Por ejemplo si en el limite aparece la suma de funciones (ef (@) — 1) + g(x) cuando

f(z) — 0, no vale sustituir (ef(x) — 1) por su tipo equivalente f(z).

iOjo! Precaucién 2: La sustitucion por su limite tipo equivalente, segin la tabla siguiente,
vale cuando f(z) — 0.

b) Leer, copiar en la carpeta y recordar la siguiente tabla de limites tipo:

ef@ 1 ~ f(z) cuando f(z) — 0
log(1+ f(x)) ~ f(x) cuando f(z) =0
sen(f(x)) ~ f(x) cuando f(z) — 0

1 —cos(f(z)) ~

cuando f(z) — 0

tan(f(x)) ~ f(x) cuando f(z) =0




¢) Calcular los siguientes limites

el et - |
lim ————, lim ——, lim

z—1 2 —1 a—1 (x —1)2’ :(:—)1‘/|;1;_1|7

2 1/2
lim log(1 + sen x) lfm log(1 + sen” x) log(1 + |senz|'/#)

, ,  lim
o—0 4x -0 4z o—0 4)z|
er — 1
d) Sea a € R. Calcular el siguiente limite discutiendo segin el valor de a: h’r% -
r— T

1—- 1-— 1 1
e) Calcular los siguientes limites: (1) h’n}) COS; 1 o8 a:), (i) h’n}) — log <\/ T + a:) .
xr—r XT x—0 T — X

Sugerencia para calcular el dltimo limite: primero escribir el logaritmo de la siguiente forma:

1 1 1
log ( 1 i x) =5 log <1+_x> . Después escribir la funcién dentro del logaritmo asi:
— -
1 1 2
. tr_ 1+ <—1 + 1 +x> =1+ 1 Y Finalmente observar que 2z/(1 — z) — 0 cuando
—x - —x

x — 0y usar el limite tipo de log(1 + f(z)) cuando f(x) — 0.

10. Teorema del Sandwich Sean tres funciones tales que: f(z) < g(x) < h(z) Vx € D.
Silimg 4 f(2) = lim,—,4 h(z) = L entonces lim,_,, g(x) = L.
Dicho coloquialmente: Si los panes tienen el mismo limite, entonces el jamon también.
Nota: En la notacién anterior la letra a y/o la letra L pueden ser niimeros reales, o pueden ser 400
0 -00.

a) Calcular lfm,_,o 2% sen(1/x).

Sugerencia: A lim,_,osen(1/x), pero —1 < sen(1/z) <1 V x # 0. Luego —2? < z%sen(1/z) <

z2.

372 2 4 3,.1/2 5
b) Calcular lim v7cos"z + +4$en z )zt .
r— 400 X
2 2
t 5)+7
¢) Calcular lim z”arctan(z” +5) + .
r——+00 X
d) Usando el teorema del sandwich, demostrar el siguiente corolario:
Propiedad importante: lim F(zr) =0 < lim|F(x)| =0.
Sugerencia: Para demostrar el = usar que la funcién V' (u) = |u] es continua. La continuidad
de V por definicién, es la siguiente propiedad: lim,_, V(u) = V(a) V a € Dominio de V.

Para demostrar el < recordar que —|F(z)| < F(z) < |F(x)| y usar el teorema del sandwich.
e) Calcular lfm,_,q(sen |z|?)/x3.
f) Usando el teorema del sandwich demostrar el siguiente corolario:
Propiedad importante: Si F(z) es una funcion acotada y si lim G(z) = 0, entonces
el limite del producto F(x)-G(z) es cero.
Sugerencia para demostrar este corolario: Una funcién F(z) es acotada, por definicién, si
su conjunto imagen es un conjunto acotado. Luego, existen cotas superior K e inferior k
respectivamente, tales que

k < F(r) < K ¥ z € Dominio de F.
Multiplicar estas dos desigualdades por |G(x)| y aplicar el Teorema del Sandwich.

g) Calcular h’r% 23 sen(1/z), h’r% x%sen(1/x), donde o > 0 es una constante real positiva.
T— T—
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Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 9
Continuidad y derivacién de funciones reales de una variable real.
Desarrollo de Taylor y de Mac Laurin.

1. Funcién continua en un punto de su dominio Una funcién real f(x) con dominio D C R es
continua en el punto a € D cuando

lim = f(a).

r—a, €D
Es decir el valor de la funcién en el punto a € D es igual al limite de f(z) cuando x — a.

Nota: Para calcular el limite de f(x) solo se consideran los puntos x € D. Por ejemplo: si D = |[a, b],
para saber si f es continua en el punto a solo calculamos el limite de f(x) cuando x — a™.

La funcién se dice discontinua en el punto a de su dominio si no es continua en a. Es decir, si
a € Dom.(f), la funcién f es discontinua cuando sucede alguna de las siguientes dos condiciones:
o /Hh/mm—m, zep f(7) 6

e Jlim, 4 2ep f(z) = L pero L # f(a).

Funcién continua f : D — R se dice continua (a secas, sin ningin adjetivo ni complemento),
cuando es continua en todos los puntos de su dominio.

a) Determinar el dominio de la funcién f(x) = (/22 —|z|. y encontrar todos los puntos del
dominio donde es continua.

b) Idem para f(z) = |z —7|.
¢) Dado un numero real x se define parte entera de x, y de denota como ent.(z) al inico ntimero
entero n (positivo, negativo o nulo) tal que

n<zr<n+l1.

Dibujar la gréfica de la funcién f(x) = ent(z) con dominio R. Encontrar todos los puntos del
dominio donde f es continua.

d) Dibujar la gréfica de f(x) = 1/x y probar que es una funcién continua.

e) Encontrar a = f(0) para que la siguiente funcién sea continua:
f(z) = 2%sen(1/x) si z # 0, f(0) = a.

Nota: En breve, lo que se pide hacer en esta parte del ejercicio, se redacta usualmente asi:
“Asignar un valor de f(0) para que la siguiente funcién sea continua:

f(z) = x%sen(1/z) si x # 07.

f) Asignar un valor de f(0) para que la siguiente funcién sea continua:
flx)=(e"* —e ™) /xsixz #0.

g) Asignar un valor de f(0) para que la siguiente funcién sea continua en x = 0:

f(x) =2 (tan(z/2))/z si-—71/2<x<7/2yx#0.

2. a) Entontrar el dominio D de cada una de las siguientes funciones:

e~ 1 e~ 1 er~1 1

0 f(@) = —— (i) /) = =73 (i) () = S

T 1

b) Para cada una de las funciones dadas en la parte a), probar que no se puede asignar valor a f(x)
para todo x € R\ D tal que f(x) sea continua para todo = € R.



3. Derivada de una funcién en un punto

Estudiar y entender, del libro “Conceptos basicos de matemética” (ver bibliografia del curso), desde
la pagina 81 donde dice “Derivada puntual” hasta el final de la pagina 82. Responder las siguientes
preguntas

a)
b)

)

Por definicién, jcuando una funcién f(z) es derivable en un punto a de su dominio?

Si una funcién es derivable en un punto a de su dominio jqué es la derivada f’(a) de la funcién
en el punto a?

Limite del cociente incremental

Se llama “incremento de f” a la diferencia Af = f(x) — f(a). Se llama “incremento de z” a la
diferencia Az = x — a. Chequear que la definicién de derivada f’(a), expuesta en la Definicién
3.4.1 de la péagina 81 del texto leido, es el “limite del cociente incremental” (esto es, cociente
de los incrementos A f/Ax) cuando Ax — 0. Es decir:

Af

/

a) = lim —.

f ( ) Az—0 Ax

Sean a # = dos puntos diferentes en un intervalo de reales contenido en el dominio de f.
Llamamos “cuerda” al segmento de recta con extremos en los puntos (a, f(a)) v (z, f(z)).
., Qué representacion grafica tiene la cuerda en el plano z0y, en relacién con la grafica de f?
(Responder con un dibujo, senalando cuél es la gréfica de f y cudl es la cuerda).

Justificar la siguiente férmula para calcular la pendiente de la cuerda (Ver sugerencia abajo):

Pendiente de la cuerda = tan . = ﬂ
Ax

Sugerencia: Recordar que “pendiente” de una recta ¢ o de un segmento de recta en el plano
20y, es la tangente tan ¢, del angulo ¢. que forma esa recta ¢ o segmento de recta, con una
recta paralela al eje de las abscisas x. Se asigna signo positivo al angulo ¢, > 0 (y por lo tanto
la pendiente tan ¢, > 0) cuando la recta “sube” al aumentar la abscisa x, y signo negativo

e < 0 (y por lo tanto tan ¢. < 0) si “baja’.

Dibujar en el plano 20y algunas de las sucesivas cuerdas ¢ cuando  — a (con el punto (a, f(a))
fijo). definir “recta tangente” t a la que pasa por el punto (a, f(a)) y tiene direccién “limite”de
las direcciones de las sucesivas cuerdas ¢ cuando z — a. {Cudl es la recta tangente ¢ en el
dibujo?.
Justificar graficamente la siguiente formula que permite calcular la pendiente tan ¢, de la recta
tangente t a la grafica de la funcién f(x) en el punto x = a,y = f(a):

Af

Pendiente de la recta t te =t = lim — = f'(a).
endiente de la recta tangente = tang; = lim f(a)

Férmula de la recta tangente

Recordar que la ecuacién de una recta que pasa por el punto p = (zp,y,) v tiene pendiente A
es

y=1yp+ Az —xp).
Justificar la siguiente féormula de la recta tangente ¢ a la curva gréfica de la funcién y = f(x)
en el punto (a, f(a)):
y=f(a)+ f'(a) (z — a).

(Todas las férmulas de este ejercicio deben recordarse)



D)

Sea f = x? 4 2x + 1. Dibujar la curva grafica de f (Nota: es una parabola con vértice en el
punto (—1,0)).

Sea a = 1, b = 2. Encontrar la ecuacién de la cuerda con extremos en (a, f(a)) y en (b, f(b))
y dibujar esta cuerda junto con el dibujo de la grafica de f.

Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva grafica de f por el punto (a, f(a)) y
agregar esta recta en el dibujo anterior.

4. Derivacién y continuidad

a)

b)

L Es verdadero o falso que toda funcién derivable es continua? Si es verdadero demostrarlo y
si es falso exhibir un contraejemplo.

Mostrar con un contraejemplo que no toda funcién continua es derivable. Sugerencia: Probar
que la funcién f(x) = |z| es continua en = = 0 pero no es derivable en z = 0.

5. Ejercicio tipico de parciales y examenes sobre continuidad y derivabilidad en un punto

a)

b)

Investigar si las siguientes funciones son continuas en el punto z = 0. (Justificar la respuesta)
() f(2) = (" — )/asiz £0, f(0)=1
(if) f(z) = (e" =)/ six #0, f(0)=0

sen(3z? + x3)

(iii) f(:n):\/ﬁsix#o, f(0)y=1
) sen(3z% + 23) |
(iv) f(z) = stz #0, f(0)=0

V1923 + Tad|
Investigar si las funciones dadas en la parte a) son derivables en el punto x = 0 (justificar la
respuesta), y si alguna lo es calcular f(0).

6. Calculo de derivadas elementales

Probar las siguientes afirmaciones:

a)
b)
)

Si f(x) = k constante real para todo = € R entonces f'(a) =0 V a € R.
La derivada de la funcién f(x) = 2% + 1 en el punto x = a es f'(a) = 2a.
Sea n € N* fijo. Entonces (z") = na""! Vz € R.

Sugerencia: Si f(x) = 2", calcular f’(a) usando la definicién de derivada como limite de
cociente incremental, con a fijo. Observar que ese limite fue calculado en uno de los ejercicios
del practico anterior. Llegar a que f'(a) = na™ !. Finalmente sustituir a por .

(") =e* VaxeR.

Sugerencia: Escribir la derivada (e*)" en el punto 2 = a como limite del cociente incremental.
Luego sustituir en ese cociente incremental e* = e - e® sacar de factor comin e® en el
numerador de ese cociente, y finalmente aplicar limite tipo ¢*) — 1 ~ h(zx) cuando h(z) — 0.
Para terminar sustituir a por z.

r—a

1
(logz) = = V x € R*". Sugerencia: Escribir el limite del cociente incremental. Usar que
x
logx —loga = log(x/a) = log (1 + (x/a) — 1) = log (1 + (x — a)/a). Finalmente usar limite
tipo equivalente, y para terminar sustituir a por x.
1
(log |z]) = . vV x e R\ {0}

(senz)’ = cosxz V x € R. Sugerencia: escribir el limite del cociente incremental. Usar que
senz = sen((x — a) + a) = sen(x — a)cosa + cos(z — a)sena. Finalmente usar limite tipo
equivalente, y para terminar sustituir a por x.



7. Derivada y crecimiento-decrecimiento de la funcién

Una funcién real f : D +— R con dominio en un intervalo D C R se dice que es “estrictamente
creciente” cuando

Se dice que f es “estrictamente decreciente ’

a)

b)

r1<mzpenD = f(x1) < f(x2).

’ cuando

1 <zgenD = f(x1) > f(x2).

Chequear graficamente que si f es continua y estrictamente creciente entonces la curva grafica
de f sube, y si es estrictamente decreciente la curva grafica de f baja.

Probar que si f es derivable en todos los puntos a del intervalo D, entonces:
fl(a)>0VaeD = fesestrictamente creciente,

fl(a)<O0VaeD = fesestrictamente decreciente.

(Se sugiere usar argumentos gréficos en vez de analiticos, a partir de lo estudiado sobre el
cociente incremental y la pendiente de las cuerdas en el Ejercicio 1).

Probar que existen funciones reales f definidas en intervalo D de reales, tales que f es es-
trictamente creciente pero NO para todo a € D se cumple f'(a) > 0. (Sugerencia: estudiar el
ejemplo f(x) = 3.) Probar que existen funciones f estrictamente decrecientes tales que NO
para todo a € D se cumple f'(a) < 0.

Se sabe que la funcién f : [—1,1] — R tiene funcién derivada f’(z) cuya gréfica se da en la
Figura 1. Se sabe que f(—1) = —1, f(0) =0, f(1) = —1/5. Dibujar aproximadamente la
grafica de la funcién f.

y=f'{x)

Figura 1: Gréfica de la derivada f’(x) de una funcién f: [—1,1] — R.



8. Reglas para calculo de derivadas

a)

f)

9)

h)

Estudiar y entender, del libro “Conceptos bésicos de Matemética” (ver bibliografia del curso)
desde el principio de la pagina 83 donde dice Proposiciéon 17, hasta la pagina 85, donde dice
Ejercicio 17 (excluido). Hacer diagrama resumen de lo estudiado, resaltando en particular la
Regla de la Cadena.

Responder las siguientes preguntas:

., Coémo se prueba que
x

(logx)e®) = % + (log z)e*?

., Coémo se prueba que
x

e
— — (log z)e”
eT e2x :
,,Cémo se prueba que
(cosz) = —senx?

Sugerencia: Usar que cosz = senu(z), donde u(x) = (7/2) — x; luego aplicar la regla de la
cadena para derivar la funcién compuesta, recordar que (sen u)’ = cosu, y finalmente usar que
cos((m/2) —x) = senw.

;,Cémo se prueba que

1 1
t = = ?
(tan ) cos?z 1+ (tanz)?
Sugerencia: Usar que tanz = (senz)/(cosz), (senz) =cosz, (cosz) = —senz, sen?w +
2
cos“*x = 1.

., Coémo se prueba que
/
((4:c2 6 — 5)6> —6- (422 — 62 — 5)° - (8 — 6)?

,,Cémo se prueba que

! 1
(log\/|x2+2az—|—1|) = ?

r+1

,Cémo se prueba que

/ 1 1
o x2+2x+1): < )-2x+2?
<\/ &l | 2y/log |22 + 2z + 1 224+ 2x+1 ( )

9. Tabla de derivadas

a)

Estudiar, copiar en la carpeta, aprender y recordar para siempre, las 12 reglas de cédlculo de
derivadas de la Tabla I.



Tabla I de las 12 reglas de calculo de derivadas.

funcién f(z)

derivada f'(x)

0. f(z) = k constante real V
1. z°
2 er
3. log|z| Vo #0
4, sen x
5. cos &
6. tan z
7 A f(x)
8 f(x) +g(z)
9 fx) - g(z)
10. % g(x) £ 0
11. fg(x))
12. y = f(z) funcién invertible

f(z)=0Vzx

az® ! donde « es una constante real

8=

COS T
—senax

3 :1—|-tan23:
Ccos* x

A- f'(z) donde X es una constante real
f'(@) +d'(x)
f(@)g(x) + f(x)g'(x)

f'(g(x)) - ¢ (x) (Regla de la Cadena:
Derivada de la Funcién Compuesta)

con derivada f’(x) # 0,
1 1

y con funcién inversa: x = f‘l(y) = (f_1>/(y) = 7(@) = ()

(Regla de la Derivada de la Funcién Inversa)

b) Usando la tabla (I), calcular las derivadas de:
(i) Va3 + 22+ 2+ 1
(iv) (45sen(z”) + €5°) /(222 4 7)

(i) = (Sugerencia: ¢z = z1/3)
(iii) log |4€® 4 Tz?|
¢) Usando la tabla (I) probar que

(arcsenx) =

1 1
cos(arcsenx) /1 — x2’
1 1

(arctanx) =

2
1+ <tan(arctan 3:))

N

d) Agregar a la tabla (I) y recordar para siempre que las derivadas de arcsenx y de arctan z son
1

respectivamente.

V1—2x2 Y 1422



10. Derivadas de orden superior

Estudiar y entender, del libro “Conceptos béasicos de Matematica”, desde pagina 88 donde dice
“Derivadas de orden superior”, hasta pagina 92 donde dice “Ejemplo 3.4.7” (excluido). Responder
las siguientes preguntas sobre el texto leido:

a)

b)

)

d)

e)

x24z+1

.Cémo se demuestra que si f(z) = 3ze entonces

()= (123:3 +122% + 21z + 6)61‘2+x+1?
. Cémo se demuestra que si g(z) = (22 + x)log(z? + 1) entonces

(2z +1)(2z)  22* + 622 + 4z,

"(z) = 2log(z® + 1
g’ (x) og(z”+1) + 241 (22 +1)2

,Cémo se demuestra que
(.1'4)77 — 121,27 (x4)/// — 241,7 (:1;4)7;1) — 247 (.1'5)1) — 0 v T € R?

. Cémo se demuestra que h(z) = —(1/2)x? + (14/3)z — (19/6) tiene concavidad negativa para
todo z € R?

Se sabe que la funcién g : [—1,1] — R tiene derivada segunda ¢”(x) cuya grifica es la de la
Figura 1. Se sabe ademaés que

J(-1)=-1, ¢(0)=0, 4J(1)=-1/5

Dibujar aproximadamente la gréafica de la funcién g.

Sugerencia: La derivada primera ¢'(z) es la funcién f(z) cuya gréifica se croquizé en el
ejercicio 5 parte d). La derivada segunda ¢”(x) tiene gréfica dibujada en la Figura 1. El signo
de ¢'(x) da el crecimiento o decrecimiento de g(z), y el signo de ¢”(z) da la concavidad de

g(z).

11. Reglas de I’Hopital

Estudiar y entender del libro “Conceptos bésicos de Matemaética”(ver bibliograffa del curso) las
Reglas de L’Hopital, desde la pagina 93 donde empieza la seccién 3.4.4 hasta el final de la pagina
95. Responder las siguientes preguntas sobre el texto leido:

a)

., Cémo se demuestra, usando las reglas de L’Hopital, que

3 2 2
lim xjix =927
z—0 e — 1]

b) ;Cémo se demuestra, usando las reglas de 'Hopital, que si lim,_,, h(xz) = 0 y si h/(z) existe

para todo x, entonces
eM®) — 1
lim —— =17
h)—0  h(x)

¢) {Cémo se demuestra, usando las reglas de 'Hopital, que

ot —2r+1
Im —— =

07
z—1 log x



d) (Cémo se demuestra, usando las reglas de 'Hopital, que

log
. a0
mgr—ir-loo 2%+ 2 :

e) (Coémo se demuestra, usando las reglas de 1'Hopital, que

lim zlogx =07
z—0t

f) {Cémo se demuestra, usando las reglas de ’'Hopital, que
3
lim = =07

T——+oo e2%

g) ¢Cdémo se calculan los siguientes limites, usando las reglas de I'Hopital?

o 1 1 PR YZ e ) o 1. x—log(z+1)
(i) lm ( ——— — — ), (i) lfm ————, (iii) lim —————~.
a—0\log(l+2z) =z a—3 x—3 z—0 €3 — 3z —1

12. Desarrollo de Taylor

Estudiar (leer y entender) del libro “Andlisis Matematico I”"de Fernando Paganini (ver bibliografia
del curso), desde la pagina 76 donde dice “Desarrollo de Taylor”, hasta la pagina 79 en el ultimo
parrafo, donde dice “Veamos una aplicacion al estudio de extremos relativos...” excluido. Responder
las siguientes preguntas:

Hipdtesis: Sea dada una funcién f(z) con dominio que contiene un intervalo abierto (a — €, a + ¢€),
tal que f tiene derivadas primera, segunda, ..., hasta la n—ésima en z = a.

a) ;Qué es el polinomio de Taylor P,(f,a) de grado n en (x — a), y cudl es la relacién entre los
coeficientes de este polinomio y las derivadas de f alrededor del punto a?

b) ;Cual es la diferencia entre el polinomio de Taylor P,(f,a) y el desarrollo de Taylor de f hasta
orden n en a?

¢) ¢Cémo se demuestra que el polinomio de Taylor P(f,a) es tinico?
d) (Cémo se demuestra que existe el desarrollo de Taylor de f hasta orden n alrededor del punto
a?

13. Definicién: Desarrollo de Mac Laurin Se llama desarrollo de Mac Laurin hasta orden n de f
al desarrollo de Taylor hasta orden n de f alrededor de a = 0. Andlogamente, se llama polinomio
de Mac Laurin hasta orden n de f al polinomio de Taylor P,(f,0).

Entonces, el polinomio de Mac Laurin P,(f,0) es:
Pu(f,0) =ag+ a1z +azz® + ... 4 a, 2", donde
AR

"l
El desarrollo de Mac Laurin hasta orden n de f es:

f(z) = P,(f,0) 4+ rp(z), donde

i ) _ g,
x—0 2"
Escrito extensivamente:
”(() (n) 0
f(z) = f(0) +f/(0)a:+fT()x2+...+ f n'( )x"+rn(a:), donde
i ) _ g,
z—0 "



,Cuadl es el polinomio de Mac Laurin P,(e*,0) de grado n en x (a = 0) de la funcién e*?
..Cudl es el polinomio de Taylor Pn(e(x_l)Q, 1) de grado 2n en (x — 1) de la funcién e@=1)?7

., Coémo se calcula el siguiente limite usando el desarrollo de Taylor:

. e@ D 1 (z—1)2—(1/2) (z — 1)

4
2
r—1 10 (x — 1)6 '

;Cudl es el polinomio de Mac Laurin hasta grado n de la funcién log(1 + z)?
;,Cudl es el polinomio de Mac Laurin de la funcién sen z de grado 2k + 17
., Como se calcula el siguiente limite usando el desarrollo de Taylor:

lfm (sen(z —1)3) — (. —1)3

2
rz—1 7(3) — 1)9 '

. Cual es el polinomio de Mac Laurin de la funcién cosx de grado 2k?

. Cdémo se calcula el siguiente limite usando el desarrollo de Mac Laurin:

_ 2/9 _ 24/4!
o S8 1+2%/2 -z /4.?
z—0 24 16

., Coémo se demuestra que

1+x+x2+...+x":1_7xn+l,
1—=z
yque
1 1 n
— =14 z+22+.. . +a"+ Tr,
1—=z 1—z

. Cudl es el desarrollo de Mac Laurin hasta orden n de 7. (Justificar la respuesta)

. Cudl es el desarrollo de Mac Laurin hasta orden n de 7. (Justificar la respuesta)

3+ 2z

1
;,Cudl es el desarrollo de Taylor hasta orden n alrededor de a = 1 de 5T 22

respuesta)

?. (Justificar la



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 10
Primitivas (integral indefinida) y Métodos de Integracién

Estudiar del libro “Anélisis Matemético I”de F. Paganini, la Definicién 221 de Primitiva (final de la
pagina 92) y desde la pagina 96, Céalculo de primitivas, hasta el final de la pagina 97.

Definicién de PRIMITIVA o INTEGRAL (INDEFINIDA):

Sea I un intervalo de reales.

Si F'(z) = f(x) V 2 € I decimos que f(z) es la funcién derivada de F(x) y que
F(x) es la funcion primitiva de f(x),

o como sinénimo de primitiva, decimos que:
F(z) es la funcion integral (indefinida) de f(x).

La funcién primitiva de f(x) se denota asi:

F@)+C= [ f@)ds & Fl)=f),
donde C' es una constante real arbitraria (pues al sumar C' la derivada de F'(x) no cambia).
1. Ejemplos: e 4+ 0 = /2:n e dz, e+ C = /e“ du,
—cos(e!) + C = /et sen(e) dt, —cos(p)+C = /sen(w) dep.
a) Chequear que son ciertas todas las igualdades en los ejemplos de arriba.

Ejemplos: En las siguientes integrales, cuando aparece dv dentro de la integral se primitiva
respecto de v siendo u una constante, y cuando aparece du dentro de la integral se primitiva
respecto de u siendo v una constante.

/e“”vdu:e"”JrC, /e“”vdv:e“”(uvl)/u2+C’.

b) Chequear que son correctas las dos igualdades de arriba.

Nota: Uno de los métodos de integracién que veremos en este practico, consiste en cambiar la
variable independiente de integracién. Para evitar confusiones en los calculos de primitivas es
necesario (por lo menos al inicio) usar la notacién de Leibnitz QUE INCLUYA EL SIMBOLO
del diferencial dx 6 dy 6 dt 6 du, etc, para saber en cada paso del método de integracion, con
respecto a CUAL variable debemos primitivar nuestra funcién f (o derivar el resultado F).

2. Primer método de integracién: Tabla de Primitivas Elementales

a) En cada renglén de la tabla (I), chequear que f'(z) = F(z) para probar que F(z) = [ f(z) dz.
b) Estudiar y recordar las primitivas de la tabla (I).

c¢) Calcular las siguientes primitivas a partir de las que estdn en la tabla

(1) / (3 cos(2x + 1) + 264“”) dzx, (ii)/ (33354_ 2) dzx,
(i) / W dz, (iv) / m du,

1




(v) / (cos2 © + sen? 0) dp (vi) / <( cos())” + (sen(0))* df

(Sugerencia: Recordar que cos?t — sen?t = cos(2t), cos’t + sen?t = 1; sumar estas dos
igualdades para despejar cos? t; y restarlas para despejar sen®t. )

(vii) / (antn + ap 1"Vt apyot" 2+ astd + ast? + art + a0> dt
(viii) /€3u +5V gy (ix) /e3u +5v gy (x) / e du /euv dv

(xii / \/1_ x/4 +7) dx (xiii)

. rz—1
(Xv)/(x—l) +2d (XVl)/(x_l)2+2da?

Segundo método de integraciéon: Método de Sustituciéon

Y £

Leer del libro “Analisis Matemdtico 1”desde la pagina 98, Integracién por sustitucion, hasta la
pagina 100 donde dice Integracién por partes (excluido).

Recordar el siguiente enunciado:

Teorema de Integracién por Sustitucién Dadas dos funciones continuas f(u) y w(z), siendo

u(z) derivable, entonces:
/f(u(x))u’(x) dx = /f(u) du

donde la barra vertical a la derecha significa que después de calcular la primitiva [ f(u)du (con
respecto de la variable u), hay que SUSTITUIR en el resultado obtenido u por u(x) en todos
lados donde aparezca la u.

u=u(z)

Y

Ejemplo:

/ 2 cos(a?) d = % / cos(a?) 20 d = % / cos(z?) (22 da =

1 u =z’ 2
= d
2/cosu U

1 U= sen (22
zisenu+C| = ( >—|—C.
Notacién de Leibnitz con diferenciales Siu = u(x) es una funcion dada derivable, su derivada
u'(x) respecto de x se denota asi:

2

A —
;Lu, lo cual significa que u'(z9) = lim 2% _ m M'
x

/ —
wl(w) = Az—0 Az x—z0 T — X

Si u = u(z) entonces du = u'(x) dz

y esto permite recordar que en la integral se puede sustituir «/(z)dz por du, o alrevés, du por
o' (x) dx:

Si u = u(z) entonces / F(u) du = / Fu(@) o (z) da.

a) Demostrar el Teorema de Integracién por Sustitucion enunciado més arriba.

Sugerencias: Denotar F(u) = [ f(u)du. Por convencién [ f(u) du[*=**) denota a la funcién
F(u(z)). Aplicar la regla de la cadena para derivar F(u(x)) respecto de z y concluir que
F(u(z)) es primitiva de f(u(x)) - u'(x).



b) Justificar cada paso en la cadena de igualdades del Ejemplo dado més arriba.

¢) Utilizando la notacién de Libnitz explicada arriba, calcular las siguientes primitivas por el
método de sustitucion:

(i) / cos?t - sent dt, iy [0 g (i) / tan(z) do = / "NT e,

Vv cos
) log / x

iv dt, 4 ——duz,

() / x ) V1+ 822

(Vii) /arctanxdx.

14+ 22

(viii) /x2 -V 1+ 23dx, (ix) /(332 +2°) -1+ 23 dx, (x) /a:5 1+ 23de,
(xi) /ac2 -vx+3dxr  Sugerencia: Usar u = u(z) = v/ + 3.

5 + 1
. .
(i) / (522 + 22)7

(vi) /sen - cos® z du,

COSs

(xiii) /tan xdx, (ixv) / cosz senx dx, (xv) Tz

d) Verificar algunos de los resultados obtenidos en la parte anterior.

x
dx,

Tercer método de integracion: Integracion por Partes

Estudiar del libro “Andlisis Matemético I”desde la pagina 100, Integracién por partes (salteando
el Corolario 244) hasta la pagina 101 donde dice “Primitivas de Funciones Racionales” (excluido)

Teorema de Integracién por Partes

Si f y g son dos funciones continuas y derivables con derivadas primeras continuas, entonces
[ @) g @ do = f@)gla) - [ 1) g(a)da.
Ejemplo: Calcular [ x2e5® dx. Aplicamos partes una vez:
/a:ze‘r’x dx = ;/(xQ) - (5°) da = ;/(:1:2) () dx =

2 5T 1 2 5T 2
== 56 _5/(2x)e5xdx—m 56 —5/:pe5l’d$

Ahora, para calcular f xe® dx aplicamos partes otra vez:

1 1
/xe5xd1::5/:5-(565930&:5/$-(e5$)/d:c:

5 5 5 25"

Juntando los resultados obtenidos hasta aqui, llegamos a la respuesta final:

2, bx 2
/xQeSxd:czx 56 —5/$65xd$:

$2'65x 2 $'65x 653?
T 5 _5< 5 _25>_

2522 - €5 — 10w - €5 + 2% (2522 — 102 + 2) - ™

125 125




4.

a)

Demostrar el Teorema de Integracién por Partes enunciado mas arriba.

Sugerencias: Recordar la regla de derivada de un producto de funciones para probar la siguiente
igualdad:

f@)g(a) + € = [ (F@g) + f@)g (@) da

Después recordar que la integral de la suma de funciones es la suma de las integrales, y despejar
| f(2)g'(z) dz. Finalmente observar que si a una primitiva se le suma una constante, se obtiene
otra primitiva.

Justificar cada paso en la cadena de igualdades del Ejemplo de integraciéon por partes dado
més arriba.

Verificacion: chequear que el resultado obtenido en el Ejemplo de integracién por partes ex-
puesto mas arriba, es efectivamente una primitiva de la funcién dada.

Calcular las siguientes primitivas por el método de integracién por partes:
(i) / x cos x dx, (ii) / xsenzdr, (iii) / z% sen(4z) dx

(iv) /x?’ex dz, (v) /logxdx (Sugerencia: escribir logz = (log z)1 y observar que 1

es la derivada de la funcién g(x) = z).
(vi) / sen x cos x d, (vii) / sen? z dz, (viii) / e*” cos(fBx) dx,

(ix) / arctan x dx Sugerencia: Escribir arctanz como (arctanz) - 1. Aplicar partes. Se
llegard a una nueva integral que se puede calcular aplicando el método de sustitucion.

Verificar algunos de los resultados obtenidos en la parte anterior (los que hayan dado més
trabajo de calcular)



TABLA I - Primitivas (integrales) elementales

f(f(:c)+g(:v))d$ = [fx)dz+ [g(z)dx [kf(z)de =k [ f(z)dx
1
[ f(x)dz = F(z) | flaz + b) dz :aF(aa:—i—b)
[0dz =C
kdr =kax+C
J
2 2
Jxdx - 4c J(az + b) dz E-MnLC
2 a 2
3 3
[2?dx =2 40 [(az +b)? dx — M+C
3 a 3
4 4
[ 23 dx :%—1—0 [(az +b)3 dx - (Cmib)—i-C
a
Sia#1
N gt N (az + b)*Hl
Sia=1
Jat dl:r = J(azx + b)*ll dx =
:f;d:v =log |z| + C = ax—i—bdw a'log\a:ﬂ+b|+0
Ejemplo:
Sta=-1/2
[a= 2 de = [(az + b)) dx =
1 z1/? 1 1 (ax +Db)'/?
=2z +C a-\/a:n—&-b—i—C
Ejemplo:
Sia=1/3
[ dr = [(az + b)Y/ de =
z4/3 : 1 (ax +b)4/3
= [Vrder =" = =V bd - =
[ ¥z dx 4\(4;’7:—0 [ Vax + bdx . 34/3 :—C’
:3x+c 1 3{/(ax+b) LC
4 a 4

continua...



Continuacién de la TABLA I - Primitivas (integrales) elementales

1
[ f(z)dz = F(x) [ flax +b)dz = = F(az +b)
a
1
[etdr =e"+C [ettbdy = o ettt L ¢
1
[coszdx =senz+C = [cos(ax +b)dz = = -sen(ax +b) +C
a
1
[senzdx = —cosz+C [sen(az +b)dx = —=-cos(ax +b) + C
a
J L4 =t +C f;d 1y (ax +b)+C
costg L TR cos®(ax +b) T g
J L g tanz + C J : d L arct (ax +b)+C
r = arctanz ———————dx =~ -arctan(ax
z? 41 (ax +0)? + 1 a
/ ! dx arcsenx + C / ! dz ! arcsen(azx +b) +C
= ar — .
V1—a? 1 — (az + b)? a
1 1 Tr—«
————dr = — -arct C
f($—04)2+52 x 5 arcan( 5 )—l—

= log ((x—oz)2+ﬁ2) +C




Cuarto método de integracion: Integracién por Descomposicién de Fracciones Simples

Estudiar del libro “Analisis Matematico I” desde la pagina 101, Primitivas de Funciones Racionales,
hasta la pagina 104 donde dice Métodos numeéricos, excluido.

Definicién de Funcién Racional Una funcion f(x) se llama Funcion Racional cuando:

P
f(z) = (37)7 donde P(z), Q(x) son polinomios.
Q(z)
Ejemplos:
/ 2 +r+1 " / 3z 42 . /2m5—4m4—7m3—$2+6x+1dx
(z=D(x+1)(xz-2) (x=1)(z+1)3 zt— a8 — 322+ 142 '

El método de Descomposiciéon en Fracciones Simples solo es aplicable a funciones racionales.

CUATRO CASOS Distinguiremos 4 casos, para cada caso aplicaremos un teorema diferente,
segun el grado del polinomio en el numerador sea menor estrictamente, o no lo sea, que el grado del
polinomio en el denominador; segin las raices del denominador sean todas reales o haya algunas
complejas conjugadas; y segin sean la multiplicidades de las raices del denominador.

Teorema 1 de Descomposicién en Fracciones Simples.
ler. caso: Raices del denominador todas reales y con multiplicidad 1

Px) _ P(z)

Q(z) (z—a)(z—as)...(z—ap)
e El polinomio P(x) en el numerador tiene grado ESTRICTAMENTE MENOR que el grado k del
denominador

Sea dada la funcion racional tal que:

e El polinomio Q(x) = (x —a1)(x —az) ... (x—ag) en el denominador tiene sus raices ai,as, ..., a
tales que:

son todas reales (es decir, Q(x) no tiene raices complejas conjugadas), y
todas tienen multiplicidad 1 (es decir, Q(x) no tiene raices dobles, triples, etc).

Entonces existe la siguiente descomposicion, llamada “descomposicion en fracciones simples ”:

P(x) A Az Ak
= + o+
(x—a1)(x—ag)...(r—ar) x—a1 x—a T — ay

(%)

donde A; son constantes reales.

Luego:
P(z)
@ —a)(z—a) (x_ak)dx:Allog]:U—al\—l—logA2|x—a2|+...+10gAk|a:—ak|—|—C’
2 1 -3/2 1/6  7/3
Ejemplo 1: rArt = / / + / .
(z—1D(x+1)(z—-2) xz—-1 z+1 x-—2
Luego

2 +ax+1 _[-3/2  1/6 /3
/(:E—l)(m—i—l)(m—?)dm_/x—l+:U—|—1+a:—2dx_

3 1 7
:—§log\:1:—1\+610g|x+1|+§10g]x—2\—|—C.



Método de la tapadita ;Cémo encontramos los coeficientes Aj, Ao, ..., Ay de las fracciones
simples que cumplen la igualdad (*)?

iOJO! El teorema de descomposicion en fracciones simples y este método de la tapadita, solo
valen cuando el numerador P(x) es un polinomio con grado MENOR ESTRICTO que el grado del
polinomio Q(z) en el denominador.

Para hallar A; = el coeficiente de la fraccién simple A4;/(z — a;) que cumple la igualdad (*), en la

funcién racional DADA:
P(z)

(x —a1)(z—ag)...(r—ag)’

TAPAMOS el factor x — a; que corresponde a la raiz a; en el denominador:

P(z)
(z —a1)(z —az)...(x — a;—1)(Factor TAPADO)(x — a;y1) ... (v — ag)’

y REEMPLAZAMOS z = a;:

A P(x) r=a;
" (z—a1)(z —a2)...(x —aj_1)(Factor TAPADO)(x — ai1) ... (z — ax) '
2 4+z+1
Ejemplo 1. Calcul .
jemplo Cacuar/(w_l)(x+1)(x_2)dx
.CC2+:IZ+1 N Al + A2 i A3
(z—DE+)(z-2) z-1 z+1 z-2
a 2241 =t 124141 3
"7 (Factor TAPADO)(z + 1)(z —2)|  (1+1)(1-2) 2
o 2+ x+1 “’:‘1_(—1)2+(—1)+1_+1
>7 (2 — 1)(Factor TAPADO)(z — 2) T (-1-1)(-1-2) 6
e 2o+ 1 2224241 LT
7 (@ — 1)(z + 1)(Factor TAPADO)| ~ (2-1)(2+1) '3

2 4+z+1 -3/2  1/6 7/3
dz = dz =
/(a:—l)(a:+1)(a:—2) /x—1+x+1+x—2 v
1
-1

7
5 og|x+1|+§log|x—2\~l—C.

3

5. a) En el Ejemplo 1 expuesto mds arriba, explicar cada paso del proceso de cédlculo.

b) Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:

: x—1 . x x
(i) /xQ—aj—2dx (i1 /(x+1)(w—|—2)(x+3) de, (i) /7x3—42x2+77x—42 de




Teorema 2 de Descomposicién en Fracciones Simples.
2do. caso: Raices del denominador todas reales y alguna(s) con multiplicidad > 1.

P P(x)
Sea dada la funcion racional Q) = @ —a )b (@ =) (o —a ) tal que:
e El polinomio P(z) en el numerador tiene grado ESTRICTAMENTE MENOR que el grado ki +

ko + ...+ k. del denominador

e El polinomio Q(x) = (x —a1)* (x —az)*? ... (x —a,)* en el denominador tiene todas sus r raices
ai,az,...,a, reales (es decir, Q(z) no tiene raices complejas conjugadas)

Entonces existe la siguiente descomposicion, llamada “descomposicion en fracciones simples”:

P(:C) o Al + Bl + + H1 4 Jl 4
(x—a)k(z—a)k2... (x —a)r  (z—a)  (z—a) ! 7 (z—a1)? (z—a1)
Az By Hy J2
(x —az)k2  (z — ag)k2—1 (x —az)?  (z—a»)
TR B A & ()
T (r—a)k (—a)t T (2 —a)? (- ay)
donde A;, By, ..., H;, J; son constantes reales.
P
Luego / QEB dx es la suma de las integrales de sus fracciones simples.
. 3z +2 5/8 1/2 —5/4 —5/8
E lo 2: = .
SO e T e+ 13 -1 @413 @12zl
Luego
3z +2 5 1 1 1 5 1 5 1
- T~ _q - —de—- | ——=dx— = | ——dx =
/(:c—l)(x+1)3 8/3:—1 $+2/(g:+1)3 v 4/(a:+1)2 N 8/m+1 v
5 1 1 5 1 5
-1 -1|-- 4+ —— =1 1 .
slele—1l-g ooty Gyp glosleti+c

;, Como encontramos los coeficientes
Al)A2)°"7A7‘)B17B27‘"7BT7"‘7H17H27'”7HT7<]17<]27"°7J7“
de las fracciones simples que cumplen la igualdad (**)?

ePara los coeficientes Ay, ..., A, (que corresponden a los denominadores que TIENEN grado igual
a la multiplicidad de cada raiz), usamos el método de la tapadita (ver caso 1 y ejemplo mds abajo).

ePara los demds coeficientes By, Ba, ..., J1,Jo2, ..., Jy, en laigualdad (*) damos a la = tantos valores
numéricos diferentes como coeficientes nos falta determinar, valores numéricos cualesquiera que NO
anulen ningin denominador (ver ejemplo méds abajo).

Nos quedara un sistema lineal de ecuaciones cuyas incégnitas son los coeficientes By, ..., J, que
queremos determinar, y que tiene igual cantidad de ecuaciones que de incégnitas (y que si no se
cometen errores siempre queda compatible y determinado.)

Resolviendo ese sistema lineal de ecuaciones obtenemos los coeficientes By, ..., J, que nos faltaban
de la descomposicién en fracciones simples (**).
. 3x + 2
Ejemplo 2. Calcular / D@+ 1) dx.
3z + 2 Ay Ag B J

+ (4)

@-D@+1P 2-1 @+1P @t o+l

9



o 3z 42 x=1_3'1+2_+§
"7 (Factor TAPADO)(z + 1)3|  (1+1)3 '8

o 32 + 2 =3 (-D+2 1
>~ (2 — 1)(Factor TAPADO) T o(-1-1) 2

De la igualdad (**) sustituyendo los valores hallados de A; y Ag, obtenemos:

8r+2 58 12 B
(z—D(xz+1)3 -1 (z+1)3 (2+1)2 x+1

En la dltima igualdad le damos dos valores numéricos cualesquiera a x, que NO anulen el denomi-
nador:

.. 2 58 12 B J
T (D)D) -1 (1) (+1)2 0 41
. 3.(~2)+2 5/8 1/2 B J

(2— (2417 —2-1 (2+1P (2+1? 241
Nos queda el siguiente sistema lineal de ecuaciones cuyas incégnitas son las constantes B y J que
queremos determinar:

5 1
—24-—-—- = B+J
8 2 {B+J = —15/8 {B = —5/4
B-J = -5/8 J = -=5/8
4 5 1
424 - - B_
3 + 24 + 2 J
Concluimos el calculo del desarrollo en fracciones simples:
3z + 2 _5/8 . 1/2 —5/4 —5/8

C-D@+1)P -1 @t+1)P  @ri? 41

Finalmente, integrando obtenemos:

/W_5/1dx+1/1dx_5/1dx_5/1dx_
(z—D(x+1)3 8) x—1 2) (z+1)3 4 ) (x+1)2 8) z+1

5 11 5 1 5
Yloglr—1| -7 ——— 2 =2 1|+ C.
slele—1l-g ety Gyp gloele T+

6. a) En el Ejemplo 2 expuesto més arriba explicar cada paso del proceso de célculo y verificar que
el resultado obtenido es efectivamente la primitiva de la funcién dada.

b) Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:

323 + 4 20+ 7 x
. d . d d.
(®) /:z;4—2a;2+1 o (i) /x3+7m2+15x+9 o (i) /x2+6x+9 v

¢) Test de autocontrol: chequear que los resultados obtenidos en la parte anterior sean efectiva-
mente primitivas de las funciones dadas.

10



Teorema 3 de Descomposiciéon en Fracciones Simples
3er. caso: Algunas raices complejas conjugadas simples

» , P(x) P(x) .
Sea dada la funcion racional Q) (x—a)f(z—a)® ... (x — ar)k (22 + az + b) tal que:
e El polinomio P(x) en el numerador tiene grado ESTRICTAMENTE MENOR que el grado ki +
ko + ...+ k. +2 del denominador

e El polinomio Q(z) = (x — ay)F (x — a2)* ... (x — a,)* (2> + ax + b) en el denominador tiene r
raices reales a1, a9, ...,a, y ademds dos raices complejas conjugadas simples y no reales

axif,

que son las que anulan el factor cuadrdtico % +ax+b. (Es decir, el discriminante de este polinomio
de segundo grado es negativo.)

Entonces existe la siguiente descomposicion, llamada “descomposicion en fracciones simples”:

P(l‘) . Cox + Dy
(x—ap)k(z—a)k2 ... (x —a.)kr (22 +ax+b)  (z—a)?+ B2
Tl praery SR Ll pravy Vol prape
donde Cy, Dy, A;, ..., J; son constantes reales.

dx es la suma de las integrales de sus fracciones simples.

P
Luego / (z)
Q(x)
3x + 2
Ej lo 3: Calcul
Jemplo acuar/($+1)(x2_2x+5)
2x+5 son complejas conjugadas: 1+2i. Entonces, la igualdad (***) del Teorema de Descomposicién

en Fracciones Simples (3er. caso), obtenemos:

dz. Las raices del polinomio de segundo grado % —

3z 42 A N Cx+ D (55 %)
(x+1)(22 —22+5) x+1 (z—1)2422 ‘

Ahora determinaremos A por el método de la tapadita, y después C'y D dando a = dos valores
numéricos reales cualesquiera que no anulen ningin denominador.

3z 42 r=-1 3-(=1)+2 1

(Factor TAPADO) (22 — 22 + 5) T (—1)2=2-(-1)+5 8

De la igualdad (***) sustituyendo el valor hallado de A, deducimos:

3z + 2 1/8 Cx+D

(w+1)(m2—2x+5)+a:+1 C(z—1)2 4227

En esta ultima igualdad le damos dos valores numéricos cualesquiera a x, que NO anulen el deno-
minador:

0. 3-0+2 N 1/8 D

T (041)-(02—2-0+5) 0+1 (0—1)2422
142 1 D

N 3.1+ N /8 C+

(1+1)(12—2-14+5) 1+1 (1-1)2+22
Nos queda el siguiente sistema lineal de ecuaciones cuyas incégnitas son las constantes C'y D que
queremos determinar:
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2,1 _ D
5 8 5 {D = 21/8 {D = 21/8
8 16 4

Concluimos el céalculo del desarrollo en fracciones simples de la funcién dada dentro de la integral:

3x + 2 —1/8  (1/8)x + (21/8)
(x+1)(22—-22+5) z+1  (z—1)2+22

Finalmente, integrando obtenemos:
2 1 1 1 21
/ 52 + d:c:—/daz+/(/8)x+( /8)d$:
(x +1)(2? — 22 +5) 8) x+1 (x—1)2422
1 1 z—1 21 1 1
= ~Llog|a +1] /d & )/d:
] R ) v s e B R <Y B vy p g

1 1 11 -1
= —glog‘x—i-l‘ +Elog‘(:1c— 1)2+4‘ + garctan (%) +C.

7. a) En el Ejemplo 3 expuesto mds arriba explicar cada paso del proceso de célculo.

b) Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:
2
) / ¥ 352 +_112m Trode ) / ¥ 3x28f12x Trod () / 2m239j:;1+5 e
(iv) /362—1-1364-2 d ) /?ﬂ'iﬁ;—k? da (vi) / (222 4+ 11)(x —1) dz
Notas sobre la Descomposicion en Fracciones Simples: Recordar que SOLO SE PUEDE

APLICAR CUANDO Grado de P(x) < Grado de Q(x). Faltaria estudiar el caso, que omitiremos,
en que Q(x) tiene raices no reales (complejas conjugadas) con multiplicidad > 2.

Teorema 4 de Integracion de Funciones Racionales

4to. caso: grado del numerador mayor o igual que grado del denominador
P(z)
Q(x)
e El polinomio P(x) en el numerador tiene grado MAYOR O IGUAL que el grado del polinomio
Q(x) del denominador.

Sea dada la funcion racional tal que:

Entonces existen los polinomios cociente C(z) y resto R(x) tales que:

Plx) _ x M rado de R(x rado de Q(z
Q(m)_c<)+Q(x)’ grado de R(x) < grado de Q(x).
Luego
P@) [ imran [ R
[aae= [ e [ 5

donde [ C(z)dx se puede calcular facilmente pues es la integral de un polinomio, y [ R(x)/Q(x) dx
se puede calcular como vimos antes, mediante descomposicién en fracciones simples, pues grado de
R(z) < grado de Q(x).

Ejemplo 4: Calcular

/2$5—x4—7x3—x2—|—6x—|—1
dx

xt — a3 — 3242 +2
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., Cémo es encuentran el polinomio cociente C(z) y el polinomio resto R(x)? Veamos el ejemplo 4:

Dividimos el primer monomio 22° de P(x) entre el primer monomio 2* de Q(z). El resultado cociente
es el monomio 2z serd el primer término del polinomio cociente C'(z) que estamos buscando.

P(z) Q(z)
200 — 1ot — 723 — 122 + 62 + 1 ot 23 -3+ +2=Q(2)

Ahora multiplicamos el monomio cociente 2x que recién obtuvimos por Q(z), y colocamos el resul-

tado CAMBIADO de SIGNO abajo del polinomio P(z):

P(x) Q(z)
4225 — 12t —Tx? — 122+ 62+ 1 ‘ =2 =324 +2
—22° 4+ 22* + 62 — 222 — 4x ‘ 2x+

A continuacién sumamos el polinomio P(x) con el que estd abajo, obteniendo un polinomio que se
llama primer resto Rj(z):

P(x) Q(x)
+22° — 12t — 72 — 122 + 62 + 1 ‘ zt— a3 =322+ +2
—225 + 22* + 62° — 222 — 4z \__ 2_56—_|— _____________
Rue) = 0274 1a® — 127 — 322 4 20 4 1

Discutimos:

O bien el polinomio R(z) es de grado menor estricto que el polinomio divisor Q(z), o bien es de
grado mayor o igual que este (en este ejemplo grado de Ry(z) > grado de Q(x).)

e ler caso) Grado de R;(x) > grado de Q(x): Repetimos el procedimiento anterior, usando Ri(x)
en lugar de P(x). Obtendremos asi un segundo resto Ra(z). Y asi seguimos hasta obtener un resto
que sea de grado menor estricto que el polinomio divisor Q(x).

e 2do. caso) Grado de Ry (z) < grado de Q(z): Termind el proceso de divisién entera. El resto R(x)
que buscamos es el tltimo R;(x) obtenido, y el polinomio cociente C'(z) es el que haya quedado a
la derecha abajo de la raya de divisién.

P(z) Q(z)

422° — 12t — T — 122+ 62+ 1 ‘ zt— a2 =324 +2

—22° + 22% + 623 — 222 — 4z \__ 2_3:_—1—_1 ____________
Ru@) = 02+ lo'—1a® 322 42041

Ro(z) = 02° + 02t 4+ 023 + 022 + 12z — 1
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Concluimos:
P(z) r—1

SO YO |
x T +x4—x3—3x2—|—x+2

P(x) _ rx—1 B
/Q(x)dx—/@x—i-l)dm—l—/x4_x3_3x2+x+2dx_

rz—1
:3;‘2—|—l‘+/(x_1>2(x+1)($_2)d$:

1
:x2+x+/($_1)(m+1)(x_2)d:c

La integral a la derecha se resuelve mediante fracciones simples como se vio antes, pues el grado
del numerador es menor que el grado del denominador.

8. a) En el Ejemplo 4 expuesto més arriba terminar de calcular la integral.

b) Calcular las siguientes integrales de funciones racionales:

23 2_2 23 2_2
(i)/fC e ; T dw (ii)/x 2“11 T du
xre — X
5_92p% — 322 482 — 2 — (22 =22 +1 1
(i) /a: x x*+8r —x+ i, (iv) /(x )(z x+1)+ 3z + i
x3 — 3z + 2 2 —2x+1

Sugerencia para la integral (iv): no sacar los paréntesis en el numerador.

Combinacién de varios métodos de integracién: Para calcular algunas integrales, puede
ser necesario combinar varios de los métodos de integracién vistos. Por ejemplo, primero aplicar
algin cambio de variables para modificar la expresién de la integral. Luego, para resolver la integral
obtenida, aplicar partes o sustitucion o fracciones simples.

9. a) Calcular las siguientes integrales aplicando primero el método de sustitucién (o un cambio de
variable adecuado):

1
(i) /HtQ(arctan t)2 —4dt Sugerencia: Recordar que 1/(1 +t2) = (arctant)’.

(ii) / e g (iii) (optativo) / (logz) senllogz)

x
e2r + 3e* + 9 x
1
iv) (optativo / d
() ( e
b) (optativo) Chequear que son verdaderas las siguientes férmulas y usarlas para calcular las
integrales dadas méas abajo:

x.  Sugerencia: Cambio de variable u = u(z) = V4 + 2.

2t 1—¢2

Si t=tan (f) entonces senr=-——-, COST = ——
2 1+t2 1+12

Calcular las siguientes integrales mediante el cambio de variable ¢t = tan(x/2).

1
(i) / SR (ii) / eny da
senx + cosx 1+senx + cosx

14



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 11

Integrales definidas, Sumas de Riemann, Calculo de Areas

Teorema Fundamental del Calculo y Valor Medio

b
Notacién de la Integral Definida: / f(x)dx

REGLA DE BARROW: Sea f : [a,b] — R una funcién continua en el intervalo compacto [a, b].
Sea F(z) = [ f(z)dz primitiva de f para todo = € (a,b). Adoptaremos la siguiente igualdad, llamada
REGLA DE BARROW, como definiciéon de “integral definida”:

La integral definida de f en el intervalo en [a,b] es:

[ e =rw)

Los nimeros a y b se llaman extremos del intervalo de integracion, o también limites de integracion.

CAMBIO DEL ORDEN DE LOS LIMITES DE INTEGRACION Se define

/baf(ac)dx = — /abf(ac)dx

{ATENCION!: La integral definida NO es una funcién de la variable z de integracion.

1. a) Calcular las siguientes integrales:

(i) /02:E3d:n, (ii) /Oaznzda: (iii) /Olﬁdaj.

b) Probar las siguientes féormulas a partir de las correspondientes para la integral indefinida vistas
en el practico anterior:

b u(b)
Sustitucidn: / flu(x)) v (z)dx = / f(u)du
a (a)
Cambio de variables: x = z(t) con inversa t = t(x):

e

Integracién por partes: / f(x)d (z)dx = (f(a:) / f(x

¢) Hacer una TABLA de férmulas y propiedades de INTEGRAL DEFINIDA, que incluya la regla
de Barrow y las tres férmulas de la parte anterior.




b)

Calcular las siguientes integrales aplicando el cambio de variable que se indica:

5 2
. dx 9 . / 2—x 9
i — z=t"4+1 ii dr, x=4sen”t— 2.
()/er_l (ii) Vare

Haciendo un cambio de variable adecuado u = u(z), probar que para todos n,m € N se cumple
la siguiente igualdad

1 1
/ 2™l —x)"dx = / 2"(1—x)"dx
0 0

Calcular fol 22(1 — 2)% dz.

Demostrar que para cualquier funcién continua f : [0, 1] — R se cumple la siguiente igualdad:

/OW:E - f(senz)dr = g/oﬂf(senx)dzn.

Sugerencia: en la integral de la izquierda hacer el cambio de variable u = 7 — x.

iy
Calcular / % dx.
o l+cos®w

Probar, usando la regla de Barrow, la siguiente férmula llamada “Propiedad de Aditividad del

Intervalo de Integracion”:
b c b
/f(x)d:nz/ f(:n)dx—I—/ (@) do

Agregar esta ultima férmula de Aditividad del Intervalo a la Tabla de Propiedades de la
Integral Definida (parte c) del ejercicio 1).

CALCULO DE AREAS Y SUMAS DE RIEMANN

4. Estudiar del libro “Anélisis Matematico I”de F. Paganini, desde la pagina 84, Integrales, hasta el
final de la pagina 85. Hacer el siguiente ejercicio sobre el texto estudiado:

a)

Sea a > 0 una constante real. Sean € NT. Se parte el intervalo [0, a] en n subintervalitos iguales
de longitud a/n cada uno. Verificar que para cada i = 1,2,3,...,n, el i-ésimo intervalito de

esa particion es
i—1 i
I; = [ a, — a]

n n

Sea la funcién f(z) = 5+ 2% con dominio en el intervalo [0, al:

(i) Graficar f.

(i) Dibujar en el intervalo [0, a] los subintervalitos I; de la parte a) para algin valor de n > 10
fijo.

(iii) Elegir un valor i € {1,2,...,n} y pintar de verde el rectangulo R; (flaco y alto) que tiene
base (horizontal) el intervalito I; y altura (vertical):

altura del rectangulo R; = f(x;), donde

donde
r; = extremo derecho del subintervalo I;.

(iv) Denotar
Ax; = longitud del subintervalo I;.



Calcular el area de R; (base x altura) en funcién de n y de a.

(v) En el dibujo realizado, pintar de gris la suma de las dreas encerradas por todos los rectan-
gulitos R;, coni=1,2,...,n

(vi) En el dibujo realizado, pintar de rojo el “error” e (la diferencia) entre la suma de las
areas de todos los rectangulitos R; y el area total comprendida abajo de la curva grafica de la
funcién f (arriba del intervalo [0, a]).

(vii) Chequear graficamente e intuitivamente que el error € definido en la parte (vi) debe tender
a cero cuando la cantidad n de subintervalos I; de la particién tiende a +o0o. Explicar por qué.

¢) Sea el drea gris pintada en la parte anterior de este ejercicio. Probar las siguientes igualdades
(para la dltima igualdad ver la sugerencia abajo):

Area gris = Z area(R Z flx)Ax; =

i=1

1 1
= ; ’I’L3 ZZ —5CL+CL < +—+W>

1=1 =

Sugerencia: Se puede probar por induccién completa (ver Practico 2) que para todo n € N*T

vale la siguiente igualdad:
2

’I’L n n

d) A partir del resultado de la parte anterior, haciendo n — +o00, demostrar que el drea A abajo
de la pardbola y = f(x) =5+ 22, x € [0,a] es

CL3 a
A:5a+—:/ f(x) da
3 0
Ay Ay

=f 4"
y=Ie) -= ﬁx} dx y=f(x)

x
a b
: : - < \3“

+7]= ﬁx} dx B +HA-N= ﬁx} dx
y=f(x :

Figura 1: Cuadro izquierdo: El area rayada abajo de la gréfica de una funcién continua a trozos y = f(z) >
0, € [a,b] es f:f(:n) de = [ f(z)dz + fcbf(:n) dx. Cuadro del medio: Para y = f(x) <0, x € [a,b], la
integral definida en [a, b] es — el drea rayada. Cuadro derecho: Si f cambia de signo, su integral definida
es la suma algebraica de las areas rayadas con signo + donde f > 0 y con signo — donde f < 0.

LI®




Al final del curso, al definir Integral de Riemann, demostraremos el siguiente teorema:

TEOREMA del limite de las SUMAS de RIEMANN (Integral de Cauchy)

Sean a < b reales fijos. Sea f : [a,b] — R continua, o seccionalmente continua (i.e. “continua a
trozos”, ver Figura 1).

Entonces eziste el siguiente limite y es igual a la integral definida de f en el intervalo [a,b]:

n b
lim > (o) Aai = [ (o)
=1 a

n——40o0 4

donde A, es la longitud del intervalito i-ésimo I; de una particién del intervalo [a,b] en n subin-
tervalitos iguales, y x; es un punto cualquiera del intervalo [a, b] tal que z; € I;.

Definicion de Suma de Riemann:

La sumatoria en el Teorema anterior se llama SUMA DE RIEMANN, y se denota S(n, f):
S(n, )= flai)Aw;.
i=1

El Teorema de la Suma de Riemann establece que cuando f es seccionalmente continua

b
/f(:z:)dx: lim S(n, f).

n——+o0o

Si x; € I; se elije, en cada subintervalito, tal que f(x;) = sup{f(z): x € I;} entonces la suma de
Riemann se llama Suma de Riemann Superior, y se denota S(n, f).

Si z; € I; se elije en cada subintervalito tal que f(z;) = inf{f(x) : = € I;} entonces la suma de
Riemann se llama Suma de Riemann Inferior, y se denota S(n, f).

Entonces, por definicién de supremo y de infimo de una funcién en un intervalo I;, tenemos

S(n, f) < S(n, f) < S(n, f).



Corolario de CALCULO DE AREAS
Sean a < b niimeros reales fijos.

e Sea f : [a,b] — R una funcién no negativa f > 0, seccionalmente continua como la de la Figura
1, cuadro izquierdo. Entonces, el drea rayada abajo de la curva gréfica de f(z) y arriba del eje de

las z, es fabf(a:) dx:
b
a<b, f>0: / f(z)dx = Area rayada > 0.

e Sea f : [a,b] — R una funcién no positiva f < 0, seccionalmente continua (o “continua a trozos”)
como la de la Figura 1, cuadro del centro. Entonces f; f(x) dx es igual, con signo cambiado, al area
rayada arriba de la curva grafica de f(x) y abajo del eje de las x:

b
a<b [f<O0: / f(x)dx = —Area rayada < 0.

e Sea f : [a,b] — R una funcién seccionalmente continua (o “continua a trozos”) como la de la
Figura 1 cuadro derecho. Entonces ff f(x)dx es igual a la suma algebraica de las drea A; rayadas

que quedan abajo de la gréafica de f donde f > 0, menos las dreas A; rayadas que quedan arriba
de la gréafica de f donde f < 0:

b
/ f(x) dx = Area rayada (donde f > 0) — Area rayada (donde f < 0).

iATENCI()N! El area de cualquier regién es siempre POSITIVA o cero. Lo que puede dar
negativo es la integral ff f(x) dz. Supongamos a < b. La integral ff f(x) dx serd positiva si el drea
rayada donde f > 0 es mayor que el area rayada donde f < 0. La integral da cero si ambas areas
rayadas son iguales. Y da negativa si el area donde f > 0 es menor que el area donde f < 0.

5. Calcular las dreas de las regiones abajo de las curvas graficas de las siguientes funciones (chequear
primero que son funciones seccionalmente continuas y no negativas en los intervalos dados)

241
W) fa) =T,

b) f:]0,2] — R definida por f(z) =2xsi0<z <1, f(zr)=1+cos(nm(zx—1))sil<zx<2

T e [_17 1]7

6. Calcular el area encerrada entre:

a) la pardbola y = 22 y la recta y = 2z + 3.

b) (i) la curva y = €%, la curva y = e~ y la recta vertical z = 1.
(iii) la curva y = €%, la curva y = e~? y la recta horizontal y = 2.

¢) las curvas y = 1/22, y = —1/2% y las rectas verticales * = 1 y x = a donde a es una constante
fija mayor que 1.

d) las curvas y = 1/2%, y = —1/2? para > 1. Nota: por definicién esta drea A es el limite
cuando a — +oo del drea hallada en la parte anterior, cuando este limite existe y da finito; y
por convencion se dice que el drea A es infinita si ese limite da infinito.

Deducir que el area de una regién no acotada del plano puede ser finita.



7. Area del circulo y de la elipse

a)

b)

Demostrar que el drea de un circulo de radio R es igual a mR?. (Sugerencia: despejar y de la
inecuacion z2 4 y% < R2))

Sean a,b > 0 constantes reales. Se llama elipse de semiejes a y b, al lugar geométrico de los
puntos en el plano que verifican la siguiente ecuacién:

Demostrar que el area de la regién encerrada por la elipse de semiejes a, b es igual a wab.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

Sea f(z) continua. Se dan dos nimeros reales to y t tal que el intervalo [to,t] estd contenido en el
dominio de f. Denotamos:

G(t) = t f(z)dx

porque el resultado numérico G de la integral calculada a la derecha depende del ntimero real dado
t (y también depende de t).

FEntonces

G(t) es derivable respecto de t y ademds G'(t) = f(t).

En otras palabras, G es primitiva de f.

8. a)

b)

Agregar la férmula del teorema fundamental del Célculo a la Tabla de Propiedades de Integral
Definida (ejercicio 1 parte c).

Calcular la derivada respecto de ¢ de las siguientes integrales:

t 2 t2 2 t 2 2 2 3 2
/ e du, / e du, / e du, / e ¥ dzx, / e ¥ dx
0 0 -1 t —2

to
Sea H(t) = f(x)dx donde ty es constante, y f es continua en el intervalo comprendido
t
entre to y t Demostrar que H'(t) = — f(¢).
Agregar la formula de la parte anterior a la Tabla de Propiedades de la Integral Definida.

Sea f funcién continua, y sean u y v funciones derivables. Sea
v(t)
H(t) = / f(z)dz.
u(t)

Usando el Teorema Fundamental del Céalculo y usando la regla de la cadena, probar que:

Agregar la férmula de la parte anterior a la Tabla de Propiedades de la Integral Definida
(ejercicio 1 parte c).

Calcular la derivada respecto de ¢ de las siguientes integrales:

Q) /t o g (i) / T os(a?) de (i) / “ son(e?) dr

2 —cost



9. Valor Medio de una funcién y Teorema del Valor Medio del Calculo Integral

Estudiar en el libro “Anadlisis Matemético I”de F. Paganini desde la pagina 91, Teoremas Funda-
mentales, omitiendo las demostraciones, hasta la pagina 96 donde dice “Célculo de Primitivas”.
Hacer los siguientes ejercicios sobre el texto leido:

a) Sea, como en el ejemplo 225 del libro (pag. 94), la funcién g : R — R definida por g(z) = 1
size[0,1], g(z)=0siaz¢|0,1]. Graficar g, calcular la funcién G(z) = [ g(t) dt y graficar
G. Chequear que G'(x) existe para todo punto z ¢ {0,1} y que donde existe se cumple
¢'(x) = g(x).

b) Sea, como en el ejemplo 230 del libro (pdg. 96), una funcién continua f(t) y una constante c
real tales que

/xf(t) =cosx — (1/2).

Hallar la funcién f(¢) y la constante c.

¢) Agregar a la Tabla de Propiedades de integral definida (ejercicio 1 parte c) la definicién de
Valor Medio de una funcién f en el intervalo [a,b] (Definicién 219, pagina 92 del libro), y el
enunciado del Teorema del Valor Medio del Célculo Integral (Teorema 32, pagina 92 del libro).

d) Hallar el valor medio de la funcién |senz| en el intervalo [0, 27]

e) Dar un ejemplo de una funcién f : [0,2] — R no continua pero seccionalmente continua tal
que su valor medio en el intervalo [0, 2] no sea alcanzado por f en ningin punto z € [0, 2].
f) Hallar los valores medios de las siguientes funciones en los intervalos que se indican:

2
. x .
(i) f(z) = e el intervalo [1, 2]

(ii) g(z) = cos® 3z en el intervalo [0, 7/12].
(iii) h(x) = /z en el intervalo [0,1] donde n es un nimero natural positivo fijo.

g) Para cada una de las funciones de la parte anterior, encontrar algiin valor de x en el respectivo
intervalo, donde se alcanza su valor medio.

NOTA IMPORTANTE: El orden en que enunciamos algunos de los teoremas en el Repartido 11,
NO es el orden l6gico de sus demostraciones, sino que es un orden establecido nada més que por razones
pedagogicas. Las demostraciones estan en uno de los repartidos al final del curso.

El procedimiento cldsico de demostracién de los teoremas es en cadena, uno tras otro, usando los
teoremas anteriores en la demostracion del siguiente. Pero en lo que respecta a los teoremas enun-
ciados en este Repartido 11, el orden de sus demostraciones es totalmente diferente del que
aparecen enunciados aqui.

Por ejemplo el Teorema I es el de Limite de Suma de Riemann: es el primero que se demuestra usando
nada mé&s que propiedades de continuidad de funciones. Y el iltimo Teorema en poder ser demostrado
sera la Regla de Barrow.

Sin embargo en este Repartido 11 lo primero que enunciamos y usamos para hacer ejercicios, fue la
Regla de Barrow.

En resumen en este repartido, asumimos como verdaderos todos los teoremas enunciados sin haber
demostrado ninguno, tomandonos la libertad de enunciarlos en un orden diferente del de la logica de sus
demostraciones, para poder plantear y realizar ejercicios desde el principio.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 12
Integrales Impropias

Integrales Impropias de la. especie (*)
+o00 X

. f(x)dx = (por definicién) = lim f(z)dx (Ver Figura 1, cuadro izquierdo arriba)

X—+o0 k

k
k k
. / f(x)dx = (por definicién) = lim f(x)dx (Ver Figura 1, cuadro derecho arriba)

—>OOX

Integrales Impropias de 2a. especie (**)
e Cuando lim,_,,+ f(z) =00y k> a:

/ f(x)dx = (por definicién) = lim / f(x)dx (Ver Figura 1, cuadro izquierdo abajo)

X—at

e Cuando lim,_,,- f(zx) =0y k < a:

a X
/ f(x)dz = (por definicién) = Xh’m f(x)dx (Ver Figura 1, cuadro derecho abajo)
k —a~ JL
My 4»
Mﬂ/‘
=0 4:—-—)( ’x
f\y ? ¥
o
y=f(x)
Fex K K X x

Figura 1: Las dreas rayadas son integrales impropias. Arriba: integrales impropias de la. especie. Abajo:
integrales impropias de 2da. especie.

Convergencia de la integral impropia de la. o 2a. especie
Una integral impropia se llama convergente si existe (real finito) el limite que la define en la igualdad
que le corresponda de la Definicién (*), si es de 1ra especie, o en la Definicién (**), si es de 2da. especie.
Observar que aqui la palabra “integral” de esta utilizada abusando del significado de la palabra, pues
una integral impropia no es en realidad una integral, sino un lémite (de integrales que dependen de un
pardmetro X ):



No Convergencia de la integral impropia de 1la. o 2da. especie

Cuando no existe el limite en la igualdad (*) é (**), o cuando ese limite es infinito, se dice que la
integral impropia es no convergente.

Dentro de la clase de integrales impropias no convergentes, una clase especial es la de las integrales
impropias “Divergentes”. Estas son aquellas tales que la igualdad que la define en (*) o (**) es la de una
integral definida que tiende a +00 0 a —00 0 a 00 (4 0 -) al variar el limite de integracién X. En este caso
la integral impropia en realidad no existe, pero abusando del lenguaje, decimos que la integral impropia
es igual a oo.

1. Estudiar del libro “Analisis Matematico I”de F. Paganini, desde la pagina 115, Integrales Impropias,
hasta el final de la pagina 117; y desde la pagina 123, Integrales impropias de segunda especie, hasta
el final de la pagina 124.

Resolver los siguientes ejercicios sobre el texto leido:

a)

b)

Integrales “referentes”de la. especie. Sea « constante real.

teo idaj converge << o> 1
1 x” diverge <& o<1

Probar que:

Integrales “referentes”de 2a. especie Sea « constante real.
(i) Probar que:
1 converge << a<1
—dz .
0 diverge <& a>1

(ii) Sean h < b < k, « € R. Probar que:
b k
1 1
/ dr, / g convergen &« < 1
n (b—x)® p (x—0b)® divergen < a>1

Clasificar en convergentes o no convergentes las siguientes integrales impropias de la. especie,
y si son convergentes calcularlas:

+o0 +o00 d 0 d

too g

(iv) / rx2 (ver primero la Definicién 260 en la pagina 116 del libro).
x

[ee]

oo By 42
tati _—
(v) (optativo) /_1 4z +1)2+1

0 d
ii tativo) @
(vii) (op o B+ 232

Sugerencia: Encontrar primero las primitivas de las funciones dentro de las integrales.

dx

“+oo
dx, vi)(optativo e
(vi)(optativo) [

Clasificar en convergentes o no convergentes las siguientes integrales de 2da. especie, y si son
convergentes calcularlas:

1 2 /2
1 1 dx
i dz, ii E— iii / .
()/0 Vi—z ()/0 (x —2)2 (i) 0 senx
Sugerencia: En el repartido 10 ver cémo se calculan las primitivas de las funciones dentro de
las integrales.

(optativo) Sea « un nidmero real cualquiera fijo. Clasificar en convergente o no convergente
cada una de las siguientes integrales de la. o 2a. especie, discutiendo segin «, y cuando es
convergente calcularla:

. oo dx . 2 dx
(1)/2 - (logx)™ (u)/1 - (logx)™



2. (optativo)

a) Sea
f(z) = { 1 siz€n,n+(1/2")] para algin n € N,

0 en otro caso.

Graficar f, demostrar que la integral impropia f0+°° f(x) dx es convergente, y calcularla.
Sugerencia: Puede ser 1til usar la siguiente igualdad, que se prueba por induccién completa
. N n __ _ N +
enn:y . (1/2)"=2—-(1/2)" VN eNT.
b) Demostrar que si existe el limite lim, , . f(x) = L € R, y si f,:roo f(x)dx es convergente
entonces L = 0.

oo 73 422 +5
1 V2rb4a22 41
d) Dar un ejemplo de integral impropia de la. especie f ,:roo f(z) dx que sea convergente y tal que

NO exista el limite lim,_, . f(x). (Sugerencia: usar la parte a.)

¢) Demostrar que la siguiente integral impropia es divergente: dx

INTEGRALES IMPROPIAS DE FUNCION NO NEGATIVA
Son las integrales impropias tales que la funcién integrando f es > 0.

Importante: Las integrales impropias de funciones no negativas o bien convergen o bien divergen
a 400 (nunca oscilan).

En la Tabla (I) se dan métodos y criterios para clasificar en convergentes o divergentes las integrales
impropias de funciones no negativas. Estos métodos se pueden aplicar siempre que se verifiquen las
condiciones en la columna “Condicién a chequear” de la Tabla.

Los métodos de la tabla (I) son particularmente 1tiles cuando no se puede calcular directamente en
forma explicita una férmula de las integrales a la derecha en las igualdades de las definiciones (*) y
(**). Con los criterios de la tabla (I) se pueden clasificar muchas integrales impropias sin necesidad
de calcularlas.

Integral impropia de funcién no positiva: Es aquella para la cual la funcién en el integrando
es [ <0.

Para clasificar una integral impropia de funcién no positiva, podemos usar los mismos criterios que
para clasificar una de funcién no negativa, asi:

Primero cambiamos de signo a la funcién dada (no positiva) dentro de la integral. La nueva integral
impropia es de funcién no negativa.

Después a la nueva integral impropia le aplicamos los criterios de la Tabla (I).

Si la nueva integral (de funcién no negativa) converge entonces la integral dada (de funcién no
positiva) converge. Y si la nueva integral diverge a 400 entonces la integral impropia dada diverge
a —00.

Ademas, cuando una de estas dos integrales impropias (y por lo tanto ambas) convergen, el valor
de la integral dada es igual al de la integral nueva cambiada de signo.



TABLA 1 - Métodos de clasificacién de integrales impropias de funciones no negativas

Método Integral Condicién a chequear Resultado
impropia ADEMAS de >0
dada
Limite de f la. especie
o f Ilmyyoo f(z) =L €R

L+#0= 7> f DIVERGE

L=0 Este método no clasifica

lim, s 400 f(z) = 400 = "> f DIVERGE

Alim, oo () Este método no clasifica
Comparacion la. especie
por desigualdades: k—l—oo f construyo g > 0 tal que

f<g9 vy

7>° g CONVERGE = "°° f CONVERGE

Comparacion 2a. especie
por desigualdades: fak f construyo g > 0 tal que

f<g vy

[ g CONVERGE = [¥ f CONVERGE
Comparacion la. especie
por desigualdades: k—l—oo f construyo g > 0 tal que

f=zgy

">° g DIVERGE = > f DIVERGE

Comparacion 2a. especie
por desigualdades: fak f construyo g > 0 tal que

fzg9y

J!" g DIVERGE = J¥ f DIVERGE

Continua...



Continuacion de la TABLA I - Métodos de clasificacion de integrales impropias de
funciones no negativas

Método Integral Condicion a chequear Resultado
ADEMAS de f >0

Comparaciéon la. especie
por limites: ,joo f construyo g > 0 tal que
lim, 100 f/g=LER, L#0
Si [,7*° g CONVERGE, entonces [, > f CONVERGE

Si [,”*° g DIVERGE, entonces > f DIVERGE
Comparacion 2a. especie
por limites: fak f construyo g > 0 tal que
lfmx—>a+f/g:L€R7 L#0
Si [ g CONVERGE, entonces ¥ f CONVERGE
Si [ g DIVERGE, entonces J¥ f DIVERGE
Comparaciéon la. especie
por limites: I:FOO f construyo g > 0 tal que

limy 100 f/g =0
Si h+°°g CONVERGE, entonces ,:roo f CONVERGE

Comparacion 2a. especie

por limites: fak f construyo g > 0 tal que

me—mﬁ f/.g =0

Si fah g CONVERGE, entonces fak f CONVERGE
Comparacion la. especie
por limites: ,:roo f construyo g > 0 tal que

lim, 4 f/g = +00

Si [,">° g DIVERGE, entonces > f DIVERGE
Comparacion 2a. especie
por limites: fak f construyo g > 0 tal que

me—mﬁ f/.g =00

Si [ g DIVERGE, entonces /¥ f DIVERGE

3. Clasificar en convergentes o divergentes las siguientes integrales impropias de funciones positivas:

+oo
a) / t" et dt donde n € N*.
0

Sugerencia: ver Ejemplo 270 del libro “Anaélisis Matematico 17.
“+oo
b) / (1/Va + 1) da.
0

1 1
Sugerencia: aplicar comparacién por desigualdades probando que

31 a2




“+oo
c) /0 (1/v/x%2+1)dx. Sugerencia: aplicar comparacién por limites usando g(z) = 1/x y

recordando que f1+oo(1 /x) dx diverge.

d) Demostrar, sin calcular, que la siguiente integral impropia es divergente

/Olﬁdm.

. . 1 . .
Sugerencia: comparar por limites con fo ﬁ dx. Notar que es impropia cuando x — 1; no es

impropia cuando x = 0. Por lo tanto el limite por comparacién debe calcularse cuando x — 1.

+00
e) (optativo) / (el/t —-1- (1/t)) dt. Sugerencia: Comparar por limites con f1+°°(1/t2)dt.
Para calcular el limite del cociente adecuado de funciones, usar L’Hopital.

f) Clasificar las siguientes integrales impropias de funciones de signo constante:

400 5 J +o00 T J 1 e~ T J
i e " dux, ii) (optativo — dx, iii) (optativo —dux,
0 [ (i) (optativo) [ ——L— (i) (optativo) [
o dx og +oo oV
iv —, v) (optativo / dx, vi) (optativo / dx.
) [ a0 (optaiiva) [ 2 (v) (optativa) [ 2

4. (optativo)

a) Se define la serie arménica

400 N
1 1 1 1 1 1
D DT S (NS S N
DL B N O R R R
N 1 N+1 1 400
(i) Demostrar que E - > / — dx. (ii) Usando que la integral impropia / (1/x)dx es
n 1 x 1

n=1
divergente, demostrar que la serie armonica es divergente.

T | sen 7|

b) Demostrar que / dz diverge.

. T
|senz| _ |senz|
>

— m-n(zx)

positivo tal que n(z) — 1 < L < n(z).
T

Sugerencia: Probar que donde para cada real x > 1, n(z) es el tinico natural

-l-oo1

+oo 1 2w
Después demostrar que / |senc] de > —- (/ | sen x| da:) (Z _)'
Zz n ™ n=2 n

™

Finalmente usar la parte a) para deducir que la integral impropia dada es divergente.



INTEGRALES IMPROPIAS DE FUNCION QUE CAMBIA DE SIGNO

Son las integrales impropias tales que para todo z suficientemente grande la funcion integrando
f(z) cambia de signo.

En la Tabla (II) se dan métodos y criterios para clasificar en convergentes o no convergentes las
integrales impropias de funciones que cambian de signo. Estos métodos se pueden aplicar siempre
que se verifiquen las condiciones en la columna “Condicién a chequear” de la Tabla.

TABLA II - Métodos de clasificacién de integrales impropias de funciones que

cambian de signo

Método Integral Condicién a chequear Resultado
impropia ADEMAS de f>0
dada
Limite de f la. especie
el iy 400 f (@) = L
L+0= > f DIVERGE
L=0= Este método no clasifica
limy s 4 oo f2) = +00 = > f DIVERGE
Alimy, 1o f(z) = Este método no clasifica
Convergencia la. especie
absoluta: k—l—oo f Estudio |f| >0
7| f| CONVERGE = 7°° f CONVERGE
y ademas
CONVERGE
ABSOLUTAM.
Convergencia la. especie
absoluta: ,:roo ! Estudio [f] >0
: °°|f| DIVERGE Este método no clasifica
Convergencia 2a. especie
absoluta: fak f estudio |f| >0
J7|f] CONVERGE = J¥ f CONVERGE
y ademas
CONVERGE
ABSOLUTAM.
Convergencia 2a. especie
absoluta: fak f estudio |f| >0

/" |f| DIVERGE

Este método no clasifica




D.

6.

7.

Estudiar del libro “Analisis Matematico I "desde la péagina 121, Integrales con signo cualquiera,
hasta el final de la pagina 122. Solucionar los siguientes ejercicios sobre el texto leido:

a) Demostrar que f;roo (sent)/t? dt converge absolutamente. Deducir que converge.
b) (optativo) Demostrar que f;roo (sent)/t dt NO converge absolutamente, pero sin embargo con-
verge. (Sugerencia: Usar el resultado del Ejercicio 4 parte b) y ver Ejemplo 277 del libro).

¢) (optativo) Clasificar la siguiente integral impropia, llamada integral de Fresnel:

+oo
/ sen(t?) dt.
0

(Sugerencia: integrar por partes, ver ejemplo 279 del libro).

d) (optativo) Probar que f0+ootcos(t4) dt converge. (Sugerencia: integrar por partes, en forma
similar a la integral de la parte anterior.)

e) (optativo) Exhibir un contraejemplo que muestre que lo siguiente:

+00
(z) dx converge # f acotada .
k

Demostrar, en el caso de integrales impropias de la. especie, el siguiente Teorema:
Teorema: Si una integral impropia converge absolutamente entonces es convergente.

Sugerencia: estudiar, consultar hasta entenderla, y tratar de reproducirla tantas veces como sea
necesaria hasta poder escribirla sin mirar el libro, la demostracién de la pagina 121 del libro “Anaélisis
Matematico I”.

Definicion:

Se llama integral impropia de 3ra. especie cuando es la suma de una integral de la. especie
con una de 2da. especie. Un integral de 3a. especie se dice convergente, por definicion, cuando las
de la. y 2da. especie (de las cuales es suma), son ambas convergentes. Se dice no convergente
en caso contrario, es decir cuando una de las dos de la. y 2a. especie es convergente pero no la otra,
o cuando ninguna de las dos es convergente.

“+oo
Ejemplo: / —5 dx es una integral de 3a. especie porque es la suma de
0 X

1 +o0o
1 1
/ —2dx+/ —2dx.
0o 1 T

El primer sumando es una integral de 2da. especie no convergente, y el segundo sumando es una
integral de la. especie convergente. Por lo tanto la integral impropia dada de 3a. especie es NO
CONVERGENTE.

a) (i) Probar que las siguientes integrales impropias son convergentes y relacionarlas entre si:

1 +o00
log log
/ & 5 dx, / 08T dx.
0 1 +x 1 1 + 1'2
Sugerencia: Usar comparacién por limites para clasificar la segunda integral. Aplicar a la
primera integral el cambio de variable u = 1/x.

(ii) Deducir que la siguiente integral converge y deducir su valor:

/+°° log x
dx.
0 1+ 1’2

Sugerencia: Usar la parte (i).



b)

Hallar el valor real positivo de k para que la siguiente integral sea convergente, y calcularla:

+o0
/1 (2;1:21% - xf—l)dx'

8. (optativo) Para cada valor de n € N se dan dos niimeros reales no negativos a, > 0y b, > 0.

Se construye la siguiente funcién f : [1,400) — R:

n'/?(z —n) sin <ax<n+n!paraalgin n € N*
f@)=X by-(n+1—-n"t—z) sin+1-n"!'<2z<n+1 paraalginnec NT
A, en otro caso.

Graficar f y probar que f es continua a trozos (es decir, seccionalmente continua) en cualquier
intervalo acotado contenido en su dominio.

Hallar a,, y b, para que f sea continua para todo = > 1.

Con los valores de a,, y b, hallados en la parte anterior, calcular

/1Nf(x)d:17

para todo N € N*. (Nota: la integral debe quedar dependiendo solamente de N.)

Para cada N € NT fijo, se denota S(N) = Zﬁf:l n3—1/2 Sabiendo que existe el siguiente limite

L= lim S(N)=LecR",
N—+o0

demostrar que la siguiente integral impropia es convergente y calcularla:

/1 " ) d.

(Nota: el valor de la integral impropia debe quedar en funcién de L solamente.)

Demostrar con un ejemplo que una integral impropia de la. especie de una funcién conti-
nua no negativa puede ser convergente y la funcién en el integrando puede no estar acotada
superiormente.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 13
Sucesiones y subsucesiones de reales.

Teorema de Bolzano-Weierstrass (para sucesiones y para conjuntos)

Teorema de compacidad secuencial.

Estudiar del libro “Anélisis Matematico 1”de F. Paganini, desde la pagina 33, Sucesiones hasta el
final de la pagina 35.

Nota importante: Se observa que cuando se escribe lima,, = L, siendo a, una sucesion de reales,
se debe entender que el limite se toma para n natural, n — +oc.

Definicién: Una sucesion es convergente si existe su limite real (finito). Una sucesién es no conver-
gente si no existe su limite real (finito). Por ejemplo, si lim a,, = 400 entonces a,, es no convergente. Otro
ejemplo, si no existe lim a,, (ni finito ni infinito), la sucesién es no convergente.

Resolver los siguientes ejercicios sobre el texto leido:

1.

a)

Usando solamente la definicién de limite demostrar las siguientes propiedades:
(i) ima, =L < lim(a, — L) =0,

ii) lima, =0 < limla,| =0.

iii) lima, =L #0 = lim|a,| = |L]

Observacion: el reciproco de la parte (iii) es falso).

Propiedades Algebraicas de Limites). Usando ese teorema, probar las siguientes afirmaciones:
i) lima, = L, lim(a, —b,) =0 = limb, = L.

(
(ii
(
(optativo) Del libro “Andlisis Matematico I 7, pagina 38, leer el enunciado del Teorema 2
(
(
(ii) lima, =1, lim(a,-b,) =L = limb, = L.

Sobre la definicién de limite. Estrategia de calculo de ny en funcién de € > 0
n+3

n+4

Usando las reglas de cédlculo de limites de funciones del repartido 8, sabemos que lima,, = 1.

Sea a,, =

Usar la definicién de limite de una sucesién, y la sugerencia que estd mas abajo para resolver
lo siguiente:

Dado € > 0 cualquiera arbitrario, encontrar ng (que depende de €) tal que:
n>ny = la,—1|<e (T)

Nota importante: La afirmacién (T) es un Teoremita metido dentro de la definicién de
limite.

Sugerencia: Imaginar que ya se conoce ng en funcién de € que hace que uno pueda demostrar
el teoremita (T). Entonces demostrar el teoremita asi:

Hipdtesis: n > ng

Tesis: ‘((n +3)/(n+ 4)) - 1‘ <e

Demostracién: Mirando y operando con el primer miembro de la tesis (sin usar la desigualdad
de la tesis, o sea sin usar la afirmacién que hay que probar como tesis), tenemos

‘n+3 ‘ ‘n—i—3 n+4)‘_‘ ‘_ 1
n+4 n+4 n+4 n+4
Usando la hipdtesis
n>nyg = n+4>ny+4 = 1 < !
n+4 7’LQ+4



Juntando la igualdad obtenida al principio con la desigualdad obtenida recién, obtenemos:

n—+3 1
Fev Rk
n—+4 ng +4

Entonces hemos probado la tesis, con la condiciéon de que hayamos elegido ng de modo que:

<e.
n0+4_6

Fin de la demostracién del teoremita (T).
Conclusion: Para que sea cierto el teoremita (T), y por lo tanto la definicién de limite, basta

elegir ng en funciéon de € de modo que = ¢e. Finalmente despejamos ng en funcion de e,

ny +
y hemos encontrado la férmula que se pedia en este ejercicio.

Para la misma sucesién a,, de la parte anterior, y para el mismo valor de € > 0 encontrar otros
dos valores n1,no # ng, ambos diferentes entre si, tales que:

n>n = |a,—1] <e,

n>ng = la,—1|<e.

(Sugerencia: no hacer cuentas, solo analizar la definicién de limite y responderse a uno mismo
la siguiente pregunta: ;Para un valor fijo € > 0, es tnico el valor de ng?)

(optativo) Sea b, = n? — 13.

Usando las reglas de calculo de limites de funciones del repartido 8, sabemos que lim a,, = +0o0.

Usando la definicién de de una sucesién tendiendo a +o00, dado K > 0 cualquiera arbitrario,
encontrar ng (que depende de K) tal que:

n>ny = |by| > K.

(optativo) Para la misma sucesion b, de la parte anterior, y para la misma constante dada K,
encontrar otros dos valores ni,ns # ng, ambos diferentes entre si, tales que

n>n = |by| > K,
n>ny = |by|>K.

(optativo) Usando el mismo procedimiento que en la parte a) aplicar la definicién de limite y

encontrar ng en funcién de € para demostrar directamente las siguientes afirmaciones:
n+1

(i) lim /3 = 1, (ii) lim log (T) = 0.

Usando la definicién de limite demostrar el siguiente teorema:

Teorema de acotaciéon de sucesiones convergentes

Hipdtesis: La sucesion de reales a,, tiene limite L real.

Tesis: la sucesién a,, estd acotada (es decir a,, estd acotada superiormente e inferiormente).
Sugerencia: Ver la demostracion de la proposicién 76 en la pagina 35 del libro.

(optativo) Usando la definicién de limite, probar que la sucesién a, = (—1)" no tiene limite
real.

Sugerencia: Primer paso, probar que |a, — an+1] =2V n € N.

Segundo paso, por absurdo suponer que existe el real L = lima,. Aplicar la definicién de

limite de una sucesién. Como la definicién de limite vale para todo €, en particular vale para
e = 1/2. Aplicar la definicién de limite en el caso particular e = 1/2



Tercer paso: A partir de lo obtenido en el segundo paso deducir que |a,, — a,+1| < 1 para todo
n > ng.

Cuarto paso: A partir de lo obtenido en el primer y tercer pasos, deducir una contradiccion
que termine de demostrar por absurdo la afirmacién dada (que a, = (—1)"
real).

no tiene limite

¢) Mostrar con un contraejemplo que el reciproco del Teorema de Acotacién de Sucesiones Con-
vergentes es FALSO.
d) Mostrar con ejemplos que existen sucesiones de los siguientes tres tipos:
e Convergentes y por lo tanto acotadas.
e Acotadas y no convergentes.
e No acotadas y no convergentes.

e) Mostrar con un contraejemplo que el reciproco de la propiedad (iii) del Ejercicio 1a) es FALSO.

4. Sin necesidad de usar directamente la definicién de limite de una sucesién, y empleando solamente
los mismos métodos de cédlculo de limites de funciones de variable real (Practico 8), calcular los
siguientes limites
2n -5

b) lim {/«, donde « es una constante real positiva. Sugerencia: {/a = elog Vo _ elloga)/n

c) (optativo) lim(v/n 4+ 1 — \/n),
3n+l 4 (_2)n+1 :

a) lim

d) lim

nOé
e) (optativo) lim — donde o > 0 es una constante real. (Sugerencia: Considerar la funcién f(x) =
e

:L,a

— bara x € R™, y calcular lim,_, .~ f(z) usando L’Hopital varias veces hasta que el numerador
e
tienda a una constante real.)

f) (optativo) lim(alogn —n) donde av > 0 es una constante real cualquiera. Discutir segin el valor
de a. (Sugerencia: Tomar logaritmo de la sucesién dada en la parte anterior de este ejercicio.)

g) (optativo) lim(logn)/n. (Sugerencia: definir f(z) = (logx)/x para x € Rt y usar un procedi-
miento similar al de la parte e.)

log an

h) (optativo) lim {/n. (Sugerencia: Escribir a,, = e y calcular primero el limite de loga,,.)

i) (optativo) lim v/n? donde § es una constante real.

5. @ Teorema de Monotonia del Limite

an < b, Vn, 3 lima,, Ilimdb, €eR = lima, <limb,

e Teorema del sandwich

an < b, <c¢, Vn, 3lima,,limec, € R, lima, =limc, =L = limb, = L.

e Teorema de producto de limite 0 por sucesiéon acotada

ap, — 0, by, sucesién acotada = lim(a,b,) = 0.



a)

Usando la definiciéon de limite, demostrar el Teorema de Monotonia del Limite.

Sugerencia: Paso 1) Si A = lima,, B = lim b,,, usar la definicién de limite para explicar por
qué vale la siguiente afirmacion:

Para todo € > 0 existe ng tal que n >ng = |a, — A| <e¢, |b,—B|<e.

Paso 2) Usando la hipétesis y la afirmacién obtenida en el paso 1, explicar cémo se deduce
que 0<b, —a, <B—-—A+2 Vn>nyp.

Paso 3) Del paso 2) deducir que B — A > —2¢ VY e > 0, y de esta desigualdad concluir que
A<B.

(optativo) Demostrar el Teorema del sandwich.

Demostrar el Teorema del producto de limite 0 por sucesién acotada.(Sugerencia: usar el
Teorema de sandwich)
n?sen(n® +n + 1)

n4+n+1l
(optativo) Sean « y (3 dos constantes reales positivas. Probar que si a, es una sucesién de
reales tal que a < a,, < n? para todo n € N entonces lim {/a, = 1. (Sugerencia: primero usar
los resultados obtenidos en el ejercicio 4, partes b), i). Luego usar el teorema del sandwich.)

Calcular lim

6. Sucesiones mondtonas.

Estudiar en el libro “Anélisis Matematico I” desde el principio de la pagina 36 hasta el Ejemplo
84 excluido.

Definir sucesiéon mondétona decreciente y definir sucesién mondtona creciente.

Dar un ejemplo de sucesiéon mondtona creciente no acotada superiormente. ;Existen sucesiones
mondtonas crecientes no acotadas inferiormente?

Dar un ejemplo de sucesién monétona decreciente acotada.

Dar un ejemplo de sucesion no mondtona que sea convergente.

Dar un ejemplo de sucesiéon no mondtona que tienda a +oo.

Investigar si es verdadera o falsa cada una de las siguientes afirmaciones. Si es verdadera
demostrarla y si es falsa refutarla con un contraejemplo:

(i) Si ay, es acotada entonces, jes a, necesariamente convergente?

(ii) Si a, es no acotada superiormente, ;tiende a,, necesariamente a +00?

(iii) Si a,, — 400, {es a, necesariamente no acotada superiormente?
(

iv) Si a,, — 400, jes a, necesariamente acotada inferiormente?

7. Teorema de sucesiones mondtonas

e (i) Si a, es una sucesién mondtona creciente y acotada superiormente, entonces existe el real
lim a, y este limite es igual al supremo de a,.

o(ii) Si a, es una sucesién monétona creciente y no acotada superiormente, entonces lim a,, = +oc.

o(iii) Si a,, es una sucesiéon mondtona decreciente y acotada inferiormente, entonces existe el real
lim a,, y este limite es igual al infimo de a,,.

a)

o(iv) Si ay, es una sucesién mondtona decreciente y no acotada inferiormente, entonces lim a,, = —oc.
Llenar los blancos “.....” en la siguiente argumentacion para que sea una demostracién de la
parte (i) del Teorema de sucesiones monétonas.

Hipétesis: .....
Tesis:......



Demostracion: Sea L = sup a,. Tal supremo existe (y es un nidmero real) porque ....

Por el teorema de caracterizacién con € del supremo de un conjunto, sabemos lo siguiente:
Para todo € > 0 existe a,, perteneciente a la sucesién tal que .......

Entonces, por los siguientes motivos ..... , deducimos que

n>ny = ap>ap, > L —e
Ademds, por los siguientes motivos ...... sabemos que
an <L <L+e€e ¥Vn>ng.
Ahora, juntando las siguientes desigualdades ............. deducimos que
n>nyg = L—e<a,<L+e

Hemos demostrado que para todo € > 0 existe ng tal que ......... Usando la definicién de limite
de una sucesién, concluimos que lim a,, = L como queriamos demostrar. O

b) Demostrar la parte (iii) del Teorema de sucesiones mondtonas. Sugerencia: repetir, adaptédndola
adecuadamente, la demostracién de la parte (i).

8. Sucesiones dadas por recurrencia (o induccién)

a) Sea a, la sucesién de reales dada por las siguiente condiciones (dato inicial y relacién de

recurrencia):
6+ ap

N N.
6—a, n e

ap =0, apy1 =

i) Probar que 0 < a, <2 V n € N. (Sugerencia: usar induccién completa)

(
(ii) Probar que a, es mondtona creciente.
(iii) Probar que a,, es convergente y hallar lim a,,.

b) Sea by, la sucesién de reales dada por:

by =v2, by =+2+b, VneN.

(i) Probar que 0 < b, <2 Vn e NT.
(ii) Probar que b, es mondtona creciente.
(iii) Probar que b,, es convergente y hallar 1im b,,.

¢) Sea ¢, la sucesion de reales dada por:
co=1, cpi1 =422+ 1.

i) Probar que ¢, es mondtona creciente.

iii) Deducir que ¢, es no acotada y que lim ¢, = +oc.
Cn+1
cn

(i
(ii) Probar que ¢, no es convergente. (Sugerencia: Por absurdo).
(
(

iv) Calcular lim

9. Subsucesiones Estudiar del libro “Anaélisis Matematico I” desde la pagina 42 donde dice Subsu-
cesiones, hasta la pagina 43, donde esté el enunciado del Teorema 4 incluido (Teorema de Bolzano-
Weierstrass para conjuntos de reales); y ademads el enunciado del Teorema 5 en la pagina 44 (Teorema
de Bolzano-Weierstrass para sucesiones de reales).



10.

a)

b)

Demostrar que si una sucesién a,, tiene limite L real, entonces toda subsucesién a,, de ella
también tiene limite L. (Sugerencia: ver pagina 43 del libro.)

Demostrar que si una sucesion a, tiende a +oo entonces toda subsucesion a,, de ella también
tiende a +o0.

n
Probar que la sucesién b, = 2"° (=1)" 1o tiene limite finito ni infinito. (Observacién: la
expresion n - (—1)" estd toda en el exponente de 2. Sugerencia: usar los contrarreciprocos de
las afirmaciones probadas en las partes a y b.)

(optativo) Sea a,, una sucesion de reales. Demostrar que si las subsucesiones asy, y asp11 tienen
ambas el mismo limite L entonces existe lima,, = L.

Teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones Si a, es una sucesion acotada de
nimeros reales, entonces existe(n) subsucesion(es) de a, que son convergentes.

Llenar los blancos en el siguiente argumento para transformarlo en una demostracién completa
del Teorema enunciado:

Hipoétesis: a, acotada (superiormente e inferiormente)
Tesis: 3 subsucesion a,, convergente.

Demostracion:

Sea k € N, y sea la siguiente sucesién auxiliar

b = sup{ag, Gp11, - - Qpgjy - - -

Para cada k € N* fijo, existe el real b, porque ......
Afirmamos que la sucesién auxiliar by es acotada inferiormente porque .......

Ademss afirmamos que la sucesién auxiliar by es mondtona decreciente, es decir b1 < by
porque ........
Entonces, usando el Teorema de Sucesiones Monoétonas, existe el niimero real

L =1lim by.
Como by, es el supremo de un conjunto, aplicando el teorema de e-caracterizacién del supremo,

obtenemos lo siguiente:
Para todo € > 0 existe un elemento x del conjunto {ax, ary1,- .., aktj, ...} tal que

b — e < x < bg.
Como esta afirmacién vale para cualquier € > 0, en particular vale en el caso particular que
elijamos

€= —.

k

Como x € {ay,ap+1,-..,0k4j,- .-}, el elemento = es igual a un término de la sucesién a,, para
cierto valor de n > k. Denoto este término asi:

T = an,, con ny > k.

Entonces juntando las afirmaciones ....... s eeeens Vo obtenidas antes (llenar con precisién:
Jcudles tres afirmaciones?), obtenemos

1
bk_E<a’nk§bk vV keNt.

Finalmente, aplicaremos el Teorema del Sandwich. Verificamos primero que se cumplen las
hipétesis del Teorema del Sandwich. Verificacion aqui: ......................

Concluimos que lima,, = L. Hemos encontrado una subsucesién a,, convergente, como
queriamos demostrar. O



b)

e)

(optativo) Sea a, una sucesién acotada de reales. Para cada h € N definir
cp, = inf{ap, api1, ..., anyj}-

(i) Demostrar que la sucesién auxiliar ¢; es convergente.
ii) Llame « al limite (real) de ¢;,. Demostrar que existe una subsucesién a,, que converge a
a.

Sea
1

n+ 2

donde “ent(n/2)”denota la parte entera inferior del nimero n/2. Esto es el mayor entero que
es menor o igual que n/2.

an = (<1)" + —— + (~)(/2),

(i) Verificar que a,, es acotada.

(ii) Encontrar tres subsucesiones de a, que sean convergentes y tengan limites los tres dife-
rentes.

(iii) Deducir que la sucesién a,, no es convergente.

Dar un ejemplo de una sucesiéon que no cumpla las hipétesis del Teorema de Bolzano pero que
cumpla la tesis.

Dar un ejemplo de una sucesiéon que no cumpla las hipétesis del Teorema de Bolzano y que
tampoco cumpla la tesis.

11. Teorema de Bolzano Weierstrass para conjuntos de reales

St A C R es un conjunto no vacio ACOTADO de reales que tiene infinitos elementos, entonces
existe un punto xg € R (xg puede pertenecer o no pertenecer al conjunto A) tal que xo es punto de
acumulacion de A.

a)

(optativo) Demostrar este Teorema.

Sugerencias: Primero, construir una sucesién a, de reales tal que a,, € A para todon € Ny
tal que no tenga puntos repetidos (es decir para valores diferentes del subindice n los reales
a, son todos diferentes).

Segundo, aplicar a la sucesién a, el Teorema de Bolzano Weierstrass para sucesiones.
Tercero, probar que si an, es una subsucesiéon convergente de a,, entonces su limite L es un
punto de acumulacién del conjunto A.

Dar un ejemplo de un conjunto de reales que ilustre el enunciado del Teorema de Bolzano
Weierstrass para conjuntos.

(optativo) Dar un ejemplo de un conjunto no vacio de reales que contenga infinitos elementos,
que no cumpla todas las hipétesis del Teorema de Bolzano, pero que cumpla la tesis.

(optativo) Dar un ejemplo de un conjunto no vacio de reales que tenga infinitos elementos,
que no cumpla todas las hipétesis del Teorema de Bolzano y que tampoco cumpla la Tesis.

12. Teorema de limites de sucesiones en conjuntos cerrados

Sea A C R un conjunto no vacio y CERRADO de reales. Sea a, una sucesion de reales tal que

a, € AV neN.

Si la sucesion a, es convergente, entonces su limite L pertenece al conjunto A.



a) (optativo) Demostrar este Teorema.

Sugerencias: Primero, usando que A es cerrado, deducir que si zg € A entonces existe un
entorno E¢(zg) C A°.

Segundo, suponer por absurdo que L € A y del primer paso, deducir que existe un entorno
E.(L) que no intersecta a A.

Tercero: Del paso anterior y de la hipétesis a, € A, deducir que existe € > 0 tal que ningin
punto de la sucesién a,, pertenece a F.(L).

Cuarto y ultimo: aplicar la definicién de limite L a la sucesién a,, y llegar a una contradiccién
con lo obtenido en el tercer paso.

b) Dar un ejemplo que ilustre el teorema de limites de sucesiones en conjuntos cerrados.

¢) (optativo) Dar un ejemplo de conjunto A no vacio de reales que no sea cerrado ni acotado y
de una sucesion a, € A convergente cuyo limite no pertenezca a A.

d) (optativo) Dar un ejemplo de conjunto A no vacio de reales que no sea cerrado ni acotado y
de una sucesién a, € A convergente cuyo limite pertenezca a A

13. Teorema de compacidad secuencial

Sea A C R es un conjunto COMPACTO no vacio de reales (se recuerda que compacto significa
cerrado y acotado). Sea a,, una sucesion de reales tal que a, € A Y n € N.

Entonces existe una subsucesion ay, tal que:
® a,, es convergente, y

e lima,, = L es un punto que pertenece al conjunto A.

a) (optativo) Demostrar este Teorema.

Sugerencia: Aplicar a la sucesion a,, el teorema de Bolzano-Weierstrass para sucesiones, y luego
aplicar a la subsucesion convergente obtenida el Teorema de limite de sucesiones en conjuntos
cerrados.

b) Dar un ejemplo que ilustre el enunciado del Teorema de compacidad secuencial.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Republica.
Practico 14
Sucesiones de Cauchy
Series de ntiimeros reales.

Estudiar del libro “Anélisis Matematico I”de F. Paganini, desde la pagina 34, Sucesiones de Cauchy
hasta la pagina 46 donde dice “Sucesiones complejas” (excluido).

Resolver el siguiente ejercicio usando el texto leido.

Recordemos primero las definiciones de limite y de sucesién de Cauchy:

Definicion de limite de una sucesién: Una sucesion a, es convergente si tiene limite L real
(finito). Tiene limite L real (finito) cuando para todo e > 0 existe ng tal que

n>ny = |a,—L|<e

Definicion de sucesiéon de Cauchy: Una sucesién a,, se llama “sucesién de Cauchy” cuando para
todo € > 0 existe ng tal que
m>n>ny = |am—ay| <e.

1. Usando la definicién de limite y la definicién de sucesién de Cauchy resolver lo siguiente:

a) Comparar entre si las dos definiciones anteriores y describir cudles son las diferencias entre
ambas.

b) Demostrar el siguiente teorema:
Si an es una sucesion convergente entonces es una sucesion de Cauchy.
(Sugerencia: ver en la pagina 43 del libro la demostracién del Teorema 6)

¢) Demostrar el siguiente teorema:

Sea a, es una sucesion de reales. Si a, es una sucesion de Cauchy, entonces es una sucesion
convergente.

(Sugerencia: ver en la pagina 43 del libro la demostracién del Teorema 7 y completarla con
las explicaciones necesarias para que quede totalmente explicito el proceso deductivo en esa
demostracién).

n+1

5n

(optativo) Sea la sucesién a,, =
(i) Dado € > 0 hallar ny (en funcién de €) tal que: m >n>ng = |aym —an| < e
(

ii) Encontrar ng tal que para todo n > ng la sucesién a,, difiera de la constante a,, menos
que 1073,

(iii) Con el valor de ng hallado en la parte (ii) calcular an, ¥ any+100 y chequear que difieren
entre sf manos que 1073,

2. Series Leer toda la siguiente exposicion tedrica y hacer un diagrama-resumen.

Definicién de Serie Dada una SUCESION a, de reales, se llama SERIFE de término general ana
la “SUMA”de los infinitos términos a,,, en el orden dado de estos términos. Es decir, si el primer
término de la sucesion es ag entonces:

SERIE de término a, es ag+ a1+ a2+ ...+ ap +ape1 + ...

Los tres puntitos al final son esenciales, porque indican que la suma contintda incluyendo los infinitos
sumandos. La serie NO es entonces una suma (comun y corriente en su sentido habitual), pues para
serlo deberia tener solo una cantidad finita de sumandos.



Observacién: Si el primer término de la sucesién es aq en vez de ag, 0 si es ag 0 si es as7 0 en
general ai con k fijo dado, se define la serie empezando con su primer sumando en ap en vez de ag.

Notacién Se usa la siguiente notacién:

o0
Y an=aot+ar+ast...+an+ani+...,

n=0

o en general, para k fijo dado:

oo
Zan:ak+ak+1+ak+2+...+an+an+1+...
n==k

iOjo! El simbolo Y > ; es insignificante en s{ mismo. Solo es una abreviatura para indicar el ver-
dadero significado de la serie que es el desarrollo que estd a la derecha como suma con infinitos
sumandos.

En general, operar a ciegas de manera puramente formal con el simbolo Y 7 ; como si fuera una
suma comun y corriente, puede conducir a errores. Por eso al principio en los razonamientos y
demostraciones, conviene sustituir la abreviatura . ; por el desarrollo extendido de la suma con
infinitos sumandos.

Definiciones importantes

Suma acumulada o Reducida N-ésima de una serie. Dada la serie ZZO:O an = ap+ a1 + as +
...4+a,+..., sellama Suma acumulada hasta el sumando N-ésimo, o Reducida N-ésima, a la suma,
Sy siguiente (con finitos sumandos, esta si es una suma comun y corriente):

SN:ao+a1+a2+...+aNl+aN.

Observar que tiene un punto al final, para indicar que el tltimo sumando es ay y la suma no sigue.

Convergencia y suma de una serie. Una serie se llama convergente si existe (real finito) el
limite de la reducida N-ésima cuando N — 4o00. Cuando la serie es convergente, este limite se
llama “suma” de la serie, y la serie se dice que es igual a este limite.

Observar que aqui la palabra “suma” de la serie esta utilizada abusando del significado de la palabra
suma, pues no es una suma comun y corriente con una cantidad finita de sumandos, sino un limite:

La “suma” de la serie es (cuando existe) el LIMITE de las sumas acumuladas, o sea el limite de
las reducidas N -ésimas.

No Convergencia o no existencia de la suma de una serie. Cuando la serie no es convergente,
decimos que la suma de la serie no existe.

Dentro de las series no convergentes, una clase especial es la de las series “Divergentes”. Estas son
aquellas series cuyas sumas acumuladas o reducidas N-ésimas Sy tienden a +00 0 a —0o 0 a 0o (+
o -) cuando N — +o00. En este caso la “suma” de la serie no existe, pero abusando del lenguaje,
decimos que la serie es igual a oo.

3. Serie geométrica

a) Sea ::i% 2", Esta suma se llama “geométrica de razon 2” porque cada término es igual al
anterior multiplicado por 2.

(i) Para cualquier N € N fijo demostrar que la suma acumulada hasta el término N (o reducida

enésima Sy) es Sy = N+ _ 1,
—+00

(ii) Deducir que la serie es divergente, es decir Z 2" = +o0.
n=0



1\n
b) Sea ;:i% <§> . Esta suma se llama “geométrica de razén 1/2” porque cada término es igual
al anterior multiplicado por 1/2.

(i) Para cualquier N € N fijo demostrar que la suma acumulada hasta el término N (o reducida
1— (1/2)N+1
=A™, (1/2)V.

1—(1/2)

+oo
. . . 1\n
(ii) Deducir que la serie es convergente y que su “suma” es g <§>
n=0

enésima Sy) es Sy =

_ 1
1 (1/2)
+oo

c) Sea ) Zao(A)", donde ag # 0y A > 0 son constantes reales. Esta suma se llama “geométrica
de razén A” porque cada término es igual al anterior multiplicado por A.

=2

(i) Si A # 1, demostrar que para cualquier N € N fijo, la suma acumulada hasta el término N
1— AV

(o reducida enésima Sy ) es Sy = ag(1>\)

(ii) Hallar la reducida N—ésima Sy cuando A = 1.

(

ii) Deducir el siguiente criterio:

+oo
e Cuando A > 1 la serie geométrica es divergente, es decir Z A" = +00 (siap > 0), 6 = —o0
n=0
(Si ag < 0)
“+00
. o 43 ” n ao
e Cuando 0 < A < 1 la serie geométrica es convergente, y su “suma”es Z A= T\
n=0 B
+oo
e Cuando A =1 la serie geométrica es divergente, es decir Z 1" = +o0 (siag > 0) 6 = —c0
n=0
(si ap < 0)

4. Leer en el libro “Anélisis Matematico I” desde la pagina 47 Series, hasta la pagina 51, donde dice
Ejemplo 135 excluido. Resolver los siguientes ejercicios, sobre el texto leido.

Series telescépicas

a) Definir cudndo una serie es telescépica.

b) Encontrar la suma acumulada o reducida N-ésima de las siguientes series telescopicas:

+o0o 1 +o0o 1 +o00o (n + 1)2 _ n2 +oo ) )
L (1Y) optatives 0 DR SR ey
zzjl n(n+1) ; o8 n Prakvo ; n?(n+1)2 TZ:O (n+1)"—n

c) Para las dos primeras series telescépicas dadas arriba, determinar si convergen o no convergen,
y cuando convergen hallar su “suma”.



5. Teorema - Condicién necesaria de convergencia

St

+2° ay, converge, entonces lima, — 0.

Observaciones importantes: FEste teorema establece que para que una serie sea convergente
es necesario antes que nada que su término general a, tienda a cero. Pero el reciproco de este
teorema es FALSO. Es decir, hay series que tienen término general que tiende a cero pero que no
son convergentes (por ejemplo la serie armonica). Dicho de otra forma, la condicién lima, = 0 es
necesaria pero NO SUFICIENTE para que la serie E;ﬁ% an sea convergente.

a)

b)

Demostrar el teorema enunciado arriba. (Sugerencia: Ver demostracién de la proposicién 123
en la pagina 40 del libro).

Probar que no son convergentes las siguientes series:
(1) X (=1)" (i) 32,21 10°n (iii) 32,259 cos(1/n).

n=0

SERIES DE TERMINOS NO NEGATIVOS

Son las series Z:OO an tales que a, >0 V n.

Importante: Las series de términos no negativos o bien convergen o bien divergen a +4oc0.
En la Tabla (I) se dan métodos y criterios para clasificar series de términos no negativos. Estos

métodos se pueden aplicar siempre que se verifiquen las hipétesis en la columna “Condicién a
chequear” de la Tabla.

Los métodos de la tabla (I) son particularmente ttiles para clasificar la serie cuando no se
puede calcular directamente en forma explicita una férmula para la reducida enésima, (y sin
ella no podemos calcular directamente el limite de las reducidas enésimas para saber si la serie
es convergente o divergente).

Series de términos no positivos Las series de términos no positivos son aquellas para las
cuales a, <0 V n.

Para clasificar una serie de términos no positivos, podemos usar los mismos criterios que para
clasificar una serie de términos no negativos, del siguiente modo:

Primero cambiamos de signo A TODOS los términos de la serie dada (de términos no positivos).
La nueva serie que se obtiene es de términos no negativos.

Después a la nueva serie obtenida aplicamos los criterios de la Tabla (I).

Si la nueva serie (de términos no negativos) converge entonces la serie dada (de términos no
positivos) converge. Y si la nueva serie diverge a 400 entonces la serie dada diverge a —oo.
Ademads, cuando una de estas dos series (y por lo tanto ambas) convergen, la suma de la serie
dada es igual a la suma de la serie nueva cambiada de signo.



TABLA I - Métodos de clasificacion de series de términos no negativos

Nombre del método Serie dada  Condicién a chequear Resultado
ADEMAS de a,, >0
Limite del término a,, Z:OO an, Alima, 6
lim a,, = +00 = S+ a,, DIVERGE
Limite del término a,, Z:OO an lima, # 0= ZIOO a, DIVERGE
Limite del término a, ZIOO an lima, =0 Este método no la clasifica
Comparacién S a, construyo b, > 0 tal que
por desigualdades: anp <bn, y
S Fp, CONVERGE = S+ q, CONVERGE
Comparacion Z:oo an construyo b,, > 0 tal que
por desigualdades: bn < ap, y
> b, DIVERGE = > a, DIVERGE
Comparacion Zzoo an, construyo b,, > 0 tal que
por limites: lim(a,/b,) = L
LeR,L#O0
S+ b, CONVERGE = S+ q,, CONVERGE
> b, DIVERGE = S+ q, DIVERGE
Comparacién T construyo b, > 0 tal que

por limites:

n

lim(a,/b,) =0,

S +Fp, CONVERGE =
lim(ay, /by) = 400,

S +b, DIVERGE =

S+ a,, CONVERGE

>+ q, DIVERGE

La tabla continua ...



Continuacién de la TABLA I - Métodos de clasificacion de series de términos no

Nombre del método

Serie dada

negativos

Condicién a chequear
ADEMAS de a,, > 0

Resultado

Criterio de la Rafz S,  lim ¢a, =L<1 S a, CONVERGE

6 Criterio de Cauchy

Criterio de la Raiz S,  lim ya, =L>1 S+ a, DIVERGE

6 Criterio de Cauchy

Criterio de la Rafz Sra,  lim ¢/a, = +oo S a, DIVERGE

6 Criterio de Cauchy

Criterio de la Raiz Stea, lim /a, =1 Este método no la clasifica
6 Criterio de Cauchy

Criterio del Cociente Sha,  lim(anpi1/a,) =L <1 S, CONVERGE

6 Crit. de D’Alembert

Criterio del Cociente Stea, lim(ap+1/an) =L > 1 S, DIVERGE

6 Crit. de D’Alembert

Criterio del Cociente Sha, lim(an+1/an) = 00 S a, DIVERGE

6 Crit. de D’Alembert

Criterio del Cociente Stea, lim(ap41/a,) =1 Este método no la clasifica
6 Crit. de D’Alembert

CRITERIO Shea, construyo f(x) > 0,

INTEGRAL tal que a, = f(n) y

f(x) es decreciente

k

" f(x) dz DIVERGE =

% f(x) dz CONVERGE =

S, CONVERGE
S, DIVERGE




a)

Serie armodnica
+oo
Se da la siguiente serie, llamada serie armoénica: Z —. Demostrar que diverge a +o00 usando
n
n=1
el criterio integral. (Sugerencia: Considerar la funcién f(z) = 1/x definida para x real, z > 1.
;Cumple esta funcién todas las hipétesis del criterio integral?)

+oo
1
Demostrar que la serie Z — es convergente, usando el criterio integral.
n=1 n
“+oo
Sea « > 0 constante real positiva. Usando el criterio integral clasificar la serie Z — en
n
n=1
convergente o divergente, discutiendo segtn el valor de la constante a.
Nota importante: El siguiente resultado debe recordarse:
+x>1 +m>1
Z — CONVERGE si y solo si a > 1, Z — DIVERGE si y solosi a < 1.
n n
n=1 n=1

Estudiar del libro “Analisis Matematico [”desde la pagina 120, Criterio integral para series,
hasta el final de esa pagina.
Enunciar y demostrar detalladamente el Criterio Integral para clasificar series (justificar y
completar cada paso del proceso deductivo en la demostracién del libro).
+o0
(optativo) Usando el criterio integral, clasificar la serie Z _
’ — n (logn)®

gente, discutiendo segun sea el valor de la constante real «.

en convergente o diver-

Usando el criterio de comparacién por desigualdades clasificar en convergente o divergente la
+oo

siguiente serie de términos positivos: g —
n=1

(Sugerencia: comparar el término general con 1/n?.)

Usando el criterio de la Raiz (de Cauchy), clasificar en convergentes o divergentes las siguientes

Jf n+1\"? i’f 2n -1
series de términos positivos: (i) ( > , (ii) (optativo) .
n=1 3n—1 n=1 (\/i)n

Usando el criterio del Cociente (de D’Alembert), clasificar en convergentes o divergentes las
“+o0o

o . P .. . 2n -1
siguientes series de términos positivos: (i) Z

n=1 (\/é)n

es una constante real positiva. Discutir segin .

, (ii) (optativo) Zn)\" e”V™ donde A

n=1

(optativo) Verificar que ni el criterio de la Raiz ni el criterio del Cociente permiten clasificar

+oo +o0o
las series siguientes: (i) Z(l/ng), (ii) Z(l/\/ﬁ)
n=1 n=1

“+o0o
Usando el criterio de comparacién por limites, y comparando con la serie g — para algun
n
n=1
valor adecuado de «, clasificar las siguientes series de términos positivos:
+00 +0o0

. 1 .. n?+1
Do BUDY —

n=1

~— — log\n sen
Optativos: (iii) Z log(n7+\/1?z+ i g(n) Z | \/}i{

n=1



8. Series de términos con signos cualesquiera

Leer del libro “Analisis Matematico I” desde la pagina 54, Series Alternadas, hasta el final de la
pagina 56 y resolver los siguientes ejercicios sobre el texto leido:

a) Series Alternadas y Criterio de Leibnitz

Enunciar y demostrar el Criterio de Leibnitz sobre series alternadas.

b) Usando el criterio de Leibnitz clasificar en convergentes o no convergentes las siguientes series:

. +oo _1 n4+1 - +o00 “1"n
UDIES o UPM=es

9. Convergencia absoluta

a) Definir cuando una serie es absolutamente convergente.

¢) Dar un ejemplo de una serie convergente que no sea absolutamente convergente.

d

b) Demostrar que si una serie converge absolutamente, entonces converge.

Clasificar en convergente o no convergente cada una de las series siguientes, y a las que son

convergentes clasificarlas en absolutamente convergente o no absolutamente convergentes:
—+o00 +00 (_1)n oo

(i) Z seann, (ii) Z T (iii) (optativo) Z sen ((—1)”/n>
n=1 n=1 \/ﬁ n=0

10. (optativo)

a) Sea a, > 0 para todo n € N. Sabiendo que Z:i% an converge, averiguar si es verdadera o falsa
cada una de las siguientes afirmaciones. Si es verdadera probarla y si es falsa refutarla con un

contraejemplo:
+oo 1 +oo
(i) E — necesariamente diverge. (ii) a2 necesariamente converge.
a
n=0 " n=0
+oo +oo
(iii) E \/a, necesariamente converge. (iv) E \/a, necesariamente diverge.
+o0
(v) g log(1 + a,,) en algunos ejemplos converge y en otros diverge.
n=0

b) Sea a,, definida por ag, = 1/2’l<“'7 aoky1 = 1/2k+1 para todo k € N. Demostrar que la serie

+20 a,, es convergente y hallar su suma.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 15
Teoremas basicos del Calculo

Sea D un conjunto no vacio de reales que no tiene puntos aislados (por ejemplo D es un intervalo de
reales, otro ejemplo D es la unién de dos intervalos abiertos disjuntos). Sea f : D +— R una funcién real
con dominio en el conjunto D, y sea xy € D un punto de la clausura de D.

e Definiciéon de limite de una funcién real

Se dice que lim,_,,, f(z) = L cuando

Ve>0 30 >0 tal que
reD, 0#|x—x9|<d = |f(z)—L|<e
Se llama entorno reducido de xg de radio § > 0 al conjunto
E5(z0) ={z € R: [z — x| <0, z# mo} = Es(x0) \ {20},

donde Ej(zo) = (zo — 0,29 + 0) es el entorno (abierto) de centro zp y radio § > 0 definido al principio
del curso.

Entonces la definicién anterior de limite también puede escribirse de la siguiente forma (es en realidad
la misma definicién): limy,_,,, f(x) = L cuando

Ve>0 30 >0 tal que

rxeD, xe€Ej(xg) = f(z)€ E(L).

e Definicion de funciéon continua en el punto z(
Sea ahora xg € D un punto del dominio D de f. Se dice que f es continua en el punto zg € D

lim f(x) = f(zo).

T—T0

e Definiciéon ¢ § de funcién continua en un punto xg.
f: D+ R es continua en el punto x¢y € D si y solo si se cumple la siguiente condicion:

Ve>0 30 >0 tal que

x €D, |[xr—x9| <0 = |f(x)— flzo)| <e.

Nota importante: Se puede demostrar que las dos definiciones de funcién continua en el punto xg son
equivalentes. Entonces podemos tomar cualquiera de ellas en forma indistinta, segin sea més conveniente
para resolver cada ejercicio particular o demostrar cada enunciado.

e Ley de Conservacion del Signo.

(I) Si el limite L de una funcién f(z) cuando x — xy es L > 0, entonces f(x) > 0 en todos los puntos
x de algun entorno reducido de x(y que estén en el dominio D de f.

Si el limite L de una funcién f(x) cuando x — xp es L < 0, entonces f(x) < 0 en todos los puntos =
de algun entorno reducido de x(y que estén en el dominio D de f.

(IT) Si f es continua en el punto zg y f(xo) > 0, entonces f(x) > 0 en todos los puntos = de un
entorno de xy que estén en el dominio D de f.

Si f es continua en el punto xg y f(x¢) < 0, entonces f(x) < 0 en todos los puntos = de un entorno
de g que estén en el dominio D de f.



1.

a) Llenar los blancos en el siguiente argumento y explicar cada paso del proceso deductivo, para
que sea una demostracién de la primera parte de la Ley (I) de Conservacién del Signo.

Hipétesis: Sea f: D +— Ry sea g € D tal que lim,_,4, f(z) = L > 0.
Tesis: Existe un entorno reducido Ej(zg) tal que f(z) > 0 para todo z € Ej(x¢) N D.
Demostracion: Por definicién de limite se cumple que V ....... = I tal que

x € Ef(xg)ND = f(z)€ E(L).

Como la condiciéon anterior vale para todo € > 0 y L > 0, entonces en particular vale para
e = L/2. Concluimos que existe 0 > 0 tal que si € Ej(zg) N D entonces:

fle)>L—e=L—L/2=1/2>0.

Hemos probado que existe un entorno reducido Ej(zg) tal que f(x)...... para todo = €....... ,
como queriamos demostrar. O

b) (optativo) Demostrar la Ley (II) de Conservacién del Signo.

2. e Teorema de Limite y Continuidad de Funciones por Limite de Sucesiones.

(I) limg—q f(x) = L si y solo si para toda sucesién de reales a,, tal que lima, = a se cumple
lim f(a,) = L.

(IT) f es continua en el punto a si y solo si para toda sucesién de reales a,, tal que lima, = a se
cumple lim f(a,) = f(a).

a) Demostrar el Teorema (I) de Limite de Funciones por Sucesiones. Sugerencia: Estudiar del
libro “Analisis Matematico I” de F. Paganini, la demostracién del Teorema 17 en la pégina
63. Completar las explicaciones que faltan y/o consultar hasta entender bien todos los detalles
de esa demostracion.

b) (optativo) Demostrar el Teorema (IT) de Continuidad de Funciones por Limite de Sucesiones.

e Definiciéon de funcién continua en un conjunto A

Sea f : D +— R. La funcién f se llama continua (continua “a secas”, continua sin agregar ningin
complemento) cuando es continua en cada uno y todos los puntos zy de su dominio D. (Ver al
principio de este repartido y también en la parte a) del Ejercicio 1, la definicién de continuidad de
una funcién en un punto zg).

Sea A un conjunto no vacio de reales. Se dice que la funcién f es continua en el conjunto A cuando

A estd contenido en el dominio de la funcién y la funcién es continua en cada uno y todos los puntos
xg del conjunto A.

a) Chequear que es verdadera la siguiente propiedad ¢ ¢ de la continuidad de la funcién f en un
conjunto A no vacio de reales:
Sea una funcién f : D +— R. Sea A un conjunto no vacio de reales contenido en D. Entonces
f es continua en el conjunto A si y solo si se cumple la siguiente condicién:
Para todo € > 0 y para todo zy € D existe § > 0 (que puede depender de € y de xg) tal que

|t —xo| <9, z€D = |f(x)— f(zo)| <e.

e Definicién de funcién uniformemente continua en un conjunto A

Sea f: D — R. Sea A un conjunto no vacio de reales contenido en D. La funcién f se llama
uniformemente continua en el conjunto A cuando
Para todo € > 0 existe § > 0 (que puede depender de € pero que NO depende de ningin )
tal que

|z —xo| <9, z€A 20 A = |f(x)— f(zo)| <e



b)

Explicar la diferencia entre los conceptos de “funcién continua en el conjunto A” y “funcién
uniformemente continua en el conjunto A”. (Sugerencia: comparar la propiedad e § de la parte
a) con la tdltima definicién, para explicar por qué toda funcién uniformemente continua en un
conjunto A es continua en A, pero el reciproco no es, a priori, necesariamente cierto).

(importante) Demostrar que si f es uniformemente continua en A y si B C A entonces [ es
uniformemente continua en B.

Demostrar que si f es uniformemente continua en A y en B entonces f es uniformemente
continua en AUB. (Advertencia: también es cierto este resultado para la unién de una cantidad
finita de conjuntos en vez de solo dos conjuntos, pero ES FALSO si se pretende unir una
cantidad infinita de conjuntos).

Probar que la funcién f(x) = 3z es uniformemente continua en el conjunto R. (Sugerencia:
Dado € > 0 encontrar § > 0 que dependa solo de € y que verifique la definicién de continuidad
uniforme).

(importante) Recordar en la siguiente lista de ejemplos de funciones (todas continuas), cuéles
son uniformemente continuas en el conjunto indicado, y cuéles no lo son:

(i) flx) = A=z es uniformemente continua en R
(i) flx) = 2? NO es uniformemente continua en R
i) f(z) = 23 NO es uniformemente continua R
(iv)  f(x) = z*dondea>1 NO es uniformemente continua en R
v) f(z) = Vx es uniformemente continua en R™
vi) f(z) = Jz es uniformemente continua en R
(vii)  f(z) = 2*donde 0 < a <1 esuniformemente continua en el conjunto R™

(optativo) Demostrar todas las afirmaciones (i) y (ii) de la parte anterior. Sugerencia: Para
la afirmacién (i) argumentar como en la parte e) de este ejercicio. Para la afirmacién (ii) ver
Ejemplo 170 en la pagina 67 del libro “Anélisis Matemético I”de F. Paganini.

(importante) Interpretar y recordar el enunciado del teorema siguiente:

e Teorema de Heine-Cantor (continuidad uniforme)

Sea f: Dw— R. Sea A C D un subconjunto no vacio contenido en D. Si f es continua en A y
si A es COMPACTO, entonces f es uniformemente continua en A.

(optativo) Demostrar el Teorema de Heine-Cantor (Sugerencia: Ver demostracién del Teorema
21 en la pagina 69 del libro “Analisis Matematico I”.)

2

Admitiendo el Teorema de Heine-Cantor, deducir que la funcién f(x) = z* es uniformemente

continua en el intervalo [—v/2,1/901].

(importante) Admitiendo el Teorema de Heine-Cantor, probar que la funcién f(z) = 723 es
uniformemente continua en el intervalo abierto (3,7).



4. Teorema de Bolzano

Si f es continua en el intervalo cerrado [a,b] y si f(a) <0y f(b) > 0 entonces existe por lo menos
un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

a)
b)

Hacer un dibujo interpretando el enunciado del Teorema de Bolzano.

Admitiendo el Teorema de Bolzano probar el siguiente corolario:

Si f es continua en el intervalo [a,b] y si f(a) # f(b), entonces para todo nimero real r entre
f(a) y f(b) eziste ¢ € [a,b] tal que f(c) =r.

Sugerencia: Si f(a) < r < f(b) considerar la funcién auxiliar g(z) = f(z) —r. Y si f(a) >
r > f(b) considerar la funcién auxiliar h(z) = r — f(z). Aplicar el Teorema de Bolzano a la
funcién auxiliar.

Hacer un dibujo para interpretar el enunciado del corolario de la parte anterior.

Probar que existe por lo menos una solucién real = de la siguiente ecuacion:

163
179
—— =119.
v 1+ 22 +sen?x
Sugerencia: Evaluar en x =0 y en £ = —2 y usar el Teorema de Bolzano.

(optativo) Sea f : [0,1] + [0, 1]. Demostrar que existe por lo menos un punto fijo de f, es
decir, existe algin punto ¢ € [0, 1] tal que f(c) = c.

Sugerencia: Aplicar el Teorema de Bolzano a la funcién x — f(x). jOJO! Antes de aplicar el
Teorema debe probarse que se cumplen sus hipétesis.

5. Teorema de Weierstrass

Estudiar del libro “Analisis Matematico 1” de F. Paganini, en la pagina 66, desde el Teorema 20
(Weierstrass) hasta el Ejercicio 169 excluido. Responder las siguientes preguntas sobre el texto
estudiado.

a)
b)
c)

;,Cudl es el enunciado del Teorema de Weierstrass?

., Como se puede interpretar graficamente el enunciado del Teorema de Weierstrass?

Leer la siguiente demostracién, entender cada paso deductivo de la misma, y reproducirla en
la carpeta:

Demostracién de existencia del mdzimo (absoluto) del enunciado del Teorema de Weierstrass.

Hipdétesis: [ es continua en [a,b] (intervalo cerrado y acotado).
Tesis: Existe a € [a,b] tal que f(a) = max{f(z): = € [a,b]}.

Demostracion: Esta demostracion tiene dos pasos. En el primer paso se demuestra que f :
[a,b] — R es acotada superiormente. En el segundo paso se demuestra que el supremo de f en
[a,b] es un méximo: es decir existe L € [a,b] tal que f(L) es igual al supremo de f en [a, b)].

Paso 1. Demostracién de que f es acotada superiormente en [a, b]. Es decir existe un niimero
real s que es el supremo del conjunto imagen f([a,b]).

Por absurdo supongamos que f NO es acotada superiormente en [a, b]. Entonces ningin niimero
real es cota superior del conjunto imagen f([a, b]). En particular, ningin nimero natural n € N
es cota superior de f([a,b]). Es decir, para todo n € N NO es cierto que f(z) < n para todo
x € [a,b]. Equivalentemente, para todo n € N existe

Ty, € [a,b]



tal que
flzy) >n VneN

Entonces

lim f(z,) = +oc.

n——+00
Entonces cualquier subsucesién { f(zy,,)} de f(x,) tiende a +oco:
lim f(xy,) = +o0 (%)

Como [a,b] es compacto (cerrado y acotado), y como x, € [a,b], por el Teorema de Bolzano
Weierstrass (4s precisamente por el Teorema de Compacidad Secuencial de compactos- ver
practico 13), existe una subsucesion z, , convergente cuyo limite pertenece a [a, b]:

limz,, = L € [a,b].

Como f es continua en [a, b], usando el Teorema de Continuidad de Funciones mediante Limite
de Sucesiones (Ej. 1 parte e), deducimos que:

lim f(e,) = f(L) €R (%)
Las afirmaciones (*) y (**) se contradicen, absurdo. Hemos terminado el Paso 1:

3 sup{f(z): =€ la,b]} =s.

Paso 2. Demostracién de que el supremo s se alcanza para algin punto L € [a, b]. Es decir,
tenemos que probar que existe L € [a, b] tal que s = f(L)

Tenemos
s = sup(f([a, b]).

Usando el teorema de caracterizaciéon del supremo, sabemos que para todo ¢ > 0 existe y €
f([a,b]) tal que s < y < s+ e. Como esa propiedad vale para todo € > 0, en particular vale
para € = 1/n donde n € N*. Entonces

3y, € f([a,b]) tal que

1
s< Yy, < s+ — VneNT.
n

Usamos el Teorema de Sandwich: como s es una constante real (independiente de n), podemos
verlo como una sucesién constante, que por lo tanto tiende a s. Como s+ (1/n) también tiende
a s, deducimos

limy, = s.

Pero y,, € f([a,b]). Por lo tanto

Yn = f(zn), xn €a,b], limy, =lim f(x,) = s.
Como f(x,) es una sucesién convergente, cualquier subsucesion de ella tiene el mismo limite
s
lim f(x,,) = s para cualquier subsucesion f(xy;) ( % x)
Ahora usamos el Teorema de Bolzano-Weiertrass para sucesiones (més precisamente el Teo-

rema de Compacidad secuencial- ver practico 13). Como el intervalo [a,b] es compacto, y la
sucesion x,, € [a, b], existe una subsucesién x,,; convergente cuyo limite L € [a, b]:

limz,, =L € [a,b].



Por el teorema de Continuidad de Funciones mediante limite de sucesiones (ejercicio 1, parte
e), tenemos:

lim f(z,,) = f(L), L € [a,b] (% * o)

De las igualdades y (****) deducimos que f(L) = s, y como L € [a, b] hemos encontrado
un punto L € [a,b] tal que

(F5)

f(L) = s = sup f([a,b]),
como queriamos demostrar.
Concluimos que el supremo s de f([a,b]) es igual a f(L), o sea pertenece al conjunto imagen

f([a,b]). Por lo tanto es maximo, terminando de demostrar la existencia de maximo de la
funcién f en el intervalo [a, b]. O

d) Demostrar la existencia del minimo (absoluto) del enunciado del Teorema de Weierstrass.

Hipoétesis: [ es continua en [a, b] (intervalo cerrado y acotado).
Tesis: Existe § € [a,b] tal que f(8) = min{f(z): z € [a,b]}.

Sugerencia: Adaptar la demostracion de la parte anterior, haciendo las modificaciones que sean
necesarias para demostrar la existencia del minimo en vez de la existencia del maximo.

6. Exhibir contraejemplos de funciones que muestren que:

f: (a,b] — R continua # f es necesariamente acotada en (a, b|.

b) f: (a,b] — R continua y acotada # existen necesariamente el maximo y el minimo de f en
(a,b].

¢) f:(a,b) — R continua y acotada 7% el méximo o el minimo de f en (a,b) no existen.

d) f:[a,b] — R tiene méximo y minimo en [a,b] # f es necesariamente continua en [a, b].

e) I intervalo de reales, f : I — R es continua y tiene maximo y minimo en

# I es necesariamente un intervalo cerrado y acotado.

7. Teoremas de Rolle y de Lagrange

También llamados: Teorema del Valor Medio del Cdlculo Diferencial

a) Interpretar y estudiar los enunciados de los siguientes teoremas:
(I) Teorema de Rolle: , Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y si
f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0. (Ver cuadro izquierdo de la Figura 1.)
(IT) Teorema de Lagrange: Si f : [a,b] — R es continua en [a,b] y derivable en (a,b)
entonces existe ¢ € (a,b) tal que

J) = fa)

Pl =2

(Ver cuadro derecho de la Figura 1.)

b) Usando el Teorema de Lagrange, mostrar que en las hipdtesis de ese teorema, existe por lo
menos un punto ¢ en el intervalo (a,b) tal que la recta tangente a la curva grafica de f en el
punto (¢, f(c)) es paralela a la cuerda que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) (ver Figura 1,
cuadro derecho).

¢) Chequear que el Teorema de Rolle es un caso particular del Teorema de Lagrange cuando

fla) = f(b).
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Figura 1: Teorema del valor medio del calculo diferencial. Cuadro izquierdo: El Teorema de Rolle. Cuadro
derecho: El Teorema de Lagrange. La recta tangente a la grafica por el punto (¢, f(c)) es paralela a la

cuerda.

d)

Usando tnicamente el Teorema de Lagrange demostrar que si una funcién derivable f(x)
cumple que su derivada es nula para todo x entonces f(x) es constante. Sugerencia: Tomar
dos puntos cualesquiera a # b. Usar el teorema de Lagrange y la hipdtesis f/ = 0 para deducir
que f(a) = f(b). Concluir que f es constante.

(optativo) Estudiar en el libro “Andlisis Matematico I” el Teorema 23, pdgina 72 con su
demostracién. Usando el texto leido hacer las siguientes partes de este ejercicio:

(i) Demostrar el Teorema de Rolle.
(ii) Demostrar el Teorema de Lagrange.

Sea la ecuacién ctibica 23 — 3z + (1/7) = 0. Demostrar que existe una tinica raiz en el intervalo
(—1,1).

Sugerencia: Para la existencia usar el Teorema de Bolzano. Para la unicidad, primero probar
que la derivada de la funcién cubica es estrictamente negativa en el intervalo (—1,1). Después
usar el Teorema de Rolle.

Sea la ecuacién cibica 2% — 3z + b = 0, donde b es una constante real cualquiera. Probar que
a lo sumo existe una sola raiz ¢ de la ecuacién en el intervalo [—1,1].

2

(optativo) Demostrar que la ecuacién z* = zsenx + cos x tiene exactamente dos raices reales

diferentes.

Sugerencia: Evaluar en x = 0,2 = m,x = —m. Usando el Teorema de Bolzano probar que
la ecuacion tiene por lo menos dos raices reales diferentes. Después suponer por absurdo que
tiene tres o mas raices reales diferentes. Aplicar el Teorema de Rolle y deducir que entonces
la derivada primera tiene dos o més raices reales. Calcular la derivada primera y llegar a un
absurdo para terminar la demostracion.

(optativo) Sea f : R — R dada por la férmula f(z) = 1 — V#2. Mostrar que f(1) = f(—1)
pero que no existe ningin punto ¢ € (—1,1) tal que f/(¢) = 0. Explicar por qué esta funcién
no contradice el Teorema de Rolle.

(optativo) ;Satisfacen las siguientes funciones las hipdtesis del Teorema de Lagrange en los in-

tervalos indicados? En caso afirmativo, hallar algin valor intermedio ¢ que verifique la igualdad
en la tesis del Teorema de Lagrange:

(i) z+ (1/x), x € [1/2, 1], (ii) xzlogz, x € [1,¢], (iii) vz, = € [-1,1],
(iv) ¥z, = € [0,1], (v) Ve —1, z€[1,3], (vi) ]z — 1], = € [-2,3].



9.

a) (Muy importante) Interpretar y recordar los enunciados de los siguientes cinco teoremas:

I. Teorema del limite de sumas de Riemann (integral de Cauchy)

Toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b] es integrable Riemann.

Es decir, existe el limite de las sumas de Riemann de la funcién f cuando n — 400, siendo n
la cantidad de subintervalitos iguales en que se parte al intervalo [a, b] para calcular las sumas
de Riemann. Este limite de las sumas de Riemann de f en el intervalo [a, b] se denota (sin usar
la regla de Barrow) como f; f(z)dzr (Recordar del repartido 11 la definicién y construccién
de las sumas de Riemann)

IT. Teorema de Acotacién de la Integral de Cauchy Sia < b y f es continua en [a,b]
entonces

O -0 (mnsw) < [ oo < (0- ) (mix f@)).

. x€la,b z€[a,b]
@ | [ e < [1r@)de.

III. Teorema del Valor Medio del Calculo Integral
Si f es continua en [a,b] entonces existe n € [a,b] tal que

b
/ f@)dz = (b—a)- f(n).

IV. Teorema Fundamental del Calculo

Si f es continua en [a,b] y si x € [a,b] se define la funcion integral

I(z) = /amf(x)da:

Entonces I(x) es una primitiva de f(x). Es decir, existe I'(x) y cumple

V. Regla de Barrow
Si f es continua en [a,b] y si F(z) es una primitiva de f(x) para todo x € (a,b) entonces

b
/ f(z) = F(b) - F(a).

NOTA IMPORTANTE: El orden en que enunciamos algunos de estos teoremas en el Re-
partido 11, no es el orden légico de sus demostraciones, sino que era un orden establecido nada
mas que por razones pedagdgicas, para poder usar esos teoremas ain antes de demostrarlos.
El procedimiento clasico de demostracién de los 5 teoremas enunciados antes es en cadena en
el mismo orden que estan ahora enunciados, y no en el orden en que se enunciaron en el
Repartido 11. En efecto, el Teorema I se demuestra usando el teorema de Heine-Cantor visto
antes; el II se demuestra usando el Teorema I (y por eso hay que demostrar el I antes que el
IT y sin usar el II); el III se demuestra usando el II y el Teorema de Bolzano visto antes; el IV
se demuestra usando el I1I; y el finalmente el V usando el IV. Sin embargo observamos que en
el Repartido 11 lo primero que enunciamos sin demostracion, y usamos, fue el Teorema V, el
ultimo en poder ser demostrado.



b)

Admitiendo los dos teoremas I y IV anteriores, deducir que existe la siguiente primitiva,
llamada primitiva de la funcién “Campana de Gauss”:

P(x) :/ e dz.
0

Consecuencia: La funcién e‘mz, llamada Campana de Gauss, ES INTEGRABLE. Es
integrable porque es continua, y toda funcién continua es integrable por el teorema del limite
de las sumas de Riemann (integral de Cauchy).

Sin embargo, la primitiva P(x) de e~ a pesar de que existe, no se puede expresar usando
unicamente operaciones algebraicas con funciones logaritmicas, exponenciales, polinémicas y
trigonométricas.

Usando la definicién de suma de Riemann y el Teorema de Heine-Cantor de continuidad
uniforme, demostrar el Teorema I del Limite de las Sumas de Riemann enunciado en la parte
a). Sugerencia: ver en el libro “Andlisis Matematico I”la demostracién del Teorema 30 desde
el final de la pagina 86 hasta el renglén 4 de la pagina 87. Completar todos los detalles para
transformar ese argumento del libro en una demostracion completa.

(optativo) (i) Usando el Teorema de Wierstrass y el Teorema I de Limite de las Sumas de
Riemann, demostrar el Teorema II parte (i) de Acotacién de Integrales enunciado en la parte
a). Sugerencia: Escribir la suma de Riemann para cualquier cantidad n de intervalitos iguales
de la particién de [a,b] y probar que esta suma de Riemann estd acotadas por constantes
independientes de n. Luego tomar limite cuando n — +oo.

(i) Usando el Teorema I de Limite de las Sumas de Riemann demostrar el Teorema II parte (ii)
de Acotacién de Integrales. Sugerencia: Ver en el libro “Anélisis Matematico I”la demostracion
de la Proposiciéon 208 partes 3, 4 y 5 en la pagina 88.

Usando el Teorema de Bolzano para funciones continuas, y el Teorema II parte (i) de Acotacién
de Integrales, demostrar el Teorema III del Valor Medio del Célculo Integral enunciado en la
parte a).

(importante) Usando el Teorema III del Valor Medio del Célculo Integral, demostrar el Teore-
ma IV Fundamental del Célculo enunciado en la parte a). Sugerencia: Ver en el libro “Andlisis
Matematico I”la demostracion del Teorema 33 desde la pagina 93 hasta la pagina 94.

(optativo) Usando el Teorema IV Fundamental del Célculo, demostrar el Teorema V (la Regla
de Barrow) enunciada en la parte a). Sugerencia: ver en el libro la demostracién del Corolario
224 en la pagina 94.



Calculo 1 Anual Ano 2014.
Facultad de Ingenieria - Universidad de la Repiblica.
Practico 16
Calculo de extremos absolutos y relativos.

1. a) Interpretar, estudiar y recordar las siguientes Definiciones de Extremos Relativos y de Puntos
Criticos, y el enunciado del Teorema de Criticalidad de Extremos Relativos que estd después.
Hacer un diagrama-resumen de todos ellos.

DEFINICION DE EXTREMO RELATIVO

Sea f : [a,b] — R. Se llaman extremos relativos, cuando existen, a los maximos relativos y a
los minimos relativos, de acuerdo a la siguiente definicién:

Maximo relativo: f(c1) se llama mdzimo relativo o también mdzimo local de la funcién f si
LEGIS ((1, b)
e Existe un entorno Es(c1) C (a,b) tal que

f(z) < f(er) YV x € Es(er).

Ver figura 1: En el ejemplo de esa figura hay varios maximos relativos todos diferentes, y
ninguno es el méximo (absoluto) de f en el intervalo [a, b]. El mdximo absoluto, en ese ejemplo,
es f(b).
iOJO! El méximo relativo no es el punto ¢; sino el valor de f en ese punto ¢y, es decir f(cy).
El punto ¢q se llama [ugar del mdzrimo relativo, o también, se dice que en ¢ hay un mdzimo
relativo.

Minimo relativo: f(cq) se llama minimo relativo o también minimo local de la funcién f si
LEGNS ((1, b)
e Existe un entorno Ej(co) C (a,b) tal que

f(x) > f(e2) V€ Es(ca).

Ver figura 1: En el ejemplo de esa figura, hay varios méaximos relativos todos diferentes, y
ninguno es el maximo (absoluto) de f en el intervalo [a, b]. El méximo absoluto, en ese ejemplo,

es f(a).

A

=

5 0

Figura 1: El méximo (absoluto) de esta funcién f en el intervalo [a,b] es f(b). Los méaximos relativos
son f(c1) y f(c3). En este ejemplo ninguno de los méximos relativos es maximo absoluto. El minimo
(absoluto) es f(a). Los minimos relativos son f(c2) v f(cs). En este ejemplo ninguno de los minimos
relativos es minimo absoluto.



DEFINICION DE PUNTO CRITICO O ESTACIONARIO
Sea f : [a,b] — R derivable en el intervalo abierto (a,b).

Se llama punto estacionario o punto critico de la funciéon f a un punto c¢ tal que
° c€ (ab),
o f'(e) =0.

TEOREMA DE CRITICALIDAD (de los puntos donde hay extremos relativos)

Si f es derivable en (a,b), si c € (a,b) es tal que f(c) es un extremo relativo, entonces c es
punto critico.

Dicho de otra forma:
Si en ¢ hay mdzimo relativo o minimo relativo entonces f'(c) = 0.

iCuidado! Lo anterior vale solo bajo la hipétesis de que f es derivable en todos los puntos
del intervalo (a,b). La funcién f(z) = |z|, por ejemplo, tiene minimo relativo en z = 0, y sin
embargo no es cierto que f’(0) sea cero, porque ni siquiera existe la derivada de f en x = 0.

Completar los blancos del siguiente argumento y explicar cada paso del proceso deductivo para
que sea una demostracion:

Hipodtesis:

f :[a,b] — R es continua y derivable en (a,b).

¢ € (a,b) es un punto tal que f(c) es maximo relativo.
Tesis: f/(c) = 0.

Demostracion: Existe f'(c) porque ......

Usando la definicion de ...... , obtenemos:
x)— f(c
T—cC xr—c
Como por hipétesis f(c) es maximo relativo, entonces f(c) > ..... para todo x €........ Luego

cuando ¢ < z < ¢+ 4, el cociente incremental (f(z) — f(c))/(x — ¢) tiene numerador < 0y
denominador > 0. Deducimos que el siguiente limite lateral es < 0 porque ........:

o 1@ = £

z—ct r—cC

<0.

Andlogamente, cuando ¢ — § < = < ¢, el cociente incremental (f(x) — f(c))/(z — ¢) tiene

numerador de signo ....... y denominador de signo ......... Deducimos que el siguiente limite
lateral es > 0:

i 10 =10

r—c— Tr—cC
Ambos limites laterales son iguales a f’(c) porque ...... Concluimos que f'(¢) <0y f'(c) >0,
de donde f’(¢) = 0, como querfamos demostrar. O

Demostrar que si f es derivable en (a,b) y si en ¢ € (a,b) hay minimo relativo de f, entonces
f'le) =0.

Dar un ejemplo de funcién derivable en un intervalo (a,b) que muestre que el reciproco del
Teorema de Criticalidad es falso.



2.

Nota importante: Vimos que si una funcién es derivable en (a,b), entonces los extremos relativos
son puntos criticos. Pero no todos los puntos criticos tienen por qué ser extremos relativos. Ahora
veamos condiciones suficientes para poder clasificar los puntos criticos en:

i) puntos criticos que son méximos relativos,

ii) puntos criticos que son minimos relativos,

iii) puntos criticos que no son ni méximo relativo ni minimo relativo.

Los puntos criticos del tipo iii) se llaman “puntos silla”.

a)

Interpretar y recordar el enunciado de los dos criterios dados en el siguiente Teorema, y las
dos notas importantes: la que antes de este ejercicio, y la que esta al final de este ejercicio.

TEOREMA: CRITERIOS DE CLASIFICACION DE PUNTOS CRITICOS
Hipoétesis: Sea f : (a,b) — R funcion derivable. Sea ¢ € (a,b) un punto critico de f. (Es decir,
f'(e)=0.)

Entonces:

I) El criterio de la derivada segunda establece lo siguiente:

i) Si existe f7(c) y es f7(c) <0, f(c) es un mdzimo relativo.

ii) Si existe f7(c) y es f7(c) >0, f(c) es un minimo relativo.

iii) Si existe f7(c) y es f’(c) =0, el criterio de la derivada segunda no clasifica.

(Es decir, hay ejemplos con f'(¢) = 0y f’(¢) = 0 en que f(¢) es minimo relativo, otros
ejemplos en que f(c) es méximo relativo, y otros ejemplos en que f(c) no es ni maximo ni
minimo relativo.)

Bajo las mismas hip6tesis del principio (exista o no la derivada segunda f”(c)):
IT) El criterio de estudio directo del signo establece lo siguiente:

i) Si el signo de f(x) — f(c) es menor o igual a cero en algin entorno de x = ¢, entonces f(c)
es maximo relativo.

ii) Si el signo de f(x)— f(c) es mayor o igual a cero en algin entorno de x = ¢, entonces f(c)
es minimo relativo.

iii) Si para cualquier entorno de x = ¢ el signo de f(x) — f(c) es positivo en algunos puntos y
negativo en otros, entonces f(c) no es ni mdzimo relativo ni minimo relativo.

Encontrar todos los puntos criticos de las siguientes funciones y clasificarlos (Nota: si se usa
el método de la derivada segunda y ésta queda cero, habra que clasificar el punto critico de
otra manera; por ejemplo estudiando directamente el signo de f(z) — f(c).)

(i) 27" 1, ze(=11), i) el =2z =2) 1 2e(0,3),
(iil) (z —1)%, z € (0,2), (iv) (z —1)*(z —2)%(x +1)%,  ze(-3,3),
(v) (x —1)%, z€(0,2), (vi) (z — 1)}z — 2)3(z + 1), x € (—3,3).



Nota importante: Usualmente un maximo relativo no es maximo absoluto, y aunque existan
maximos relativos no tiene por qué existir maximo absoluto.

Por otra parte, si existe maximo absoluto no tiene por qué este maximo absoluto ser maximo
relativo, y pueden existir o no méaximos relativos.

Andlogamente sucede para los minimos relativos y absoluto.

. Teorema ;cudando un extremo absoluto es también extremo relativo?
Sea I un intervalo de reales (acotado o no acotado, cerrado o no cerrado). Sea f : I — R. Entonces:

i) Si existe mdzimo (absoluto) de la funcion f en el intervalo I y si algin punto ¢ donde se alcanza
este mdazimo (absoluto) pertenece al interior de I entonces el mazimo absoluto es también mdzimo
relativo.

ii) Si existe minimo (absoluto) de la funcion f en el intervalo I y si algin punto ¢ donde se alcanza
este minimo (absoluto) pertenece al interior de I entonces el minimo absoluto es también minimo
relativo.

a) Demostrar el enunciado (i) del Teorema anterior.
b) Demostrar el enunciado (ii) del Teorema anterior.

¢) Exhibir la gréfica de alguna funcién acotada en un intervalo [a, b) que tenga méximos relativos
pero no tenga maximo absoluto.

d) Exhibir la grafica de alguna funcién acotada en un intervalo [a, b) que tenga méximos relativos
y maximo absoluto, pero que el maximo absoluto no sea maximo relativo.

e) Exhibir la grafica de alguna funcién acotada en un intervalo [a,b) que tenga méximo absoluto
y no tenga maximos relativos.

f) Exhibir la gréfica de alguna funcién acotada en el intervalo [a,b) que tenga méximo absoluto
que sea a la vez maximo relativo.

g) Idem ala partes c) a f), pero tomando como intervalo la semirrecta [a, +00) en vez del intervalo
[a,b).

a) (i) Chequear todas las cuentas y afirmaciones en el siguiente ejemplo de calculo y clasificacién
de extremos relativos.

(ii) Graficar aproximadamente la funcién de este ejemplo en el intervalo I dado.
(iii) Estudiar las observaciones importantes que estan al final del ejemplo.

EJEMPLO DE CALCULO Y CLASIFICACION DE EXTREMOS RELATIVOS

Sea f = 2% — 322 — 1 definida en el intervalo I = [—~1,5). Encontrar, si existen, los extremos
relativos de f en I (es decir, los maximos y minimos relativos) y clasificarlos (es decir, decir
para cada extremo relativo, si es méximo relativo o minimo relativo).

Recordar que los extremos relativos de f, si existen, por definicion estan contenidos en el
INTERIOR de I, es decir en (—1,5).

PASO 1 Encontrar, si existen, los puntos criticos de f en el interior de I, es decir los puntos
z € (—1,5) tales que f'(z) =0

Observaciones importantes: Si f es diferenciable y no existen puntos criticos en el interior
de I, entonces no hay extremos relativos en I. Si f es diferenciable y existen puntos criticos en
el interior de I, entonces, puede haber o no extremos relativos en I, pero si hay, estos extremos



se alcanzan en algunos de los puntos criticos (debido al Teorema de Criticalidad del Ejercicio
5 del practico 15).

En el ejemplo f'(x) = 423 — 6x. Puntos criticos, si existen, verifican 423 — 6z = 0, 2 €
(—1,5). Como conclusién, los puntos criticos (en el interior del intervalo I) son dos: 1 =0y
x = 4/(3/2). (Observar que el punto —4/(3/2) anula la derivada pero no pertenece al interior
del intervalo dado porque —4/(3/2) < —1. Entonces —4/(3/2) no es punto critico de la funcién
en el intervalo dado. (Serfa punto critico si el intervalo fuera por ejemplo (—2,5)).

PASO 2 Clasificar cada uno de los puntos criticos de f (en el interior de I) en mdximo
relativo, minimo relativo o punto silla.

Recordamos que hay dos métodos de Clasificacién de los puntos criticos: el criterio de clasifi-
cacion por la derivada segunda, y el criterio de clasificacién por estudio directo del signo.

En este ejemplo usaremos el criterio de clasificacién por la derivada segunda.

En el ejemplo existe f”(z) para todo = € int(I): f(z) = 1222 — 6.

En el punto critico 2 = 0 tenemos f”(0) = —6 < 0. El criterio de la derivada segunda entonces
afirma que = 0 es un punto critico donde hay un méximo relativo de f. Por lo tanto
f(0) = —1 es un maximo relativo de f en el intervalo I = [—1,5) (ver cuadro izquierdo de la
Figura 2).

En el punto critico z = /(3/2) tenemos f”(1/(3/2)) = 12(/(3/2))?2 —6 = 12-(3/2) — 6 =
18 — 6 = 12 > 0. El criterio de la derivada segunda entonces afirma que x = /(3/2) es un
punto critico donde hay un minimo relativo de f. Por lo tanto f(1/(3/2)) = —13/4 es un
minimo relativo de f en el intervalo I = [—1,5) (ver cuadro del medio de la Figura 2).

Respuesta: En el intervalo I = [~1,5) la funcién f(x) = 2* — 322 — 1 tiene solo dos extremos
relativos que son f(0) = —1, el cual es maximo relativo, y f(1/3/2) = —13/4 el cual es minimo
relativo.

OBSERVACIONES IMPORTANTES:

e En general, aunque haya muchos puntos criticos, puede no haber maximos relativos, o pue-
de haber uno solo (como en el ejemplo anterior), o puede haber muchos méaximos relativos.
Andlogamente para los minimos relativos. Los puntos criticos que no son maximos ni minimos
relativos, se llaman puntos silla.

e El criterio de la derivada segunda no permite clasificar el punto critico ¢ cuando f”(¢) = 0 (ver
Ejercicio 6 del practico 10). Esto significa que ESE CRITERIO no permite sacar conclusién,
pero de todas formas, LA CLASIFICACION EXISTE (el punto critico es o bien méaximo
relativo, o bien minimo relativo, o bien punto silla). Para descubrirla HAY que aplicar algin
otro criterio de clasificacién (el criterio de clasificacién por estudio del signo).

b) Encontrar si existen todos los maximos y minimos relativos de la funcién

f(z) = 2° — 2% + 2 en el intervalo [—1,1].



Figura 2: Cuadro izquierdo: méximo relativo. Cuadro medio: minimo relativo. Cuadro derecho: el trazo
continuo en rojo es la curva grafica de la funcién f(r) = 2* — 322 — 1 en el intervalo [—1, 5].

5. a) (i) Estudiar el siguiente ejemplo y en particular la parte final del mismo sobre el criterio de
clasificacién de puntos criticos por estudio directo del signo.
(ii) Hacer un diagrama resumen sobre el procedimiento aplicado en ese ejemplo.
(iii) Chequear todas las cuentas y afirmaciones sobre ese ejemplo.
(iv) Graficar aproximadamente la funcién del ejemplo en el intervalo dado.

52 en el

EJEMPLO: Encontrar si existen los extremos relativos de la funcién f(z) = sen
intervalo I = [-37/4,7/4].

Primer paso: Hallemos los puntos criticos, si existen en el interior de I, o sea en (=37 /4, 7/4).
f'(x) =5senx-cosx =0 « senx =06 cosz = 0. Entonces z = kr 6 x = 7/2 + km, donde
k es cualquier nimero entero (para deducir esto tltimo graficar las funciones senx y cos ).
En el intervalo abierto (—3mn/4,7/4) caen solo dos puntos criticos: z1 = —7/2 y 29 = 0.
Segundo paso: Clasificar cada uno de los puntos criticos encontrados en maximo relativo,
minimo relativo o punto silla.

Vamos a intentar aplicar el criterio de la derivada segunda f”(z) = 20sen® x cos? x — 5sen® z.
Punto critico z; = —7/2: obtenemos f”(—n/2) = 5. El criterio de la derivada segunda
afirma entonces que en —7/2 hay un minimo relativo que es f(—m/2) = sen®(—7/2) = —1.

Punto critico z3 = 0: obtenemos f”(0) = 0. El criterio de la derivada segunda no permite
clasificar el punto critico 9 = 0. Aplicamos pues el otro criterio como sigue:

En este ejemplo aplicaremos el Criterio de clasificaciéon por estudio directo del signo.

Tenemos que estudiar el signo de f(z) — f(c) en un entorno del punto critico ¢ = z9 = 0. O
sea, el signo de

f(x) = f(0) = sen® . — sen5(0) —sen’x en un entorno de z = 0.

Pero el signo de sen®z es el mismo que el signo de senz, y en un entorno suficientemente
pequeno de z = 0, la funcién sen x es positiva a la derecha de 0 y negativa a la izquierda de 0.

El criterio de estudio directo del signo (ver antes del ejercicio 7 del préctico 15) afirma que en



d)

este punto critico no hay ni maximo relativo ni minimo relativo. Es decir en z9 = 0 la funcién
f tiene un punto silla.

Respuesta: En el intervalo [—37/4, /4] la funcién f(z) = sen®x tiene un tinico minimo
relativo en el punto x = —7/2 que vale f(—n/2) = —1 y no tiene maximos relativos.
(i) Encontrar si existen todos los extremos relativos de la siguiente funcién en el intervalo I

clasificandolos en méximos o minimos relativos:

$8 6

f(a:):§—%+2 vel=(-22).

(ii) ;Existen en el intervalo I puntos criticos de f donde no hay extremos relativos? (Es decir
Jexisten puntos silla de f en el intervalo I7).
(iii) Graficar aproximadamente la funcién f en el intervalo I.

Idem parte b) para la funcién
f(z) = (x —2)*z +1)3(z — 1)* — 1 en toda la recta real

Sugerencia: para calcular la derivada f’(z) no sacar los paréntesis y aplicar la regla de derivada
de un producto y la regla de la cadena.

Idem parte b) para la funcién

f(x) = (¢® — 1) + 2 en toda la recta real

6. EXTREMOS ABSOLUTOS

a)

Estudiar el siguiente texto sobre la definicién y la unicidad (cuando existen) de los extremos
absolutos. Hacer un diagrama resumen de lo esencial del mismo.

*DEFINICION DE EXTREMOS ABSOLUTOS

Extremos absolutos f en I C R son, cuando existen, el méximo absoluto (en breve, el “méxi-
mo”) y el minimo absoluto (en breve, el “minimo”) de f en I.

Cuando se dice, en breve, “extremos”, “maximo” é “minimo”, se refiere a los extremos, maximo
6 minimo ABSOLUTOS. O sea, cuando no se agrega adjetivo es porque se refiere a los absolutos
y no a los relativos.

El maximo absoluto puede existir o no. Independientemente, el minimo absoluto puede existir
0 no.

e UNICIDAD DE LOS EXTREMOS ABSOLUTOS 5i existe mazrimo absoluto enton-
ces es unico. Si existe minimo absoluto entonces es unico.

Observamos que en cambio, la propiedad de unicidad NO vale para los extremos relativos .
Observamos que si existe el maximo absoluto f(xg) de una funcién f en un dominio I de
reales, aunque es tnico este maximo (o sea el mayor valor de f en el dominio I), puede haber
muchos puntos xog € I donde se alcanza (que se llaman “lugares del maximo absoluto”).
Dibujar graficas de tres funciones continuas f, g y h en un intervalo I de reales acotado pero
no compacto, que cumplan respectivamente lo siguiente:

(i) Existe maximo absoluto de f en I, no existe minimo absoluto de f en I, no existen maximos
ni minimos relativos de f en I.

(ii) Existe minimo absoluto de g en I que se alcanza en un solo punto, existe maximo absoluto
de g en I que se alcanza en exactamente tres puntos, existen exactamente dos maximos relativos
diferentes de g en I.

(iii) No existe maximo absoluto de h en I pero existen tres maximos relativos diferentes de h
en |



7. EXISTENCIA Y CALCULO DE EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS ACO-
TADOS Y CERRADOS (COMPACTOS)

Recordemos del repartido 15, el siguiente teorema:

Teorema de Weierstrass Si f : I — R es continua y si I es compacto (es decir, cerrado y
acotado), entonces existe el mdzimo absoluto de f en I y también existe el minimo absoluto de f
en I.

Importante: El reciproco del teorema de Weierstrass es FALSO. Por ejemplo, existen funciones
continuas que tienen maximo absoluto en I y también minimo absoluto en I, pero I no es compacto
(no es cerrado, o no es acotado). Entonces, el contrario del teorema de Weierstrass es FALSO. Es
decir si f no es continua, o si es continua pero I no es compacto, no podemos concluir nada (usando
solo el teorema de Weierstrass) sobre la existencia de los extremos absolutos de f en 1.

a) Recordar y volver a graficar aqui, todos los contra-ejemplos del ejercicio 5 del repartido 15 que
muestran que el reciproco y el contrario del Teorema de Weierstrass son falsos.

b) Estudiar la siguiente exposicién tedrica. Dibujar la gréfica de una funcién que sirva de ejemplo.
Explicar por qué es valido el método descripto. Hacer un diagrama-resumen de lo esencial del
método:

METODO DE CALCULO DE MAXIMO ABSOLUTO CUANDO SE SABE DE
ANTEMANO (O SE PROBO ANTES) QUE EXISTE

Sea f : I + R continua y derivable en un intervalo [a,b] cerrado y acotado. Por el Teorema
de Weierstrass existe maximo absoluto de f en [a,b] (y por ser maximo absoluto, es tnico) y
existe minimo absoluto de f en [a,b] (también tnico). ;Cémo encontrar el maximo absoluto?
Paso 1 Haber probado previamente, o saber de antemano, que existe el maximo absoluto de f
en el dominio dado (por ejemplo si uno previamente verifica que el dominio donde se tiene que
hallar el madximo es un intervalo cerrado y acotado [a,b] y que f es continua en [a,b], usando
el teorema de Weierstrass se deduce que existe el maximo absoluto)

Paso 2 Si f es derivable, encontrar todos los puntos criticos de f que caen en el interior del
dominio dado.

Paso 3 Evaluar f en todos los puntos criticos hallados (NO es necesario clasificar estos puntos
criticos).

Paso 4 Evaluar f en los puntos frontera del dominio dado.

Paso Final (conclusién) El maximo absoluto de f en el dominio dado es el mayor de los
valores obtenidos en los pasos 3 y 4.

NOTA: Para el MINIMO ABSOLUTO el método es el mismo, pero en el paso final hay que
tomar el menor de los valores obtenidos, en vez del mayor.

¢) Para las siguientes funciones en los intervalos descritos probar que existen los extremos abso-
lutos (es decir el méximo absoluto y el minimo absoluto) y encontrarlos:

(i) 2* =322 -1, wze[-1,5 (i) 2°—22+2, xe[-1,1]
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(i) sen(z), =€ [-3r/4,7/4]  (iv) % - ‘% +2, ze[-22]

(v) -2z +1)2%(x-1)*-1, zc[-24] (vi) (optativo) (e —1)3+2, =z ¢€[-1,1]
(vii) f(z) :/ e du, x€ [—1,1]
0

. . - . e 1 42

Sugerencia: denotar como a (sin calcularlo) al siguiente nimero real positivo a = [ €% du =
0 u2 . .

J~, €*" du. Para encontrar los puntos criticos de f(z) usar el teorema fundamental del célculo.

(viii) (optativo) f(z) = /r sen (ﬂ'(l’ - 1)2) du, z€[-1,2]

-1



8. a) EXISTENCIA'Y CALCULO DE EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS
ACOTADOS NO CERRADOS

Usando el teorema de Weierstrass, justificar por qué es cierto el siguiente criterio de existencia
y célculo de maximo absoluto en un intervalo acotado y abierto (a,b):

CRITERIO Sea f : [a,b] — R continua en el intervalo compacto [a,b] y derivable en el
interior (a,b) de ese intervalo.
oSi max{f(x): z € [a,b]} se alcanza SOLAMENTE en puntos frontera de [a,b] (es decir en
a y/o en b solamente), entonces no eziste el mdaximo de f en el intervalo abierto (a,b).
e Siméx{f(x): x € [a,b]} se alcanza en algin punto del interior (a,b) (no importa si se
alcanza o no también en algin punto frontera del intervalo), entonces existe el maximo de f
en el intervalo abierto (a,b), y coincide con el mdzimo de f en el intervalo cerrado |a,b].
En este caso, el maximo absoluto se encuentra por el procedimiento detallado en el ejercicio
7b).

b) Para cada una de las dos condiciones del criterio anterior, dibujar la grafica de una funcién
que sirva de ejemplo.

¢) Enunciar y justificar un criterio similar al de la parte a) sobre la existencia del minimo absoluto
de una funcién en un intervalo acotado y abierto (a,b).

d) Dibujar graficas de funciones que sirvan de ejemplos del criterio enunciado en la parte anterior.

e) Enunciar criterios similares a los de las partes a) y ¢) sobre la existencia de extremos absolutos
de una funcién en un intervalo acotado, ni abierto ni cerrado (a,b] 6 [a,b).

f) Determinar si existen o no el maximo y el minimo absolutos de las siguientes funciones en los
intervalos que se indican. Si existen, encontrarlos:

(i) 2* =322 -1, wxe(-1,5 (i) 25 —22+2, x€[-1,1)
8 6
(iii) sen®(z), =z € (=37w/4,m/4) (iv) % - % +2, z€[-22)

(v) (z=2*(z+1%(x—-1)*—1, x€(-2,4) (vi) (optativo) (e* —1)2+2, =z ¢€[-1,1)
(vii) f(x) = / e du, =€ (—1,1]
0

(viii) (optativo) f(x) = /r sen (7‘(’(1’ — 1)2) du, x¢€(-1,2)

-1

9. EXISTENCIA Y CALCULO DE EXTREMOS ABSOLUTOS EN UN INTERVALO
NO ACOTADO

a) Probar, usando la definicién de méximo absoluto y el teorema de Weierstrass (y argumentos
graficos preferentemente en vez de argumentos analiticos), los siguientes criterios de existencia
y calculo de maximo absoluto toda la recta real:

CRITERIOS Sea f : R+ R continua y derivable (en toda la recta real R).

e Silim, o f(x) = 400 6 silimy,,_o f(x) = +00, entonces no existe mdzimo absoluto de
f enR.

o Silim, s o f(z) = —00 y si lim,,_ f(x) = —00, entonces existe mdzimo absoluto de f
en R.

e Silim, 1o f(x) = —00 y si lim,, o f(x) = —o0, entonces existe méximo absoluto de f
en R.

e Silim, , o f(z) =a €Rysilim,,  f(z) = —00, entonces existe maximo absoluto de f
en R.



10.

En este tltimo caso para encontrar el maximo absoluto de f en R, buscamos todos los puntos
criticos, y SIN NECESIDAD DE CLASIFICARLOS, evaluamos la f en cada uno de los puntos
criticos. El mayor valor de f obtenido es el maximo absoluto.

e Si f no tiene puntos criticos en R entonces no tiene mdximo absoluto en R.

e Si f tiene puntos criticos en R pero al clasificarlos ninguno es mdzimo relativo, entonces f
no tiene mdximo absoluto en R.

e Si f tiene puntos criticos en R, silim, o f(x) = L1, lim,,_ f(x) = Lo y (sin necesidad
de clasificar los puntos criticos), si el valor f(c) en alguno de los puntos criticos ¢ es mayor
que L7 y que Lg, entonces f tiene maximo absoluto en R.

En este caso el maximo absoluto de f en R es el valor f(c) en ese punto critico.

Para cada uno de los casos de la parte anterior graficar funciones que sirvan de ejemplos.

Enunciar criterios similares a los de la parte a) para discutir la existencia y forma de célculo
de minimo absoluto de una funcién continua y derivable en toda la recta real.

Enunciar criterios similares a los de la parte a) para discutir la existencia y forma de célculo
de méximo absoluto de una funcién continua y derivable en la semirrecta [a,+00). Graficar
funciones que sirvan de ejemplos. Idem para la semirrecta (a,+00).

Determinar si existen o no el maximo y el minimo absolutos de las siguientes funciones en los
intervalos no acotados que se indican. Si existen, encontrarlos:
(i) 2*—322-1, z€R (ii) 2% —22+2, =x€[-5, +0)

8 :E6

(iii) sen®(z), z€R (iv) % % +2, z€(—00,2]

(v) z—2*(z+1)*z—-1)*-1, z€R (vi) (optativo) (e* —1)3 +2, =z €R
(vil) f(x)= / e du, =€ (—o0,1]
0

(viii) (optativo) f(z) = /j sen (71'(3) - 1)2) du, xeR

Encontrar la minima distancia de los puntos de la recta y = 3x + 5 al origen. Sugerencia: la
distancia de un punto (z,y) del plano coordenado al origen es \/x? 4+ y2. Hallar el minimo
absoluto de la funcién 22 + y2, donde y = 3z + 5, como funcién de z € R, y luego tomar la
raiz cuadrada del minimo absoluto encontrado.
Encontrar aproximadamente, la minima distancia de los puntos de la pardbola y = 4+ (z —1)?
al punto (2,1). Sugerencia: La ecuacién de 3er. grado 22° — 622 + 132 — 10 = 0 tiene una tnica
raiz real zg ~ 1,14.... Esta raiz xg es simple.
Encontrar la maxima distancia de los puntos del arco y = 222 +1, —1 <z < 1 al origen.
(optativo) Estudiar si existen o no existen extremos absolutos de la funcién

fla) = sen(log(z))

x

en los siguientes intervalos, y si existen, hallarlos:
(i) I=[e"T",1] (i) I=(e7,1] (i) I=[e"™1) (iv) I=(e7?1).
Demostrar que entre todos los rectangulos con perimetro igual a 10 cm, el cuadrado es el que
tiene la mayor area. Encontrar esta area maxima.
Demostrar que entre todos los tridangulos isésceles con perimetro igual a 10 cm, el tridangulo
equilatero es el que tiene la mayor area. Encontrar esta drea maxima.
(optativo) Hallar el rectdngulo de mayor area que puede inscribirse en un semicirculo de didme-
tro horizontal con longitud 10 cm, sabiendo que uno de los lados del rectangulo esta contenido
en el didmetro horizontal del semicirculo.
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