NOTAS COMPLEMENTARIAS DE ANALISIS REAL
(TEORIA DE LA MEDIDA ABSTRACTA)
Eleonora Catsigeras
2003

Facultades de Ciencias y de Ingenieria
Universidad de la Republica
Montevideo - URUGUAY
Publicacion Electrénica en www.fing.edu.uy

Estas notas se pueden reproducir para uso legal no comercial, incluyendo nombre de autor,
institucion y datos de publicacion original.

Parte 1 - Conjuntos no medibles Lebesgue
Parte 2. - Medidas de Borel finitas en la recta
Parte 3. - Teoremas complementarios de Integracion Abstracta

Parte 4. - Integraciéon abstracta y topologia débil estrella en el espacio de las medidas de
probabilidad

Fé de Erratas de la Parte 4

Parte 5. - Derivacion de Medidas



Anélisis Real. Curso 2003.
RESUMEN TEORICO Y )
EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS AL PRACTICO 1.

26 de marzo de 2003

LOS EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS NO SON OBLIGATORIOS NI PRIORITARIOS.

Resumen de resultados vistos en la clase teodrica.

Sea X =[0,1) ={x € R: 0 <z <1}, y paracada a € IR sea T, : X — X la "traslacién en
X”, definida por T, (z) =  + o — ent(z + a) Vo € X. Sea P(X) el conjunto de todas las partes
de X.

Se demostré en la clase tedrica el siguiente teorema:

Teorema 1. Si p: P(X) — [0,00) es una medida (finita) definida en todas las partes de
X = [0,1) y tal que es invariante por traslaciones EN z (es decir u(T,(A) = u(A) para todo
A C X y para todo o € IR) entonces = 0 (es decir pu(A) =0VA C X).

Demostracién: Sea en X la relacion de equivalencia x1 ~ xo si 1 — o es racional. Elegir
en X (usando el axioma de eleccién) un representante y uno solo de cada clase de equivalencia,
y considerar el conjunto C' C X de esos representantes elegidos. Se verifica que, para « variando
en el conjunto de todos los racionales en [0,1), la coleccién numerable de conjuntos T, (C) es una
particiéon de X (Es decir, los conjuntos de esa coleccién son disjuntos dos a dos y su unién es
X). Se deduce que p(X) = > o2, u(C). Se concluye que, por ser p finita, se debe cumplir que
w(C) =0, que u(X) =0, y por lo tanto u(A) = 0 para todo A C X. O

Sea L una sigma-dlgebra en X = [0,1). que contiene a todos los sub-intervalos I C X.

Nota: Se deduce que £ D B, donde B es la sigma-édlgebra de Borel en X = [0,1). Sin embargo
L no es necesariamente igual B.

Algunas consecuencias del teorema 1 son:

e Corolario 1: Si existe alguna medida m en ([0, 1), £) tal que m(I) es igual a la longitud de
I, para todo intervalo I C X, y que m es invariante por las traslaciones (para todo A € L),

entonces £ # P(X).

Nota: Los subconjuntos de X que no pertenecen a L se llaman “no £-medibles”.

e Corolario 2: El conjunto C' C [0,1) construido en la demostracién del teorema 1 es no £-
medible.

e Corolario 3: FEuxistencia de conjuntos no medibles Lebesgue en IR.

Sea L una sigma-algebra en R que contiene a todos los intervalos de reales. Si existe una
medida m en (IR, £) tal que m(I) es igual a la longitud de I para todo intervalo de reales,
y tal que m es invariante por las traslaciones Ty, : IR — IR, To(x) =def =2z + aVz,a € R,
para todos los subconjuntos de £; entonces existe algin conjunto C' C R que no estd en L.
(Tales conjuntos son llamados “no £- medibles”en IR.)

Nota: En préximas clases tedricas se demostrard, construyéndolas, que existen sigma-
algebras £ y medidas m que cumplen las hipdtesis del corolario 3. Cuando tal espacio de
medida es “completo” (de acuerdo a definicién que veremos) m se llama medida de Lebesgue,
y los conjuntos de £ se llaman Lebesgue-medibles.

e Definiciones.
Sea S' ={z € : |z| = 1}. Sea J C S! un arco de S*, es decir, J = def = {z € S': 2z =

e?™® x ¢ I}, donde I es un intervalo de reales ; y sea la longitud de J igual a 27 por la

longitud de 1.

Dado a € IR se define la “traslacién T, en S'”(también llamada rotacién en S*, racional o
irracional segiin sea el real a) a la transformacion T3 (z) = def = 2e2™ para todo z € S*.



e Corolario 4: Eristencia de conjuntos no medibles Lebesgue en S*.
Si £ es una sigma-algebra de subconjuntos de S que contiene a todos los arcos J C S, y si
m es una medida en (S', £) tal que m(J) es igual a la longitud de J para todo arco .J C S*,

y m es invariante por todas las “traslaciones en S'”, entonces existe al%l’m conjunto C' C S*
que no estd en L. (Tales conjuntos son llamados “no £ medibles”en S*.)

Ejercicios complementarios al practico 1.

Ejercicio 10. Demostrar los corolarios 1 a 4.

Sugerencia para probar el corolario 3: Usar el corolario 1 definiendo en [0,1) una sigma-algebra
y una medida adecuadas a partir de la sigma-algebra £ y de la medida m en R.

Sugerencia para probar el corolario 4: utilizar el corolario 1 y la biyeccién h : [0,1) +— S !
definida por h(z) = *™® Vz € [0, 1).

Ejercicio 11.
Sea X =[0,1) x [0,1) = {(z,y) e R*: 0 <2z < 1,0<y < 1}.
Sean dados a y 3 reales cualesquiera, y sea la “traslacién en X” T, g: X +— X definida como

Top(®,y) = (2 + a,y + §) — (ent(z + @), ent(y + 5))

11.a Completar la demostracién del siguiente teorema:

Teorema 2: Si p es una medida finita definida en todas las partes de X = [0,1) x [0,1) tal
que / es invariante por las traslaciones en X, entonces p es cero.

Sugerencia de demostracién:

Sea en X la relacién de equivalencia (x1,y1) ~ (22,y2) cuando x1 — x2 € y; — Y2 son racio-
nales. Elegir en X (usando el axioma de eleccion) un representante y uno solo de cada clase de
equivalencia, y considerar el conjunto C' C X de esos representantes elegidos. Verificar que, para
(a, B) variando en el conjunto de todas las parejas de racionales en [0,1), la coleccién numerable
de conjuntos Ty g(C) es una particién de X (Es decir, los conjuntos de esa coleccién son disjuntos
dos a dos y su unién es X). Deducir que pu(X) = > o2, p(C). Concluir que, por ser y finita, se
debe cumplir que u(C) =0, que pu(X) =0, y por lo tanto u(A) = 0 para todo A C X. O

11.b Enunciar y deducir, a partir del teorema 2, corolarios 2.1; 2.2, 2.3 y 2.4, analogos a
los corolarios 1, 2, 3 y 4 del ejercicio anterior.

Sugerencia: Sustituir en los enunciados de los corolarios 1 a 4 lo siguiente:

e IR por IR?,

e intervalo por rectdngulo (por definicién un rectdngulo en IR? es el producto cartesiano I; x
I, C IR? de dos intervalos I} C R, I, C IR),

e longitud de intervalo por area de rectangulo

e (Para el corolario 2.4) sustituir circunferencia S! del corolario 4, por el toro bidimensional
T2. (Se define T? como el producto cartesiano S' x S' c €2.)

Ejercicio 12. Enunciar y demostrar un teorema relativo a la existencia de conjuntos no L-
medibles en R™.

Sugerencia: imitar el enunciado del corolario 3 del ejercicio 10 y el procedimiento sugerido en
el ejercicio 11 para pasar de IR a IR2.
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UNICIDAD DE LA MEDIDA DE BOREL FINITA EN LA RECTA DADA LA FUNCION DE
DISTRIBUCION ACUMULADA.
Eleonora Catsigeras, 4 de abril de 2003

Ejercicio 9 del practico 1. Demostrar lo siguiente:

TEOREMA
Si mu y nu son dos medidas de Borel finitas en la recta tales que

mu (-infty, x] = nu (-infty,x] para todo x en R, entonces mu = nu.

Hay varias formas alternativas de probarlo segtin lo que cada estudiante haya estudiado y tenga demostrado en la teoria, antes

de hacer el ejercicio. Aqui van algunas de las alternativas posibles:

ALTERNATIVA 1: Sin usar el teorema de Carathéodory ni sus corolarios (que al 4 de abril todavia no vimos en las clases

tedricas).

Usando las propiedades de continuidad y otras de cualquier espacio de medida, y las propiedades de sigma-algebra generada,

se sugiere lo siguiente:

Sea E la familia de los borelianos E tales que mu(E) = nu (E).

Probar que todo intervalo (a,b] estd en E; todo intervalo abierto esta en E, todo abierto U (en R todo abierto U es unién
numerable de intervalos abiertos disjuntos dos a dos) esta en E. La familia E es cerrada en complementos, luego contiene a

todos los cerrados K.

Dada la medida de Borel finita mu, considerar la familia M (mu) de todos los borelianos B que cumplen lo siguiente:

Para todo epsilon >0 existe un cerrado K y un abierto U tales que
K contenido en B contenido en U
mu (U\B), mu (B\K) < epsilon

Probar que la familia M (mu) es una sigma algebra, y que contiene

a todos los intervalos abiertos. (Da un poco de trabajo probar que
la familia es cerrada en uniones numerables: para eso recordar que la medida de una unién numerable es el limite de la medida

de uniones finitas.)

Probar que si B pertenece a M (mu) entonces mu(B) = nu (B)
ALTERNATIVA 2: Usando el directo del siguiente teorema ya enunciado en la clase teérica del 3 de abril (en dicha clase el

directo no fue demostrado todavia pero el reciproco si). Teorema 1.16 del libro de Folland; el directo es un corolario del

Teorema de Carathéodory que todavia no vimos en el curso teérico.

TEOREMA: Medidas de Borel Acotadas (MBA) en conjuntos acotados.

Directo: Si F de R en R es una funcién creciente y semicontinua superiormente, entonces existe una unica medida MBA tal



que
*) mu ((a,b]) = F(b) - F(a)

para todos reales a y b, con a menor o igual que b.

Reciproco: Si mu es una medida MBA entonces existe y es tinica a menos de una constante, una funcién F de R en R que
cumple (*).

Ademas toda funcién F que cumpla (*) es semicontinua superiormente y creciente.

ALTERNATIVA 3:
Usando el Teorema de Carathéodory (Teorema 1.11 del libro de Folland), y en particular su Corolario de extension tinica de

premedida a medida(Teorema 1.14; todavia no lo enunciamos ni demostramos en las clases teoricas).
Definir la familia A de todas las uniones finitas de intervalos de la forma (a,b], (-infty, b], (a, + infty) y demostrar que A es un

algebra.

La medida de Borel mu, restringida al dlgebra A, es una premedida (definicién en la pagina 30 del libro de Folland).

ALTERNATIVA 4. Usando el Teorema de regularidad de medidas MBA que todavia no enunciamos ni demostramos en el

tedrico (Teorema 1.18 del Folland; o sino el Lemma 1.17)

Demostrar que mu(U) = nu(U) para todo abierto U de la recta.
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Ejercicio 1. Teoremas de induccion.

e Teorema de induccién a LT.

Sea (X, M) un espacio medible cualquiera y sea P C LT un subconjunto de funciones que
cumple:

Hl: ya€eP VAe M.
H2: af +bgec P Va,be R" ypara todas f,g € P tales que fg = 0.

H3: Si f, es una sucesién creciente de funciones en P que converge puntualmente a f,
entonces f € P.

Probar que P = L.

e Teorema de induccién a L!(u).

Sea (X, M, 11) un espacio de medida cualquiera y sea P C L' () un subconjunto de funciones
complejas integrables que cumple:

Hl: xae P VAe M.
H2: af+bge P VYa,be yparatodas f,g € P tales que Re(fg) = 0 p-c.t.p.

H3: Si f, es una sucesién p-c.t.p. creciente de funciones reales no negativas en P que
converge u-c.t.p a f, entonces f € P.

Probar que P = L(p).

Ejercicio 2. Teorema de cambio de variable en la integral y medidas invariantes.

Sea (X, M, u) un espacio de medida y sea (Y, N) un espacio medible. Dada T : X — Y
transformacién medible, se define en NV la medida T*u como T*u(A) = u(T~1(A)) VA e N.
a) Probar que para todo A € N para toda f € L*(Y) y para toda f € L' (Y, T*u) se cumple:

/de*,u:/ foTdu
A T-1(A)

(Sugerencia: usar teoremas de induccién a LT y a L))

b) Sea ahora (X, M) = (Y,N); T : X — X medible. Probar que u es invariante por T (es

decir T*(u) = ) siy solo si
[rau=[roran

para toda f € LT, si y solo si también vale la igualdad anterior para toda f € L'(u).
c) Encontrar la medida T*u y expresar la igualdad del cambio de variables de la parte a)
cuando u es la medida de Lebesgue en IR y T': IR — IR es:

c- i La traslacién con a € R fijo: T(z) =z +a Vo € R



c-ii La homotecia de razén a > 0 real fijo: T'(x) = ax Vz € R

Ejercicio 3. Teorema de la distribucion acumulada. Valor esperado de variables
aleatorias en espacios de probabilidad.

Sea (X, M, u) un espacio de medida, y sea f € LT (X, M). Se define la “Funcién de distribu-
ciéon Gy : [0,00) — R acumulada hacia la derecha”como

Gr(t) =p({x e X : f(x) > t}) Vte[0,+00)

a) Probar que Gy € L*([0,00), L) y que

/ fdu= Gydm
X [0,00)

donde ([0,00),L,m) es la medida de Lebesgue en la semirrecta de reales no negativos.
(Sugerencia: la medibilidad de Gy y la igualdad de las integrales pueden probarse por

induccién a LT).

b) Probar que si ;1 es finita, entonces Gy es acotada, decreciente y semicontinua por la dere-
cha; por lo tanto Gy es integrable Riemann en cualquier intervalo acotado y la integral de
Lebesgue de G > 0 es igual a su integral impropia en la semirrecta positiva (valiendo +oo
si y solo si la integral impropia es divergente).

c) Sea (2, M, p) un espacio de probabilidad (es decir un espacio de medida tal que p(Q2) = 1).
Las funciones Y : Q +— [0,00) medibles se llaman variables aleatorias reales no negativas.
La funcién Fy : IR — IR definida como Fy(t) = p({w € Q: Y(w) < t}) Vt € IR se llama
funcién de distribucién acumulada (hacia la izquierda) de la variable aleatoria Y. La integral
J'Y dp se llama valor esperado E(Y') de Y. Deducir de las partes a) y b) que

B(Y) = /0+°°(1 _ Ry (b)) dt

Nota: esta tultima igualdad se usa frecuentemente en los cursos bésicos de probabilidad
para definir el valor esperado, ya que no requiere conocimientos previos sobre integracion
abstracta en espacios medibles.

Ejercicio 4. Teorema de caracterizacién de Funcionales en L+ como integrales.

Sea (X, M) espacio medible cualquiera. Sea A : LT — R =R+U {+0o0} una aplicacién que
cumple:

i) Alef)=cA(f) VfeLt ceR"

i) A(f+g)=Af)+Ag) Vfgel®

iii) Si f, € LT es una sucesién mondétona creciente que converge puntualmente a f entonces

lim A(f,) = A().

a) Probar que dada p medida en (X, M) existe y es tinico A : LT — R" que cumple i), ii),
iii) y tal que A(f) = [ fdp VfeLt.

b) Probar que dado A : Lt — R que cumple i), ii), iii) existe y es unica p medida en
(X, M) tal que A(f)= [ fdp VfeLt.



Ejercicio 5. Linealidad de la integral respecto de la medida. Probar que si p y v son
dos medidas en el espacio medible (X, M) y si a, b son reales no negativos entonces se cumple:

/fd(au—i—bu):a/fd,u—i—b/fdu

para toda f € Lt y para toda f € L'(u) N L' (v).
(Sugerencia: usar los teoremas de induccién a LT y a L'(u) N L1(v)).

Ejercicio 6. Continuidad absoluta de medidas e integral del Delta de Dirac.

Sean p y v medidas en el espacio medible (X, M). Se dice que v es absolutamente continua
respecto de p (y se denota v << ) si v(A) = 0 para todo A € M tal que p(A) =0.

a) Dada h € LT, sea v, la medida definida como vj,(A) = [,hdp VAe M.
e Probar que v, << u

e Probar que v = v, siy solosi [ f dv = [ fh du para toda f € LT y para toda f € L'(v)
(Sugerencia: induccién a LT y a LY(v)).

b) Sea z9p € X. Sea dy, la medida Delta de Dirac concentrada en zg, definida para todo
A e M como 6y, (A) =1siazg € Ay 650(A) =0sixg & A

e Probar que 0;, << p siy solo si u({zg} #0
e Demostrar que v = d,, siy solosi [ f dv = f(xo) para toda f € L* y para toda f € L'(v)

e Deducir que L!(8,,) es todo el espacio de las funciones complejas medibles.

c) Probar que son equivalentes las siguientes condiciones:

Existe h € LT tal que f(x9) = [ fh d p para toda funcién caracteristica f medible.

cl) 0y << p

¢2) p({zo}) #0

¢ 3) Existe h € LT tal que f(x¢) = [ fh dp para toda f € L.

c4) Existe h € LT tal que f(x¢) = [ fh dp para toda funcién f compleja medible.
)
)

Existe h € LT tal que f(z9) = [ fh du para las funciones caracteristicas f = x4 de los
conjuntos A de alguna familia que genera la sigma-algebra M.

d) Encontrar una funcién h € L™ que cumple todas las igualdades anteriores cuando 6, << p.

e) En el espacio (IR, £, m) de medida de Lebesgue en la recta, sea h, = 2nX(_1/n,1/n) Dara
todo n € IN, y sea dp la medida Delta de Dirac concentrada en 0.

e Verificar que dg no es absolutamente continua respecto de m y por lo tanto no se cumple
ninguna de condiciones de la parte c).

e Probar que existe y encontrar h € L* que es el limite puntual de h,,.
e Probar que f(0) = [ f ddy = lim,, [ fh, dm = para toda f : IR — € continua.

e Probar que cualquierasea h € L™ las integrales f(0) = [ f ddoy [ fhdm no son iguales para
toda f : IR — € continua. (Sugerencia: Demostrar por absurdo, usando la condicién ¢ 6).
Probar que la funcién caracteristica de cualquier intervalo abierto de IR es el limite puntual
de alguna sucesién mondtona creciente f,, de funciones continuas reales no negativas.)



Ejercicio 7. Limite débil estrella de medidas.

Sea X un espacio métrico compacto. Definicién: Una sucesion de medidas de probabilidad

vn, en el espacio medible Borel (X, B) se dice que converge-w* a la medida de Borel v (se lee
“converge débil estrella”; w viene de “weak”; se denota lim* v, = v) si f fdv =lim, f fdv, =
para toda f : X — @ continua.

Sea 1 una medida de Borel en X y sea una sucesion de medidas v, << @ que converge-w*
a la medida v. Probar que v no es necesariamente absolutamente continua respecto de
(Sugerencia: ejemplo de la parte e) del ejercicio 6.)

Probar que lim* v, = v NO implica que lim,, v,(A) sea igual a v(A) para todo boreliano A.

Sea T : X — X una transformacién continua. Probar que si lim*v, = v entonces
lim* T*(v,) = T*(v) (ver definicién del operador T en el ejercicio 2).

En el intervalo [0, 1] con la medida de Lebesgue m restringida a los Borelianos, se considera
la transformacion continua 7' : [0, 1] +— [0, 1] definida por T'(x) = /2. Para todo n natural
T™ denota la composicién de T consigo misma n veces. Se considera la sucesién de medidas
vp = (T™)*m (ver la definicién del operador 7™ en el ejercicio 2).

— Probar que v, son medidas de probabilidad, es decir v, ([0,1]) = 1.

— Probar que v, << m para todo n (ver la definicién de continuidad absoluta en el
ejercicio 6).

— Demostrar que v, es w*-convergente y hallar la medida v = lim* v,.

Verificar que v es una probabilidad invariante por T que no es absolutamente continua
respecto de m.

— Dado g en [0,1] se llama 6rbita por zy a la sucesién de puntos oy, = {T7(z)}jen.
Verificar que se cumple

Un({0z,}) = v({0z,}) =0  para todo g € (0, 1]
vn({y € {0y, } para algin x¢ € (0,1]}) =1
v({y € {04, } para algin z € (0,1]}) =0

— Para cada punto zg € [0, 1] se considera el conjunto (llamado w-limite de x¢) definido
como wy, = {y € [0,1] : existe una subsucesién de o, que converge a y}. Probar que
para todo zg € [0,1] se cumple v(wg,) =1y Vp(wsz,) =0
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1. El teorema de induccién para funciones no negativas.
Sea (X, M) un espacio medible cualquiera.

Definiciones: Se denota IRT a la semirrecta de reales no negativos RT = {reR:z2>0},y
se denota E+, a la semirrecta positiva completada, esto es: R =RU {+o0}.

En R la sigma-dlgebra de Borel (que denotaremos simplemente con B), estd constituida por
todos los borelianos en la semirrecta IRT y por estos unidos con {+oo}.

Una funcién f: X — R se dice medible si f~Y(B) € M para todo B € B.
Sea Lt = {f: X — IR : f es medible }

Por ejemplo es medible la funcion caracteristica xg de un conjunto F € M, definida como
Xe(z)=1size By xp(z)=0siz ¢ E.

Una combinacién lineal finita de funciones caracteristicas con coeficientes reales se llama fun-
cion simple .

Sea ST = {p € LT : ¢ es funcién simple}.

Se observa, que el recorrido de una funcién ¢ € S* es un conjunto finito de reales no negativos
a; € R™ para i = 0,1,...n, que cumplen a; # a; si i # j. Como ¢ es medible, los conjuntos
E; = ¢~ '({a;} son medibles. Ademds forman una particién de X (son disjuntos dos a dos y su
unién es X ). Por construccién se obtiene: ¢ = > ' ja;X,, que se llama representacidn candnica
de la funcién simple.

Se demostré en las clases tedricas el siguiente teorema:

Teorema 1. (Caracterizacién de LT).
Dada f € LT existe una sucesion de funciones simples o, € ST tales que:

» (Monotonia) pn(x) < @pi1(x) para todo n € IN y para todo x € X.

» o, converge puntualmente a f, es decir pn(x) — f(z) para todo x € X.

Como consecuencia se obtiene el siguiente resultado:
Corolario del teorema 1. (Teorema de induccién en L7.)
Si P es una propiedad que cumple las siguientes hipdtesis de induccion:

a) Todas las funciones caracteristicas de conjuntos en M wverifican la propiedad P.

b) Si dos funciones reales no negativas fi y fa verifican la propiedad P y ademds fifs = 0,
entonces cualquier combinacion lineal de ellas con coeficientes reales no negativos, verifica
también la propiedad P.



c¢) Si una sucesion mondtona creciente de funciones f, € Lt que verifican la propiedad P,
converge puntualmente a f, entonces f también verifica la propiedad P.

Entonces todas las funciones simples f € L™ verifican la propiedad P.

Demostracién: Por las hipétesis a) y b) toda funcién simple ¢ € S* verifica la propiedad
P. En efecto, la representaciéon candnica de ¢ es una combinacién lineal finita de funciones carac-
teristicas de las cuales a lo sumo una se anula para cada x € X. Por la hipdtesis de induccién c)
y por el Teorema 1 de caracterizacién de L™, toda funcién f en L™ verifica la propiedad P. [J

2. Propiedades pu- casi todo punto.

Sea dado un espacio de medida (X, M, i) cualquiera.

Definiciones: Dos funciones en LT se dicen iguales u-c.t.p si el conjunto A de los puntos
x € X para los cuales f(x) # g(z) tiene p- medida igual a cero. Es facil verificar que la igualdad
p-c.t.p. es una relacién de equivalencia.

Una sucesion f,, es mondtona creciente pu- c.t.p. si el conjunto E de los puntos « € X para los
cuales fp,(z) > fnt1(x) para algin n € IN, tiene mu- medida nula. Esta definicién es equivalente
a la condicion de que para todo n € IN el conjunto FE,, de los puntos para los cuales no se cumple
que fn(z) < font1(z) tiene p-medida nula.

Una sucesién f,, de funciones en LT se dice que converge a f p- c.t.p. si el conjunto de los
puntos € X para los cuales f(x) no es igual al limite de f,(x) tiene mu- medida nula.

Ejercicio 1: Probar que si f y g son funciones de L™ entonces el conjunto A = {z € X :
f(z) # g(x)} es medible. Probar que para toda sucesién f,, de funciones de L™ es medible el
conjunto F, de los puntos x € X tales que f,(x) < fni1(z). Probar que es medible el conjunto
E={reX: fo(r) < fut1(z) Vn € IN}. Probar que es medible el conjunto de los puntos z € X
para los cuales no existe el limite de f,(x) cuando n tiende a infinito, y que es medible el conjunto
de los puntos para los cuales existe ese limite y es igual a g(x), donde g € L* es una funcién dada.

3. Integracion abstracta de funciones positivas.

Definiciones:

Sea ¢ € ST con representacion candnica ¢ = > " a;xg,. Se define la integral de ¢ respecto a

la medida @ como
/90 dp=>a;p(E)
i=0

donde 0 - co = 0 por convencion.

Sea f € LT. Se define la integral de f respecto de la medida p como

/fd,uzsup{/godu:ngSJr,0§<,0§f}

Una definicién equivalente de integral de f € L™ respecto de p es la siguiente:

/fd:u:Hm/SOndN

donde {gon}ndN es una sucesion mondtona cualquiera en ST, creciente con n y que converge
puntualmente a f, como en el enunciado del Teorema 1 de la seccién anterior que caracteriza al
espacio funcional L*. (Este resultado se ha demostrado en las clases tedricas como corolario del
teorema de convergencia monétona.)



Dado E € M y dada f € L™, la integral de f respecto de i en E es por definicién:

/Afduz/f-xEdu

Observacién: La definicién de integral de una funcién simple implica que [, dpu = [xa d, =
mu(A) VA € M. Se deduce entonces que dos medidas g y v en un mismo espacio medible son
iguales si y solo si verifican [ f dp = [ f dv para toda f € L.

Se ha demostrado en las clases tedricas los siguientes teoremas:

Teorema 2: Convergencia mondtona Si f,, es una sucesién de funciones en LT que es
mondtona creciente u— c.t.p, (y por lo tanto convergente u-c.t.p. a la funcién f = sup,, f, € LT),

entonces
i [ g = [ £

Teorema 2: Propiedades de la integracion abstracta
a) Positividad: [ fdp >0 Vfe L™ yesnulasiysolosi f=0 - ct.p.
b) Definicién p-casi todo punto Si f =g p-c.t.p. entonces [ fdp= [gdp.

c¢) Linealidad: Si f,g € LT ysic € R" entonces [c¢f dp=c[fdpu y [ f+gdp=
Jfdp+ [gdp.

d) Aditividad numerable y continuidad absoluta: Si f € L™ es una funcién dada fija, se
define la aplicacién vy : M +— R mediante la integracién de f en A respecto de u, esto es:

yf(A):(def):/Afd,u VA e M

Entonces vy es una medida (por lo tanto v¢ es sigma-aditiva) y ademéds vy es absolutamente
continua respecto de p (esto es: vp(A) =0 si pu(A) =0).

Ejercicio 2: Encontrar un contraejemplo al reciproco de la parte b) del teorema anterior.

Ejercicio 3: Sea f € L y sea vy la medida definida por vg(A) = [, fdu VA e M. Probar

que para toda g € L se cumple:
/ gdvy= / gf dp

(Sugerencia: La igualdad es vélida para g funcién caracteristica. Aplicar el teorema de induccién
a Lt y el teorema de convergencia mondtona de la integral.)

4. Integracién abstracta de funciones no negativas como integral
de Lebesgue en la semirrecta real positiva.

El teorema 4 de esta secciéon da una definicion alternativa de la integral abstracta de una
funcién f € L™ respecto a cualquier medida p en un espacio medible cualquiera (X, M).

Sea (X, M, u) un espacio de medida cualquiera. Sea f : X — R una funcién cualquiera
(medible) de L1 (X). Se define Gy : [0, 00) — R’ dela siguiente forma:

Gy(t) = nfa € X : fla) > ¢ Ve >0}) = u(F(t, )



Considerando en la semirrecta real [0, 00), la sigma-algebra de Lebesgue y la medida m de Lebesgue
se obtiene que Gy es medible.

La integral de Gy respecto de la medida de Lebesgue en la semirrecta real positiva, iguala a
la integral de f respecto a la medida p en el espacio X. En efecto:

Teorema 4: Para toda f € L1 (X) se cumple:

/ fdu= Gydm
X [0,00)

Nota: La integral a la derecha es la integral impropia en el sentido de Riemann f0+°° Gy(t) dt

Demostraciéon: La igualdad de la tesis se verifica si f es una funcién caracteristica. Ademas,
si f1 y fo cumplen f1fs = 0 y ambas verifican la igualdad de la tesis, entonces la suma f; + fo
también la verifica, y el producto cf; también, para toda ¢ € RT. Por el teorema de induccién a
L* la igualdad es valida para toda f € LT (X) como se queria demostrar.[]

5. Continuidad absoluta y cambio de variables en la integral.

Definicién: Una medida v: M+ IR es absolutamente continua respecto de u, denotandose
v << u, si se cumple
v(A) =0 para todo A tal que pu(A4) =0

Nota: Maiés adelante en el curso se demostrara el Teorema de Radon- Nikodym, reciproco de
la parte d) del teorema 3:

Si v << p entonces existe una funcion h € LT tal que v(A) = [,hdp VA e M.
Por lo tanto (ver ejercicio 3), v << u si y solo si existe una funcién h € Lt tal que para toda

f € LT se cumple:
/fduz/fhdu

Ejercicio 4: Sea el espacio X la recta real IR ( o el plano IR?, 0 el espacio IR™ o la circunferencia
S1), vy sea m la medida de Lebesgue en X.

Sea xp € X un punto cualquiera del espacio. La medida J,,, llamada Delta de Dirac concen-
trada en un punto xg € X, esta definida en todas las partes de X como 0,,(A) =1sizg€ Ay
0z0(A) =0sizp & A.

a) Probar que NO EXISTE ninguna funcién h € Lt tal que [ xah dm = 0,,(A) = xa(xo)
para todo A Boreliano en X. (Sugerencia: Verificar primero que J,, no es absolutamente
continua respecto de m y aplicar el teorema de continuidad absoluta de la integral (parte d)
del teorema 3).

b) Probar que [ xg ddgy = 0z,(E) = xp(z0) VE C X Vzo € X

¢) Probar que [ f déy, = f(xo) Vf € Lt (Sugerencia: utilizar el teorema de induccién en LT
del final de la seccién 1 y el teorema de convergencia mondtona de la integral).

d) Concluir que la medida delta de Dirac concentrada en el punto xy puede definirse como la
tinica medida d,, tal que [ f dd;, = f(xo) Vf € LT y que no existe ninguna funcién h € L
tal que [ fhdm = f(xzo) para todo f € L.



Definicién del operador T* en el espacio de medidas Sean (X, M) y (Y, N) espacios
medibles, y sea T : X +— Y una transformacién medible, (es decir: T~}(E) € MV E € N).
Dada la medida p en M, se define la nueva medida T*u en N como

(T (E) = (T~H(E) YE e N

Se tiene el siguiente teorema de cambio de variables:

Teorema 4 : Cambio de variable en la integral
Sean (X, M) y (Y, N) espacios medibles, y sea T': X +— Y una transformacién medible. Dada
u medida en (X, M), se cumple lo siguiente:

a) T*u es la tinica medida en N que verifica
/fonp:/de*u VfeLt(Y)

b) Sea (X,M) = (Y,N) y T : X — Y medible. Si existe una funcién h € Lt que cumple
w(E) = fT*lEh du VE € M, entonces i es absolutamente continua respecto de Ty y
para toda f € L" se cumple:

[ 1) dntw) = [ #@@)HE) due

c¢) Si pu no es absolutamente continua respecto de T*u entonces no existe h € L™ que cumpla
la igualdad de la parte b).

Demostraciéon: La igualdad de las integrales de la parte a) se verifica para las funciones
caracteristicas. Por el teorema de induccién a L™ y por el teorema de convergencia mondtona de
las integrales (Teoremas 1y 2), se verifica la parte a) para toda f € L™.

Para probar la continuidad absoluta de la parte b) consideremos la medida v}, definida como
en la parte d) del Teorema 3. Se tiene u(A) = v (T~1(A). Como vy, << p, si w(T~H(A) = 0 se
cumple v : h(T~(A) = 0 y consecuentemente (A) = 0 como se querfa probar.

La igualdad de las integrales de f al final de la parte b) se deduce del teorema de induccién a

L7 y del teorema de convergencia monétona de las integrales.
Finalmente, el enunciado de la parte c) es el contrarreciproco del de la parte b). O

Ejercicio 4: Sea el espacio X la recta real IR ( o el plano IR?, o el espacio IR" o la circunferencia
S1), v sea m la medida de Lebesgue en X.

= Sea 71" una traslacién en X. Demostrar que

/fonm:/fdm VfelL"

(Sugerencia: la medida de Lebesgue m es invariante por T'; luego T%(m) = m, y la igualdad
se deduce del teorema de cambio de variable.)

m» Sea zg € X ysea T : X — X la transformacién constante T'(x) = o para todo =z € X.
Verificar que T*m = §,, y entonces no existe h € Lt tal que para toda f € L™ se cumpla:

intf(y / f(T m(z)

Nota: Existen en la recta transformaciones T’ continuas e invertibles tales que m no es
absolutamente continua respecto de T*m



Corolario del teorema 4: Invariancia de medidas e integrales.
Sea (X, M) un espacio de medida y sea T : X — X una transformacion medible,
Una medida p es invariante por T ( es decir: u(T~Y(E)) = p(E) Y E € M) si y solo si

/fonu—/fdu VfelL*

Demostracién: Por definicién del operador T*, la medida p es invariante por T si y solo si
T*(p) = p. Aplicando el teorema de cambio de variables (y la observacién de que dos medidas

son la misma si y solo si son iguales las integrales de toda f € L™ respecto a ambas), se obtiene
la tesis de este corolario.

6. Aplicaciones a la Probabilidad.

Sea € un conjunto no vacio cualquiera llamado espacio muestral .
Sea X : Q +— R™ una funcién dada, cualquiera que tome valores reales no negativos.

Sea en RT la sigma-dlgebra de Borel (que denotaremos en esta seccién con B), y sea p una
medida de probabilidad en (R, B), es decir una medida tal que p(R") = 1.

La pareja (X, p) se llama variable aleatoria (real no negativa).
Dado B € B, el subconjunto X ~!(B) C €, preimagen por X de B C IR", se denota como:

XY(B)={X e B}
En Q sea M la coleccién de todos los subconjuntos que son preimagen por X de algin boreliano
B € B. Es facil verificar que esa coleccion es una sigma algebra.
Con esta construccién, la funcién X es medible del espacio (2, M) al espacio (RT, B).
7. Aplicaciones a la Teoria Ergodica de los sistemas dindamicos.
Sea ahora
Ejercicio 12.

Sugerencia:



FE DE ERRATAS del Complemento al practico 3.

Las correcciones estan en azul.
Ejercicio 1. Teorema de induccion a LN1. Hipdtesis H2.

Donde dice

"af+bg para todos a,b en R",
debe decir

"af+bg para todos a,b en C".

Ejercicio 7. Limite débil estrella de medidas
Donde dice

"Sea X un espacio métrico cualquiera"

debe decir

"Sea X un espacio métrico compacto"
Donde dice:

"Una sucesion de medidas de Borel nu_n"

debe decir

"Una sucesion de medidas de probabilidad nu_n en el espacio medible de Borel (X, B) "
En el pentiltimo item del ejercicio 7, parte d)

donde dice:
"Verificar que dado x_0 en (0,1] la sucesion de puntos (llamada 6rbita por x_0).. "

debe decir:
"Dado x_0 en [0,1] se llama orbita por x_0 a la sucesion de puntos .."

Donde dice:
"cumple nu_n ({ o_x_0}) =1y nu ({ o_x_0}) = 0"

debe decir:
"Verificar que se cumple nu_n ({ o_x_0}) = nu({ o_x_0}) = 0 para todo x_0 en (0,1] "

Falt6é decir ademas:
"nu_n ({y perteneciente a {o_x_0} para algtin x, en (0,1] } ) =1

nu ({y perteneciente a {o_x_0} para algiin x_0en (0,1] })=0"



Introduccion al Andlisis Real. Curso 2003.
DERIVACION DE MEDIDAS.

Complemento tedrico y ejercicios adicionales al practico 5.

Eleonora Catsigeras, 8 de junio de 2003.

VARIABLES ALEATORIAS, VALOR ESPERADO Y FUNCIONES DE DIS-
TRIBUCION DE PROBABILIDAD

En lo que sigue (2, M, 1) es un espacio de probabilidad, es decir un espacio de medida que
cumple () = 1.

Definiciéon: Se llama wvariable aleatoria a cualquier funcién medible Z : Q — €. Las
partes real e imaginaria de Z son variables aleatorias con recorrido real. Desarrollaremos la teoria
para variables aleatorias reales. Las propiedades que sean cerradas en combinaciones lineales con
coeficientes complejos (por ejemplo propiedades que se refieran a la integracién respecto de la
probabilidad ), serdn también validos para las variables aleatorias complejas.

Definicion: Se llama variable aleatoria real a una funcion medible Y : Q — IR, es decir, para
todo Boreliano B en IR se cumple:
Y YB)={weQ:Y(w)eB}eM
SiY es una variable aleatoria real, entonces esta definida, para todo Boreliano B en IR, la prob-
abilidad p del subconjunto de §2 preimagen por Y de B.

Definicion: Se llama distribucion de probabilidad de la variable aleatoria Y a la probabilidad
py de Borel en la recta real definida, para todo Boreliano B en IR por la igualdad siguiente:

py(B) = n(Y"1(B)) = j{w € Q: Y () € B}

También se llama distribucién de probabilidad de Y a la completacion de la medida py.
Como para toda medida de Borel en IR finita en conjuntos acotados, la completacién de py (que
denotaremos como (IR, Ly,py), es un espacio de medida de Lebesgue-Stieljes en la recta real,
y goza de las propiedades (por ejemplo las de regularidad) demostradas para todas ellas. La
sigma-dlgebra Ly contiene a B, sigma-algebra de Borel en IR.

En lo que sigue denotaremos {Y € B} al subconjunto en €2, preimagen por Y, del boreliano B.
En particular por ejemplo, si Y es real, para todo a € IR la notacién {Y < a} indica al conjunto
{weQ:Y(w) <a}. SiY es compleja , para todo a € €' la notaciéon {Y = a} indica al conjunto
{we:Y(w) =a}.

En lo que sigue, m denotara la medida de Lebesgue en la recta, y la integral de una funcién
compleja h € L'(m) se denotara de cualquiera de las siguientes formas

/hdm / ham—= [ h(m)dm(m):/+oo hz) da

—infty —infty

La integral de una funcién compleja h € L'(py) respecto a la probabilidad de Lebesgue-Stieljes
py en la recta real, se denotard de cualquiera de las siguientes formas

+00
/h dpy = / hdpy = / h(z) dpy (x)
R —oco
Ejercicio 1

(a) Demostrar que para toda h € L1 (IR, B) y para toda h € L!(py), la funcién hoY : Q — €
pertenece a L' (i) y se cumple:

/QhoYd,u: /+°Oh(x) dpy (z)

—00

4



(b) Demostrar que si la variable aleatoria real Y es u-integrable (es decir Y € L(u)), o si es

no negativa, entonces
+0o0
[yin=[ " aar@
Definicion

Si Y es una variable aleatoria real no negativa, o compleja y u- integrable (es decir Y € L'(u))
se define valor esperado E(Y) de Y al valor de la integral

:/Yd,u
Q

Segun lo probado en la tdltima parte del ejercicio anterior, se tiene

+0o0
E(Y)= / xd py (x)

—00

Ejercicio Verificar que si Y tiene recorrido finito {ai,ag,...ar} C € (es decir Y es funcién
simple), entonces

E

ZakPY ({ax}) = Y axn({Y = ar})

J=1

Definicion: Se llama Funcién de distribucién Fy de la variable aleatoria real Y, a la funcién
Fy : IR — IR definida por

Fy(a) = py((infty,a]) = u{Y <a} paratodoa€ R

Nota: Mas adelante se definird variable aleatoria absolutamente continua, caracterizandola
a partir de una funcién densidad fy : IR — IR, que coincide, Lebesgue c.t.p con la derivada
de la funcién de distribuciéon Fy. Se demostrard que, para y solo para las variables aleatorias
absolutamente continuas, integrar en IR respecto a la medida de probabilidad py es lo mismo
que multiplicar por la funcién densidad fy e integrar respecto a la medida de Lebesgue en IR. A
partir de lo anterior resulta, solo para las variables aleatorias absolutamente continuas, la igualdad
siguiente:

+00
E(Y) = / x fy (z)dx

—00

Propiedades de la funcién de distribuciéon
Se observa, de la definicién de funcién de distribucién para cualquier variable aleatoria Y, que

py ((a,b]) = Fy (b) — Fy(a)

Por lo tanto la funcién de distribucién de la variable aleatoria real Y es una funcion de distribucién
para la medida de Lebesgue- Stieljes py en la recta. Fue demostrado en general para cualquier
medida de Lebesgue- Stieljes en IR, que la funcién de distribucién cumple las siguientes dos
propiedades:

(i) Fy es monétona creciente en sentido amplio.

(i1) Fy es semicontinua por la derecha.

Ademds Fy cumple ciertas propiedades adicionales, faciles de demostrar a partir de que p (y
por lo tanto py ) es medida de probabilidad:

(iii) lim Fy (a)g——00 = 0

(iv)lim Fy (@) qg—+00 = 1

Es inmediato demostrar, a partir de (i) las siguiente propiedad importante:

(v) Fy es una funcién de variacién acotada en todo intervalo [a,b] de IR (ver definiciéon mds
adelante).



Como toda funcién de variacién acotada (ver Teorema més adelante) la funcién de distribucién
cumple ademas:

(vi) Fy es continua excepto a lo sumo en una cantidad numerable de puntos.

(iv) Fy es derivable Lebesgue c.t.p., es decir existe F’(z) definido como limite del cociente
incremental de Fy en x para Lebesgue casi todo punto x € IR.

Ejercicio:
Probar que existen variables aleatorias Y singulares, es decir que la funcién de distribucién
Fy (aunque sea continua) no cumpla la tesis del teorema fundamental del célculo, es decir, que

existen a y b reales tales que Fy (b) — Fy(a) # f; F'(z) dx. (Sugerencia: Tomar Fy igual a una
funcién de Cantor).

FUNCIONES REALES DE VARIACION ACOTADA Y MEDIDAS SIGNADAS

Definicién: Una funcién F : [a,b] — IR es de variacién acotada, si existe K real positivo
tal que para toda particiéon finita de [a,b] en intervalos I} = [ay, b1],. .., Iy = [ak, bk] se cumple

SF_y [P (b)) = Flay)| < K.

Ejercicio

(a) Demostrar que toda funcién real monétona (en sentido amplio) en el intervalo [a, b] es de
variacion acotada.

(b) Demostrar que si F' : [a,b] — IR es la diferencia de dos funciones crecientes (en sentido
amplio) entonces F' es de variacién acotada.

(c) Demostrar que si F' : [a,b] — IR es de variacién acotada, entonces las discontinuidades de F’
son de salto finito, y que F' tiene a lo sumo una cantidad numerable de puntos de discontinuidad.

Teorema. Propiedades de funciones de variaciéon acotada.

(a) F': [a,b] — IR es una funcién de variacién acotada si y solo si F es la suma de una funcién
creciente en sentido amplio con una decreciente en sentido amplio.

(b) Si F : [a,b] — IR es una funcién de variacién acotada, entonces los puntos donde F' es
discontinua es a lo sumo numerable.

(¢) Si F : [a,b] — IR es una funcién de variacién acotada entonces los puntos donde F' no es
derivable tiene medida de Lebesgue nula.

Demostracion: Ver Folland, teorema 3.27. La parte c) de este teorema es la parte complicada
de demostrar. En el libro de Folland la demostracién requiere conocer varios resultados previos no
vistos en el curso. Una demostracion casi autocontenida y elemental, pero larga, puede encontrarse
en Kolmogorov- Fomin: Elementos de la teoria de funciones y del andlisis funcional. Editorial MIR,
1972, desde pagina 364, Propiedades de las funciones monoétonas, hasta pagina 379 Derivada de
la integral de Lebesgue.

Ejercicio: Verificar que las siguientes funciones son de variacién acotada en todo intervalo
acotado [a, b], encontrar los puntos de discontinuidad, encontrar la derivada F'(z) Lebesgue casi
todo punto de cada una de ellas, y decidir si se cumple o no la igualdad

b
L F(b) — Fla) / F(a) da ?

(a) F(z) = J§ f(z) dz donde f(z) = 312 (1/n)X[nni1)(@)

(b) F(x) es la funcién de Cantor (definida en el ejercicio 6 del préctico 3), para z el intervalo
[0,1]; F(x) = F(1) para todo z > 1 y F(z) = F(0) para todo x < 0.

(c) F(x) = X[0,400)

(d) F(z) = 22

Sea F': [a,b] — IR una funcién de variacién acotada. Redefiniendo F' en los puntos de discon-
tinuidad, se puede asumir que F' es semicontinua por la derecha. Por el teorema anterior, F' es la
diferencia de dos funciones crecientes en sentido amplio F' = F; — F5, cada una de ellas de variacién
acotada y por lo tanto, (después de redefinidas adecuadamente en los puntos de discontinuidad)
semicontinuas por la derecha. De acuerdo a la caracterizaciéon de las medidas de Borel en la recta
acotadas en intervalos acotados, existen (tUnicas dadas Iy y F») las medidas de Borel v; y v en
[a,b] que tienen a F} y F5 como funciones de distribucién. Por lo tanto, se obtiene el siguiente:



Teorema de caracterizacién de funciones de variacién acotada como funciones de
distribucion de medidas signadas.

(a) Dada una funcién F' : [a,b] — IR de variacién acotada y semicontinua por la derecha,
existen medidas de Borel v y 15 finitas en [a, b] tales que

F(x) — F(a) = (11 — 2)((a,z]) para todo b € [a, b]

(b) Ademas, dada F', la medida signada 14 — v ( por definicién “medida signada”de Borel
es la aplicacion que a cada boreliano le asigna el niimero real obtenido como la diferencia de dos
medidas finitas de Borel) es la tnica que cumple la igualdad (I).

(Nota: Dada F' no son unicas v1 y v2 que cumplen (I), sino que es tnica su diferencia, en el
sentido de que otra pareja de medidas que cumplan la igualdad (I) es tal que su diferencia, para
todo boreliano B, coincide con (v — v2)(B)

(c) Reciprocamente, dada una medida signada entonces existe, inica a menos de una constante,
la funcién F' que cumple la igualdad (I). Ademds F' es de variacién acotada y semicontinua
superiormente.

Ejercicio: Demostrar el Teorema anterior. Sugerencia: para la parte a) admitase que toda
funcién de variacién acotada es la diferencia de dos funciones crecientes en sentido amplio. Para
la parte b) supéngase que v; — nug y 1 — 2 cumplen la igualdad (I), y demuéstres que vy + g
y V2 + p1 son medidas (positivas) de Borel finitas que coinciden en todos los borelianos. Para la
parte ¢) constriyase F' como la diferencia de las funciones de distribucién de las medidas de Borel
(positivas) finitas nuj y nus.

Una clase especial de funciones F : [a,b] — IR de variacién acotada son las “funciones absolu-
tamente continuas”, segun la siguiente definicién:

Definicion:
Una funcién F' : [a,b] — IR es absolutamente continua , si para todo € real positivo existe § > 0
tal que para toda coleccién finita de intervalos disjuntos dos a dos Iy = [a1,b1],. .., Iy = [ag, bk]

contenidos en [a, b] tales que Z?Zl |bj — aj| < 6 se cumple Z?Zl |F(bj) — Flaj)| <e.

Ejercicio: (a) Probar que toda funcién absolutamente continua en [a,b] es continua y de
variacién acotada. (b) Encontrar un ejemplo de funcién de variacién acotada que sea continua
pero no absolutamente continua. (Sugerencia: la funcién de Cantor definida en el ejercicio 6 del
practico 3). (¢) Considerar la medida de Borel finita m(F(B)), definida para todo boreliano
B C [a,b]. Probar que m(F(B)) = [ F'dm y deducir que si B = 0 entonces m(B) = 0. Por
absurdo, si existe € > 0 tal que para todo n € N hay una coleccién B,, de intervalos con medida
menor que 1/2" tales que la medida de F(B,) es mayor o igual que ¢, considerar el boreliano
B = U, N"™ B,,. Por construccion

Las funciones absolutamente continuas se caracterizan por la siguiente propiedad:

Teorema fundamental del cilculo Una funcién F : [a,b] — IR es absolutamente continua
si y solo si es derivable m- c.t.p. y su derivada F'(z) cumple

F(z)— F(a) = /I F'(z) dz para todo z € [a, b]

Demostracion:
Es un corolario de teoremas de derivacién maéas generales, para medidas abstractas, como se
verd a continuacion.

CONTINUIDAD ABSOLUTA
Definicion
(a) Dadas dos medidas (positivas) u y p cualesquiera en un mismo espacio medible se dice que

p es absolutamente continua respecto de p (y se denota p << ), si p(A) = 0 para todo A medible
tal que pu(A) = 0.

(b) Dada p medida (positiva) y p medida signada (finita) en el mismo espacio medible, se
define continuidad absoluta de p respecto de p de la misma forma que antes.



(c) Més en general, sea p una medida compleja, es decir, una aplicacién tal que a cada conjunto
medible E le hace corresponder el niimero complejo pi(E) + ip2(E) donde p; y p2 son medidas
signadas (finitas). Dada p medida (positiva) en el mismo espacio medible, se define continuidad
absoluta de p respecto de u de la misma forma que antes.

Es inmediato verificar que una medida compleja es absolutamente continua respecto de pu si
y solo si sus partes real e imaginaria lo son. Por otra parte una medida signada es una medida
compleja que tiene parte imaginaria nula. (Nota: En el libro de Folland se usa otra definicién de
medida signada, admitiendo que puedan tomar valores infinitos. Con la definiciéon de Folland las
medidas signadas no son casos particulares de medidas complejas.)

Ejercicio: Sea un espacio de medida (positiva) (X, M, ).
(a) Dada f € L™, demostrar que la aplicacién

p(E) :/de,u

para cada E € M define una medida (positiva) en el mismo espacio medible, y que p << p.
(b)Dada una funcién real f € L'(u), demostrar que la aplicacién

o(E) = [ £

para cada E € M define una medida signada en el mismo espacio medible, y que p << p.
(c) Dada una funcién compleja f € L' (), demostrar que la aplicacién

p(E) —/deu

para cada E € M define una medida compleja en el mismo espacio medible, y que p << pu.

El ejercicio anterior muestra un procedimiento para construir medidas absolutamente continuas
respecto de u: integrar funciones dadas respecto de esa medida. El siguiente Teorema, prueba que
ese procedimiento permite construir todas las medidas absolutamente continuas posibles, cuando
éstas son finitas o sigma-finitas.

Teorema de Radon-Nikodym

(a) Si py p son dos medidas (positivas) sigma-finitas en un mismo espacio medible entonces
p << p siy solo si existe una funcién real medible no negativa f € LT tal que

p(E) Z/Ef dp

para todo conjunto medible E. La funciéon f es tnica p-c.t.p.
(b) Si p es una medida signada (finita) y p una medida (positiva) sigma-finita en un espacio

medible, entonces p << p si y solo si existe una funcién real f € L'(u) tal que

p(E) Z/Ef dp

para todo conjunto medible E. La funciéon f es tnica p-c.t.p.
(c) Si p es una medida compleja (finita) y p una medida (positiva) sigma-finita en un espacio

medible, entonces p << pu si y solo si existe una funcién conpleja f € L'(u) tal que

p(E) Z/Ef dp

para todo conjunto medible E. La funcion f es tnica p-c.t.p.

Demostracién: Ver Folland, Teoremas 3.8 y 3.12



El siguiente teorema relaciona las funciones reales de variable real absolutamente continuas
con la continuidad absoluta respecto a la medida de Lebesgue en la recta de las medidas de Borel
acotadas en intervalos acotados.

Teorema: Caracterizacién de medidas de Borel absolutamente continuas en la rec-
ta.

Sea v una medida (positiva) de Borel finita en intervalos acotados de IR (o también v una
medida signada finita en los borelianos de R) y sea F' una funcién de distribucién de v, es decir:
F(b) — F(a) = v((a,b]) para todos a < b € IR.

La medida v es absolutamente continua respecto a la medida m de Lebesgue en R (v << m
si y solo si la funcién F' es absolutamente continua en todo intervalo [a, b] acotado de IR.

Demostracién:

Tomando parte positiva y negativa de F', basta asumir que F' es no negativa, y por lo tanto p
es una medida positiva.

Si F' no fuera absolutamente continua, existiria e > 0 y para todo n € IN existiria una coleccién
B, finita de intervalos disjuntos en [a, b] tales que m(B,,) < 1/2" y v(B,,) > e. Considerando el
boreliano B = N Uy> By, resulta m(B) = 0y v(B) > € lo que contradice la continuidad absoluta
de v respecto de m.

Reciprocamente si v no fuera aboslutamente continua respecto de m, entonces existiria un
boreliano B contenido en algin intervalo acotado [a,b] con m(B) = 0y v(B) = € > 0. Para
todo ¢ > 0, el boreliano B se puede cubrir con una unién finita U de intervalos abiertos disjuntos
(aj,b;), 1< j <k tales que m(U) < 4. Pero v(Uj(aj,b5]) > v(U) > v(B) = ¢, y por lo tanto

2?21 |F'(bj) — F(aj)| > € contradiciendo la continuidad absoluta de la funcién F'.

Definicion

Sea (2, M, u) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria real Y se llama absolutamente
continua si su distribucién de probabilidad py en IR, (definida como py (B) = p(Y € B) para todo
boreliano B C IR), es absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue m en la recta.

Ejercicio:

(a) Demostrar que una variable aleatoria real Y es absolutamente continua si y solo si su
funcién de distribucién Fy = IR — IR es una funcién absolutamente continua. (Sugerencia: es el
teorema de caracterizaciéon de medida de Borel acotadas absolutamente continuas.

(b) Probar, usando el Teorema de Radon- Nikodym, que una variable aleatoria real Y es
absolutamente continua, si y solo si existe una funcién fy : IR — IR real no negativa tal que

+oo
py(B)=u({Y € B} = / xB(x)fy(x) dx para todo Boreliano B C IR

(c) La funcién fy (de la parte anterior) se llama densidad de la variable aleatoria. Probar que
fy € L'(m) y que fy es tinica m-c.t.p.

(d) Deducir que la variable aleatoria real Y es absolutamente continua si y solo si su funcién
de distribuciéon Fy cumple

Fy(a) = / fy(z) de paratodoa € IR

(e) Probar que la variable aleatoria real Y es absolutamente continua si y solo para toda funcién
medible A : IR — R real no negativa, y para toda funcién h € L!(m) (Lebesgue integrable) se
cumple:

+infty 400
/ h(z) dpy(z) = / h(z) fy (x) dx

—00 —infty

(f) Deducir que si la variable aleatoria real Y es no negativa, o si es p integrable (Y € L'(Q, i),
entonces su valor esperado es:

)= [van= [ Cwam= [ a

—00 —00



(g) Usando el teorema fundamental del Céalculo probar que la variable aleatoria Y es absolu-
tamente continua si y solo si su funcién de distribucién Fy cumple:

Fy(a) = / F'(x) dz para todo a € IR

—00

y que en ese caso la derivada F'(z) es igual a la densidad m-c.t.p.



