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1. El teorema de induccién para funciones no negativas.
Sea (X, M) un espacio medible cualquiera.

Definiciones: Se denota IRT a la semirrecta de reales no negativos RT = {reR:z2>0},y
se denota E+, a la semirrecta positiva completada, esto es: R =RU {+o0}.

En R la sigma-dlgebra de Borel (que denotaremos simplemente con B), estd constituida por
todos los borelianos en la semirrecta IRT y por estos unidos con {+oo}.

Una funcién f: X — R se dice medible si f~Y(B) € M para todo B € B.
Sea Lt = {f: X — IR : f es medible }

Por ejemplo es medible la funcion caracteristica xg de un conjunto F € M, definida como
Xe(z)=1size By xp(z)=0siz ¢ E.

Una combinacién lineal finita de funciones caracteristicas con coeficientes reales se llama fun-
cion simple .

Sea ST = {p € LT : ¢ es funcién simple}.

Se observa, que el recorrido de una funcién ¢ € S* es un conjunto finito de reales no negativos
a; € R™ para i = 0,1,...n, que cumplen a; # a; si i # j. Como ¢ es medible, los conjuntos
E; = ¢~ '({a;} son medibles. Ademds forman una particién de X (son disjuntos dos a dos y su
unién es X ). Por construccién se obtiene: ¢ = > ' ja;X,, que se llama representacidn candnica
de la funcién simple.

Se demostré en las clases tedricas el siguiente teorema:

Teorema 1. (Caracterizacién de LT).
Dada f € LT existe una sucesion de funciones simples o, € ST tales que:

» (Monotonia) pn(x) < @pi1(x) para todo n € IN y para todo x € X.

» o, converge puntualmente a f, es decir pn(x) — f(z) para todo x € X.

Como consecuencia se obtiene el siguiente resultado:
Corolario del teorema 1. (Teorema de induccién en L7.)
Si P es una propiedad que cumple las siguientes hipdtesis de induccion:

a) Todas las funciones caracteristicas de conjuntos en M wverifican la propiedad P.

b) Si dos funciones reales no negativas fi y fa verifican la propiedad P y ademds fifs = 0,
entonces cualquier combinacion lineal de ellas con coeficientes reales no negativos, verifica
también la propiedad P.



c¢) Si una sucesion mondtona creciente de funciones f, € Lt que verifican la propiedad P,
converge puntualmente a f, entonces f también verifica la propiedad P.

Entonces todas las funciones simples f € L™ verifican la propiedad P.

Demostracién: Por las hipétesis a) y b) toda funcién simple ¢ € S* verifica la propiedad
P. En efecto, la representaciéon candnica de ¢ es una combinacién lineal finita de funciones carac-
teristicas de las cuales a lo sumo una se anula para cada x € X. Por la hipdtesis de induccién c)
y por el Teorema 1 de caracterizacién de L™, toda funcién f en L™ verifica la propiedad P. [J

2. Propiedades pu- casi todo punto.

Sea dado un espacio de medida (X, M, i) cualquiera.

Definiciones: Dos funciones en LT se dicen iguales u-c.t.p si el conjunto A de los puntos
x € X para los cuales f(x) # g(z) tiene p- medida igual a cero. Es facil verificar que la igualdad
p-c.t.p. es una relacién de equivalencia.

Una sucesion f,, es mondtona creciente pu- c.t.p. si el conjunto E de los puntos « € X para los
cuales fp,(z) > fnt1(x) para algin n € IN, tiene mu- medida nula. Esta definicién es equivalente
a la condicion de que para todo n € IN el conjunto FE,, de los puntos para los cuales no se cumple
que fn(z) < font1(z) tiene p-medida nula.

Una sucesién f,, de funciones en LT se dice que converge a f p- c.t.p. si el conjunto de los
puntos € X para los cuales f(x) no es igual al limite de f,(x) tiene mu- medida nula.

Ejercicio 1: Probar que si f y g son funciones de L™ entonces el conjunto A = {z € X :
f(z) # g(x)} es medible. Probar que para toda sucesién f,, de funciones de L™ es medible el
conjunto F, de los puntos x € X tales que f,(x) < fni1(z). Probar que es medible el conjunto
E={reX: fo(r) < fut1(z) Vn € IN}. Probar que es medible el conjunto de los puntos z € X
para los cuales no existe el limite de f,(x) cuando n tiende a infinito, y que es medible el conjunto
de los puntos para los cuales existe ese limite y es igual a g(x), donde g € L* es una funcién dada.

3. Integracion abstracta de funciones positivas.

Definiciones:

Sea ¢ € ST con representacion candnica ¢ = > " a;xg,. Se define la integral de ¢ respecto a

la medida @ como
/90 dp=>a;p(E)
i=0

donde 0 - co = 0 por convencion.

Sea f € LT. Se define la integral de f respecto de la medida p como

/fd,uzsup{/godu:ngSJr,0§<,0§f}

Una definicién equivalente de integral de f € L™ respecto de p es la siguiente:

/fd:u:Hm/SOndN

donde {gon}ndN es una sucesion mondtona cualquiera en ST, creciente con n y que converge
puntualmente a f, como en el enunciado del Teorema 1 de la seccién anterior que caracteriza al
espacio funcional L*. (Este resultado se ha demostrado en las clases tedricas como corolario del
teorema de convergencia monétona.)



Dado E € M y dada f € L™, la integral de f respecto de i en E es por definicién:

/Afduz/f-xEdu

Observacién: La definicién de integral de una funcién simple implica que [, dpu = [xa d, =
mu(A) VA € M. Se deduce entonces que dos medidas g y v en un mismo espacio medible son
iguales si y solo si verifican [ f dp = [ f dv para toda f € L.

Se ha demostrado en las clases tedricas los siguientes teoremas:

Teorema 2: Convergencia mondtona Si f,, es una sucesién de funciones en LT que es
mondtona creciente u— c.t.p, (y por lo tanto convergente u-c.t.p. a la funcién f = sup,, f, € LT),

entonces
i [ g = [ £

Teorema 2: Propiedades de la integracion abstracta
a) Positividad: [ fdp >0 Vfe L™ yesnulasiysolosi f=0 - ct.p.
b) Definicién p-casi todo punto Si f =g p-c.t.p. entonces [ fdp= [gdp.

c¢) Linealidad: Si f,g € LT ysic € R" entonces [c¢f dp=c[fdpu y [ f+gdp=
Jfdp+ [gdp.

d) Aditividad numerable y continuidad absoluta: Si f € L™ es una funcién dada fija, se
define la aplicacién vy : M +— R mediante la integracién de f en A respecto de u, esto es:

yf(A):(def):/Afd,u VA e M

Entonces vy es una medida (por lo tanto v¢ es sigma-aditiva) y ademéds vy es absolutamente
continua respecto de p (esto es: vp(A) =0 si pu(A) =0).

Ejercicio 2: Encontrar un contraejemplo al reciproco de la parte b) del teorema anterior.

Ejercicio 3: Sea f € L y sea vy la medida definida por vg(A) = [, fdu VA e M. Probar

que para toda g € L se cumple:
/ gdvy= / gf dp

(Sugerencia: La igualdad es vélida para g funcién caracteristica. Aplicar el teorema de induccién
a Lt y el teorema de convergencia mondtona de la integral.)

4. Integracién abstracta de funciones no negativas como integral
de Lebesgue en la semirrecta real positiva.

El teorema 4 de esta secciéon da una definicion alternativa de la integral abstracta de una
funcién f € L™ respecto a cualquier medida p en un espacio medible cualquiera (X, M).

Sea (X, M, u) un espacio de medida cualquiera. Sea f : X — R una funcién cualquiera
(medible) de L1 (X). Se define Gy : [0, 00) — R’ dela siguiente forma:

Gy(t) = nfa € X : fla) > ¢ Ve >0}) = u(F(t, )



Considerando en la semirrecta real [0, 00), la sigma-algebra de Lebesgue y la medida m de Lebesgue
se obtiene que Gy es medible.

La integral de Gy respecto de la medida de Lebesgue en la semirrecta real positiva, iguala a
la integral de f respecto a la medida p en el espacio X. En efecto:

Teorema 4: Para toda f € L1 (X) se cumple:

/ fdu= Gydm
X [0,00)

Nota: La integral a la derecha es la integral impropia en el sentido de Riemann f0+°° Gy(t) dt

Demostraciéon: La igualdad de la tesis se verifica si f es una funcién caracteristica. Ademas,
si f1 y fo cumplen f1fs = 0 y ambas verifican la igualdad de la tesis, entonces la suma f; + fo
también la verifica, y el producto cf; también, para toda ¢ € RT. Por el teorema de induccién a
L* la igualdad es valida para toda f € LT (X) como se queria demostrar.[]

5. Continuidad absoluta y cambio de variables en la integral.

Definicién: Una medida v: M+ IR es absolutamente continua respecto de u, denotandose
v << u, si se cumple
v(A) =0 para todo A tal que pu(A4) =0

Nota: Maiés adelante en el curso se demostrara el Teorema de Radon- Nikodym, reciproco de
la parte d) del teorema 3:

Si v << p entonces existe una funcion h € LT tal que v(A) = [,hdp VA e M.
Por lo tanto (ver ejercicio 3), v << u si y solo si existe una funcién h € Lt tal que para toda

f € LT se cumple:
/fduz/fhdu

Ejercicio 4: Sea el espacio X la recta real IR ( o el plano IR?, 0 el espacio IR™ o la circunferencia
S1), vy sea m la medida de Lebesgue en X.

Sea xp € X un punto cualquiera del espacio. La medida J,,, llamada Delta de Dirac concen-
trada en un punto xg € X, esta definida en todas las partes de X como 0,,(A) =1sizg€ Ay
0z0(A) =0sizp & A.

a) Probar que NO EXISTE ninguna funcién h € Lt tal que [ xah dm = 0,,(A) = xa(xo)
para todo A Boreliano en X. (Sugerencia: Verificar primero que J,, no es absolutamente
continua respecto de m y aplicar el teorema de continuidad absoluta de la integral (parte d)
del teorema 3).

b) Probar que [ xg ddgy = 0z,(E) = xp(z0) VE C X Vzo € X

¢) Probar que [ f déy, = f(xo) Vf € Lt (Sugerencia: utilizar el teorema de induccién en LT
del final de la seccién 1 y el teorema de convergencia mondtona de la integral).

d) Concluir que la medida delta de Dirac concentrada en el punto xy puede definirse como la
tinica medida d,, tal que [ f dd;, = f(xo) Vf € LT y que no existe ninguna funcién h € L
tal que [ fhdm = f(xzo) para todo f € L.



Definicién del operador T* en el espacio de medidas Sean (X, M) y (Y, N) espacios
medibles, y sea T : X +— Y una transformacién medible, (es decir: T~}(E) € MV E € N).
Dada la medida p en M, se define la nueva medida T*u en N como

(T (E) = (T~H(E) YE e N

Se tiene el siguiente teorema de cambio de variables:

Teorema 4 : Cambio de variable en la integral
Sean (X, M) y (Y, N) espacios medibles, y sea T': X +— Y una transformacién medible. Dada
u medida en (X, M), se cumple lo siguiente:

a) T*u es la tinica medida en N que verifica
/fonp:/de*u VfeLt(Y)

b) Sea (X,M) = (Y,N) y T : X — Y medible. Si existe una funcién h € Lt que cumple
w(E) = fT*lEh du VE € M, entonces i es absolutamente continua respecto de Ty y
para toda f € L" se cumple:

[ 1) dntw) = [ #@@)HE) due

c¢) Si pu no es absolutamente continua respecto de T*u entonces no existe h € L™ que cumpla
la igualdad de la parte b).

Demostraciéon: La igualdad de las integrales de la parte a) se verifica para las funciones
caracteristicas. Por el teorema de induccién a L™ y por el teorema de convergencia mondtona de
las integrales (Teoremas 1y 2), se verifica la parte a) para toda f € L™.

Para probar la continuidad absoluta de la parte b) consideremos la medida v}, definida como
en la parte d) del Teorema 3. Se tiene u(A) = v (T~1(A). Como vy, << p, si w(T~H(A) = 0 se
cumple v : h(T~(A) = 0 y consecuentemente (A) = 0 como se querfa probar.

La igualdad de las integrales de f al final de la parte b) se deduce del teorema de induccién a

L7 y del teorema de convergencia monétona de las integrales.
Finalmente, el enunciado de la parte c) es el contrarreciproco del de la parte b). O

Ejercicio 4: Sea el espacio X la recta real IR ( o el plano IR?, o el espacio IR" o la circunferencia
S1), v sea m la medida de Lebesgue en X.

= Sea 71" una traslacién en X. Demostrar que

/fonm:/fdm VfelL"

(Sugerencia: la medida de Lebesgue m es invariante por T'; luego T%(m) = m, y la igualdad
se deduce del teorema de cambio de variable.)

m» Sea zg € X ysea T : X — X la transformacién constante T'(x) = o para todo =z € X.
Verificar que T*m = §,, y entonces no existe h € Lt tal que para toda f € L™ se cumpla:

intf(y / f(T m(z)

Nota: Existen en la recta transformaciones T’ continuas e invertibles tales que m no es
absolutamente continua respecto de T*m



Corolario del teorema 4: Invariancia de medidas e integrales.
Sea (X, M) un espacio de medida y sea T : X — X una transformacion medible,
Una medida p es invariante por T ( es decir: u(T~Y(E)) = p(E) Y E € M) si y solo si

/fonu—/fdu VfelL*

Demostracién: Por definicién del operador T*, la medida p es invariante por T si y solo si
T*(p) = p. Aplicando el teorema de cambio de variables (y la observacién de que dos medidas

son la misma si y solo si son iguales las integrales de toda f € L™ respecto a ambas), se obtiene
la tesis de este corolario.

6. Aplicaciones a la Probabilidad.

Sea € un conjunto no vacio cualquiera llamado espacio muestral .
Sea X : Q +— R™ una funcién dada, cualquiera que tome valores reales no negativos.

Sea en RT la sigma-dlgebra de Borel (que denotaremos en esta seccién con B), y sea p una
medida de probabilidad en (R, B), es decir una medida tal que p(R") = 1.

La pareja (X, p) se llama variable aleatoria (real no negativa).
Dado B € B, el subconjunto X ~!(B) C €, preimagen por X de B C IR", se denota como:

XY(B)={X e B}
En Q sea M la coleccién de todos los subconjuntos que son preimagen por X de algin boreliano
B € B. Es facil verificar que esa coleccion es una sigma algebra.
Con esta construccién, la funcién X es medible del espacio (2, M) al espacio (RT, B).
7. Aplicaciones a la Teoria Ergodica de los sistemas dindamicos.
Sea ahora
Ejercicio 12.

Sugerencia:



