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Ejercicio 1. Teoremas de induccion.

e Teorema de induccién a LT.

Sea (X, M) un espacio medible cualquiera y sea P C LT un subconjunto de funciones que
cumple:

Hl: ya€eP VAe M.
H2: af +bgec P Va,be R" ypara todas f,g € P tales que fg = 0.

H3: Si f, es una sucesién creciente de funciones en P que converge puntualmente a f,
entonces f € P.

Probar que P = L.

e Teorema de induccién a L!(u).

Sea (X, M, 11) un espacio de medida cualquiera y sea P C L' () un subconjunto de funciones
complejas integrables que cumple:

Hl: xae P VAe M.
H2: af+bge P VYa,be yparatodas f,g € P tales que Re(fg) = 0 p-c.t.p.

H3: Si f, es una sucesién p-c.t.p. creciente de funciones reales no negativas en P que
converge u-c.t.p a f, entonces f € P.

Probar que P = L(p).

Ejercicio 2. Teorema de cambio de variable en la integral y medidas invariantes.

Sea (X, M, u) un espacio de medida y sea (Y, N) un espacio medible. Dada T : X — Y
transformacién medible, se define en NV la medida T*u como T*u(A) = u(T~1(A)) VA e N.
a) Probar que para todo A € N para toda f € L*(Y) y para toda f € L' (Y, T*u) se cumple:

/de*,u:/ foTdu
A T-1(A)

(Sugerencia: usar teoremas de induccién a LT y a L))

b) Sea ahora (X, M) = (Y,N); T : X — X medible. Probar que u es invariante por T (es

decir T*(u) = ) siy solo si
[rau=[roran

para toda f € LT, si y solo si también vale la igualdad anterior para toda f € L'(u).
c) Encontrar la medida T*u y expresar la igualdad del cambio de variables de la parte a)
cuando u es la medida de Lebesgue en IR y T': IR — IR es:

c- i La traslacién con a € R fijo: T(z) =z +a Vo € R



c-ii La homotecia de razén a > 0 real fijo: T'(x) = ax Vz € R

Ejercicio 3. Teorema de la distribucion acumulada. Valor esperado de variables
aleatorias en espacios de probabilidad.

Sea (X, M, u) un espacio de medida, y sea f € LT (X, M). Se define la “Funcién de distribu-
ciéon Gy : [0,00) — R acumulada hacia la derecha”como

Gr(t) =p({x e X : f(x) > t}) Vte[0,+00)

a) Probar que Gy € L*([0,00), L) y que

/ fdu= Gydm
X [0,00)

donde ([0,00),L,m) es la medida de Lebesgue en la semirrecta de reales no negativos.
(Sugerencia: la medibilidad de Gy y la igualdad de las integrales pueden probarse por

induccién a LT).

b) Probar que si ;1 es finita, entonces Gy es acotada, decreciente y semicontinua por la dere-
cha; por lo tanto Gy es integrable Riemann en cualquier intervalo acotado y la integral de
Lebesgue de G > 0 es igual a su integral impropia en la semirrecta positiva (valiendo +oo
si y solo si la integral impropia es divergente).

c) Sea (2, M, p) un espacio de probabilidad (es decir un espacio de medida tal que p(Q2) = 1).
Las funciones Y : Q +— [0,00) medibles se llaman variables aleatorias reales no negativas.
La funcién Fy : IR — IR definida como Fy(t) = p({w € Q: Y(w) < t}) Vt € IR se llama
funcién de distribucién acumulada (hacia la izquierda) de la variable aleatoria Y. La integral
J'Y dp se llama valor esperado E(Y') de Y. Deducir de las partes a) y b) que

B(Y) = /0+°°(1 _ Ry (b)) dt

Nota: esta tultima igualdad se usa frecuentemente en los cursos bésicos de probabilidad
para definir el valor esperado, ya que no requiere conocimientos previos sobre integracion
abstracta en espacios medibles.

Ejercicio 4. Teorema de caracterizacién de Funcionales en L+ como integrales.

Sea (X, M) espacio medible cualquiera. Sea A : LT — R =R+U {+0o0} una aplicacién que
cumple:

i) Alef)=cA(f) VfeLt ceR"

i) A(f+g)=Af)+Ag) Vfgel®

iii) Si f, € LT es una sucesién mondétona creciente que converge puntualmente a f entonces

lim A(f,) = A().

a) Probar que dada p medida en (X, M) existe y es tinico A : LT — R" que cumple i), ii),
iii) y tal que A(f) = [ fdp VfeLt.

b) Probar que dado A : Lt — R que cumple i), ii), iii) existe y es unica p medida en
(X, M) tal que A(f)= [ fdp VfeLt.



Ejercicio 5. Linealidad de la integral respecto de la medida. Probar que si p y v son
dos medidas en el espacio medible (X, M) y si a, b son reales no negativos entonces se cumple:

/fd(au—i—bu):a/fd,u—i—b/fdu

para toda f € Lt y para toda f € L'(u) N L' (v).
(Sugerencia: usar los teoremas de induccién a LT y a L'(u) N L1(v)).

Ejercicio 6. Continuidad absoluta de medidas e integral del Delta de Dirac.

Sean p y v medidas en el espacio medible (X, M). Se dice que v es absolutamente continua
respecto de p (y se denota v << ) si v(A) = 0 para todo A € M tal que p(A) =0.

a) Dada h € LT, sea v, la medida definida como vj,(A) = [,hdp VAe M.
e Probar que v, << u

e Probar que v = v, siy solosi [ f dv = [ fh du para toda f € LT y para toda f € L'(v)
(Sugerencia: induccién a LT y a LY(v)).

b) Sea z9p € X. Sea dy, la medida Delta de Dirac concentrada en zg, definida para todo
A e M como 6y, (A) =1siazg € Ay 650(A) =0sixg & A

e Probar que 0;, << p siy solo si u({zg} #0
e Demostrar que v = d,, siy solosi [ f dv = f(xo) para toda f € L* y para toda f € L'(v)

e Deducir que L!(8,,) es todo el espacio de las funciones complejas medibles.

c) Probar que son equivalentes las siguientes condiciones:

Existe h € LT tal que f(x9) = [ fh d p para toda funcién caracteristica f medible.

cl) 0y << p

¢2) p({zo}) #0

¢ 3) Existe h € LT tal que f(x¢) = [ fh dp para toda f € L.

c4) Existe h € LT tal que f(x¢) = [ fh dp para toda funcién f compleja medible.
)
)

Existe h € LT tal que f(z9) = [ fh du para las funciones caracteristicas f = x4 de los
conjuntos A de alguna familia que genera la sigma-algebra M.

d) Encontrar una funcién h € L™ que cumple todas las igualdades anteriores cuando 6, << p.

e) En el espacio (IR, £, m) de medida de Lebesgue en la recta, sea h, = 2nX(_1/n,1/n) Dara
todo n € IN, y sea dp la medida Delta de Dirac concentrada en 0.

e Verificar que dg no es absolutamente continua respecto de m y por lo tanto no se cumple
ninguna de condiciones de la parte c).

e Probar que existe y encontrar h € L* que es el limite puntual de h,,.
e Probar que f(0) = [ f ddy = lim,, [ fh, dm = para toda f : IR — € continua.

e Probar que cualquierasea h € L™ las integrales f(0) = [ f ddoy [ fhdm no son iguales para
toda f : IR — € continua. (Sugerencia: Demostrar por absurdo, usando la condicién ¢ 6).
Probar que la funcién caracteristica de cualquier intervalo abierto de IR es el limite puntual
de alguna sucesién mondtona creciente f,, de funciones continuas reales no negativas.)



Ejercicio 7. Limite débil estrella de medidas.

Sea X un espacio métrico compacto. Definicién: Una sucesion de medidas de probabilidad

vn, en el espacio medible Borel (X, B) se dice que converge-w* a la medida de Borel v (se lee
“converge débil estrella”; w viene de “weak”; se denota lim* v, = v) si f fdv =lim, f fdv, =
para toda f : X — @ continua.

Sea 1 una medida de Borel en X y sea una sucesion de medidas v, << @ que converge-w*
a la medida v. Probar que v no es necesariamente absolutamente continua respecto de
(Sugerencia: ejemplo de la parte e) del ejercicio 6.)

Probar que lim* v, = v NO implica que lim,, v,(A) sea igual a v(A) para todo boreliano A.

Sea T : X — X una transformacién continua. Probar que si lim*v, = v entonces
lim* T*(v,) = T*(v) (ver definicién del operador T en el ejercicio 2).

En el intervalo [0, 1] con la medida de Lebesgue m restringida a los Borelianos, se considera
la transformacion continua 7' : [0, 1] +— [0, 1] definida por T'(x) = /2. Para todo n natural
T™ denota la composicién de T consigo misma n veces. Se considera la sucesién de medidas
vp = (T™)*m (ver la definicién del operador 7™ en el ejercicio 2).

— Probar que v, son medidas de probabilidad, es decir v, ([0,1]) = 1.

— Probar que v, << m para todo n (ver la definicién de continuidad absoluta en el
ejercicio 6).

— Demostrar que v, es w*-convergente y hallar la medida v = lim* v,.

Verificar que v es una probabilidad invariante por T que no es absolutamente continua
respecto de m.

— Dado g en [0,1] se llama 6rbita por zy a la sucesién de puntos oy, = {T7(z)}jen.
Verificar que se cumple

Un({0z,}) = v({0z,}) =0  para todo g € (0, 1]
vn({y € {0y, } para algin x¢ € (0,1]}) =1
v({y € {04, } para algin z € (0,1]}) =0

— Para cada punto zg € [0, 1] se considera el conjunto (llamado w-limite de x¢) definido
como wy, = {y € [0,1] : existe una subsucesién de o, que converge a y}. Probar que
para todo zg € [0,1] se cumple v(wg,) =1y Vp(wsz,) =0



