ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONOMAS
Y ESTABILIDAD DE LOS PUNTOS DE EQUILIBRIO
Complemento sobre Ecuaciones Diferenciales
para los cursos de Célculo

Eleonora Catsigeras *
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Notas para el curso de Calculo 11
de la Facultad de Ingenieria.

Nota: En esta exposicién se asume que el estudiante ya conoce lo expuesto en el texto: “Ecua-
ciones Diferenciales. Una introduccion para el curso de Calculo”, E. Catsigeras, 2007.

1. Ecuaciones Diferenciales Auténomas

Definiciéon 1.1. Ecuacién diferencial auténoma de primer orden
Una ecuacion diferencial autdnoma de ler. orden es una ecuacion de la forma

y = F(y) (1)

donde F'(y) es una funcién dada continua.

Nota: Sien vez de usar la notacién y = y(x) para las soluciones, usamos la notacién z = x(t),
la ecuacién diferencial auténoma de ler. orden es & = F(x) (recordamos que cuando la variable
independiente se denota con t, la derivada respecto de t se denota con un punto, en vez de prima).
Usaremos en algunos ejemplos la notacién y = y(z) (z variable independiente, y dependiente) y
en otros ejemplos la notaciéon x = x(t) (¢ variable independiente, 2 dependiente). En general la
variable independiente, llamese como se llame, se interpreta como el tiempo.

Ejemplos: y' = y?—1 es una ecuacién diferencial auténoma de ler. orden. También lo es & = /.
En cambio 3/ = y senz es una ecuacién diferencial de ler. orden no auténoma; & = 22 +t? también
es una ecuacion diferencial no auténoma.

Definicién 1.2. Ecuacién diferencial auténoma de segundo orden
Una ecuacion diferencial autdnoma de 2do. orden es una ecuacion de la forma

Y =F(y,y) (2)

donde F(y,y’) es una funcién dada continua de dos variables reales.
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Ejemplos: La ecuacién diferencial y” + 4y’ + 3y = 0 es auténoma de 2do. orden, pues y” =
—3y — 4y’ = F(y,y’) donde la funcién F es F(u,v) = —3u — 4v V (u,v) € R?. La ecuacién

diferencial y” + 4y = 0 también es auténoma de 2do. orden pues y” = —4y = F(y,y’) donde
F(u,v) = —4u V (u,v) € R% La ecuacién diferencial y” + 42y’ + 3y = 0 es lineal de 2do. orden
homogénea, pero es no auténoma porque y” = —3y — 4zy’ no puede escribirse como funcién

continua que depende solo de y e 3/, (depende ademés de x).

Definicién 1.3. Ecuacién diferencial autéonoma de orden k > 1
Sea k£ > 1 un nimero natural dado. Una ecuacién diferencial auténoma de orden k es una
ecuacién de la forma
y o =Fy,y . y*Y) (3)

donde F es una funcién dada continua de k variables reales, e y*), y(*=1) etc, denotan la derivada

k-ésima, (k — 1)-ésima, etc, respectivamente de una funcién solucién y = y(x).

Definiciéon 1.4. Puntos de equilibrio o soluciones estacionarias

Se llama punto de equilibrio o solucion estacionaria de una ecuacién diferencial a una solucién
y(x) = a constante para todo x € R. Es decir, las soluciones estacionarias o puntos de equilibrio
son aquellas cuyas graficas son rectas horizontales.

Los puntos de equilibrio o soluciones estacionarias de una ecuacién diferencial auténoma de
ler orden 3y’ = F(y) son todas las funciones constantes (de la forma y(z) = a constante para
todo x) tales que la constante real a satisface F'(a) = 0. Por ejemplo, si la ecuacién diferencial es
y' = y% — 1, los puntos de equilibrio son dos: y(z) =1Vz €Rey(x) = -1V 2 € R porque a = 1
y a = —1 son las tnicas raices de la ecuacién a® — 1 = 0. Otros ejemplos: la ecuacién diferencial
# = 22 + 1 no tiene puntos de equilibrio o soluciones estacionarias, porque la ecuacién a® +1 =0
no tiene soluciones reales a. La ecuacién diferencial & = \/x tiene una unica solucién estacionaria
o punto de equilibrio que es z(t) =0V ¢t € R.

Los puntos de equilibrio o soluciones estacionarias de una ecuacién diferencial auténoma de
2do. orden y” = F(y,y’) son todas las funciones constantes (de la forma y(x) = a constante para
todo x) tales que la constante real a satisface F'(a,0) = 0. Por ejemplo, si la ecuacién diferencial
es y” = —4y’ — 3y, el punto de equilibrio es uno solo: y(z) =0V x € R porque a = 0 es la tnica
raiz de la ecuacién —4 - 0 — 3a = 0. Otros ejemplos: la ecuacién diferencial 7 = y? + 1 no tiene
puntos de equilibrio o soluciones estacionarias, porque la ecuacién a? + 1 = 0 no tiene soluciones
reales a. La ecuacién diferencial y” = y? + ' — 1 tiene dos soluciones estacionarias o puntos de
equilibrio que son y(z) =1Vzx eR,ey(z) =—-1Vzx eR.

Proposicion 1.5. Traslado en el tiempo de las soluciones

Siy1(z) es una solucion particular de una ecuacion diferencial auténoma (de cualquier orden
k > 1), entonces para todo xq real, la funcion ya(x) = y1(xz — o) es otra solucion particular de la
misma ecuacion diferencial.

Como consecuencia, y1(0) = yo si y solo si ya2(xo) = yo.

Demostracion: Solo lo demostraremos para ecuaciones diferenciales auténomas de ler. orden.
Chequeamos que y9(x) satisface la ecuacién (1):

d

yp(z) = ol —x0) = y1(z — x0) = F(y1(z — 20)) = F(ya()).
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Nota: En la segunda igualdad usamos la regla de la cadena para derivar respecto de z la funcién
compuesta y1(z — zp). En la tercera igualdad usamos la hipdtesis que afirma que y; es solucién
de la ecuacién diferencial (1).

Finalmente, sustituyendo x = ¢ en la igualdad y2(x) = y1(x — z¢) se obtiene ya(xg) = y1(0),
lo que demuestra la dltima afirmacién de la proposicién 1.5. O

Interpretacién: La proposicién 1.5 tiene la siguiente interpretacién. Si la variable independiente
x es el tiempo, entonces ys(x) = y1(x — x¢) significa trasladar la solucién y; en el tiempo; es decir,
la grafica de ys es la grafica de y; trasladada a lo largo del eje de las z (eje del tiempo) una cantidad
|zo|, hacia la derecha si zp > 0 6 hacia la izquierda si g < 0 (ver Figura 1). Todo lo que suceda
en el instante inicial x = 0 para la solucién y; sucederd en el instante zg para la solucién yo. En
efecto, por ejemplo, de la igualdad yo(z) = y1 (2 — z) deducimos: y2(zo) = y1(0), v4(zo) = y1(0).

t \

Vector de astacion 0

Figura 1: La curva grafica de la solucién particular ys(x) = 5e3(*=70) de la ecuacién diferencial
y' = 3y es la trasladada en el tiempo, es decir segiin el vector horizontal (zg,0), de la grafica de
la solucién particular yi(z) = 5e3*.
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2. Existencia y unicidad de solucién con dato inicial

Definicién 2.1. i) Decimos que una ecuacién diferencial de ler. orden satisface la propiedad de
existencia y unicidad de solucién con dato inicial si para toda pareja de constantes reales dadas
Z0, Yo existe y es unica la solucién de la ecuacién diferencial que (ademés de satisfacer la ecuacién
diferencial) satisface la siguiente condicién llamada condicion inicial o dato inicial:

y(xo) = Yo

ii) Decimos que una ecuacién diferencial de 2do. orden satisface la propiedad de existencia y
unicidad de solucién con dato inicial si para toda terna de constantes reales dadas g, yo, Y existe
y es unica la solucién de la ecuacién diferencial que (ademas de satisfacer la ecuacién diferencial)
satisface las siguientes DOS igualdades llamadas condicion inicial o dato inicial:

y(zo) = o, ¥ (x0) = vp.

iii) Sea k£ > 1 un numero natural. Decimos que una ecuacién diferencial de orden k satisface
la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial si para toda (k + 1) — upla

- (k=1) . . . .
de constantes reales dadas o, y0,%y,% " 0,--- g existe y es tunica la soluciéon de la ecuacién
diferencial que (ademds de satisfacer la ecuacién diferencial) satisface las siguientes k igualdades
llamadas condicion inicial o dato inicial:

bl bl — k_
y(@o) =0, ¥(x0) =vh ¥ (x0) =y 0,y "V (zg) =y,

Interpretacién: Si graficamos en el plano z0y todas las soluciones de la ecuacién diferencial de
ler. orden obtenemos una familia (en general infinita) de curvas. La ecuacién diferencial de ler.
orden satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial, si y solo si, para
cada punto dado Py = (x0,yo) en el plano, existe una y una sola solucién cuya curva grafica pasa
por ese punto Py (ver por ejemplo Figura 3). Luego:

St la ecuacion diferencial de 1ler. orden satisface la propiedad de existencia y
unicidad de solucion con dato inicial, entonces las curvas grdficas de dos soluciones
diferentes, no se intersecan.

Nota importante: La propiedad resaltada arriba rige para ecuaciones diferenciales de ler.
orden, pero no es cierta para ecuaciones diferenciales de 2do. orden (ni de orden k > 2). En efecto,
las graficas de dos soluciones diferentes de una ecuacién diferencial de 2do. orden que satisface
la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial, pueden intersecarse, pero con
tangentes diferentes; es decir con diferentes valores de 3’ en el punto de interseccién (ver el ejemplo
de la Figura 2).

Veremos en la seccion siguiente ejemplos de ecuacién diferencial auténoma de ler. orden que
satisface la propiedad de existencia y unicidad de soluciéon con condicién inicial o dato inicial
(Figura 3), y otro ejemplo para el que no se satisface (Figura 4).

Corolario 2.2. (de la Proposicién 1.5).

Una ecuacion diferencial auténoma de 1er. orden satisface la propiedad de existencia y unicidad
con dato inicial si y solo si, para toda constante real yo existe unica la solucion y = y(z) que
(ademds de satisfacer la ecuacion diferencial) satisface la siguiente igualdad

y(0) = yo.
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Una ecuacion diferencial auténoma de 2do. orden satisface la propiedad de existencia y unici-
dad con dato inicial si y solo si, para toda pareja de constantes reales yo, y(, existe unica la solucion
y =y(z) que (ademds de satisfacer la ecuacion diferencial) satisface las siguientes DOS igualdades

y(0) =yo, ' (0) =y

Demostracion: Lo demostraremos solo para ecuaciones diferenciales auténomas de ler. orden.
Directo: Hipétesis: Para todo (zg,y0) € R? existe y es tnica la solucién y(x) que cumple y(zo) =
Yo-

Tesis a probar: Para todo yg € R existe y es dnica la solucién y(z) que cumple y(0) = yo.

La tesis se deduce en forma inmediata de la hipdtesis, aplicada al caso particular en que x¢ = 0.
Reciproco: Hipdétesis: Para todo yp € R existe y es uinica la solucién y;(x) que cumple y1(0) = yo.
Tesis a probar: Para todo (g, yo) € R? existe y es tinica la solucién ya(x) que cumple ya(xg) = yo.

Usando la hipétesis y la Proposicion 1.5, construimos la solucion

y2(x) == y1(z — x0) (4)
Esta solucién satisface ya(z9) = y1(0) = yo, por lo que la existencia de la tesis queda probada.
Ahora probemos la unicidad. Supongamos que y3(z) es otra solucién tal que ys(xg) = yo. Aplicando
la Proposicién 1.5 (usando —xq en el rol de z() deducimos que la funcién
ya(z) == y3(z — (= w0))

también es una solucién de la ecuacién diferencial. Sustituyendo x = 0 obtenemos y4(0) = y3(zo) =
yo- Entonces y4(z) es una solucién de la ecuacién diferencial que satisface y4(0) = yo. Por hipétesis,
y1(x) es la tnica solucién que satisface y1(0) = yo. Luego y4(z) = y1(z) para todo z en el intervalo
(abierto) de reales D donde y; () esta definida. Entonces

yi1(x) =ys(z+x9) YVoeD.
Llamando u a la nueva variable u = z + x, deducimos
ys(u) =y1(u—x9) V ue{z+xz9, z€D}.

Ahora usando la ecuacién (4), deducimos que ys3 es la misma funcién que y, lo que termina de
probar la unicidad de ys. O

Nota: Una condicién suficiente para que una ecuacién diferencial auténoma (de cualquier
orden k > 1) satisfaga la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial, estd dada
por el Teorema de Picard, cuyo enunciado veremos més adelante (Teorema 4.1), y que no requiere
resolver la ecuacion diferencial para chequear si se verifica.

3. Ejemplos

Ejemplo 3.1. (a) Encontrando todas las soluciones de la ecuacién diferencial
y +9 =0 ()

deducir que dicha ecuacién satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato
inicial. (b) Hallar y graficar la (tinica) solucién que satisface y(0) = 3, 3/(0) = 8. (¢) Hallar y
graficar la (tinica) solucién que satisface y(7/3) =3, y'(7/3) = 8.
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(a) Aplicando el método de resolucién de la ecuacién diferencial lineal de 2do. orden homogénea,
tenemos la siguiente ecuacién caracteristica

A +9=0,

que tiene dos raices complejas conjugadas diferentes 3i y —3i, donde 7 es la unidad imaginaria.
Luego la solucién general de la ecuacién diferencial (5) es

y(x) = Cysen 3z + Cy cos 3z, (6)

donde Cy y Cs son constantes reales arbitrarias. Ahora mostremos que cualquiera sea el dato inicial
y(0) = yo, ¥'(0) = y;, existe una unica solucién que lo satisface. Es decir, existe una tnica eleccién
de las constantes Cy y Cy para la cual la igualdad (6) satisface el dato inicial y(0) = yo, 3/(0) = ;.
En efecto, derivando la igualdad (6) obtenemos la siguiente igualdad:

y'(z) = 3C cos 3z — 3C5 sen 3z (7)

Sustituyendo x = 0 en las igualdades (6) y (7), y usando las dos igualdades del dato inicial
y(0) = yo, ¥'(0) = y; obtenemos:
C2 = Yo, 3C1 = y6

que tiene solucién unica
Cr=y/3, Ca= o, (8)

para cada dato inicial (yo,y() € R? que se dé. Entonces hemos probado que la ecuacién diferencial
(5) satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial.
(b) Usando las igualdades (6) y (8) junto con el dato yo =3, y{, = 8 obtenemos que la siguiente
funcién

y(z) = gsen&’n—l—?) cos3z VzxeR

es la tinica solucién de la ecuacién diferencial dada que cumple el dato inicial y(0) = 3, 3/(0) = 8.
Para graficarla, observamos primero que es una funcién periédica de periodo 27/3. Ademads se

anula si y solo si sen3z = —(9/8) cos 3z, es decir tan3z = —9/8, x = —arctan9/8. Sumandole
2km /3 a cualquier 4ngulo cuya tangente sea —9/8 tenemos otro punto donde se anula y(x). Tercero,
como y(z) verifica la ecuacién diferencial y” = —4y su concavidad es negativa si y solo si y > 0, su

concavidad es positiva si y solo si y < 0, y tiene puntos de inflexién en los puntos donde y = 0 y
solo en ellos. La derivada segunda y” (concavidad) indica la derivada de y’. Entonces la pendiente
y' va disminuyendo cuando la concavidad es negativa (o sea mientras y > 0) y va aumentando
cuando la concavidad es positiva (o sea mientras y < 0). Obtenemos la curva grafica roja en la
figura 2 que pasa por el punto x = 0,y = 3 y tiene en ese punto pendiente 8.

(c) Usando la Proposicién (1.5) y la solucién de la parte (b), deducimos que la siguiente funcién

8 8
y(x) = gsen3(az —m/3)+ 3 cos3(x —7/3) = gsen(3x —m)+3 cos(3z —m) =

= —gsen&r —3cos(3z) VzelR

es la unica solucién de la ecuacién diferencial dada que cumple el dato inicial

y(m/3) =3, y(n/3)=8.
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Para graficarla, observamos que como fue construida trasladando en el tiempo la solucién de la
parte (b) (sustituyendo en la solucién de la parte (b) la variable independiente tiempo z por
x —m/3, su gréfica se obtiene de la curva roja de la figura 2, trasladdndola horizontalmente segin
el vector (7/3,0). Resulta la curva azul de la figura 2.

Observacién: Ademads en este ejemplo particular, la solucién de la parte (c) es la de la parte
(b) cambiada de signo. Entonces su grafica también es (en este ejemplo particular) la simétrica
de la gréfica de la parte (b) respecto al eje de las z. Luego, las dos soluciones particulares de
la ecuacién diferencial (5): la de la parte (a) - curva roja en la figura 2 - y la de la parte (b) -
curva azul en dicha figura - se intersecan en los infinitos puntos donde ambas valen cero. Tenemos
que las curvas gréficas de dos soluciones particulares diferentes se pueden intersecar en algin(os)
punto(s) (zo,yo). Pero como vale la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato
inicial y(zo) = vo, ¥'(x0) = vy, deducimos que las pendientes y'(x¢) en los puntos de interseccién
(z0,y0) de las graficas de dos (o més) soluciones diferentes, deben ser necesariamente diferentes
(ver comentario abajo de la Figura 2).

:‘\y

e S

Figura 2: En rojo y en azul, respectivamente, curvas graficas de dos soluciones particulares de la
ecuacion diferencial y”+4y = 0 (Ejemplo 3.1). La ecuacién es de 2do. orden y satisface la propiedad
de existencia y unicidad con dato inicial y(zo) = yo, ¥'(x0) = yp. Las curvas graficas roja y azul
se intersecan en todos los puntos donde las funciones valen cero, pero las pendientes (derivadas
primeras y() en los puntos de interseccién de ambas curvas, deben ser diferentes debido a la
unicidad de solucién con dato inicial. Se observa que ademés la funcién constante y(z) =0 Va € R
también es solucién (pto. de equilibrio). Luego, en los puntos de interseccién de las dos curvas
roja y azul respectivamente, también hay interseccién con otra(s) solucién(es), todas con diferentes
pendientes yj.

Ejemplo 3.2. (a) Encontrando todas las soluciones de la ecuacién diferencial

y =y -1 (9)

deducir que dicha ecuacién satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato
inicial.

(b) Graficar la (dnica) solucién que satisface y(0) = yo, y el intervalo del eje de las x donde esta
solucién estd definida, discutiendo segun sea el valor de la constante real dada yy.
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(c) Encontrar la (tnica) solucién que satisface la condicién y(21) = —8, y el intervalo del eje
de las x donde esta solucién esté definida. Probar que esa solucién estd definida para el instante
z = 0.

Nota importante: Recordamos que, por definicién de “solucién” una funcién y = y(x)
que satisface la ecuacién diferencial, estd definida para todo = en un intervalo abierto (segmento,

. . . . 1+ 3e2*
semirrecta o toda la recta real). No es solucién, por ejemplo la funcién y(z) = T3z en el

—3e

dominio R\ {(1 /2)log(1/ 3)}, pues ese dominio no es un intervalo. En la teorfa de las ecuaciones
diferenciales, las siguientes son dos soluciones diferentes de la ecuacién diferencial (9), aunque

ambas tienen la misma “férmula ”

1436 log(1/3)
y(a;)—il_?)e% Ve (—00,72 >,
1436 log(1/3)
y(z) = T 302 Ve (72 ,+oo>.

(a) Hallemos primero la solucién general de la ecuacién diferencial (9). Primero buscamos los
puntos de equilibrio ¥ = a constante para todo x € R:

0=a*-1 & a=16a=—1.
Las dos soluciones de equilibrio son y(z) =1V z € Re y(zr) = —1 ¥V & € R cuyas graficas son
las rectas horizontales y = 1 e y = —1 respectivamente, en la Figura 3. Segundo, buscamos las

soluciones que no son puntos de equilibrio. Como la ecuacién es de variables separadas, tenemos:

y/ /
y2—1:1’ /y_lda:—/lda::a:—l—C,

donde C' es una constante real cualquiera. Luego, haciendo el cambio de variables y = y(x) en la
primera integral de la igualdad de arriba, obtenemos:

/y21_1dy:x+0

1 1 1/2 1/2
y separando en fracciones simples o1 = ( 00y +1) = / i —/F T deducimos:
- y— )W Y- Y

Y PR R

1 1
§log]y—l\——log\y+1]:x+C,

de donde

g‘ ‘—:E—I—C

_ 2(z+C) _ 2C 2x
1 ‘ ¢
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donde C es una constante real arbitraria. Luego, sacando el valor absoluto:

y—1

:keQSL"
y+1

donde k = +e%C es una constante real arbitraria no nula . Despejando y en funcién de z queda:

1+ ke
y(‘r) - 1 _ kegxa (10)
para toda constante k real no nula. Agregando las soluciones constantes (puntos de equilibrio)
y=1ey = —1 encontradas al principio, obtenemos la solucién general de la ecuacion diferencial
dada:
1+k e
v =Ty

donde k es cualquier constante real (una para cada solucién que no sea idénticamente igual a —1),

6
ylx)=—-1 Ve eR.

Ahora probemos que para cualquier dato inicial y(0) = yg existe y es inica la solucién que satisface
y(0) = yo. Dado yo tratamos de probar que, o bien existe y es unica la constante k en la igualdad
(10) para la cual y(0) = yo, o bien y(x) =1 V x € R.

De la igualdad (10) sustituyendo = 0, imponiendo la condicién inicial y(0) = yo, y despejando
k se obtiene:

yo—1 .
= si —1. 11
s 1 oY # (11)
Si yo = —1 no existe constante k real que satisfaga la igualdad (10) junto con la condicién
y(0) = yo = —1. Luego, la tnica solucién que satisface el dato inicial y(0) = —1 es la solucién
constante y(z) = —1 para todo = € R. Esto demuestra que para toda constante real yq existe y

es unica la solucién de la ecuacién diferencial (9) que satisface y(0) = yo. Aplicando el Corolario
2.2, deducimos que la ecuacién diferencial dada satisface la propiedad de existencia y unicidad de
solucién con dato inicial (segin Definicién 2.1).

Otra forma, mucho més rapida, de probar que la ecuacién diferencial dada satisface la propiedad
de existencia y unicidad de solucién con dato inicial, es, sin necesidad de encontrar explicitamente
todas las soluciones, aplicar el Teorema de Picard (versién restringida), cuyo enunciado veremos
mas abajo en el Teorema 4.1.

(b) Graficaremos la solucién de la ecuacién diferencial (9) que cumple

y(0) = yo

cualquiera sea el nimero real constante yy. Sustituyendo el valor de k de la igualdad (11) en la
igualdad (10) obtenemos la siguiente expresién:

(yo+ 1)+ (yo — 1e**
(yo+1) — (yo — 1)e**’

y(z) = (12)

Observamos que la expresion (12) estdn incluidas también las dos soluciones que son puntos de
equilibrio: Si yo = —1 queda y(z) = -1 Vz € R; y si yg = +1 queda y(x) = +1 Vz € R.
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La solucién que cumple y(0) = yp, dada por la igualdad (12), no necesariamente estd definida
para todo x real. Esta definida en el mayor intervalo abierto (segmento, semirrecta o toda la recta)
del eje de las = que contenga a x = 0, y para el cual la formula dada a la derecha de la igualdad
(12) tenga sentido. Esta férmula tiene sentido siempre que no se anule el denominador. Cuando
la solucién no es un punto de equilibrio (o sea y(0) = yo # 1, —1), veamos los tres casos posibles
que se deducen de la igualdad (12):

ler. caso: Si —1 < yp < 1 entonces yg+1 > 0 e yg — 1 < 0. Luego, el denominador en el
miembro de la derecha de la igualdad (12) queda siempre positivo; no se anula nunca. Entonces
esta solucion esta definida para todo x. Por lo tanto la grafica de la soluciéon dada por la igualdad
(12) cuando —1 < yp < 1 estd definida V z € R. Ademsds, de la igualdad (12) deducimos que

lim y(x) = —1, lim y(z)=1.

T——+00 T——00
Es decir, la solucién tiene asintota horizontal en el futuro en la recta y = —1, y tiene asintota
horizontal en el pasado en la recta y = 1. Ademads la grafica de esta solucién no corta a las rectas
horizontales y = 1 e y = —1 (que corresponden a los puntos de equilibrio), porque para cada dato
inicial ya probamos que es tunica la solucién. Luego, como en el instante inicial £ = 0 la funcién
solucién en este caso vale yp < 1;yp > —1 y es continua (porque es diferenciable pues satisface la
ecuacion diferencial dada), deducimos que —1 < y(z) < 1 para todo = € R. Como y(z) es solucién
de la ecuacién diferencial, tenemos 3/ (z) = y(x)? — 1 = (y(x) + 1)(y(x) — 1) < 0, y entonces y(x)
es estrictamente decreciente para todo z € R. Obtenemos la curva azul de la funcién yz(x) en la
figura 3.

2do. caso: Siyg > 1 entonces yp+1>0e yg—1> 0, y el denominador en el miembro de la
derecha de la igualdad (12) se anula para el tinico valor de z. tal que e**c = Zg—j > (; es decir

ze = (1/2)log[(yo + 1)/(yo — 1)].

Observamos que z,. > 0 porque (yo+1)/(yo—1) > 1). Entonces esta solucién no estd definida para
todo z. El mayor intervalo que contiene a x = 0 donde estéd definida la solucién es la semirrecta
abierta (—oo,z.) a la izquierda de x = .. Por lo tanto la gréfica de la solucién dada por la
igualdad (12) cuando yp > 1 estd definida solo para x < x. (decimos que se acaba la solucién en
el instante finito futuro z.). Ademaés:

lim y(x) = 400, lim y(z)=1.

T—TL T——00
Es decir, la solucién tiene asintota vertical en el futuro en la recta x = x., y tiene asintota
horizontal en el pasado en la recta y = 1. Ademads la gréafica de esta solucién no corta a la recta
horizontal y = 1 (que corresponde a un punto de equilibrio), porque para cada dato inicial ya
probamos que es Unica la solucién. Luego, como en el instante inicial £ = 0 la funcién solucién en
este caso vale yp > 1 y es continua (porque es diferenciable pues satisface la ecuacién diferencial
dada), deducimos que y(z) > 1 para todo z € (—o0,x.). Como y(z) es solucién de la ecuacién
diferencial, tenemos y'(z) = y(z)? — 1 = (y(x) +1)(y(x) — 1) > 0, y entonces y(x) es estrictamente
creciente para todo x € (—o0,x.). Obtenemos la curva roja de la funcién y;(z) en la figura 3.

3er. caso: Siyg < —1 entonces yg+1<0eyg—1<0,y el denominador en el miembro de

la derecha de la igualdad (12) se anula para el tinico valor de z, tal que e?*c = Zg—j > 0, es decir

ze = (1/2)log[(yo + 1)/ (yo — 1)].
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Observamos que x. < 0 porque como yg — 1 < yo + 1 < 0, tenemos (yo — 1)/(yo + 1) > (yo +
1)/(yo+1) = 1. Luego (yo +1)/(yo — 1) < 1 y su logaritmo es negativo. Asi z. < 0.

Deducimos que esta solucién no esta definida para todo x. El mayor intervalo que contiene
a x = 0 donde estd definida la solucién es la semirrecta abierta (x.,+00) (porque z. < 0) a la
derecha de x = .. Por lo tanto la grafica de la solucién dada por la igualdad (12) cuando yo < —1
estd definida solo para x > x. (decimos que nace la solucién en el instante finito pasado z.).
Ademas, de la igualdad (12) obtenemos:

xlig y(x) = —co,  lim y(x) = -1

Es decir, la solucién tiene asintota vertical en el pasado en la recta r = =z, y tiene asintota
horizontal en el futuro en la recta y = —1. Ademads la gréfica de esta solucién no corta a la recta
horizontal y = —1 (que corresponde a un punto de equilibrio), porque para cada dato inicial ya
probamos que es Unica la solucién. Luego, como en el instante inicial £ = 0 la funcién solucién en
este caso vale yy < —1 y es continua (porque es diferenciable pues satisface la ecuacién diferencial
dada), deducimos que y(z) < —1 para todo = € (z.,+0o0). Como y(z) es solucién de la ecuacién
diferencial, tenemos y'(z) = y(z)? — 1 = (y(x) +1)(y(x) — 1) > 0, y entonces y(x) es estrictamente
creciente para todo = € (x.,+00). Obtenemos la curva verde de la funcién y3(z) en la figura 3.

(c) Busquemos la solucién (dnica) ya(x) que satisface y4(21) = —8 y su intervalo de definicién.
Por la férmula (12) estudiada en el tercer caso, la solucién (tinica) ys(x) que satisface y3(0) = —8
es

(-84 1)+ (-8 —1)e*
y3(x) = ey V x € (x.,+00) donde

log9 — log 7
e = (1/2) log[(—8 +1)/(—8 — 1) = (1/2) log(7/9) = —% <.
Luego
B 7+ 9e%* log9 —log 7
es la unica solucién que satisface la condicién inicial
yg(O) = —8

Aplicando la Proposicién (1.5), obtenemos la tnica solucién y4(z) que satisface el dato y4(21) =
—8:

7 4 9e2(x—21) log9 — log 7
1 -1
Es decir: y4(x) estd definida solamente para x > 21 — M.
log9 — log 7
Observacién: Como 0 < 21 —(1/2) =21 —[(loge)/2] < 21 —[(log(9/7))/2] = 21 — %

deducimos que y4(z) no estd definida en el instante z = 0.

Ejemplo 3.3. (a) Hallar y graficar las soluciones de la ecuacién diferencial

i=a (13)
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Figura 3: Curvas graficas de las soluciones de la ecuacién diferencial 3’ = 32 — 1 (Ejemplo 3.2).
Las curvas graficas de todas las soluciones cubren todo el plano R? y las curvas graficas de dos
soluciones diferentes no se intersecan, pues para todo punto Py = (xg,%0) € R? existe y es tnica la
solucién que cumple con el dato inicial y(zp) = yo. Los puntos de equilibrio (soluciones constantes)
sony(r) =1Vzez e Reylx) =—-1Vax e R. La curva roja es la grafica de una solucién y;(x)
que satisface el dato inicial y;1(0) = yo > 1. Estd definida en el intervalo (—oo,z.), no para
todo z € R. Es decir, en el futuro, se acaba la solucién en tiempo finito z. positivo (recta roja
punteada de la figura). La curva azul es la grafica de una solucién ya(x) tal que y2(0) = yp con
—1 < y(0) < 1. Esta definida para todo = € R. La curva verde es la grafica de una solucién y3(z)
tal que y3(0) = yo < —1. Esté definida en el intervalo (x.,400), no para todo = € R. Es decir, en
el pasado, nace la solucién en tiempo finito z. negativo (recta verde punteada de la figura).

(b) Probar que la ecuacién diferencial (13) NO satisface la propiedad de existencia y unicidad
de solucién con dato inicial.
(c) Hallar infinitas soluciones que verifican z(tp) = 0 donde ¢y es una constante real dada
cualquiera.
(a) Primero hallemos los puntos de equilibrio: esto es, las soluciones z(t) = a constante para
todo ¢t € R. Sustituyendo z(t) = a V¢t € R en la ecuacién (13), obtenemos 0 = /a, de donde
a = 0. Por lo tanto existe un tinico punto de equilibrio que es la solucién idénticamente nula:
z(t)=0 VteR.

Segundo, busquemos las soluciones que no son puntos de equilibrio, usando el método de
resolucién de ecuaciones diferenciales de variables separadas:

T T

donde C' es una constante real arbitraria. Haciendo el cambio de variables = z(t) en la primera
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integral de la igualdad de arriba, obtenemos

dx
ﬁ—t—kC

Una primitiva respecto de 2 de la funcién 1//z = 2~/ es z7V/2+1(=1/2) + 1) = 22'/2. Luego
deducimos que
Ve =t+C>0, Vt>-C.

de donde las soluciones obtenidas son :

2
x(t):% Vt>-C,
donde C' es una constante real arbitraria. La grafica de esta solucién es media parabola, con
concavidad positiva, creciente estrictamente, con vértice en el punto (—C,0).

Las graficas de las soluciones son las de la figura 4.

(b) La ecuacién diferencial (13) no satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con
dato inicial: En efecto, en primer lugar no verifica la existencia de soluciéon para cualquier dato
inicial 2(0) = ¢ porque & = \/z exige que x(t) > 0 para todo ¢ donde esté definida la solucién
x(t). En particular 2(0) > 0. Por lo tanto no existe ninguna solucién que satisfaga por ejemplo
x(0) = =3 ni 2(0) = z9 si el dato x( fuera negativo.

En segundo lugar, cuando zg = 0, la ecuacion diferencial tampoco satisface la condicién de
unicidad de solucién con dato inicial 2(0) = 0. Segun se observa de la figura 4, existen soluciones
diferentes cuyas graficas se intersecan en el punto tg = 0,z9 = 0. Efectivamente, en caso que el
dato inicial sea x(0) = 0, las siguientes tres funciones x1(t), z2(t) y x3(t) son ejemplos de soluciones
diferentes y las tres satisfacen la condicién inicial z(0) = 0:

z1(t) =0 VteR;
x9(t) definida V ¢ € R por la siguiente férmula:
zo(t) =0sit <0, xo(t)=t2/2 sit>0;
x3(t) definida V t € R por la siguiente férmula:
x3(t) =0sit <5, a3(t)=(t—5)2%/2 sit>5.

Més atn, en este ejemplo existen infinitas soluciones que cumplen z(0) = 0, todas definidas
para todo t € R. Basta tomar la gréfica de la funcién z2(t) definida més arriba y trasladarla
horizontalmente hacia la derecha un vector («,0) (con o > 0 constante cualquiera) para obtener
las siguientes soluciones x(t) = x2(t — «), todas verificando el dato inicial z(0) = 0. Queda: x(t)
definida V t € R por la siguiente férmula:

z(t)=0sit<a, z(t)=({t—a)?/2 sit>a; (14)

donde « es una constante real POSITIVA o NULA, cualquiera. La grafica de una tal solucién que
cumple z(0) = 0 es la curva roja en la figura 4
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Figura 4: Curvas gréficas de las soluciones de la ecuacién diferencial # = /= (Ejemplo 3.3). Por
lo menos dos curvas gréficas de dos soluciones diferentes se intersecan en el punto (0,0). La curva
roja, para cada valor de @ > 0 es la grafica de una solucién que cumple z(0) = 0. No se cumple
con la unicidad de solucién con dato inicial. El inico punto de equilibrio (solucién constante ) es
x(t) =0V t € R. Es una de las infinitas soluciones que cumplen con el dato inicial z(0) = 0.

(c) Para encontrar infinitas soluciones que cumplen z(ty) = 0 tomamos las infinitas soluciones
que cumplen z(0) = 0, dadas por la férmula (14), y aplicamos la Proposicién 1.5 trasladdndolas
en el tiempo (es decir, sustituyendo en la férmula (14) la ¢, cada vez que aparezca, por t — ty).
Resulta: x(t) definida V ¢ € R por la siguiente férmula:

z(t) =0sit<to+a, zt)=(t—to—a)?/2 sit>ty+w

donde « es una constante real POSITIVA o NULA, cualquiera. También la solucién estacionaria

x(t) =0V t € R es solucién que satisface con el dato inicial z(ty) = 0.
X

Figura 5: Las graficas de las soluciones de la ecuacién diferencial & = 0 son las rectas horizontales
z(t) =a YVt € R donde a es una constante real arbitraria. Todas las soluciones son estacionarias
o puntos de equilibrio (Ejemplo 3.4).

Ejemplo 3.4. Resolver la ecuacién diferencial & = 0.
Integrando respecto de la variable independiente ¢ tenemos & (t) = 0 si y solo si z(¢) = a, donde
a es una constante real arbitraria. Por lo tanto, en este ejemplo todas las soluciones son puntos
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de equilibrio o estacionarias, y cualquier funcién constante (real) es solucién. Las gréficas de las
soluciones son todas las rectas horizontales en el plano {0z (ver Figura 5). Observamos que estas
graficas cubren todo el plano t0x y que las graficas de dos soluciones diferentes no se intersecan.
Entonces, como es de ler orden, esta ecuacién cumple la propiedad de existencia y unicidad de
solucién con dato inicial.

4. Teorema de Picard y mas ejemplos

Dada una ecuacién diferencial auténoma de ler. orden o 2do. orden (o més en general de
cualquier orden k£ > 1), en vez de encontrar explicitamente todas las soluciones (como hicimos en
los ejemplos 3.1, 3.2, 3.3) y 4.3, podemos igualmente saber si la ecuacién satisface la propiedad
de existencia y unicidad de solucién con dato inicial aplicando el siguiente teorema de Picard:

Teorema 4.1. Teorema de Picard (versién restringida)
(i) Sea la ecuacion diferencial autdnoma de ler. orden

donde F(y) es una funcién dada de una variable real. Si F' es de clase C' en toda la recta real
R, entonces la ecuacion diferencial satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucion con
dato inicial.

(ii) Sea la ecuacion diferencial auténoma de 2do. orden

Yy =F(y,y)

donde F(y,y') es una funcion dada de dos variables reales. Si F' es de clase C' en todo el plano
R?, entonces la ecuacion diferencial satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucion
con dato inicial.
(iii) Sea la ecuacion diferencial auténoma de orden k > 1:

y W =Fy,y .y, y* Y,
donde F es una funcion dada, de k variables reales. Si F es de clase C' en todo el plano RF,

entonces la ecuacion diferencial satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucion con
dato inicial.

La demostracion del Teorema de Picard sale del alcance de este curso, y estd incluida en el
programa del curso Ecuaciones Diferenciales.

Nota: El reciproco de la version restringida del Teorema de Picard es falso. Por ejemplo, la
ecuacién diferencial 4’ = F(y) donde

F(y) = =3yl

se puede probar (hallando explicitamente las soluciones) que satisface la propiedad de existencia y
unicidad de solucién con dato inicial. Sin embargo la funcién F(y) = |y| no es de clase C'!, porque
no es diferenciable en y = 0. Este contrajemplo prueba que el reciproco del Teorema 4.1 es falso:
es decir puede cumplirse la tesis del Teorema de Picard sin que se cumpla su hipétesis.
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Ejemplo 4.2. Sea la ecuacién diferencial

En este caso y' = F(y) donde F(y) = ey para todo y € R. La funcién e¥” es de clase O, Entonces,
por el Teorema de Picard, la ecuacién diferencial dada satisface la propiedad de existencia y
unicidad de soluciéon con dato inicial. Las graficas de sus soluciones cubren todo el plano z0y, y
las curvas graficas de dos soluciones diferentes no se intersecan.

Ejemplo 4.3. (a) Probar que la ecuacién diferencial

i = (z—2) (15)

satisface la condicién de existencia y unicidad de solucion con dato inicial.
(b) Hallar y graficar la solucién que cumple con el dato inicial 2(0) = z¢ y hallar su intervalo de
definicién, discutiendo segin el valor de la constante real xg.

Los detalles de este ejemplo se dejan como ejercicio. Se sugiere aplicar la metodologia similar
a la usada en el ejemplo 3.2. Las respuestas son las siguientes:
(a) Esuna ecuacién auténoma de ler. orden de la forma @ = F(z) donde F(z) = (v—2)? Vz € R
es una funcién de clase C'. Aplicando el Teorema de Picard (Teorema 4.1), deducimos que la
ecuacién diferencial (15) satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato
inicial.
(b) Punto de equilibrio o solucién estacionaria: uno solo x(t) = 2 Vt € R.

La (unica) solucién que cumple z(0) = xq es

x0—2

x(t):2+71_(x0_2)t

definida en el siguiente intervalo I de reales:
e Sixg =2, entonces z(t) =2Vt €I =R. Su grafica es la recta horizontal azul de la figura 6.
e Si xg > 2, entonces

x(t) =2+ Zo — 2 tVtEI:(—oo ! >

1—(%0—2) 7"1}'0—2

Su gréfica es la curva roja de la figura 6, que “muere” (deja de estar definida) en el instante finito
futuro t. = ﬁ > 0 (recta vertical punteada roja en la figura 6).
e Si xy < 2, entonces

LE()—Q 1
=24 072 vy 1:(— , )
) =2+ T L€ 3z T

Su gréfica es la curva verde de la figura 6, que “nace” (empieza a estar definida) en el instante

finito pasado t. = —2_1900 < 0 (recta vertical punteada verde en la figura 6).

Ejemplo 4.4. (a) Probar que la ecuacién diferencial

i=-a° (16)
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/

Figura 6: Curvas graficas de las soluciones de la ecuacién diferencial & = (z — 2)? (Ejemplo 4.3).

satisface la condicién de existencia y unicidad de solucion con dato inicial.
(b) Hallar y graficar la solucién que cumple con el dato inicial z(0) = z¢ y hallar su intervalo de
definicién, discutiendo segun el valor de la constante real xg.

Los detalles de este ejemplo se dejan como ejercicio. Se sugiere aplicar la metodologia similar
a la usada en los ejemplos 3.2 y 4.3. Las respuestas son las siguientes:
(a) Es una ecuacién auténoma de ler. orden de la forma & = F(x) donde F(x) = —2% V2 € R
es una funcién de clase C'. Aplicando el Teorema de Picard (Teorema 4.1), deducimos que la
ecuacién diferencial (15) satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato
inicial.
(b) Punto de equilibrio o solucién estacionaria: uno solo x(t) = 0 Vt € R.

La (tdnica) solucién que cumple z(0) = z¢ es

o

V1 +2x3t

x(t) =

definida en el siguiente intervalo I de reales:
e Sizyg =0, entonces z(t) = 0Vt € I =R. Su grafica es la recta horizontal eje de las ¢ de la
figura 7.

e Si xp # 0, entonces

x(t):LVteI:<

7/ 1 +2$gt

donde I es el intervalo de definicién de la solucién (la semirrecta abierta a la derecha del instante

1
te=———= <0).
¢ 223 )
Veamos que la grafica de la solucién z(t) es la curva roja de la figura 7 cuando z¢ > 0, y la
curva verde de la figura 7 cuando z¢ < 0. Estas soluciones “nacen” (empiezan a estar definidas)

en el instante finito pasado t. = 5.3 < 0 (rectas verticales punteadas roja y verde en la figura
Zo

7). De la igualdad (17) obtenemos lim,_. 4~ (t) = 0. Entonces la grafica de x(t) (cuando z¢ # 0)

tiene asintota horizontal en el eje de las x (la recta y = 0). Si 2y > 0 entonces, de la igualdad (17)
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deducimos z(t) > 0 para todo ¢t € I, y como &(t) = —x(t)3, resulta < 0. Luego z(t) es positiva y
estrictamente decreciente cuando xy > 0. En cambio, si g < 0, argumentando en forma similar,
resulta x(t) < 0 y estrictamente creciente para todo t € I.

b
x,>0
M-__
IC <0 =
i) —
-
Xx,<0
Figura 7: Curvas gréficas de las soluciones de la ecuacién diferencial # = —z3 (Ejemplo 4.4).

5. Estabilidad de puntos de equilibrio

Tomaremos como prerrequisitos para definir estabilidad e inestabilidad de soluciones esta-
cionarias de una ecuacion diferencial, los siguientes:

1) La ecuacion diferencial es auténoma.

2) La ecuacién diferencial satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato
inicial.

Solo veremos los conceptos de estabilidad e inestabilidad para las ecuaciones diferenciales de
ler. orden.

Definicién 5.1. Estabilidad de punto de equilibrio de ec. dif. auténoma de ler. orden

Sea y' = F(y) una ecuacién diferencial auténoma de ler. orden que satisface la propiedad de
existencia y unicidad de solucién con dato inicial (segin la Definicién 2.1). Sea y(t) = yo constante
para todo t € R una solucién estacionaria o punto de equilibrio de la ecuacién diferencial (es decir
F(yo) = 0).

Decimos que el punto de equilibrio yg es estable (en el futuro) si cambiando suficientemente
poco el dato inicial y(0) = yo por otro dato inicial y(0) = 3o, la solucién correspondiente se aparta
arbitrariamente poco de la solucién estacionaria (o punto de equilibrio) para todo instante x > 0
(es decir para todo tiempo futuro). Mds precisamente, usando el “lenguaje €,0”:

El punto de equilibrio yg es estable (en el futuro) si dado € > 0 arbitrario, existe § > 0 tal
que si |yo — yo| < J entonces la (inica) solucién y;(t) que satisface la condicién inicial y1(0) = yo
cumple

ly1(t) —yo| < e ¥V t>0.
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Interpretacién: Véase la figura 8. Tenemos una solucién estacionaria o punto de equilibrio
y(t) = yo constante para todo ¢t € R. Su grafica es la recta horizontal negra del figura 8. Ese punto
de equilibrio yg es estable cuando todas las soluciones que en el instante inicial z = 0 toman un
valor y(0) = o en el entorno azul de centro yg y radio § (del eje de las y), tienen una gréfica, para
todo tiempo x > 0, contenida en la franja roja de la figura 8. Es decir todas esas soluciones, en el
futuro, se mantienen a distancia menor que € del punto de equilibrio yg.

Definicion 5.2. Inestabilidad de punto de equilibrio de ec. dif. auténoma de ler. orden
Se dice que un punto de equilibrio es inestable si no es estable.

Gréficamente, el punto de equilibrio yy de la figura 8 es inestable cuando (para algin ¢ > 0
y para todo § > 0) la grafica de alguna solucién que en el instante inicial x = 0 toma un valor
y(0) en el entorno azul, se sale de la franja roja en algin tiempo futuro z > 0. Es decir ALGUNA
de esas soluciones que inicialmente estan arbitrariamente cerca del punto de equilibrio yg, NO se
mantiene siempre en el futuro a distancia menor que € del punto de equilibrio yo.

.‘\y

yD+ EN

Figura 8: Estabilidad para punto de equilibrio de ecuacion diferencial de ler. orden. El punto de
equilibrio yg es estable en el futuro cuando para todo € > 0 existe § > 0 tal que las gréficas para
tiempo = > 0 de todas las soluciones que en el instante inicial z = 0 toman un valor y(0) en el
entorno azul de centro yo y radio J, estan contenidas en la franja roja (centrada en yo con radio
€). Es decir, todas esas soluciones, en el futuro, se mantienen a distancia menor que € del punto
de equilibrio .

Ejemplos:

En el ejemplo 4.3 el punto de equilibrio = 2 es inestable. En efecto, ver las graficas de las
soluciones en la figura 6: no todas las soluciones que tienen condicién inicial x(0) arbitrariamente
cercanas a * = 2 (en un entorno de radio & de centro x = 2 en el eje vertical de las ) se
mantienen para todos los tiempos futuros ¢ > 0 en una franja horizontal centrada en la recta
horizontal = 2 con radio e. Algunas de ellas (por ejemplo la curva roja de la figura 6) se alejan
de la recta horizontal z = 2 (a pesar de otras curvas solucién, por ejemplo la verde, se mantienen
cercanas a la recta horizontal x = 2). El punto de equilibrio x = 2 es inestable porque para ser
estable se necesita que todas las curvas graficas de las soluciones que inicialmente tienen estado
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x(0) cercano a = = 2 (en el eje vertical de las x) se mantengan para tiempo ¢ > 0 a distancia
menor que € de la recta horizontal x = 2.

Usando el mismo argumento que en el ejemplo anterior sobre el croquis de sus soluciones,
véase que en el ejemplo 3.4 cuyas soluciones estdn graficadas en la figura 5, cualquier punto de
equilibrio es estable.

Anélogamente, argumentando con las gréaficas de las soluciones, en el ejemplo 3.2 cuyas solu-
ciones estdn graficadas en la figura 3, deducimos que el punto de equilibrio y = —1 es estable,
mientras el punto de equilibrio y = 1 es inestable.

Finalmente, de la figura 7 deducimos que en el ejemplo 4.4 el punto de equilibrio z = 0 es
estable.

En el ejemplo 3.3 (cuyas soluciones estan graficadas en la figura 4), no clasificamos la estabil-
idad de su punto de equilibrio z = 0, porque la ecuacién diferencial no satisface la propiedad de
existencia y unicidad de solucién con dato inicial (recordar que desde un principio tomamos esta
propiedad de existencia y unicidad como prerrequisito para definir estabilidad e inestabilidad).

Nota importante: FEn algunos de los ejemplos anteriores, se puede conocer la estabilidad o
inestabilidad de los puntos de equilibrio SIN NECESIDAD de graficar, y sin siquiera hallar las
soluciones, como veremos mas adelante en el Teorema 5.4. Es decir, no siempre el procedimiento
mas adecuado para clasificar la estabilidad o inestabilidad de un punto de equilibrio es resolver la
ecuacion diferencial.

Definicién 5.3. Estabilidad asintética Un punto de equilibrio yg de una ecuacién diferencial
auténoma de ler. orden 3y’ = F(y) que satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién
con dato inicial, se dice asintdticamente estable (en el futuro) , si:

e yo es un punto de equilibrio estable, de acuerdo a la Definicién 5.1, y ademaés

e existe & > 0 tal que toda solucién y(z) que en el instante inicial x = 0 toma un valor
y(0) = yo a distancia menor que 0 de yo (es decir si |yg — yo| < J), cumple:

Nota: Sea y = yg con yy constante, un punto de equilibrio de una ecuacién diferencial
auténoma. Supongamos por un momento que todas las soluciones y(x) de esa ecuacién diferencial
tendieran a 1y cuando el tiempo x — oo, pero que el punto de equilibrio yg es inestable, es
decir no satisface la Definicién 5.1. Entonces, por definicién de estabilidad asintética, el punto de
equilibrio yg NO es asintéticamente estable. En efecto, en la definicién de estabilidad asintética,
el primer requisito que se exige es que el punto de equilibrio sea estable. Se deben cumplir a la vez
las dos condiciones: ser estable de acuerdo a la Definicién 5.1 y ademds que lim,_, 4o y(x) = yo.
No alcanza que se cumpla una sola de esas dos condiciones.

Parece poco intuitivo que existan tales ejemplos en que un punto de equilibrio yg sea inestable
pero que todas las soluciones tiendan a gy cuando el tiempo tiende a +o00. Sin embargo existen
tales ejemplos cuando el espacio donde se definen las soluciones no es la recta sino R? por ejemplo.
De todas formas, en esta introduccion no definimos ni veremos ecuaciones diferenciales en R™ para
n > 2, las cuales se estudian en el curso de Ecuaciones Diferenciales.

Otra pregunta que es natural plantearse es la siguiente: ;Puede un punto de equilibrio ser
estable sin ser asintoticamente estable? La respuesta es si. Veremos méas abajo un tal ejemplo.
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Ejemplos:

En el ejemplo 3.2 cuyas soluciones estéan graficadas en la figura 3, ya vimos que el punto de
equilibrio y = —1 es estable. Como ademas se cumple que todas las soluciones cuyo estado inicial
y(0) (en el eje vertical de las y) es suficientemente cercano a y = —1, tienden a —1 cuando el
tiempo z tiende a 400, el punto de equilibrio y = —1 es asintéticamente estable. En cambio el
punto de equilibrio ¥y = 41 ya vimos que es inestable. Entonces no puede ser asintéticamente
estable pues por definicién, para ser asintéticamente estable la primera condicién que se exige es
que sea estable.

En el ejemplo 4.4 de la figura 7 ya vimos que el punto de equilibrio z = 0 es estable. Ademés,
como para cualquier solucién z(t) se cumple lim;_, 1 x(t) = 0, el punto de equilibrio z = 0 es
asintéticamente estable .

En el ejemplo 3.4 cuyas soluciones estan graficadas en la figura 5, vimos que cualquier punto
de equilibrio z = a donde a es una constante real, es estable. Pero no es asintéticamente estable.
En efecto, una vez que elegimos la constante a, NO TODAS las soluciones z(t) con estado inicial
x(0) = Ty tales [Ty — a| < 0 tienden a a cuando el tiempo t — +o00. Si Ty # a (aunque esté muy
cerca de a), la solucién z(t) es constante igual a Zy para todo t. Entonces su limite cuando t — +o00
es diferente de a.

El ejemplo 3.4 muestra que un punto de equilibrio puede ser estable sin ser asintoticamente
estable.

Condiciones suficientes para la estabilidad asintética y para la inestabilidad

En los ejemplos anteriores deducimos la estabilidad, inestabilidad, estabilidad asintética, a
partir del conocimiento de todas las soluciones y de los croquis de las gréficas de ellas. Ahora
veremos cémo estudiar la estabilidad e inestabilidad, sin necesidad de graficar y sin siquiera
conocer las soluciones de la ecuaciones diferencial. Es decir, algunas veces no es necesario tomarse
el trabajo de resolver la ecuacién diferencial para conocer la estabilidad o inestabilidad de sus
puntos de equilibrio.

Teorema 5.4. (Versién retringida de los Teoremas de Lyapunov y de Cetaev)

Sea una ecuacion diferencial auténoma de ler. orden y' = F(y) donde F(y) es de clase C*
(luego, por el Teorema 4.1 la ecuacién diferencial satisface la propiedad de existencia y unicidad
de solucién con dato inicial.)

Sea y = yo un punto de equilibrio o solucion estacionaria (es decir F(yo) = 0).

(a) Sila derivada de F(y) respecto de y eny = yo cumple

dF(y)

dy ‘y=yo
entonces el punto de equilibrio y = yo es estable y asintoticamente estable.
(b) Sila derivada de F(y) respecto de y en y = yo cumple

dF(y)

dy ‘y=y0

entonces el punto de equilibrio y = yo es inestable.

<0,

> 0,

Nota: Si la derivada de F(y) respecto de y en y = yg es nula, puede suceder que el punto de
equilibrio sea asintdticamente estable, o que sea estable pero no asintdticamente estable, o que sea
inestable. Veremos ejemplos de estos tres casos.
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La demostracién del Teorema 5.4 sale del alcance de este curso. Se deduce del Teorema de
Lyapunov (parte a) y del Teorema de Cetaev (parte b), que se estudian en el curso de Ecuaciones
Diferenciales, usando la funcién de Lyapunov (F(y))?

Ejemplos:
Consideremos el ejemplo 3.2 cuyas soluciones estan graficadas en la figura 3. La ecuacién
diferencial es

y =y -1
Es una ecuacién diferencial auténoma y' = F(y) donde F(y) = y? — 1. Tiene dos puntos de
equilibrio o soluciones estacionarias y =1 Vo € Rey = —1 V x € R. Supongamos que queremos

saber si estos puntos de equilibrio son estables, asintéticamente estables o inestables, SIN haber
graficado, y sin siquiera hallar todas las soluciones de la ecuacion diferencial. Intentamos aplicar
el Teorema 5.4:

En el punto de equilibrio y = —1:

dF d(y* -1
() _dly )‘ :Qy‘ _9<0
dy ly=-1 dy  ly=—1 y=—1
Usando la parte (a) del Teorema 5.4 deducimos que el punto de equilibrio y = —1 es asintética-
mente estable, y por lo tanto estable.
En el punto de equilibrio y = 1:
dF d(y* —1
W _dy )‘ :Qy‘ 90
dy ly=1 dy  ly=1 y=1

Usando la parte (b) del Teorema 5.4 deducimos que el punto de equilibrio y = 1 es inestable.
En el ejemplo 4.4 de la figura 7 la ecuacion diferencial es

i = —a’.
Es una ecuacién diferencial auténoma & = F(x) donde F(x) = —23. Tiene un tnico punto de
equilibrio x = 0 V t € R. Ya probamos, encontrando y graficando todas las soluciones, que el
punto de equilibrio z = 0 es estable y asintéticamente estable. Intentemos aplicar el Teorema 5.4.
dF(x) B d(—z3)

= —212
dr lz=0 dx v

=0

=0.

z=0

En este caso el Teorema 5.4 no aporta ninguna conclusién. Este ejemplo muestra que si la derivada
de F' en el punto de equilibrio es nula el punto de equilibrio puede ser estable y asintéticamente
estable.

Ahora veremos el ejemplo 3.4 cuyas soluciones estian graficadas en la figura 5. Es la ecuacién
diferencial

z=0.

Es una ecuacién diferencial auténoma & = F(z) donde F es la funcién idénticamente nula. Ya vi-
mos que cualquier punto de equilibrio es estable pero no asintéticamente estable. Ahora intentemos
aplicar el Teorema 5.4 en el punto de equilibriox =a Vit € R:

dF(z) 0

=—| =0
dx r=a dzx

r=a
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En este caso el Teorema 5.4 no aporta ninguna conclusién. Este ejemplo muestra que si la derivada
de F' en el punto de equilibrio es nula el punto de equilibrio puede ser estable y no asintéticamente
estable.

En el ejemplo 4.3 la ecuacion diferencial es

i=(z—2)>%

Es una ecuacién diferencial auténoma i = F(z) donde F(x) = (x—2)2. Tiene un tnico el punto de

equilibrio x =2 V¢t € R. Ya vimos, resolviendo la ecuacion diferencial y graficando sus soluciones

en la figura 6 que el punto de equilibrio £ = 2 es inestable. Intentemos aplicar el Teorema 5.4.
dF (z) d(x — 2)?

dzx r=2 - dx r=2 - 2(33 B 2) r=2 =0

En este caso el Teorema 5.4 no aporta ninguna conclusién. Este ejemplo muestra que si la derivada
de F en el punto de equilibrio es nula el punto de equilibrio puede ser inestable.

6. Orbitas o trayectorias y Espacio de Fases
Sea una ecuacién diferencial auténoma de ler. orden
&= F(x) (18)

donde las soluciones z(t) son funciones reales de una variable real ¢ (llamada tiempo), y F' es una
funcién dada conocida también real de una variable real x.

Asumimos como prerrequisito para definir espacio de fases y drbitas o trayectorias, que la
ecuacion diferencial satisface la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial
(ver Definicién 2.1, Proposicién 2.2 y Teorema 4.1).

Definiciéon 6.1. Orbitas o trayectorias en el Espacio de Fases

Se llama FEspacio de Fases de la Ecuacion Diferencial (18) al espacio donde varfan los valores
x de las soluciones z(t). Es decir, el espacio de fases es R, todo el eje de las x.

Se llama drbita o trayectoria de la (inica) solucién que satisface el dato inicial z(0) = zo, al
conjunto recorrido de la funcién solucién x(t) en el eje de las x (en el espacio de fases), orientado
para tiempo t creciente.

Entonces, si la solucién es estacionaria o punto de equilibrio z(t) = z¢p V t € R, su érbita
o trayectoria es el conjunto formado por un punto solo {zo}. Reciprocamente, si la 6rbita o
trayectoria de una solucién z(t) es el conjunto formado por un punto solo {xy}, entonces x(t) = z
para todo t, y la solucion es estacionaria o punto de equilibrio.

Ejemplo preliminar: Si una solucién de una ecuacién diferencial es z(t) = 2¢3, la érbita corre-
spondiente es la semirrecta abierta (0, 4+00) del eje de las x orientada con una flechita que apunta
desde 0 a +o00. Si otra solucién es z(t) = —5e3, la érbita correspondiente es la semirrecta abierta
(—00,0) orientada con una flechita que apunta desde 0 a —oo (ver figura 9).

Interpretacion: Observar que el tiempo t no aparece en las dérbitas o trayectorias. Cada
6rbita o trayectoria de una solucién z(t) es solo “la huella” que deja un mévil que en el instante
t se encuentra en el punto x(t) al recorrer todo su camino (es decir para todo tiempo t en el
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Diagrama de fases: f

arhita de fa solucion 2 & +85 I3 roja
brbita de fa solucion -5 & s fa azul
arhita del purnto de equilibrio 0 es violoia
Total: 3 arhitas: pues foda ofra solucion
tiene orbita igual a la rofa, la azuwl o al
purtto de equifibrio.

X
_EE'“ ﬂ%

Figura 9: A la izquierda, en el eje vertical de las x se dibujan tres érbitas de la ecuacién diferencial
i = 3x: laroja es la semirrecta abierta (0, 4+00), recorrido de la solucién x(t) = 2¢3. La azul es la
semirrecta abierta (—oo,0), recorrido de la solucién —5e3. El punto violeta es la érbita del punto
de equilibrio o solucién estacionaria x = 0. A la derecha se dibuja el espacio de fases (la recta R,
el mismo eje de las x) en horizontal.

intervalo de definicién de la solucién z(t)). Al mirar la huella, vemos todo el recorrido del mévil,
pero no sabemos en qué instante estuvo o estara en cada punto. Solo sabemos, porque la huella
esta orientada (flechada), dados dos puntos de la trayectoria por cudl de ambos puntos pasé o
pasard antes y por cudl después.

Ya sabemos que la ecuacién diferencial & = 3z tiene como solucién general x(t) = Ce?' donde
C es una constante real arbitraria. Si C = 0 queda la solucién estacionaria o punto de equilibrio. Si
C > 0 la drbita es (0, +00) orientada para x creciente. Si C' < 0 la érbita es (—o0,0) orientada para
x decreciente. Entonces, a pesar de que la ecuacién diferencial £ = 3x tiene infinitas soluciones,
existen solo tres drbitas diferentes en el espacio de fases en este ejemplo (ver figura 9).

Definicién 6.2. Se llama diagrama de fases al croquis en el espacio de fases de todas las érbitas
o trayectorias.

Por ejemplo, la ecuacion diferencial & = 3z tiene el diagrama de fases de la figura 9, porque
su solucién general es x(t) = Ce® donde C es una constante arbitraria.

Otro ejemplo: La ecuacion diferencial # = —3z tiene el diagrama de fases de la figura 10,
porque su solucién general es z(t) = Ce™3 donde C es una constante arbitraria. El diagrama de
fases de la figura 10 no es el mismo que el de la figura 9 porque las flechas (orientaciones) de las
6rbitas son los opuestos, a pesar que el conjunto (sin orientacién) que compone cada érbita es el
mismo en ambas figuras.

Nota importante: En el Teorema 6.3 veremos la propiedad de que dadas dos érbitas cua-
lesquiera, siempre se cumple que o bien ambas 6rbitas coinciden (son la misma, una sola), o bien
ambas son disjuntas (no se intersecan).

Para comprender mejor el concepto de érbita o trayectoria, y como son los diagrama de fases,
revisitaremos los ejemplos vistos en las secciones anteriores. En casi todos estos ejemplos la can-
tidad de érbitas diferentes es finita; pero existen innumerables ejemplos en el espacio de fases R
para los cuales la cantidad de érbitas diferentes es infinita.

Ejemplos:
La ecuacién diferencial & = —x2 del ejemplo 4.4 y la Figura 7, tiene el diagrama de fases
representado en la Figura 11. En efecto, el recorrido de cualquier solucién con estado inicial
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Diagrama de fases:

drbita oe fa solucion 2 e es I3 roja
érbita de fa solucion -5 & tes fa azul
arhita def punto de equifibrio 0 es violola
Total: 3 arbitas: puros fooa ofra sofucion
tieme arbita igual a la rofa, la azuf o al
purto de equifibrio,

Figura 10: A la izquierda, en el eje vertical de las x se dibujan tres érbitas de la ecuacién diferencial
i = —3x: la roja es la semirrecta abierta (0, 400), recorrido de la solucién z(t) = 273, La azul
es la semirrecta abierta (—o0,0), recorrido de la solucién —5e~3!. El punto violeta es la érbita del
punto de equilibrio o solucién estacionaria x = 0. A la derecha se dibuja el espacio de fases (la
recta R, el mismo eje de las x) en horizontal. (Compérese con el diagrama de fases de la ecuacién
& = 3z de la figura 9.)

x(0) > 0 (es decir la érbita o trayectoria) es la proyeccién sobre el eje de las = de su curva gréfica
en el plano t0x (la curva gréfica roja en el cuadro de la izquierda de la Figura 11). Esta érbita
(proyeccién sobre el eje de las x de la curva gréfica roja) es la semirrecta (0, 400) orientada con
la flecha apuntando hacia +o0o. La orbita del punto de equilibrio g = 0 es el conjunto formado
solo por el punto {zg}, negro en la Figura 11. Finalmente la 6rbita de cualquier solucién con
estado inicial 2(0) < 0 es (azul en la Figura 11) es la semirrecta (—oo,0) orientada con la flecha
apuntando hacia 0.

La ecuacién diferencial v/ = y? — 1 del ejemplo 3.2 y la Figura 3, tiene el diagrama de fases
representado en la Figura 12. En efecto, el recorrido de cualquier solucién con estado inicial
y(0) > +1 (es decir la 6rbita o trayectoria) es la proyeccién sobre el eje de las y de su curva
grafica en el plano 20y (la curva gréfica roja en el cuadro de la izquierda de la Figura 12). Esta
6rbita (proyeccién sobre el eje de las y de la curva gréafica roja) es la semirrecta (+1,+infty)
orientada con la flecha apuntando hacia +o0o. La érbita del punto de equilibrio yg = +1 es el
conjunto formado solo por el punto {+1}. Andlogamente la del punto de equilibrio —1 es {—1}.
La 6rbita de cualquier solucién con estado inicial —1 < y(0) < +1 (azul en la Figura 12) es el
segmento abierto (—1,+1) orientado con la flecha apuntando hacia —1. Finalmente, la 6rbita de
cualquier solucién con estado inicial y(0) < —1 es la semirrecta (—infty, —1) orientada con la
flecha apuntando hacia —1 (verde en la Figura 12).

En la Figura 13, a la izquierda, en el eje vertical de las x se dibujan todas las érbitas de
la ecuacién diferencial & = 0 (ver Ejemplo 3.4 y Figura 5). Todas las soluciones son puntos de
equilibrio o soluciones estacionarias. Entonces todas las 6rbitas estan formadas por un solo punto.

Teorema 6.3. Las orbitas forman una particién del espacio de fases

Sea una ecuacion diferencial auténoma de ler orden & = F(x) que satisface la propiedad de
existencia y unicidad de solucion con dato inicial.

Entonces:

Dadas dos drbitas del espacio de fases, o bien ambas coinciden (son una misma érbita), o bien
ambas son disjuntas (no se intersectan).
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' Diagrama de fases:

total 3 orbitas
una de las cuales es un
pto. de equilibrio

+¢%—x

o

Figura 11: A la izquierda, en el eje vertical de las x se dibujan todas las érbitas de la ecuacién
diferencial & = —2? (ver Ejemplo 4.4 y Figura 7): laroja es la semirrecta abierta (0, +-00), recorrido
de cualquier solucién z(t) tal que z(0) > 0. La azul es la semirrecta abierta (—oo,0), recorrido
de cualquier solucién z(t) tal que z(0) < 0. El punto negro es la érbita del punto de equilibrio o
solucién estacionaria x = 0. A la derecha se dibuja el espacio de fases (la recta R, el mismo eje de
las ) en horizontal.

Demostracion: Sean o1 y 09 dos orbitas. Por definicién de dérbita o trayectoria o1 es el conjunto
imagen o recorrido de alguna(s) solucién(es) z1(t) Andlogamente, oy es el conjunto imagen o
recorrido de alguna(s) solucién(es) zo(t). Es decir:

o1 = Imagen(z1(t)), o2 = Imagen(za(t)). (19)

Supongamos que existe un punto T que pertenece a o1 N oy (las dos drbitas se intersecan).
Entonces

para cierto instante t; € R (porque Z € o1 = Imagen(x1(t))), y andlogamente

53\ l‘Q(tg)
para cierto instante to € R (porque Z € oy = Imagen(x2(t))).
Usando la Proposicién 1.5, la funcién

w3(t) == w2t — (t1 — t2))

trasladada en el tiempo de la solucién zo(t), es también una solucién de la misma ecuacién dife-
rencial.

Como la grafica en el plano t0z de la solucién x3(t) es la trasladada horizontalmente de la
solucién z5(t), su proyeccién sobre el eje vertical de las z (es decir su recorrido o imagen) coincide
con la de la solucién xa(t). Es decir:

Imagen(z3(t)) = Imagen(z2(t)). (20)

Ademds x3(t;) = xa(te) = T = x1(¢1). Entonces x3(t) y x1(t) son soluciones de la ecuacién
diferencial, y ambas verifican el dato inicial z(¢;) = Z. Como la ecuacién diferencial satisface la
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Diagrama de fases:
total: 5 orbitas, dos de las
cuales son puntos de equil.

a -1 E +ia]‘"

Figura 12: A la izquierda, en el eje vertical de las y se dibujan todas las érbitas de la ecuacién
diferencial y' = y? — 1 (ver Ejemplo 3.2 y Figura 3). La roja es la semirrecta abierta (1,+o0),
recorrido de cualquier solucién y(z) tal que y(0) > 1. La azul es el segmento abierto (—1,+1),
recorrido de cualquier solucién y(z) tal que —1 < y(0) < 1. La verde es la semirrecta abierta
(=00, —1), recorrido de cualquier solucién y(z) tal que y(0) < —1. Finalmente los conjuntos
(marrén y violeta respectivamente), cada uno con uno solo de los dos puntos {—1} y {1} son las
6rbita de los dos puntos de equilibrio. A la derecha se dibuja el espacio de fases (la recta R, el
mismo eje de las y) en horizontal.

propiedad de unicidad de solucién con dato inicial, entonces las soluciones x3(t) y z1(t) son la
misma funcién. Luego, sus conjuntos recorrido son los mismos:

Imagen(x3(t)) = Imagen(z1(t)). (21)
Reuniendo las igualdades (20) y (21) deducimos
Imagen(x1(t)) = Imagen(z2(t)). (22)
Reuniendo las igualdades (19) y (22) concluimos que
01 = 02.

Hemos probado que dos érbitas que se intersequen coinciden. Equivalentemente, dos érbitas cua-
lesquiera, o bien coinciden (son la misma érbita) o bien no se intersecan. O

Estabilidad e inestabilidad de puntos de equilibrio y diagrama de fases

Si no se conocen las soluciones de la ecuacién diferencial, pero se conoce el diagrama de
fases, se puede estudiar la estabilidad o inestabilidad de sus puntos de equilibrio x(, a partir del
comportamiento de las 6rbitas en un entorno de zg, aplicando la siguiente proposicion:

Proposicién 6.4. Sea & = F(z) una ecuacién diferencial auténoma de ler. orden que satisface
la propiedad de existencia y unicidad de solucién con dato inicial. Sea zg un punto de equilibrio
(es decir, el conjunto {xo} formado por solo el punto zy es una drbita)

Entonces:

a) El punto de equilibrio z( es estable en el futuro, si y solo si dado cualquier entorno

Be(xo) = (20 — €, 20 + €)
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Diagrama de fases:
infinitas orbitas,
todas son puntos de equil.

Figura 13: A la izquierda, en el eje vertical de las x se dibujan todas las érbitas de la ecuacién
diferencial & = 0 (ver Ejemplo 3.4 y Figura 5). Todas las soluciones son puntos de equilibrio o
soluciones estacionarias. Entonces todas las érbitas estdn formadas por un solo punto.

de z en el espacio de fases R, existe un entorno (més chico):
Bs(xo) = (xg — 0,20 + ) C Be(xg)

(es decir, con 0 < ¢ < €) tal que:

Toda érbita o1 que interseque en algin punto x el entorno Bj(zg) (el chico), esta totalmente
contenida en el futuro (es decir para todos los puntos de la 6rbita en el sentido de la flecha que
vienen después de z) en el entorno B.(z) (el grande).

b) El punto de equilibrio z( es asintéticamente estable en el futuro, si y solo si, ademéds de
cumplirse la propiedad de la parte a), toda drbita o1 que interseque el entorno Bs(xg) estéd orientada
(flechada) hacia el punto zp y ademds acumula en el punto zg.

c) El punto de equilibrio zy es inestable si y solo si no se cumple la propiedad a), es decir
existe un entorno B¢(x() tal que para todo entorno Bs(xg) C B(0) se cumple:

Existe una érbita o; que interseca el entorno Bs(zg) en algin punto x y que no esté totalmente
contenida en el futuro en B.(xp).

La demostracién de esta proposiciéon se deja como ejercicio.



