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TERCERA PARTE.
SINGULARIDADES Y TEORIA DE LOS RESIDUOS.

Resumen

Se estudian las singularidades aisladas: evitables, polos y esenciales y se obtiene el desarrollo
en serie de Laurent.

Se define la topologia de convergencia uniforme en compactos de las funciones analiticas.
Se expone un teorema de aproximacion de funciones meromorfas por funciones racionales. Se
definen las familias normales y se prueba la compacidad secuencial de estas familias.

Se expone la teoria de los residuos para funciones meromorfas, el principio del argumento
y el teorema de Rouché. Se dan aplicaciones matematicas del cdlculo de residuos.

11. Sintesis de la segunda parte.

Se suponen conocidos los siguientes conceptos previos desarrollados en las secciones 1, 2, 3.1
y 3.2

» El plano complejo compactificado C = C U {oc}, donde un entorno de oo se define como
Dyp ={oc0}U{z € C:|z| < R}, con R > 0.

= En un abierto §2, una funcién f es holomorfa si existe en todo punto zy € € el siguiente
limite, llamado derivada de f en zp:

= La integral fv f(2) dz de una funcién continua f en Q a lo largo de una curva v, C! a trozos
en {2, y sus propiedades.

= Si m un numero entero m # 1, entonces, para toda curva cerrada v que vaya del punto z;

al punto zo se tiene:
Zm-i—l _ zm—i—l
/ (r—a)ymds =2 A
y m+1

Si la curva = es cerrada entonces la integral anterior es nula.

= Los conceptos de convergencia puntual, convergencia absoluta y convergencia uniforme de
series de funciones de variable compleja.

» La serie geométrica de razén z definida como Y7 ;2™ converge puntualmente a 1/(1 — z)
para todo z tal que |z| < 1.

» Criterio de la mayorante de Weierstrass: Si |f,(z)| < A, independiente de z, para todo
ze Kysi) 2 A, converge, entonces

(o9}
Z fn(2) converge uniformemente y absolutamente en K
n=0



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 15 Mayo 2006. 113

= La serie geométrica EZO:() z™ converge uniformemente en cualquier conjunto compacto K

contenido en D;(0).

= Convergencia uniforme e integracién: Si para todo n > 0 la funcién f,, es continua en K,
y st Y o7 fn converge uniformemente en K, entonces la suma de la serie Y o2 fn(z) es

continua en K y N N
A (;} fn(z)) dz = ;) (/7 fa(2) dz>

para cualquier curva C! a trozos contenida en K.

11.1. Funciones analiticas.

Los detalles y demostraciones de los resultados incluidos en este resumen se encuentran en las
secciones 5 y 6.

Definicién 11.1.1. f: Q+— C se dice analitica en el punto zo € Q si existe un disco Dg(zp), con
R > 0 tal que:

Para todo z € Dr(z0) N :  f(2) = Zan(z —20)"
n=0

6 donde la serie de la derecha es convergente puntualmente para todo z fijo en Dg(z0).

La serie ) ° jan(z — 20)" Vz € Dg(20) se llama desarrollo en serie de potencias centrado
en 2o de la funcién f(z).

f:Q+— C se dice analitica en ) si es analitica en zg para todo zg € €.

Nota 11.1.2. Radio de convergencia y formula de la raiz n-ésima.
El méximo R tal que la serie de potencias

oo
Z an(z — zp)" converge Yz € Dp(20)
n=0

€s

R =1/(limsup {/|an|)

n—oo
La serie de potencias converge absolutamente para todo z tal que |z — 29| < R, y converge
uniformemente en todo compacto K C Dg(zp).
(Por convencidn, si limsup,,_,., /|an| = 0 se dice que R = 400 y Dg(z9) = C).

Nota 11.1.3. Si f es analitica en 25 € ) entonces también es analitica en todo los puntos del
disco Dg(zp).

Nota 11.1.4. Si f es analitica en €2 y si R es el radio de convergencia de la serie de potencias
centrada en zg € (), entonces:

a) Si Dg(z0) no estd contenido en Q, , y f(2) = > " jan(z—20)" Yz € Dg(z0) NS, entonces
se puede extender f analiticamente a Q; = QU Dpg(29) como la suma de la serie Y 2 an(z —
Zo)n Vze€ DR<Z()).

b) Si Dg(z0) esta contenido en 2 el radio R es igual a la distancia de 2y al complemento de €.

5Por convencién z° = 1 para todo z, atin abusando de la notacién, cuando z = 0.
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Teorema 11.1.5. Analiticidad de las funciones holomorfas.
Una funcién f es holomorfa en el abierto €2 si y solo si es analitica en €.

Se denota con H(2) al conjunto de todas las funciones holomorfas o lo que es lo mismo
analiticas en ().

Teorema 11.1.6. Derivabilidad infinita de las funciones analiticas.
Relacion entre coeficientes del desarrollo y derivadas de la funcion.
Siy 2 an(z—20)" = f(z) Vze& Dg(z) donde R > 0 Se cumple:
a) f(z) =302 1 nay(z — 20)""! V2 € Dg(z0).
b) Existen en Dg(zo) derivadas f*)(z) (respecto de z) de orden k, para todo natural k > 1.
c) Se verifica la siguiente relacién entre los coeficientes del desarrollo en serie de f centrado en
zp € Q y la derivada n- ésima de f en z:

_ f)

n!

ap = f(20), a1 = f'(20), an Vn >0
Teorema 11.1.7. Principio de prolongacion analitica. Sea f analitica en €2, donde ) es
abierto conexo. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

a) f(z)=0 VzeQ.

b) Para algtin zg € Q, se cumple ) (z9) =0 Vk > 0.

c) Existe una sucesién de puntos z, € Q que converge z, — 2o € €, tal que para todo
n>1, zn#z0y f(zn) =0.

Nota: La afirmacion c) se expresa también diciendo que: Existe un punto de acumulacién
zg € ) del conjunto donde se anula f.

Corolario 11.1.8. Si una funcién f analitica no es idénticamente nula en una regién 2 entonces
sus ceros (i.e. puntos donde se anula f) son aislados.

Dicho de otra manera, cada punto zq tal que f(zp) = 0 estd contenido en algin entorno Dg(zp)
que no contiene otros ceros de f mas que zg.

Corolario 11.1.9. Si dos funciones analiticas en la regién €2 coinciden en un conjunto con un
punto de acumulacién en €2 entonces ambas coinciden en todo punto de 2.

Teorema 11.1.10. Funciones analiticas construidas mediante integrales.
Hipétesis) Sea f : Q +— C una funcion continua. Sea v C Q una curva. Se define para cada
z0 € C\ v* figo, el valor complejo g(z9) dado por la integral siguiente:

9(20) Z/Mdz
Y

Z — 20

Tesis) g(z0) como funcion de zy es analitica en C\ v*.
Ademds la derivada n- ésima de g estd dada para todo zg € C\ ~* por la siguiente formula

integral:
W (o) =t [ )
9" (z0) n/7 = 2 dz
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11.2. Teoria del indice.

Los detalles y las demostraciones de este paragrafo se encuentran en la subseccién 5.4.

Definicién 11.2.1. Indice de una curva cerrada.

Dada una curva orientada y cerrada cualquiera v, y dado un punto zy ¢ -, se llama indice de
v en el punto zy, y se denota Indy(29), a la cantidad entera k neta de vueltas que da v alrededor
de zg.

La cantidad de vueltas que da v alrededor de zy estd definida con precisién en la seccion 5.4,
Definicién 5.4.1.)

Teorema 11.2.2. Teorema del indice.
Sea v una curva cerrada cualquiera C a trozos. Para todo zy € vy se cumple:

1
Ind(z0) = —/ dz
.

- 2mi zZ— 20

11.3. Teoria de Cauchy.

Los detalles asi como las demostraciones de este pardgrafo se encuentran en las secciones 6 y

Sea un abierto no vacio Q2 C C.

Teorema 11.3.1. Teorema de Cauchy global.
Sea f € H(Y). Sea v una curva cerrada homotopica a un punto en ). Entonces

/Wf(z)dz =0

Corolario 11.3.2. Otra versién del teorema de Cauchy global. Sea f € H(Q2). Sean 71 y
Yo dos curvas en ), ambas con el mismo extremo inicial y con el mismo extremo final. St y1 es

homotopica a o en €2, entonces
[ te@raz= [ s
71 72

Teorema 11.3.3. Teorema de Cauchy-Goursat extendido.
Sife HQ\ {z0} cumple
lim (2 — 29)f(2) =0

z—20
entonces f puede extenderse holomdrficamente a €.
Teorema 11.3.4. Férmula integral de Cauchy global.

Sea f € H(QY). Sea v una curva cerrada homotopica a un punto en Q. Sea zo € Q0 un punto
que no pertenece a v*. Entonces

L/Mdz:f(zo) - Ind(20)

211 Z— 20
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Teorema 11.3.5. Formula integral de Cauchy global para las derivadas.
Sea f € H(QY). Sea v una curva cerrada homotépica a un punto en Q. Sea zo € Q0 un punto
que no pertenece a v*. Entonces

ol / (L dz = ) (z0) - Ind,(z)

2mi z — zp)" 1

El siguiente teorema dice que vale también un reciproco del Teorema de Cauchy, si se supone
que la funcién es continua:

Teorema 11.3.6. Teorema de Morera.
Sea f una funcion continua en el abierto Q. Se cumple:

a) f € H(Q) si y solo si
/f(z)dzzo
.

para toda curva cerrada vy que sea homotopica a un punto en .
b)f € H(Q) siy solo si

f(z)dz=0
OR

para todo rectangulo R C ) que tenga lados paralelos a los ejes real e imaginario.

11.4. Consecuencias de la teoria de Cauchy.

Los detalles y demostraciones de este pardgrafo se encuentran en la seccién 8.

Definicién 11.4.1. Sea f una funcién continua en 2. Se dice que |f| tiene un mdzximo local en
2o € € si existe un disco abierto Dg(zp) C 2 tal que

[f() < 1f(20)] V2 € Dr(20)

Teorema 11.4.2. Principio del médulo maximo. Sea Q un abierto conezo y sea f € H().
Si |f| tiene algin mdzximo local en Q entonces f es constante en €.

Corolario 11.4.3. Otro enunciado del Principio del médulo méaximo.
Sea Q un abierto conezo. Sea f € H(SY). Sea un disco cerrado D C 0, y sea M = méx,_p | f(2)|.
Si f no es constante en Q0 entonces el mdzimo M en D se alcanza solamente en la frontera
0D (es estrictamente mayor que |f(2)| para todo z en el interior D).

Teorema 11.4.4. Desigualdades de Cauchy.
Sea f € H(R). Para todo zg € Q, para todo R > 0 tal que Dg(z9) C 2, se cumple

n! M(R)
|f(n)(20)’ < “Rmn
donde M (R) = méxzem |f(2)]
Definicién 11.4.5. Un funcién f : C — C se llama entera si f € H(C).
Por ejemplo la funcién f(z) = e* es entera. Los polinomios en z son funciones enteras.
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Teorema 11.4.6. Teorema de Liouville Si una funcion entera estd acotada entonces es cons-
tante.

Teorema 11.4.7. Teorema fundamental del Algebra.

a) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado mayor o igual que 1 tiene alguna una
ratz compleja.

b) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado k > 1 tiene exactamente k raices com-
plejas, contada cada una tantas veces como sea su multiplicidad.

11.5. Lema de Jordan y de deformacion de curvas.

Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 9.

Para aplicar la teorfa de Cauchy y la teoria de Residuos (que se verd en la seccién 15), al
calculo de integrales impropias, se utilizan los siguientes lemas, llamados Lema de Jordan y Lemas
de Deformacion de Curvas.

Lema 11.5.1. Lema de deformacion de curvas I.

Sea f : Q +— C continua. Sea para todo R > 0 suficientemente grande Sp C § el arco de
circunferencia z = z(t) = Re®, 01 <t < 5.

a) Silim, . zf(2) = L entonces

Ii dz =1L(0 — 0
Al [, 1) d = iL(e> = )

b) Silim, . zf(z) =0 entonces
lim z)dz =0
dim [ 5
Lema 11.5.2. Lema de deformacion de curvas II.
Sea f : Q — C continua. Sea para todo R > 0 suficientemente pequeno S C §2 el arco de
circunferencia z = z(t) = Re®, 61 <t < 0.
Silim,_02f(2) = L entonces

lim /;R f(Z) dz = iL(QQ - 01)

R—0

Lema 11.5.3. Lema de Jordan.
Si f(z) es una funcién compleja continua para todo z tal que |z| > Ry, que cumple

|f(2)| < K V|z| > Ro
Entonces:

[ ey <™ R > R,
Tr $

donde s > 0 es constante y U'g es un arco contenido en la semicircunferencia: z = Re', t € [0, 7).
Ademds si lim,_,o f(z) = 0 entonces:

I ®f(z)dz =0
A, IR



