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12. Ceros y singularidades aisladas.

12.1. Funciones racionales.

Una funcion racional es un cociente de dos polinomios no idénticamente nulos, con coeficientes
complejos:

Esta definida y es holomorfa en todos los puntos del plano complejo que no sean raices del poli-
nomio Q(z).

Siempre podemos suponer que los polinomios P(z) y (Q(z) son primos entre si, esto es, no
tienen raices comunes. En efecto, si ambos polinomios tienen alguna(s) raiz(es) zp en comun,
dividiendo ambos entre (z — zp) tantas veces como sea necesario, alguno de ellos, o ambos, deja
de tener a zy como raiz.

Por el teorema fundamental del Algebra, cada polinomio tiene tantas raices z1, 23, . . . , 2, COMO
su grado n (repitiendo cada raiz tantas veces como su multiplicidad). Entonces dividiendo sucesivas
veces el polinomio entre z — z; se factoriza el polinomio.

Llamando z1, 29, ..., 2z, a las raices de P(z) (repitiendo cada una tantas veces como su multi-
plicidad) y llamando p1,po, ..., pm a las raices de Q(z), se obtiene:

Pz)=a(z—2z1)(z—22) ... (2 — zn)

Q(z)=blz—p1)(z—p2)...(2— pm)

donde a # 0 y b # 0 son los coeficientes de los términos de mayor grado de los polinomios P(z)
y Q(z) que tienen grado n y m respectivamente. (Alguno de los dos polinomios o ambos puede
tener grado 0. Si ambos tienen grado 0, la funcién racional P(z)/Q(z) es constante.)

Se tiene
P(z) alz—21)(z—22)...(2—2p)

T QG bz—p)(z—p2).--(z—pm)

Extendemos continuamente la funcién racional f(z) al plano compactificado C, definiendo:

f(pi)) =00 = lim f(z), Vi=1,2,...,m

Z—DPi

Ademis:

=0. Definimos f(oc0) =0

=00. Definimos f(c0) = 00

m=mn = lim P(z)

En lo que sigue consideramos la funcién racional f(z) = P(z)/Q(z), donde P(z) y Q(z) son
polinomios primos entre si, de grado n y m respectivamente.

= % # 0. Definimos f(c0) = %
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Definicion 12.1.1. Ceros de una funcién racional.

Se llaman ceros de la funcién f(z) = P(z)/Q(z) a las raices de P(z) y ademds, si m > n se
llama también cero de la funcién racional a oo

Se llama orden de un cero z; € C a su multiplicidad como raiz de P(z). Se llama orden de oo,
cuando es un cero de la funcién, al nimero natural positivo m — n.

Definicion 12.1.2. Polos de una funcién racional.

Se llaman polos de la funcién f(z) = P(2)/Q(z) a las raices de Q(z) y ademds, si m < n se
llama también polo de la funcién racional a co

Se llama orden de un polo p; € C a su multiplicidad como raiz de Q(z). Se llama orden de oo,
cuando es un polo de la funcién, al nimero natural positivo n — m.

Proposicién 12.1.3. Cantidad de ceros y polos de una funcién racional.

La cantidad de ceros de la funcion racional f(z) = P(z)/Q(z) (contado cada uno tantas veces
como su orden) es igual a la cantidad de polos (contado cada uno tantas veces como su orden) y
es igual a max{m,n}.

En efecto, esta proposiciéon se deduce de las definiciones de ceros y polos, discutiendo segin
m>n,m<nym=n.

Proposicién 12.1.4. Caracterizacion de ceros y polos de una funcién racional.
29 € C es un cero de f(z) = P(z)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

) f(2)
ZILIero 7(2 —)F ¢ {0,00}

oo es un cero de f(z) = P(2)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

lim 2*f(2) & {0, 00}

Zz—

po € C es un polo de f(z) = P(z)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

lim (z — 20)* f(2) & {0, 00}

Z—Po

oo es un polo de f(z) = P(2)/Q(z) con orden k > 1 si y solo si existe

G

2Z—00 zk

¢ {0,00}

La demostracién es una simple verificacion que se realiza factorizando los polinomios primos
entre si P(z) y Q(z), y aplicando la definicién de ceros y polos.

Hallemos la cantidad de preimégenes de f(z) = P(2)/Q(z), es decir, dado un elemento ¢ € C
encontrar la cantidad de elementos z € C (contado cada uno con su multiplicidad) tales que:

zefH & flx)=
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Notacién: f~1{c} indica el conjunto preimagen por f del elemento c. No indica funcién inversa.
Es solamente el conjunto, que podria hasta ser vacio, formado por todos los elementos del dominio
de la funcién f cuyos correspondientes por f son c.

Si ¢ = 0o, entonces por definicién de polo, la cantidad de preimagenes de c es la cantidad de
polos (contado cada uno con su orden), es decir

#(f ! {o0}) = méx{m, n}

Si ¢ € C, entonces la cantidad de preimagenes de ¢ por f es la cantidad de ceros de la funcién
racional f(z)—c = (P(z)—cQ(z))/Q(z). El numerador y el denominador son primos entre si porque
lo son P(z) y Q(z). Entonces la cantidad de ceros de f(z) — ¢ es igual al méximo M de los grados
de P(z) — cQ(2) y Q(2). Si m # n entonces M = méax{m,n}. Si m = n entonces el numerador
P(z) — c¢Q(z) tiene grado menor o igual que m = n; luego M = max{m,n}. Se concluye que

#(fH{c}) = méx{m,n}
Lo anterior demuestra la siguiente proposicion:

Proposicion 12.1.5. Cantidad de preimagenes por una funcion racional.

Sea f(z) = P(2)/Q(z) una funcién racional, donde P y Q son polinomios primos entre si de
grados n y m respectivamente.

Para todo ¢ € C la cantidad de preimdgenes por f de c, contada cada una tantas veces como
su multiplicidad, es

#(fH{c}) = méx{m, n}

12.2. Ceros de las funciones analiticas.

Definicion 12.2.1. Ceros de una funcién analitica.
Un cero de la funcién analitica f € H(2) es un punto a € Q tal que f(a) = 0.

Por el teorema de prolongacién analitica, si f no es idénticamente nula en la componente
conexa de {2 que contiene a a, entonces el cero a es aislado. (Ver corolario 5.2.2.)

Estudiaremos entonces los ceros de las funciones analiticas que no son idénticamente nulas en
una regiéon €2.

Si a es un cero de f, desarrollando f en serie de potencias centrada en a en un disco Dg(a) C
con R > 0, como el coeficiente ag = f(a) = 0 se obtiene:

flz) = Z an(z—a)" = (z—a)* Z an(z—a)" % = (z—a)*g(2) Vz € Dpla), gla)=ar#0 (1)
n=~k n==k

donde ap, # 0, k > 1 es el primer coeficiente del desarrollo que no es nulo. Existe tal a; porque f
no es idénticamente nula en Dg(a). Y la funcién g(z) es igual a la suma de la serie de potencias

g9(z) = Z an(z —a)" % Vz e Dg(a)
n=k

Luego g es analitica en Dg(a) y ademés g(a) = aj, # 0.
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Por otra parte, dividiendo (1) entre (z — a)* y tomando limite cuando z — a se obtiene que:

TG _ ey @

0
fraes (z—a)

Ademas, siendo aj, = f*)(a)/k!, el nimero natural k > 1 que verifica (1) y (2) es el primer
natural para el cual la derivada k—ésima de f(z) en z = a no es nula. (3)

Definiciéon 12.2.2. Orden o multiplicidad de un cero.
Sea a un cero de la funcién analitica f no idénticamente nula en la region €2. Se llama multi-
plicidad u orden de a al inico entero k > 1 tal que:

f(z) = (2= a)*q(2)

donde ¢(z) es una funcién analitica en un disco Dg(a) con R > 0, tal que

g(a) #0
En resumen, el orden k£ > 1, o multiplicidad del cero a, es igual a:

= El tinico entero k& > 1 tal que: f(z) = (z — a)¥g(2), donde g(z) es una funcién analitica en
un disco Dg(a) con R > 0, tal que g(a) # 0. (Por definicién.)

» El lugar del primer coeficiente a; # 0 del desarrollo en potencias de f centrado en a. (Por
(1).)

= El tnico entero k tal que

im 43 cc\iop (Por (2))

z—a (2 —a)k
» El primer natural para el cual la derivada k—ésima de f(z) en z = a no es cero. (Por (3).)

En particular, si a es un cero de f entonces f'(a) # 0 si y solo si el orden o multiplicidad de a es
kE=1.

Definicion 12.2.3. Ceros simples y multiples.
Un cero aislado se llama simple si tiene orden o multiplicidad igual a 1, y se llama multiple
(doble, triple, etc) si tiene orden o multiplicidad > 2 (2, 3, etc. respectivamente).

12.2.4. Ejemplos.

1. f(z) = 2¢* — 2 tiene un cero en cada z = 2hmi donde h es entero. La derivada de f(z)
en z = 2hmi es 2 # 0. Luego, el orden del cero 2hmi es 1. Considerando el desarrollo en serie de
potencias de f(z) centrado en z = 2hmi se obtiene:

—2hmi —ohmi 2(z — 2hmi)"

— — 2h71’ 2h7r

7(2)—262 2 = 2e”e 2 =2 ’—2—__2+§ T_
n=0

f(z) = (z—2hmi) -
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(Se usé que el desarrollo en serie de potencias de e* centrado en u =0 es >~ ju™/n! ya que su
coeficiente n—ésimo es (e*)™|,—q/n! = 1/n!).
Luego la funcién analitica g(z) tal que g(2mhi) # 0 y que cumple f(z) = (z — 2whi)g(z) es

> (2 — 2hmi)n 1 )
g(z) =2 E (n,) g(2mhi) = 2
n=1 :

Se obtiene
If 222 orhi)=2€C\ {0}
11 = =
z—2hmi 2 — 2mwhi glem

2. La funcién 2Log(_r () tiene un cero en z = 1. Como su derivada en z = 1 es 2/z|,=1 =
2 # 0 entonces el orden del cero z =1 es k = 1.

3. La funcién polinémica f(z) = (22 + 4)? tiene dos ceros z = 2i y z = —2i que son las
tinicas raices del polinomio. El orden de ambas raices es 2 ya que f(z) = (z — 2i)%(z + 2i)?, luego
f(z) = (2 — 20)%g1(2) con g; analitica que no se anula en z = 2i y f(z) = (2 + 2i)%g2(2) con go
analitica que no se anula en z = —2i. En general: los ceros de un polinomio son sus raices, y el
orden o multiplicidad de cada cero es la multiplicidad de la raiz.

Algunos resultados relativos a los ceros de funciones analiticas.

En la seccién 10 se exponen algunos resultados relativos a la existencia o inexistencia de
ceros de funciones analiticas, mas precisamente en el lema de Swchartz (ver lema 10.1.3) y en los
ejercicios 10.1.2, 10.3.3, 10.4.3, y 10.4.4.

Otros resultados se exponen en los siguientes ejercicios:

Ejercicio 12.2.5. Comparacién de funciones enteras.

Sean f y g funciones enteras tales que |f(z)| < |g(2)| para todo z € C.

a) Probar que si g tiene un cero de orden m en a entonces f tiene un cero en a que, si f no
es idénticamente nula, tiene orden n > m.

b) Deducir que f(z) = kg(z) con k constante de médulo menor o igual que 1.

Parte a): Sig(a) =0y |f(a)] <|g(a)] =0 entonces f(a) = 0. Por lo tanto todo cero de g es
un cero de f.
Si a es un cero de g con orden m > 1 entonces

9(z) = (z —a)"h(z)

con h(a) # 0. Sea

L. —1m 1)
z—a (z —a)™
Se cumple
L] = tim POy WEL_pyier o L,ec )
z—a |,z — a|m z—a |Z — CL’m

Sea n el orden de z = a como cero de f. Se cumple:

m 4 co (o)

z—a (z —a)
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Entonces, para todo h > n se cumple:

1
Ly = lim 13 gy 1) — — Ly lim
i=a(z—a)t ima(z—a)" (z—a)m 2=a (z —a)h—n

=0

En resumen, hemos probado que L = oo para todo h > n. Por otro lado en (1) tenfamos L,, € C.
Esto implica que m < n como queriamos probar.
Parte b) Sea la funcién

~—

h(z) = fz)
9(2)
analitica excepto en los ceros de la funcién g.
Tomemos un cero a cualquiera de g. Por la parte a) sea m el orden de a como cero de g y sea
n > m el orden de a como cero de f. Se cumple:

f(z) =(z=0a)"f1(2), fre H(C), fi(a)#0

9(2) = (z —a)"91(2), g1 € H(C), gi(a) #0
Luego

n—m
lim () = im C= "G S0 e e _ e o
(Si n > m entonces L =0, y si n = m entonces L # 0.)

Entonces lim,_,,(z —a)h(z) = 0- L = 0, y aplicando el teorema de Cauchy-Goursat extendido
(ver teorema 11.3.3), la funcién h se extiende a una funcién analitica en z = a. Esto vale para
cualquier cero a de la funcién g. Luego h es entera.

Como por hipétesis el modulo de h esta acotado superiormente por 1, aplicando el teorema de
Liouville (ver teorema 11.4.6), la funcién h es igual a una constante k con |k| < 1. Luego

f(z) =kg(z) Vze€C, donde k es una constante con |k| <1. O

Ejercicio 12.2.6. Regla de L’Hopital. Sean f y g analiticas en una region 2 y no idénticamente
nulas. Sea a un cero de f y de g. Probar que
!/
lim L(z) = lim F'(z)
imag(z)  zmag'(z)

Sea n el orden de a como cero de f, y sea m el orden a a como cero de g. Y sea D C 2 un
disco abierto centrado en a. Llamando a; a los coeficientes del desarrollo en potencias de z —a de
la funcién f y llamando b; a los del desarrollo de la funcién g, tenemos:

o0

fR)=GE-a"Alk) =(z-a") a(z-a)",  fila) =a, #0. (1)
j=n

92) = (2= a)"qu(z) = (z —a)" S bz —aP ", gi(a) =bu £0. (2)
j=m

fl(2) =) jajz—ay ' = (z—a)""! Zjaj(z —a) ™" (3)

J=n
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9 =Yz —ap = =@ Y - ()

Primer caso: n =m Usando (1), (2), (3) y (4) se deduce:

i 1B g G i(2) _ fila) _an
—a g(z) e (z—a)"gi(z)  gi(a) by
_non e (o)t e 1(2)

nb, z—a(z—a)" 1 nb, 2—ag(z)

Segundo caso: n > m Usando (1), (2), (3) y (4) se deduce:

S G hG) e AG) | e
imag(z)  zma(z—a)gi(z)  2me 91(2) b
0= lim (z—a)" ! na, ., f(z)
= T b S g(2)
Tercer caso: n < m Usando (1), (2), (3) y (4) se deduce:
h’mM:HmM:hm h(z) — 00 _ o
imag(z)  2ma(z—a)mgi(z)  zoae(z—a)™ "g1(2) b

12.3. Clasificacion de las singularidades aisladas.

En lo que sigue dado a € C denotamos para R > 0 con
Dpr(a) ={2z€C:|z| < R}
al disco abierto de centro a y radio R > 0, y denotamos con
Dx(a) ={z€C:0< 2| < R}

al disco abierto pinchado de centro a y radio R > 0, es decir el conjunto que resulta del disco
abierto Dg(a) retirando su centro a. Denotamos con

Dy/p(o0) = {oc}U{z € C: |2| > R}
al entorno abierto en C de centro oo y radio 1/R. Denotamos con
r() = {2 € Ci |2 > B)

al entorno abierto pinchado de oo con radio 1/R, es decir al conjunto que resulta del entorno
D, /r(00) en C retirando su centro oo.
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Definicion 12.3.1. Singularidad aislada. Un punto a € C se dice que es una singularidad de
f si f o bien no estd definida en z = a, o bien esta definida y no es analitica en ningin entorno
de a (por ejemplo si es discontinua en a).

Se dice que una singularidad de f es una singularidad aislada si f € H(D%(a)) para algin
entorno pinchado D}, (a) de a con radio R > 0.

El punto oo del plano complejo compactificado se dice que es una singularidad aislada de f si
fe H(DT/R(OO)) para algtin entorno pinchado DT/R(OO) con radio 1/R > 0.

12.3.2. Ejemplos.

1) La funcién Log(_y 1z holomorfa en C\{z = x € R : < 0} no tiene singularidades aisladas.

2) Si f(z) es holomorfa en Q y 2o € €, entonces la funcién (f(z) — f(20))/(z — z0) es holomorfa
en 2\ {z0} y por lo tanto tiene en zy una singularidad aislada.

3) Los polos de las funciones racionales son singularidades aisladas.

4) La funcién e® tiene en oo una singularidad aislada.

5) La funcién e!/

6) Si f es holomorfa en la regién Q y no es idénticamente nula, entonces los ceros de f son
aislados. (Ver corolario 11.1.8.) Luego la funcién 1/ f es holomorfa en 2\ Z donde Z es el conjunto
de ceros de f, y tiene en cada punto de Z una singularidad aislada.

tiene en 0 una singularidad aislada.

Definicion 12.3.3. Clasificacién de las singularidades aisladas.
Dada una singularidad aislada a € C de f, se define:

» a es singularidad evitable de f silim,_., f(z) € C.
» aes un polo de f silim,_, f(z) = 0.
= a es una singularidad esencial de f si no existe lfm,_,, f(z) en C.

Dado oo singularidad aislada de f se define:

» 00 es singularidad evitable de f silim, . f(z) € C.
= 00 es un polo de f silim, o f(z) = 0.

= 00 es una singularidad esencial de f si no existe lim,_,o, f(z) en C.

12.3.4. Ejemplos.

1) Los polos de una funcién racional son polos también segun la definicién anterior.

2) Si f(z) es holomorfa en la regién €2 y no es idénticamente nula, entonces 1/ f(z) es holomorfa
en \ Z donde Z es el conjunto de ceros de f. Cada cero a de f es un polo de 1/f. En efecto, si
k > 1 es el orden del cero a de f, entonces f(z) = (z — a)¥g(z) con g analitica y g(a) # 0. Luego
1/f =1/((z — a)¥g(z)) — oo cuando z — a.

3) Si f es holomorfa en Q y zy € Q entonces (f(2)— f(z0))/(z—20) tiene en zp una singularidad
evitable.

4) La funcién e® tiene en oo una singularidad esencial.

5) La funcién e'/# tiene en 0 una singularidad esencial.
6) Los polinomios de grado n > 1 tienen en oo un polo.
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Fl siguiente teorema identifica una singularidad evitable a como aquella que es singularidad
s6lo porque falté definir en forma adecuada la funcién f en ese punto. Definiendo adecuadamente
f(a), entonces a deja de ser una singularidad de f.

Teorema 12.3.5. Caracterizacion de las singularidades evitables.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es singularidad evitable de f.

ii) f(2) es acotada en D}(a) para algin R > 0.

iii) lim, (2 —a)f(z) =0.

iv) f admite una extension holomorfa a Dr(a) para algin R > 0
b) Sea oo una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) oo es singularidad evitable de f.

ii) f(2) es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.
i) lim, . f(2)/2=0.

Demostracion.

Parte a) A lo largo de la prueba, aplicando la definicién de singularidad aislada, sea D%(a)
con R > 0 el disco pinchado donde f es holomorfa.

Probemos que i) = i) = iii) = iv) = 1)

Prueba de que i) = ii): Por hipdtesis existe lim,_,, f(z). Luego, por definicién de limite,
f es acotada en D¥(a), como querfamos demostrar.

Prueba de que ii) = iii): Por hipdtesis f es acotada en D},(a). Luego, como (z —a) — 0
cuando z — a, se obtiene lim,_,,(z — a)f(z) = 0, como queriamos demostrar.

Prueba de que iii) = iv): Por hipétesis lim,_,,(z — a)f(z) = 0. Aplicando el teorema de
Cauchy-Goursat extendido (ver teorema 11.3.3) se deduce que existe una extensién holomorfa de
f a Dg(a), como querfamos demostrar.

Prueba de que iv) = i): Por hipétesis existe una extensién holomorfa g de f a Dg(a).
Entonces g(z) = f(z) Vz € Dj(a) y ademas g(z) € C esta definida y es continua en z = a. Luego
lim,_., f(2) = lim,_.4 g(2) = g(a) € C. Concluimos que existe en C el limite de f(z) cuando
z — a, como queriamos demostrar.

Parte b) Aplicando la definicién de singularidad aislada en oo, sea D} / p(00) con R > 0 el
entorno pinchado de co donde f es holomorfa.

Cfonsideremos la funcién auxiliar g(w) = f(1/w) definida y holomorfa para todo w € D7 /r(0).
En efecto:

z=1/w € Djp(0) < ‘w‘:\z|>R & 0<]w|<§ < w € Dy p(0)

Entonces 0 es una singularidad aislada de g. Se observa que oo es singularidad evitable de f si y
solo si 0 es singularidad evitable de g. Aplicando la parte a) ya demostrada, esto es equivalente a:

1
g(w) acotada Yw € D, p(0) < f(z) = g(w) para z = — es acotada Vz € Dy p(c0)
w
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Anélogamente:

1
h’m0 wg(w) =0 < f(z) = g(w) para z = — cumple lim /) =0 O
w— w

z—00 2

12.4. Polos complejos y en oc.

Teorema 12.4.1. Caracterizacion de los polos complejos.
Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es un polo de f.

ii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z — a)¥f(2) admite una extension holomorfa a
Dr(a) para algin R > 0. En consecuencia a es una singularidad evitable de (z — a)* f(2).

iii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z—a)k f(2) es acotada en D (a) para algin R > 0.

iv) Para un primer natural k > 1 existe

lim (= — @)} £(2) & {0, 00}
En consecuencia
0<n<k = lim(z—a)"f(z) =00

zZ—a

n>k = lim(z—a)"f(z) =0
z—a
v) La funcion 1/ f(z) tiene una extension analitica en un entorno de z = a, y z = a es un cero
de orden k > 1 de la extension analitica de 1/ f.

Demostracién: A lo largo de la prueba, aplicando la definicién de singularidad aislada, sea
D¥,(a) con R > 0 el disco pinchado donde f es holomorfa.

Probaremos que i) = v) = ) = i) = i) = 1i).

i) = v): Por hipétesis lim,_,, f(z) = co. Entonces f(z) # 0 Vz € D}(a) paracierto 0 < r < R.
Definamos la funcién h:

h(z) = ) Vz € D (a)

h es holomorfa en D} (a) porque es el cociente de dos funciones holomorfas que no se anulan.
Luego h también tiene en a una singularidad aislada.

Ademas lim,_., h(z) = lim,_,, 1/f(2) = 0. Por lo tanto, a es una singularidad evitable de h.
Definiendo h(a) = 0 se tiene h € H(D,(a)). Por construccién a es un cero aislado de h y por lo
tanto tiene un orden k > 1.

v) = iv):

Escribiendo el desarrollo en serie de potencias centrada en a de la funcién h, extension analitica
1/f, se obtiene:

h(z) = Z an(z —a)" = (z — a)” Z an(z —a)"* Vz € D,(a)
n=~k

n=~k
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donde k > 1 es el primer tal que a; # 0. Existe tal £ > 1 porque, si bien h(a) = ap = 0, la funcién
h(z) = 1/f(z) no se anula en ningun otro punto de D, (a), luego su desarrollo en serie de potencias
no puede ser idénticamente nulo.

Consideremos entonces:

Luego

zZ—a

lim (z — a)*f(2) = alk Z {o0,0} (1)

como querfamos demostrar. Las consecuencias enunciadas en la tesis (iv) son inmediatas a partir
de (1), escribiendo:

(z=a)"f(2) = (z = a)" *(z — ) f(2)

iv) = iii): Por hipdtesis

lim (= — a)} f() = L & {50,0}
z—a
Luego, por definicién de limite (z — a)* f(z) es acotada en un disco D¥(a).
iii) = ii): Sea g(z) = (¢ — a)*f(2). Por hipétesis g(z) es acotada en un disco D} (a). Luego
lim(z —a)g(z) =0
z—a
Usando el teorema de caracterizacién de las singularidades evitables (ver teorema 12.3.5), el punto
a es una singularidad evitable de g(z), y por lo tanto g(z) = (z — a)¥f(2) admite una extensién
holomorfa a D,(a) como queriamos demostrar.
ii) = i): Por hipétesis existe & > 1 que es el primer natural tal que g(z) = (z — a)*f(2)
admite una extensién holomorfa a D, (a). Entonces lim,_,, g(z) = g(a) = L € C.
Afirmacién: L # 0. En efecto, por absurdo si fuera L = 0, entonces
lim (z —a)(z — a)* 1 f(2) =0
z—a
Como resultado de aplicar el teorema 12.3.5 a la funcién (z — a)*~! f(z), esta tendrfa en a una
singularidad evitable, y por lo tanto una extensién holomorfa a D, (a). Entonces no seria k el
primer natural tal que (z — a)*f(z) admite una extensién holomorfa al disco. Hemos probado la
afirmacién.
Luego, como existe lim,_,, g(z) = L # 0 se deduce:

i 1) = iy 25 = o

y por definicién a es un polo de f como queriamos demostrar. [

Teorema 12.4.2. Caracterizacién de polo en oo.
Sea oo singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) oo es un polo de f.



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 01 Julio 2006. 129

ii) Para un primer natural k > 1 la funcién f(z)/2* es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.

iii) Para un primer natural k > 1 existe

lim 1(2)

Z—00 zk

¢ {0, 00}

En consecuencia

0<n<k = lim Lj):oo

Z2—00 2

Demostracién: Aplicando la definicién de singularidad aislada en oo, sea D7 /R(oo) con
R > 0 el entorno pinchado de co donde f es holomorfa.

Andlogamente a la demostracién de la parte b) del teorema 12.3.5 consideremos la funcién
auxiliar g(w) = f(1/w) definida y holomorfa para todo w € DT/R(O).

Se observa que oo es un polo de f siy solo si 0 es un polo de g. Aplicando el teorema 12.4.1,
esto es equivalente a:

1
w”g(w) acotada Yw € DT/R(O) & &:) = w"g(w) para z = — es acotada Vz € DT/R(OO)
z w
Andlogamente:
1
lim w¥g(w) =L < &j) = w¥g(w) para z = — cumple lim L:) =L O
w—0 z w z—00 2

Definicion 12.4.3. Orden de un polo.
a) En virtud del teorema 12.4.1, el orden o multiplicidad k& > 1 de un polo a € C de f es:

= El primer natural k£ > 1 tal que la funcién (z — a)*f(z) es acotada en D}(a) para algin
R>0.

» El orden o multiplicidad de a como cero de la funcién analitica que extiende a 1/f a un
entorno de a.

= El primer k > 1 tal que la funcién (z — a)¥ f(2) admite una extensién holomorfa a Dg(a).

= El tinico niimero entero k tal que lim, _.,(z — a)¥ f(z) & {0, 00}.
En consecuencia: 0 <n < k = lim,_,(z —a)"f(2) = o0;
n>k = lim, ,,(z —a)"f(z) =0.
b) En virtud del teorema 12.4.2, el orden o multiplicidad & > 1 del polo oo de f es

= El primer natural k£ > 1 tal que la funcién f(z)/2" es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0
(por definicién)

» El tnico entero k tal que lim,_, fz(,'f) Z {0, 00}.
En consecuencia 0 < n < k = lim,_ fz(f) = o0; n>k = lim,_o fz(ﬁ) =
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» El orden de z = 0 como polo de la funcién f(1/z2).

Definiciéon 12.4.4. Polos simples y multiples.
Un polo se llama simple si tiene orden 1, y se llama multiple (doble, triple, etc) si tiene orden
> 2 (2, 3, etc. respectivamente).

12.4.5. Ejemplos:

1)Si fe HQ) y 20 € Qes tal que f'(z0) # 0 entonces (f(2) — f(20))/(z — 20)? tiene en zy un
polo simple.

2) Un polo de multiplicidad &k de una funcién racional es un polo de orden k también de acuerdo
a la definicién anterior.

3) Los polinomios de grado n > 1 tienen en co un polo de orden n.

4) Si f € H(Q2) donde £ es una regién, no es idénticamente nula, entonces un cero de orden k
de f es un polo de orden k de la funcién 1/f(z) y reciprocamente.

5) Se define la funcién sen z para z complejo, como la funcién (e* — e~%*)/2i. Es una funcién
entera.

Sea f(z) = 1/sen(z). Encontremos y clasifiquemos todas las singularidades de f. Tiene singu-
laridades en co y donde se anula el denominador sen(z). Estudiemos después la singularidad en oo
y primero las singularidades complejas, donde se anula sen(z). Son aisladas y son polos, porque
son los ceros de la funcién entera sen(z) no idénticamente nula. Hallemos todos esos polos y sus
ordenes.

sen(z) =0 = e* = ¢~%. Sustituyendo z = x + iy, con = e y reales, se obtiene:

eix—y _ e—iac+y = e Y = |eix—y| — |e—ix+y‘ — ey7 eix — e—iz

Por un lado la igualdad e™¥ = e¥ se cumple para todo y real tal que eV —e™¥ = 0. Recordando que
el seno hiperbdlico de y es senh(y) = (e¥ — e™Y)/2 los valores de y buscados son los que anulan el
senh(y) o sea y = 0. Por lo tanto los complejos z buscados tienen todos parte imaginaria nula.

Ahora encontremos los valores de la parte real z que cumplen e = e~ ™. Esto es: cosz +
isenz = cosx — isenx. Luego senx = 0. Esto se cumple si y solo si x = knw con k entero
cualquiera.

En definitiva los polos de f(z), que son los ceros de sen(z), son los nimeros reales z = k7 con
k entero.

Para hallar el orden de k7 como polo de f recordemos que es el orden de km como cero de
senz = (e* — e7%%)/2i. La derivada es sen’(z) = (ie?® +ie~%*)/2i = (e** + ¢~%*)/2. (Esta tltima
funcién se define como cos z con z complejo.)

En z = k7 la derivada es sen /(knr) = (/¥ + e=%™) /2 = cos(kn) = £1 # 0. Luego el orden de
todos los ceros de sen(z) es 1, y entonces el orden de todos los polos complejos de f es 1.

Ahora clasifiquemos la singularidad en oco. No es una singularidad aislada porque entre los
polos complejos k7 (con k entero cualquiera) que encontramos antes, hay infinitos de ellos que
estdn en el entorno DT/R(OO) = {z € C: |z| > R}. En efecto, todos los valores enteros de k tales
que |km| > R dan puntos k7 en D7 / r(00) donde la funcién f no es holomorfa. Entonces oo es
singularidad no aislada de f.



Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 01 Julio 2006. 131

12.5. Singularidades esenciales.

Proposicién 12.5.1. Caracterizacion de las singularidades esenciales.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Sea Dy(a) el disco pinchado de radio R > 0
donde f es holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) a es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) es acotada en D(a).
iii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) admite extension holomorfa a Dg(a).

iv) Para ningiin natural k > 0 existe lim,_4(z — a)* f(2) en C.

b) Sea oo singularidad aislada de f. Sea DT/R(OO) el entorno pinchado de oo donde f es
holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) oo es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcién f(z)/z* es acotada en D(a).

iii) Para ningin natural k > 0 existe lim, .o, f(2)/2* en C.

Demostraciéon: Basta recordar que por definicién una singularidad aislada es esencial si no
es evitable ni polo. Aplicando los teoremas de caracterizacién de singularidades evitables y de
polos (teoremas 12.3.5, 12.4.1 y 12.4.2) es equivalente que la singularidad sea esencial a que no se
cumpla alguna de las afirmaciones de esos teoremas. Por lo tanto, se cumple la contraria, que es
la expuesta en cada una de las afirmaciones de este corolario. [

Teorema 12.5.2. Teorema de Weierstrass-Casorati.

Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a) un disco pinchado de a donde f es
holomorfa.

El conjunto imagen f(D*(a)) es denso en C, es decir todo punto w € C es el limite de alguna
sucesion de puntos wy, € f(D*(a)). Precisamente:

Vw e C existe z, € D*(a) tal que h’rf flzn)=w (1)

Nota: Es valida una versién mas fuerte del teorema anterior, llamado Teorema de Picard,
cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 12.5.3. Teorema de Picard. Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a)
un disco pinchado de a donde f es holomorfa. Entonces el conjunto imagen f(D*(a)) es todo el
conjunto C excepto a lo sumo un punto.

Demostracién del teorema 12.5.2:
Por hipétesis a es una singularidad esencial de f. Hay que probar que se cumple (1). Basta
probar que

YVweC inf —w|=0 (2
weC fnf |f()-w/=0 (2)
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En efecto, si se cumple (2) entonces para todo n > 1 el infimo de (2) es menor 1/n y, por definicién
de infimo, existe algin z, € D*(a) tal que |f(z,) — w| < 1/n. Entonces f(z,) — w y se cumple
(1) como queremos demostrar.

Demostracion de (2): Supongamos por absurdo que para algiin wg € C se cumple inf ¢ p« (4 | f(2)—
wp| =7 > 0. Entonces la funcién auxiliar

1
9(z2) = ——— Vz € D*(a)
f(z) —wo
seria holomorfa en D*(a) y acotada superiormente por 1/r. Luego, a serfa una singularidad aislada
de g y por el teorema 12.3.5 serfa una singularidad evitable. Luego existiria lim,_,, g(z). Entonces
también existiria

lfm f(z) = lfm (wo + g(lz)>

z—a zZ—a

(pudiendo ser este limite igual a oo, si g(z) — 0 cuando z — a). Por definicién a no seria
singularidad esencial de f contradiciendo la hipdtesis. [



