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15. Teoria de los residuos.

15.1. Residuos.

Definicion 15.1.1. Residuo de una funcién en una singularidad aislada.
Dada una funcién f que tiene en a € C una singularidad aislada, se llama residuo de f en a,
y se denota como Res¢(a) al siguiente niimero complejo:

Resy(a) = %[yf(z) dz

donde 7y es cualquier curva cerrada contenida en el entorno pinchado D¥,(a) donde f es holomorfa,
y tal que da una sola vuelta en sentido antihorario alrededor de a. Por ejemplo suele tomarse
v = 0D,(a), donde 0 < r < R.

Nota 15.1.2. Se observa que el residuo, definido arriba, no depende de la eleccién de la curva ~.
En efecto, si 71 y 72 fueran dos de tales curvas, llamemos S a un segmento contenido en D% (a)
que vaya de un punto z; € ;1 a un punto 2z € 2. La curva I' = v + 5 — v — 5 es cerrada
y homotépica a un punto en Dy(a). Por el teorema de Cauchy global [. f(z)dz = 0. Luego la
integral de f a lo largo de 1 es igual a la integral de f a lo largo de ~s.

El residuo de una funcién en una singularidad aislada se puede calcular de tres formas dife-
rentes:

= Con la férmula integral de la definicién 15.1.1.

= Como el coeficiente a_; del desarrollo en serie de Laurent de la funcién f centrado en z = a
(o en 00). (Esto lo probaremos en la proposicién 15.1.3.)

= Con la férmula de derivacion, cuando la singularidad aislada en un polo, tal como veremos
en la proposicién 15.1.4.

La definicién 15.1.1 se puede interpretar como sigue: la funcién tiene una singularidad aislada en
z = a. El rastro que deja (residuo) la singularidad al ser integrada la funcién f en una curva
alrededor de a es el nimero a_; de su desarrollo en serie de Laurent. Los demas coeficientes del
desarrollo en serie de Laurent de f no participan en el momento de calcular la integral de f en
curvas cerradas.

En el teorema de los residuos (teorema 15.1.5), veremos que al conocer los residuos en todas
las singularidades aisladas, se puede calcular la integral de f a lo largo de cualquier curva cerrada
contenida en el conjunto abierto donde f es analitica.

Proposicién 15.1.3. Formula del residuo:
Si f en la singularidad aislada a € C tiene desarrollo de Laurent con coeficientes an, n € Z:

—+00

f(z) = Z an(z —a)" Vz € Dx(a)

n=—oo

entonces el residuo de f en a es:
Resf(a) = a—
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Nota: El residuo de un polo que no es simple, o de una singularidad esencial, puede ser cero.
Pero la de un polo simple es siempre diferente de cero, porque en ese caso el coeficiente a_q del
desarrollo de Laurent es necesariamente no nulo. (Ver teorema 13.3.2.)

Demostracion:

En el corolario 13.3.1, sobre la existencia de la serie de Laurent en un entorno pinchado de la
singularidad aislada a se demuestra que el coeficiente a,, del desarrollo cumple:

1 f(2)

an:ﬁ 4(z_a)n+1d2’ Vn € Z

~

cualquiera sea la curva cerrada v C Dj(a) tal que Indy(a) = 1.

Luego, en particular para n = —1 se cumple:
1
a_1=— [ f(z)dz
27i J,

que es por definicién el residuo de f en a. [

Proposiciéon 15.1.4. Férmula del residuo para un polo:
Si f tiene un polo a € C de orden k > 1 y g es la extensién analitica de (z — a)Ff(2) en un
entorno Dr(a), entonces el residuo de f en a es:

Resf(a) =

En particular si a es un polo simple, £ = 1 y la férmula anterior se transforma en:

Resf(a) = g(a) = lim(z — a) f(z) # 0.

z—a

~ lim (z—a) _ 1
Resy(@) =1 750 = W/ R e 7

Demostracién: Siendo g analitica en Dg(a) se tiene:

9™ (a)
n!

g(z) = an(z —a)"” Vz € Dgr(a), donde b, = VYn >0
n=0

Como f(z) = g(2)/(z — a)¥ para todo z € D%(a) entonces:

f2) =) bm(z=a)" "= )" by(z—a)" Vz€ Djla).

m=0 n=—"k

Este ltimo es el desarrollo en serie de Laurent de f, luego el coeficiente a,, del desarrollo en serie
de Laurent de f cumple: a,, = b, 1. En particular:

g% Y(a)

a—1 =bg1 = o= 1)
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Por la proposicion 15.1.3, a_1 es el residuo de f en a. Luego se deduce que

g% (a)

Resf(a) = =

Hemos probado la primera parte de la proposiciéon. Ahora veamos el caso en que a sea un polo
simple.

Si a es un polo simple, entonces su orden k = 1. Por lo tanto Resf(a) = g(a). Pero g es
continua en a (porque es analitica), luego

Resf(a) = g(a) = lim g(2) = lim(z — a) f(2)
zZ—a zZ—aQ
Por otro lado, sabemos del teorema 13.3.2, que si un polo tiene orden k = 1 entonces a_; # 0.
Por lo tanto, en el caso de un polo simple, el residuo calculado anteriormente es diferente de cero.
Ademas, si a es un polo simple, entonces:

) , (z2—a) ) 1 1
Resf(a) = lim(z — a) f(z) = lim = lim = O
! Z>a i=a l/f(z)  z=a (1/f(2)/(z—a)  (1/f(2))|:=a
Teorema 15.1.5. Teorema de los residuos.
Si f es analitica en un abierto ) excepto a lo sumo en una cantidad finita de puntos z1, 22, ..., Zm
(estos puntos son singularidades aisladas de f) entonces para toda curva cerrada v C Q que no
pase por los puntos z1,z2, ..., zm, Yy que sea homotopica a un punto en ), se cumple:

1

2mi

/f(z) dz = ZR@Sf(Zj) Ind,(z;).
Y j=1

(Por convencién la suma de la derecha es nula si m = 0.)

Nota: El teorema también es valido para una cantidad infinita de singularidades aisladas. En
efecto, dada una curva v C €2, podemos considerar v C Q* C Q tal que las Unicas singularidades
de f en Q* son las que estdn en las componentes conexas acotadas de C \ v*. Por un lado las
singularidades z; que estan en la componente conexa no acotada de C\ v*, cumplen Ind,(z;) = 0;
luego no influyen en el resultado. Por otra parte es finita la cantidad de singularidades aisladas
que estan en las componentes conexas acotadas UR; de C \ v*. (En efecto K = UR; es compacto,
y las singularidades son aisladas. Entonces se puede cubrir K con una cantidad finita de entornos,
cada uno de los cuales contiene a lo sumo una singularidad.)

En la subseccién 15.4 se darda un ejemplo de aplicacién del teorema de los residuos y de las
férmulas para calcular residuos.

Demostracion del teorema 15.1.5: Serd por induccién completa en la cantidad m > 0 de
singularidades de f en el conjunto 2.

Paso inicial.

Para m = 0, la funcién f es analitica en Q2. Luego f7 f(2)dz = 0 debido al teorema de Cauchy
global. (Ver teorema 11.3.1.)
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Si suponemos por hipdtesis que el teorema es cierto para algin m = h—1, con h > 1, habra que
probar que es valido para m = h.

Dejemos fija la curva « cerrada y homotépica a un punto en 2.

Hipétesis de induccién: Para toda funcién g analitica en 2 excepto a lo sumo en h — 1

puntos z1,...,2,_1 pertenecientes a 2\ v*, se cumple
1 h—1
5 / g(z)dz = ZReSf(zj) Indy(z;).
T )y ,
7j=1
Tesis de induccién a probar: Para toda funciéon f analitica en €2 excepto a lo sumo en h
puntos zi, ..., zn—1, 2, pertenecientes a Q \ v*, se cumple

h
1
o / f(z)dz =" Resf(z;) Indy(z;).
i J, —
7j=1
Demostracion del paso de induccién:
Consideremos de las h singularidades z1, ..., 2, de f en €, una de ellas, la que llamamos zj,.
Sea R el radio del entorno pinchado D7,(zp,) de 2, donde f es analitica.
Aplicando el teorema del desarrollo en serie de Laurent de f centrado en z, (ver corolario
13.3.1), se tiene:

9(2) = () =D an(z—2)"" = an(z—z)" Vz€Dplzn) (1)
n=1 n=0

donde, usando la proposicién 15.1.3, se cumple:
a_1 = Resg(zp).  (2)

Observacién A): La funcién g(z), definida en (1) para todo z € D}j(zp), se extiende analitica-
mente a Dg(zp), definiéndola igual al desarrollo en serie de potencias g(z) = Y~ an(z — 2,)™.
Por (1):

+o0o
g9(z) = f(2) — S(z) Vze€ Dg(zp), donde S(z) = Za,n(z —zp)™" (3)
n=1

Afirmacién B) La serie S(z) de la igualdad (3), converge para todo z # z,; converge uni-
formemente para todo z tal que |z—z,| > 7 (donde r es cualquier un nimero fijo tal que 0 < r < R).
Ademas la suma de la serie S(z) es analitica para todo z tal que z # z.

Prueba de la afirmacién B): Por el teorema de desarrollo en serie de Laurent (ver corolario
13.3.1), la serie (3) converge en la corona D7,(zp,) de radio interno 0 y radio externo R. Entonces
en particular, converge para |z — z;| = r.

Escribiendo w = 1/(z — z), la serie de potencias siguiente : P(w) = > 7, a_,w", converge
para |w| = 1/r, para todo r tal que 0 < r < R. Por lo tanto el radio de convergencia de P(w) es
mayor o igual que 1/7, para todo r tal que 0 < r < R. Haciendo r — 07 se obtiene que el radio de
convergencia de la serie de potencias P(w) es infinito. Luego P(w) converge para todo w. Luego
su disco de convergencia es todo el plano complejo.
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Ademds P(w), como toda serie de potencias, converge uniformemente en cualquier compacto
dentro de su disco de convergencia; en particular para todo w tal que |w| < 1/r.

Por ser una serie de potencias de w, la suma P(w) es una funcién analitica de w.

Siendo S(z) = P(1/(z — zp)), composicién de P(w) con w = 1/(z — 2p), se deduce que S(z)
converge uniformemente para todo z tal que |w| =|1/(z — zp,)| < 1/r; es decir para todo z tal que
|z —zp| > r.

Ademads. como P(w) converge para todo w, y w = 1/(z — zp,), entonces S(z) converge para
todo z # zj, como querfamos demostrar en la primera parte de la afirmacién B).

Por otra parte S(z) es la composicién de las funciones analiticas P(w) con w = 1/(z — zp)
cuando z # zp. Entonces S(z) es analitica para todo z # z,. Hemos terminado de probar la
afirmacién B).

Afirmacién C) La funcién g definida en (1) tiene una extensién analitica a Q\ {z1,...,zp_1}
que cumple

9(z) = f(2) = S(z) VzeQ\{z1,.-..,2n-1,2n}
donde

+oo
S(z) = Za_n(z —zp) " Yz # oz
n=1

Prueba de la afirmacién C): En (1) se define la funcién g para todo z € D¥%(zp). Ya vimos,
en la observacién A), que g se extiende analiticamente a Dg(zp). Sea 0 < r < R. Basta probar
que g(z) se extiende analiticamente a todo z € Q tal que z # z1,22,...,2,_1 y tal que |z —z| > r.
Por (3):

9(2) = f(z) = S(2) Vz € Dg(zn)

La funcién f, por hipdtesis, es analitica para todo z € Q tal que z # 2z1,29,...,25_1 y tal que
|z — zp| > r. Y por la afirmacién B) la funcién S(z) estd definida y es analitica para todo z tal
que |z — zp| > r. Esto termina de probar la afirmacién C).

Afirmacién D)
1 1
o /79(2) dz = —ay Indy(zp) + I /Yf(z) dz

Prueba de la afirmacién D):
Usando la afirmacién C) e integrando a lo largo de ~, se obtiene:

Lg(z)dz:L(S(z)+f(z))dz: Lgan(zzh)_"dz+/{f(z) iz (4)

Sea r > 0 menor que R y menor o igual que la distancia (positiva) de la curva v* al punto
zp, € v*. Por construccién, para todo z € v* se cumple |z — z;,| > r. Por la afirmacién B) la serie
S(z) converge uniformemente en |z — z5| > 7. Aplicando el teorema de convergencia uniforme e
integracion, se obtiene:

/vian(z —zp) "dz = Jio/an(z —zp) "dz  (5)

n=1""7
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Recordando que, para todo entero m # —1, la funcién (z — z,)™ tiene primitiva, que es (z —
2p)™ 1 /(m 4 1), su integral a lo largo de la curva cerrada v es nula.

+oo
Z / a_n(z —2p) "dz=a_1 /(z — 2) ' dz = 2mia_1Ind,(z) (6)
n=1""7 v

En la dltima igualdad se usé el teorema del indice.
Reuniendo (4), (5) y (6) se deduce la afirmacién D) como queriamos demostrar.

Fin de la prueba del teorema 15.1.5.
Usando la afirmacién C), y la hipétesis de induccién aplicada a la funcién g, se deduce:

) h—1
5 g9(2)dz = Z Resy(zj) Ind,(z;) (7)
v j=1

Finalmente, reuniendo la afirmacién D) con las igualdades (2) y (7) se deduce:

h—1

ZReSf(zj)Indy(zj) = —Resf(zp) Indy(zp) + ZLm / f(z)dz
J=1 ¥

Despejando la integral de f en la ultima igualdad se obtiene:

. h
5 /{ f(z)dz = ; Res¢(zj) Ind,(zj),

que es la tesis de induccién que queriamos demostrar. [

15.2. Principio del argumento.

El siguiente teorema, que es consecuencia del teorema del residuos, se aplica a la identificacién
de cudntos ceros y polos existen para una funcién meromorfa, en la regién encerrada por una
curva cerrada .

Teorema 15.2.1. Principio del argumento. Sea f meromorfa en el abierto . Sea v C Q una
curva homotopica a un punto en ) que no pasa por los ceros ni por los polos de f.

Sean z1, 22, ..., Zm los ceros de f contenidos en Q y tales que Ind,(z;) # 0. Sean ki, ks, ..., kn,
sus respectivas multiplicidades. Sean wy,wa, ..., wy los polos de f contenidos en ) y tales que
Ind,(p;) # 0. Sean hi,ha, ..., h, sus respectivas multiplicidades.

Sea f o~y la curva que tiene parametrizacion z = f(v(t)), t € [a,b] donde z = ~(t), t € [a, ]
es una parametrizacion de -y.

Entonces:

L[S u "
5 L ]; ((ZZ)) dz = ; ki Ind.(z;) — ; hjIndy(w;) = Indgo(0)



168 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 12 Julio 2006.

Nota 15.2.2. FEl principal uso del Principio del Argumento se da cuando -y es una curva de Jordan
(curva cerrada simple, es decir sin mas autointersecciones que los extremos final e inicial). Los
puntos tales que el indice de v no es nulo, son los puntos del interior a 7 (de la regién acotada de
C\ v*). El principio del argumento dice, en ese caso, lo siguiente:

Principio del argumento. La cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f, en el
interior a la curva de Jordan vy, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad, es igual
a (1/2m1) f,y f'(2)/f(2)dz y es igual a la cantidad de vueltas que da la curva f o~y alrededor del
origen.

En particular, si f es analitica en €2, no tiene polos y entonces el resultado anterior es la
cantidad de ceros de f en el interior de v, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad.

El nombre “Principio del Argumento” se justifica porque el iltimo miembro de la igualdad en
el teorema 15.2.1, el indice de la curva f o~ en en punto z = 0, es la cantidad de vueltas que
da esa curva cerrada alrededor del origen, es decir la variacién total continua del argumento de
f(v(t)) al variar ¢ en el intervalo [a, b].

Demostracién del teorema 15.2.1: Aplicaremos el teorema de los residuos (teorema 15.1.5)
a la funcién f'(z)/f(z). Las singularidades aisladas de esta funcién para las que el indice de v es
cero, no influyen en el calculo de la integral. Aquellas para las el indice de  es distinto de cero,
son los ceros z1,29...,2zy, de f y los polos wi,ws, ..., w, de f (que son los mismos polos que los
de f' ya que f’ es analitica donde es f).

o [ EE a2 Y esppeptn )+ 3 Respyptun)Ind ) (1)
Y j=1

J=1

Ahora calculemos el residuo de cada una de esas singularidades para la funcién f'(2)/f(2).
Si zj es un cero de orden k; para f, entonces por lo observado en la definicién 12.2.2, existe
una funcién analitica ¢g(z) en un entorno Dg(z;) tal que:

f(z)=(2— zj)kjg(z) Vz € Dr(zj), g(z;) #0

Derivando respecto de z:
F1(2) = kj(z = 2)" 7 g(2) + (2 = 2))M ¢ (2)

Luego, tomando el cociente:

P kg
O O

Como la funcién g es analitica en Dg(2;) y no se anula en z = z;, no se anula en un entorno
de z = z; y el cociente ¢'(z)/g(z) resulta ser una funcién analitica en un entorno de z;. Por lo
tanto la igualdad (2) dice que el desarrollo de Laurent de f’/f en un entorno pinchado de z; tiene
coeficiente a_1 = k;. Por la proposicién 15.1.3, se cumple:

Resf//f(zj) = kj (3)
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Si w; es un polo de orden h; para f, entonces por lo observado en la definicién 12.4.3, existe
una funcién analitica g(z) en un entorno Dgr(w;) tal que:

9(2) = (z = wj)" f(2) ¥z € Dr(wy), g(w;)#0

Derivando respecto de z:

Luego, tomando el cociente:
ACINN N 4 C)
= + (4)
9(z)  z—w;  f(2)
Como la funcién g es analitica en Dr(z;) y no se anula en z = wj, no se anula en un entorno de
z = wj y el cociente ¢'(z)/g(z) resulta ser una funcién analitica en un entorno de z;. Por lo tanto

la igualdad (4) dice que el desarrollo de Laurent de f’/f en un entorno pinchado de wj es:

ORI (C)
f(2) z—w;  g(2)
Entonces ese desarrollo de Laurent tiene coeficiente a_1 = —h;. Por la proposicién 15.1.3, se

cumple:
Sustituyendo (3) y (5) en (1) se deduce:

m

L [f),
9 ’Yf(z) dz—jz; Ind Zh Ind (w;)

Esta es la primera igualdad de la tesis que queriamos demostrar.
Ahora probemos la segunda igualdad de la tesis:

, f'(z)
A probar: 5 )

Sea 7 = ~(t), t € [a,b] una parametrizacién de la curva . Consideremos u(t) = f(y(t)), t € [a,b]
como parametrizacion de la curva f o ~.
Por definicién de integral, se tiene:

[5G = [F5em e

Por la regla de la cadena, si u(t) = f(v(¢)), entonces u(t) = f/'(v(t)) - 4(¢). Sustituyendo en (6) se

obtiene:
fz) [P
yﬂ@M_Luwﬁ @)

Por otra parte, por el teorema del indice, y por la definicién de integral a lo largo de una curva

u = u(t), se tiene:
1 b a(t)
Indy, 0-2771'2/ —du:/—dt 8
f ’Y( ) fo'yu " U(t) ( )

dz = Indg.(0)
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Reuniendo (7) y (8) se obtiene la igualdad

R G .
2m'/7 f(z) dz = Indser (0)

que es lo que queriamos demostrar. [

15.3. Teorema de Rouché.

El siguiente teorema de Rouché permite conocer el nimero de ceros y polos (contados con
su multiplicidad) de una funcién f dentro de una regién acotada, sabiendo cudl es el nimero
de ceros y polos en esa regién, de otra funcién conocida g. Por ejemplo g(z) = 10z* tiene en el
disco abierto D = {|z|] < 1} exactamente cuatro ceros y ningin polo (contado cada uno con su
multiplicidad). En efecto, no tiene ningiin polo porque 10z* es analitica. Tiene 4 ceros contados
con su multiplicidad, porque tiene el cero z = 0 € D con multiplicidad 4.

El teorema de Rouché afirma que cualquier otra funcién f = f(z) meromorfa y que cumpla
las hipétesis en relacién a g(z) = 10z%, en el borde de D (o sea en la circunferencia 0D =
{l]z] = 1}), tendra también exactamente 4 ceros y ningin polo en D. Por ejemplo, el polinomio
f(z) = (1+1)2% + 27+ 102* + 3i2% + 22 + 1 como se verd més adelante en el ejemplo 15.3.3.

Teorema 15.3.1. Teorema de Rouché. Sean f y g dos funciones meromorfas en 2. Sea v C 2
una curva de Jordan (cerrada simple) homotdpica a un punto en Q y que no pasa por los ceros ni
por los polos de f ni de g. Sea R la region acotada encerrada por .

Si
1f(z) +9(2)| <[f(2)|+ |9(2)] Vzer

entonces la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f en R (contados con su multipli-
cidad) es igual a la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de g en R (contados con su
multiplicidad).

Nota 15.3.2. Otro enunciado del teorema de Rouché. La desigualdad en la hipdtesis del
teorema de Rouché puede sustituirse por la siguiente:
Si se cumple

1f(z) —9(z)| < lg(z)| Vzer"

entonces, vale la tesis del teorema de Rouché.

En efecto, si vale | f(z)—g(2)| < g()| V2 € ", entonces | f(2)+—(g(2)| < |—g(=)|+]F(2)] y se
verifica la hipdtesis del teorema de Rouché para f y —g. Por lo tanto se verifica la tesis del teorema
de Rouché, ya que los ceros y polos de —g y g son los mismos con las mismas multiplicidades.

Demostracién del teorema 15.3.1:
Dividiendo la desigualdad de la hipétesis entre |g(z)| # 0, para z € v*, se obtiene:

161 ) < L
9(z) |9(2)]
Entonces, el cociente f(z)/g(z) no es un nimero real > 0, para ningin z € v*, ya que para todo
nimero real A > 0 se cumple |A+ 1| = A+ 1 = |\| + 1 y no la desigualdad de la hipdtesis.

+1
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Entonces la funcién

h(z) = Logjo 2 %

esta bien definida y es continua y derivable para todo z € v*, ya que el nimero complejo dentro
del logaritmo nunca es un real A > 0. Derivando h(z) se obtiene:

9(2) ['(R)9(z) = f(2)d'(2) _ f'(z) _d'(2)
f(2) (9(2))? fz)  g(z)

Por la regla de Barrow f7 h'(z)dz =0, ya que la curva v es cerrada. Luego, deducimos que
/ /
O:/h’(z)dz:/f(z)dz—/g(z)dz:o
y 5 f(2) ~ 9(2)

1 ! 1 !
—,/f(z)dz:—,/g(z)dz (1)
2mi J, f(2) 2mi J, g(2)
Aplicando el principio del argumento (ver teorema 15.2.1 y la nota 15.2.2), el primer miembro de
la igualdad (1) es igual a la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f en la regién R
(contados con su multiplicidad). Andlogamente, el segundo miembro de la igualdad (1) es igual a la

cantidad de ceros menos la cantidad de polos de g en la regién R (contados con su multiplicidad).
Por lo tanto, queda demostrada la tesis. [J

B (z) =

de donde

Ejemplo 15.3.3. Ejercicio sobre el teorema de Rouché.
Mostrar que el polinomio f(z) = (1 +4)z” + 27 + 102* + 3i2% + 22 + 1 tiene exactamente 4
raices (contadas con su multiplicidad) en el interior del circulo D = {|z] < 1}.

Sea g(z) = 10z%. Tiene en el disco abierto D = {|z| < 1} exactamente cuatro ceros y ningin
polo (contado cada uno con su multiplicidad).

Comparando f y g, para verificar que cumplen las hipdtesis del teorema de Rouché (ver teorema
15.3.1) y nota 15.3.2, en la circunferencia 0D = {|z| = 1}, se obtiene:

1£(2) —g(2)| = |(1+0)2° 4+ 2"+ 3022 + 22+ 1| < 2022+ |2|" + 3[2]2 +2|2| +1 <9 Vze€dD

Vz€edD:9=9z]" <10[z|* = |g(2)|

Luego:
Vze oD :|f(z) —g(2)] <lg(z)| (1)

Estas son las hipdtesis del teorema de Rouché, segin lo observado en la nota 15.3.2. Aplicando
ese teorema se deduce que el polinomio f(z) tiene, de sus 9 raices (contadas con multiplicidad)
exactamente 4 en el interior del circulo D.

Se observa que la hipétesis de la curva 9D no pasa por los ceros ni por los polos de f ni de
g se verifica inmediatamente. Por un lado f y g no tienen polos porque son polinomios. Por otro
lado el tnico cero de g es z = 0 (con orden 4) que no estd en 9D. Ademds, por (1), f(z) # 0 para
todo z € 9D, pues de lo contrario quedaria |g(z)| < |g(2)| lo que es absurdo. O
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15.4. Ejemplos.

Ademas de los ejemplos en esta subseccién, se dan ejemplos en la seccién 16.

15.4.1. Ejemplo del teorema de los residuos. Calcular

/ e
- (1 + 22)2

a lo largo de la curva v = [~ R, R] + Si donde Sg : z = Re', 0 <t < m, R constante real mayor
que 1.

Los polos de la funcién f(z) en el integrando son z = i doble, y z = —i doble. La curva g da
una vuelta en sentido antihorario alrededor del polo z = ¢ y ninguna vuelta alrededor de z = —i.

Por lo tanto
Ind,,(i) =1, Ind,,(—i)=0

Aplicando el teorema de los residuos (ver teorema 15.1.5), resulta:

ze'* . :
/y m dZ = 2mi RGSf (l)
R

Calculemos el residuo Resy(i) aplicando la proposicion 15.1.4:

F6) = o 909 = (=P = i Ress() = g0

e? (24 1) +ize" (2 + )% — 2(2 + i) 2e"
(Z + i)4 z=t

e (1 +iz)(z +1) — 22)

Resy (i) = CENE By
. e 1(—2i e~ !
Res¢(i) = (2(T3) =1

Luego el valor de la integral es:

%1 . ,—1
/ ze o dz= iTe 0
R (1+ 22) 2
15.4.2. Ejemplo de aplicacién de la teoria de los residuos al calculo de una integral

impropia: Calcular
T rsenx i R rsenz
————dxr= lim ———dx
0 (]. +$2)2 R—+o00 0 (1 +$2)2

Hay que calcular el limite cuando R — 400 de la integral

R
T Senx
p= | 28T 1
& /0(1+x2)2dm W)
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Consideremos la funcién meromorfa en el plano complejo:

f(z) =

Ze’LZ

(14 22)2
y la integral

ueiu et
fzdz:/ 7du+/ T (@
/[—R,R] (2) —ro (1 +u?)? o4r) (1+22)? 2)

Haciendo el cambio de variable u = —x se obtiene:

0 in 0 —iT R —ix
ue —XTe xre
/—R (1 +u?)? ! /R (1+22)? (~de) /0 (1+22)? !

Luego, sustituyendo en (2) se deduce:

R pe—ix B et B yrsenx
/[_R’R]f(z)dz /0 e d:c—l—/o 11222 dz Z/O 11227 dx

Concluimos, de la dltima igualdad y de (1), que
/ f(z)dz=2iIp  (3)
[7R7R]

Si cerramos el segmento [~ R, R] con un arco de circunferencia Sp : z = Re®, 0 <t < m,
llamando yg = [ R, R] + Sk se obtiene:

[ @ [ pende= [ red @
[-R.R] Sk YR

Usando la teoria de los residuos hemos calculado en el ejemplo 15.4.1 la siguiente integral, para

R>1: . 1
ze'? ime”
——sdz=—— (5
[ o
Reuniendo (3), (4) y (5) se obtiene:
et 1
I = - — f(z)dz YVR>1 (6)
4 21 Sk

Aplicando ahora el lema de Jordan (ver dltima parte del lema 11.5.3), a la funcién g(z) =
z/(1+ 22)%, se cumple:

_ < L iz : ? _
flz) = 1522 e'”, donde ZILIEO 0322 0
12
= lm [ S da=0

R—+o00 Sg (1 + 22)2

Luego, de (6) se deduce:

me~1

Ii Ir =
R—1>I—Eoo R 4

+o00 -1
/ msen;:2 de — e -

Por lo tanto:




