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17. Sintesis de la tercera parte.

17.1. Ceros y singularidades aisladas.
Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 12.

Definicion 17.1.1. Ceros de una funcién analitica.
Un cero de la funcién analitica f € H(£2) es un punto a € Q tal que f(a) = 0.

Por el teorema de prolongacién analitica, si f no es idénticamente nula en la componente
conexa de {2 que contiene a a, entonces el cero a es aislado. (Ver corolario 5.2.2.)

Definicion 17.1.2. Orden o multiplicidad de un cero.
Sea a un cero de la funcién analitica f no idénticamente nula en la region €2. Se llama multi-
plicidad u orden de a al tinico entero k > 1 tal que:

f(2) = (2= a)*y(2)

donde ¢(z) es una funcién analitica en un disco Dg(a) con R > 0, tal que

g(a) #0
En resumen, el orden £ > 1, o multiplicidad del cero a, es igual a:

» El tinico entero k > 1 tal que: f(z) = (z — a)*g(z), donde g(z) es una funcién analitica en
un disco Dg(a) con R > 0, tal que g(a) # 0. (Por definicién.)

» El lugar del primer coeficiente ay # 0 del desarrollo en potencias de f centrado en a. (Por
(1).)

= El dnico entero k tal que

lim (zf_(%)k eC\{0} (Por (2).)

» El primer natural para el cual la derivada k—ésima de f(z) en z = a no es cero. (Por (3).)

En particular, si a es un cero de f entonces f’(a) # 0 si y solo si el orden o multiplicidad de a es
k=1

Definicion 17.1.3. Ceros simples y multiples.
Un cero aislado se llama simple si tiene orden o multiplicidad igual a 1, y se llama multiple
(doble, triple, etc) si tiene orden o multiplicidad > 2 (2, 3, etc. respectivamente).

Definiciéon 17.1.4. Singularidad aislada. Un punto a € C se dice que es una singularidad
aislada de f si f € H(D%(a)) para algin entorno pinchado D7},(a) de a con radio R > 0.

El punto co del plano complejo compactificado se dice que es una singularidad aislada de f si
fe H(DT/R(OO)) para algtiin entorno pinchado DI/R(OO) con radio 1/R > 0.

Definiciéon 17.1.5. Clasificacién de las singularidades aisladas.
Dada una singularidad aislada a € C de f, se define:
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» a es singularidad evitable de f silim,_,, f(z) € C.
» a es un polo de f silim,_,, f(2) = oc.
» a es una singularidad esencial de f si no existe lfm, ., f(z) en C.

Dado oo singularidad aislada de f se define:

» 00 es singularidad evitable de f silim, . f(z) € C.
» 00 es un polo de f silim, o f(2) = oco.

» o0 es una singularidad esencial de f si no existe lim,_. f(z) en C.

Teorema 17.1.6. Caracterizacion de las singularidades evitables.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es singularidad evitable de f.
ii) f(2) es acotada en D}(a) para algin R > 0.
iii) lim,—q(z —a)f(z) = 0.
iv) f admite una extension holomorfa a Dgr(a) para algin R > 0

b) Sea 0o una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) oo es singularidad evitable de f.

ii) f(2) es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.
i) lim, . f(2)/2=0.

Teorema 17.1.7. Caracterizacién de los polos complejos.
Sea a € C una singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) a es un polo de f.

ii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z — a)*f(z) admite una extension holomorfa a
Dg(a) para algin R > 0. En consecuencia a es una singularidad evitable de (z — a)* f(z).

iii) Para un primer natural k > 1 la funcion (z—a)* f(z) es acotada en D(a) para algin R > 0.

iv) Para un primer natural k > 1 existe

lim (z — a)* f(z) & {0, 00}
En consecuencia
0<n<k = lim(z—a)"f(z) =0

zZ—a

n>k = lim(z—a)"f(z) =0
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v) La funcion 1/ f(z) tiene una extension analitica en un entorno de z = a, y z = a es un cero
de orden k > 1 de la extension analitica de 1/f.

Teorema 17.1.8. Caracterizacién de polo en oo.
Sea oo singularidad aislada de f. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) oo es un polo de f.
ii) Para un primer natural k > 1 la funcién f(z2)/2* es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0.

iii) Para un primer natural k > 1 existe

ltm 1)

Z—00 zk

¢ {0,00}

En consecuencia

0<n<k = h’ij):oo

Z2—00 2

Definicion 17.1.9. Orden de un polo.
a) En virtud del teorema 12.4.1, el orden o multiplicidad £ > 1 de un polo a € C de f es:

= El primer natural & > 1 tal que la funcién (2 — a)¥f(2) es acotada en D%(a) para algiin
R>0.

» El orden o multiplicidad de a como cero de la funcién analitica que extiende a 1/f a un
entorno de a.

= El primer k£ > 1 tal que la funcién (z — a)* f(2) admite una extensién holomorfa a Dg(a).

» El tinico ntimero entero k tal que lim, ., (z — a)* f(z) ¢ {0, 00}.
En consecuencia: 0 <n <k = lim, (2 —a)"f(2) = oo;
n>k = lim, .,(z—a)"f(z) =0.
b) En virtud del teorema 12.4.2, el orden o multiplicidad k£ > 1 del polo co de f es

» El primer natural k£ > 1 tal que la funcién f(z)/z* es acotada en DT/R(OO) para algin R > 0
(por definicién)

= El Unico entero k tal que lim,_ fz(,f) Z {0, 00}.
En consecuencia 0 <n <k = lim, . fz(f) = o0; n>k = lim, . % =0.

» El orden de z = 0 como polo de la funcién f(1/z).

Definicion 17.1.10. Polos simples y multiples.
Un polo se llama simple si tiene orden 1, y se llama multiple (doble, triple, etc) si tiene orden
> 2 (2, 3, etc. respectivamente).
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Observacién: Si f € H(2) donde € es una regién, no es idénticamente nula, entonces un
cero de orden k de f es un polo de orden k de la funcién 1/f(z) y reciprocamente.

Proposicion 17.1.11. Caracterizacién de las singularidades esenciales.
a) Sea a € C una singularidad aislada de f. Sea Dy(a) el disco pinchado de radio R > 0
donde f es holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) a es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) es acotada en D¥(a).
iii) Para ningin natural k > 0 la funcion (z — a)* f(2) admite extension holomorfa a Dg(a).

iv) Para ningin natural k > 0 eziste lim,_4(z — a)* f(2) en C.

b) Sea co singularidad aislada de f. Sea DT/R(OO) el entorno pinchado de oo donde f es
holomorfa. Entonces son equivalentes:

i) oo es una singularidad esencial de f.
ii) Para ningin natural k > 0 la funcién f(z)/z* es acotada en D(a).

iii) Para ningin natural k > 0 existe lim, .o f(2)/2* en C.

Teorema 17.1.12. Teorema de Weierstrass-Casorati.

Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a) un disco pinchado de a donde f es
holomorfa.

El conjunto imagen f(D*(a)) es denso en C, es decir todo punto w € C es el limite de alguna
sucesion de puntos wy, € f(D*(a)). Precisamente:

Vwe C existe z, € D*(a) talque lim f(z,) =w (1)

n—-4oo

Nota: Es valida una versién mas fuerte del teorema anterior, llamado Teorema de Picard,
cuyo enunciado es el siguiente:

Teorema 17.1.13. Teorema de Picard. Sea a € C una singularidad esencial de f y sea D*(a)
un disco pinchado de a donde f es holomorfa. Entonces el conjunto imagen f(D*(a)) es todo el
conjunto C excepto a lo sumo un punto.

17.2. Series de Laurent.

Los detalles y demotraciones de esta parte se encuentran en la seccién 13.

Teorema 17.2.1. Construccion del desarrollo en serie de Laurent de una funciéon
analitica en una corona.
Sea f una funcidn analitica en la corona

D(zp,R1,R2) ={2€C: Ry <|z— 20| < Ra}
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Entonces existe una serie (llamada serie de Laurent) tal que
o0 oo
F2)=> a_n(z—20)""+ Y an(z—2)" ¥z € D(20,R1,Rs) (1)
n=1 n=0

(Esta notacién indica que la serie de Laurent en (1) es convergente puntualmente para todo
z € D(zp, R1, R2) y su suma coincide con f(z)).

Ademdas

a) La serie de Laurent que cumple (1) es unica y sus coeficientes son:

an = L /W(f(ﬂ VneZ

- 2mi z — z9)" L

cualquiera sea la curva cerrada v C D(z, Ri, R2) tal que Ind,(z) = 1.
b) La serie de Laurent que cumple (1) converge uniformemente y absolutamente en cualquier
compacto K C D(zy, R1, R2).

Nota 17.2.2. Corona de convergencia de una serie de Laurent.
Dada una serie de Laurent, la mayor corona

D(Zo,Rl,RQ) = {Z cC: R < |Z‘ < RQ}

posible donde converge puntualmente (corona de convergencia), que coincide con el mayor abierto
posible donde converge puntualmente la serie, se obtiene mediante la siguiente formula:

1
Ry = — , Ri=lim sup Vla—n| (2)
limsup,, | o V/|an] n—-+00
Obsérvese que los entornos pinchados de las singularidades aisladas son coronas donde la
funcién es holomorfa, por lo tanto se cumplen las hipétesis del teorema anterior.

Corolario 17.2.3. Serie de Laurent en las singularidades aisladas.

a) Sea a € C una singularidad aislada de f y sea Dj(a) un entorno pinchado de a donde f
es holomorfa.

Entonces existe una serie de Laurent tal que:

f2)=) anlz—a)"+> anz—a)® VzeDp(a) (1)
n=0

n=1

Ademas la serie de Laurent que cumple (1) es inica, converge uniformemente y absolutamente
en cualquier compacto K C Dy (a); y sus coeficientes verifican:

1 f(z)

=— [ ——F—dz VneZ
2mi /., (z — a)nt? =

n

cualquiera sea la curva cerrada v C Dj,(a) tal que Ind,(a) = 1.

b) Sea 0o una singularidad aislada de f y sea DT/R(OO) un entorno de oo donde f es holomorfa.
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FEntonces existe una serie de Laurent tal que:
o0 o
f2)=> a 2"+ anz" VzeDi (o) (2)
n=1 n=0

Ademds la serie de Laurent que cumple (2) es inica, converge uniformemente y absolutamente
en cualquier compacto K C DT/R(OO),' y sus coeficientes verifican

_ b

an - .
211

/f(z)z"1 dz Vn eZ
g

cualquiera sea la curva cerrada vy C DT/R(OO) tal que Ind,(0) = 1.

Teorema 17.2.4. -

Clasificacion de singularidades aisladas segtiin su desarrollo de Laurent.

Sea a € C una singularidad aislada de f. Sean a,, n € 7 los coeficientes de la serie de
Laurent centrada en a.

Entonces:

i) a es una singularidad evitable si y solo si a_, =0 Vn > 1.

ii) a es un polo de orden k > 1siysolosia_p #0ya_,=0 Vn>k.

iii) a es una singularidad esencial si y solo si la sucesién a_,, para n > 1, tiene infinitos
términos no nulos.

17.2.5. Calculo de los coeficientes del desarrollo de Laurent mediante derivacion.
Las férmulas del corolario anterior dan férmulas integrales para calcular los coeficientes del
desarrollo de Laurent en cualquier singularidad aislada, en particular para las evitables y los polos.
Pero cuando la singularidad no es esencial, podemos dar también férmulas con derivadas, para
calcular los coeficientes del desarrollo de Laurent.
Si la singularidad a es evitable, y si seguimos llamando f a la extension analitica de f al disco
de centro a, entonces el desarrollo de Laurent de f centrado en z = a es el desarrollo en serie de
potencias de z — a. Luego:

(n)
a € C evitable = a, = / n'(a) Vn>0

Si la singularidad a es un polo de orden k, podemos hacer lo mismo con la extension analitica
de (z — a)*f(2). Seguimos llamando con el mismo nombre (z — a)¥f(z) a la funcién extendida.
El coeficiente a,, del desarrollo de Laurent de f es el coeficiente b, del desarrollo de Taylor de
(z —a)*f(2). Se deduce:

VYn> -k

1 dntk
a € C polo de orden k = a, = (n+ B! <dz”+"7 (z — a)kf(z)>

zZ=a

donde d™/dz"™ indica derivada m—ésima respecto de z.
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17.3. Teoremas de aproximacion en compactos.

Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 14.

Definicion 17.3.1. Funciones meromorfas. Una funcién f se dice que es meromorfa en el
abierto 0 y se denota f € M(Q) si f es analitica en € excepto a lo sumo en una cantidad de
puntos que sean todos singularidades aisladas evitables o polos.

Teorema 17.3.2. Caracterizacion de polinomios y funciones racionales.

a) Una funcion entera (analitica en el plano complejo) que tenga en infinito un polo o una
singularidad evitable, es un polinomio y reciprocamente.

b) Una funcién meromorfa en el plano complejo que tenga en infinito un polo o una singula-
ridad evitable, es una funcion racional y reciprocamente.

Teorema 17.3.3. Teorema pequeno de Picard.
Toda funcidn entera (analitica en todo el plano complejo) no constante tiene como recorrido
todo el plano complejo excepto a lo sumo un punto.

17.3.4. Ejemplos.
La funcién e® recorre todo el plano complejo excepto el 0.
Los polinomios P(z) de grado k > 1 recorren todo el plano complejo-

Definiciéon 17.3.5. Convergencia uniforme en compactos.

Decimos que una sucesién f,, de funciones complejas definidas en el abierto 2 C C se aproxima
en compactos (o converge uniformemente en compactos de ) a una funcion f : Q — C, si para
todo compacto K C Q y para todo € > 0 existe un N (que puede depender del compacto K y del
numero € dados, pero que no depende de z) tal que

n>N = |f(z) — fa(z)|<e Vze K

Definicion 17.3.6. Aproximacion por funciones racionales.

Decimos que una funcién compleja f definida en el abierto €2 se aprozima en compactos de
Q por funciones racionales cuando existe una sucesién de funciones racionales f, definidas en €2
(por lo tanto sus polos no estdan en 2) que se aproxima en compactos (o converge uniformemente
en compactos de Q) a f.

Teorema 17.3.7. Aproximacion de funciones meromorfas por funciones racionales.

a) Si f es entera entonces f se aproxima en compactos de C por polinomios.

b) Sea f una funcion meromorfa en C. Sea S el abierto que se obtiene de C retirando todos
los polos de f.

Si f tiene en oo una singularidad aislada entonces f se aprorima en compactos de €0 por
funciones racionales.

En el espacio funcional denotado como C,,(f2), formado por todas las funciones analiticas en
el abierto €, se define como topologia, es decir la forma de aproximar funciones, aquella dada por
la convergencia uniforme en compactos de §2.
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Teorema 17.3.8. Topologia C,, en el espacio de las funciones analiticas.

Sea Q@ C C un abierto no vacio y sea una sucesion de funciones analiticas f, € H(S) que
converge uniformemente en compactos de § a una funcion f.

Entonces:

a) feH()

b) La sucesion de derivadas f], converge uniformemente en compactos de Q a la derivada f’.

c) La sucesion de derivadas k-ésimas f,sk) converge uniformemente en compactos de £ a la
derivada k—ésima f*).

Definiciéon 17.3.9. Familia normal.

Sea 2 C C un abierto no vacio y sea una sucesién de funciones analiticas f, € H(), n > 1.
La sucesion f;, se llama familia normal si para cada compacto K C € existe una constante M > 0
(que puede depender del compacto K pero que es independiente de n y de z), tal que:

Ifn(2)] <M Vn>1, Vze K

Esta propiedad se llama equi-acotacion en compactos.
Dicho de otra manera: una familia es normal si es equi-acotada en compactos.

Propiedades de las familias normales:
Si fn, € H(Q2) es una familia normal en Omega, entonces:

w f] también es una familia normal en Omega.

s f, es una familia equicontinua en compactos de Omega.

Se dice que f, es equicontinua en compactos, si para todo compacto K C 2 y para todo
e > 0, existe 0 (independiente de n y de zg) tal que

20€K, |z—2] <6 = |fu(2) = fulz0)] <€ Vn>1

Teorema 17.3.10. Teorema de Montel.
Si la sucesion de funciones analiticas f, € H(Q)) es una familia normal, entonces tiene alguna
subsucesion que es uniformemente convergente en compactos de ).

17.4. Teoria de los residuos.
Los detalles y demostraciones de esta parte se encuentran en la seccién 15.

Definicion 17.4.1. Residuo de una funcién en una singularidad aislada.
Dada una funcién f que tiene en a € C una singularidad aislada, se llama residuo de f en a,
y se denota como Res¢(a) al siguiente niimero complejo:

Res¢(a) = %[yf(z) dz

donde v es cualquier curva cerrada contenida en el entorno pinchado D¥,(a) donde f es holomorfa,
y tal que da una sola vuelta en sentido antihorario alrededor de a. Por ejemplo suele tomarse
v =090D,(a), donde 0 < r < R.
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Nota: Se observa que el residuo, definido arriba, no depende de la eleccion de la curva ~.

El residuo de una funcién en una singularidad aislada se puede calcular de tres formas dife-
rentes:

= Con la férmula integral de la definicién anterior.

= Como el coeficiente a_1 del desarrollo en serie de Laurent de la funcién f centrado en z = a
(0 en 00).

= Con la féormula de derivacién de la siguiente proposicién 17.4.2, cuando la singularidad
aislada en un polo.

Nota: El residuo de un polo que no es simple, o de una singularidad esencial, puede ser cero.
Pero la de un polo simple es siempre diferente de cero, porque en ese caso el coeficiente a_1 del
desarrollo de Laurent es necesariamente no nulo.

Proposicién 17.4.2. Formula del residuo para un polo usando la derivada:
Si f tiene un polo a € C de orden k > 1 y g es la extensién analitica de (z — a)* f(z) en un
entorno Dr(a), entonces el residuo de f en a es:

Resf(a) =

En particular si a es un polo simple, £ = 1 y la férmula anterior se transforma en:

Resf(a) = g(a) = lim(z — a) f(z) # 0.

z—a

— lim (z—a) _ 1
Respla) = 1 177 = QR e 7

Teorema 17.4.3. Teorema de los residuos.

Si f es analitica en un abierto ) excepto a lo sumo en una cantidad finita de puntos z1, 22, ..., Zm
(estos puntos son singularidades aisladas de f) entonces para toda curva cerrada v C Q que no
pase por los puntos z1,22,...,2m, Y que sea homotdopica a un punto en ), se cumple:

1

21

/f(z) dz = ZReSf(zj) Ind,(z;).
Y j=1

(Por convencién la suma de la derecha es nula si m = 0.)

Nota: El teorema también es valido para una cantidad infinita de singularidades aisladas de
f en Q.

Teorema 17.4.4. Principio del argumento. Sea f meromorfa no idénticamente nula en el
abierto Q. Sea v C  una curva homotdpica a un punto en ) que no pasa por los ceros ni por los
polos de f.
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Sean z1, 22, ..., Zm los ceros de f contenidos en Q y tales que Ind,(z;) # 0. Sean ki, ka, ..., kn
sus respectivas multiplicidades. Sean wy,ws, ..., wy, los polos de f contenidos en 2 y tales que
Ind,(p;) # 0. Sean hi,ha, ..., h, sus respectivas multiplicidades.

Sea f o~ la curva que tiene parametrizacion z = f(y(t)), t € [a,b] donde z = ~(t), t € [a, D]
es una parametrizacion de -y.

FEntonces:

L[ f'(2) - Y
3 / B dz = Z kiInd,(zj) — Z hjInd,(w;j) = Indfo,(0)

v j=1 j=1
Nota 17.4.5. El principal uso del Principio del Argumento se da cuando  es una curva de Jordan
(curva cerrada simple, es decir sin més autointersecciones que los extremos final e inicial). Los
puntos tales que el indice de v no es nulo, son los puntos del interior a 7 (de la regién acotada de

C\ v*). El principio del argumento dice, en ese caso, lo siguiente:

Principio del argumento. La cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f, en el
interior a la curva de Jordan vy, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad, es igual
a (1/2m1) fv 1'(2)/f(2)dz y es igual a la cantidad de vueltas que da la curva f o~y alrededor del
oTigen.

En particular, si f es analitica en €2, no tiene polos y entonces el resultado anterior es la
cantidad de ceros de f en el interior de -y, contado cada uno tantas veces como su multiplicidad.

Teorema 17.4.6. Teorema de Rouché. Sean f y g dos funciones meromorfas en 2. Sea v C )
una curva de Jordan (cerrada simple) homotdpica a un punto en Q y que no pasa por los ceros ni

por los polos de f ni de g. Sea R la region acotada encerrada por .
Si

1f(2) +9(2)| < |f(2)[ +1g(2)] Vzer

entonces la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de f en R (contados con su multipli-
cidad) es igual a la cantidad de ceros menos la cantidad de polos de g en R (contados con su
multiplicidad).

Nota 17.4.7. Otro enunciado del teorema de Rouché. La desigualdad en la hipdtesis del
teorema de Rouché puede sustituirse por la siguiente:
Si se cumple

1f(2) —g(2)] <lg(2)] Vzer"

entonces, vale la tesis del teorema de Rouché.



