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5. Funciones analiticas y teoria del indice.

5.1. Definicion y derivabilidad infinita de las funciones analiticas.

Sea ) un abierto no vacio del plano complejo.

Definicién 5.1.1. f: Q — C se dice analitica en el punto zy € Q si existe un disco Dg(zp), con
R > 0 tal que:

Para todo z € Dr(z0) N :  f(z) = Zan(z —20)"
n=0

3 donde la serie de la derecha es convergente puntualmente para todo z fijo en Dg(zp).
La serie Y 2 yan(z — 20)™ Vz € Dg(20) se llama desarrollo en serie de potencias centrado
en 2 de la funcién f(z).

Definicion 5.1.2. f: Q — C se dice analitica en ) si es analitica en zg para todo zg € Q.

Nota 5.1.3. En 6.3.5 probaremos que si f es analitica en zg € ) entonces también es analitica
en todo los puntos del disco Dr(zp) de la definicién 5.1.1.

Nota 5.1.4. De las definiciones anteriores, y de las propiedades de que la suma de series con-

vergentes es la serie convergente de la sumas, y el producto de una serie convergente por una

constante k es la serie convergente del producto de cada término por k, se deduce lo siguiente:
Si f y g son analiticas en  entonces f + g y kf también lo son.

Nota 5.1.5. En 8.2.5 probaremos lo siguiente:

Si f es analitica en 2o y si Dgr(20) es un disco como en la definicién 5.1.1, entonces:

a) Si Dg(zp) no estd contenido en €, entonces se puede extender f analiticamente a € =
QU Dpg(zp) como la suma de la serie Y 2 an(z — 20)" Vz € Dg(z0).

b) Si Dg(z0) estd contenido en el radio R puede elegirse por lo menos igual a la distancia
de zg al complemento de 2.

Teorema 5.1.6. Derivabilidad infinita de las funciones analiticas.

Convergencia uniforme y absoluta en compactos de las series de potencias.

Relacion entre coeficientes del desarrollo y derivadas de la funcién.

Sea f analitica en zg.

Denotamos >_°0 jan(z — 20)" = f(2) Vz € Dg(2) donde R >0 *

Se cumple:

a) f € H(Dr(20)), [ es analitica en zo, y f'(2) = > ooy nan(z — 20)""1 V2 € Dg(z0).

b) Ezisten en Dg(z) derivadas f*)(z) (respecto de z) de orden k, para todo natural k > 1.
Es decir, para todo k > 0, la derivada k-ésima f(k) es holomorfa en Dr(zp).

c) [ es C*® en Dg(z).

3Por convencién z° = 1 para todo z, atin abusando de la notacién, cuando z = 0.

“La notacién 3°°° jan(z — 20)" = f(z) Vz € Dg(z0) resume dos afirmaciones. La primera es que la serie de
potencias converge para todo z € Dg(z0), aunque z no esté contenido en el conjunto © donde la funcién dada f
estaba definida.

La segunda es que a la suma de la serie de potencias se la llama f(z) para todo z € Dg(20), aunque z no
esté contenido en 2, y coincide con el valor de la funcién dada si z € Dr(z0) N Q.
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d) Se verifica la siguiente relacion entre los coeficientes del desarrollo en serie de f centrado
en zg € Q y la derivada n- ésima de f en zy:

F()

n!

ao = f(20), a1 :f/(ZO), Ay = Vn >0
e) Para todo conjunto compacto K tal que K C Dpg(z0) la serie ZZOZO an(z — 20)" = f(2)
converge uniformemente y absolutamente en K.

Demostracion:

Prueba de e): Sea a = méx,cx |z — 2o|. Siendo K compacto este maximo existe, se alcanza
en algtin(os) punto(s) que llamo z; € K C Dg(zp). Entonces 0 < a = |21 — 29| < R. Elijamos un
nimero real r tal que 0 < a < r < R. Se tiene

0§g<1, O0<r<R (1)
T

Por hipétesis la serie f(z) = > 02 jan(z — 20)" converge para todo z € Dpg(zp), en particular
converge para z = r + 0i, es decir > ; a,r" converge. Luego lim, .. a,r" = 0, de donde, para
alguna constante k se cumple

0<laplr" <k VYn=>0, (2)

Acotemos ahora el término general de la serie de potencias centrada en zg para todo z € K:

T

lan(z — 20)"| = |an|r™ <|(Z_ZO)|> <k (g)n = A, independiente den Vze K
T

Ademss la serie

o0
E A, es convergente
n=0

porque es una serie geométrica de razén a/r y por (1) esta razén es no negativa y menor que 1.

Aplicando ahora el criterio de la mayorante de Weierstrass, se deduce que la serie de potencias
Yoo an(z — z0)™ converge uniformemente y absolutamente en K, y queda demostrada la parte
e).

Nota: Observamos ademas que aplicando el teorema de convergencia uniforme y continuidad,
f es continua en K para todo compacto K C Dg(zp), en particular para K = {z} siendo z €
Dpg(20). Se deduce que f es continua en Dg(z).

Prueba de a): Consideremos la serie formal (no sabemos atn si es convergente) que tiene
como término general la derivada de a,(z — z0)". Es decir:

o
Z nan(z — 29)" !
n=1

Afirmacién i). Para todo conjunto compacto K C Dpg(zp) la serie formal de las derivadas
converge uniformemente en K.
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Prueba de la afirmacién i): Usamos la misma notacién que en la demostracién de la parte e),
hasta la igualdad (2) incluida. Acotemos el término general de la serie formal de las derivadas:

T T T T

_ ap|r™ —z20)\"" n fa\"— : .
noty _lanlr™ (2 =20 \"T _k n-l
|nan(z —20)" " | =n < — (—) = B,, independiente den Vze K

Ademaés la serie

[e.e]
E B, es convergente

porque lim, o Bpt1/Bp = limy,oo((n + 1)/n) - (a/7) = a/r < 1y por (1) este cociente es no
negativo y menor que 1.

Aplicando ahora el criterio de la mayorante de Weierstrass, se deduce que la serie de potencias
>0 o nan(z — 20)" ! converge uniformemente en K y queda demostrada la afirmacién i).

De la afirmacién i), se deduce que Y o, na,(z — 29)" ! converge puntualmente para todo
z € Dg(29), porque para cada z fijo en Dg(zg) el conjunto {z} es compacto contenido en Dg(z).
Llamemos g(z) a la suma de la serie de las derivadas. Es decir:

o0

YV z € Dg(20), Znan z—20)" ! = Z(n+1)an+1(z—zo)”
n=0

Por definicién de analiticidad en un punto, la afirmacién anterior dice que
g es analiticaen z9, ¢(z0) =a1 (3)

Afirmacion ii) f es derivable y f'(z) = g(z) para todo z € Dg(zp).

Prueba de la afirmacién ii):

Consideremos un punto cualquiera z; € Dr(zp) y una curva cualquiera contenida en Dg(2)
y que una zg con z1. Por el teorema de convergencia uniforme e integracién se obtiene:

Z/nanz—zo)" 1dz-/2nanz—zo)” Ldz

Observamos que la integral a la izquierda se puede calcular explicitamente aplicando la regla de
Barrow porque (z — 29)" ! tiene primitiva en C que es (z — 29)"/n. Por otro lado la serie a la
derecha es convergente a g(z). Se deduce:

an(z1 — 20)" = (z)dz
nz::l 1720 /9

v

Por hipétesis la suma de la izquierda es f(z1) — ag = f(z1) — f(20). Concluimos que
£r) = 1e0) = [ 9(a) d:
gl

para todo punto z; € Dg(z0) y para toda curva v C Dpr(zp) que una zp con zj. Por el teorema
fundamental del calculo (parte a) del teorema 4.2.9 usando Dg(zp) en el lugar de ), se deduce
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que f es un primitiva de g en Dg(zg) Es decir, existe f'(z) y f/(z) = g(2) para todo z € Dg(2p).
Queda probada la afirmacién ii).

De la afirmacién ii) y de (3) deducimos que f es derivable en Dg(zp), y que su derivada f' =g
es analitica en zp. Queda probada la parte a).
Observamos que ademas hemos demostrado lo siguiente:

f(z)= Zan(z —2)" Vz€ Dg(z) = f(z Znan (z—20)"' Vz € Dr(z1) (4)
n=0 n=1

Parte b) Por induccién completa: si f(*~1) es holomorfa en Dgr(zp) y f*) es analitica en
2o entonces, por lo demostrado en la parte a), aplicado a f (%) en vez de a f se deduce que f (k)
es holomorfa en Dg(zp) y f**Y es analitica en zy. Por lo tanto para todo n > 0 la derivada n-
ésima de f es analitica en zg y holomorfa en Dg(zp). Queda probada la parte b).

Parte c¢) La derivada primera f’ tiene partes real e imaginaria que son las derivadas parciales
de u y v respecto de x e y (Las cuatro derivadas parciales aparecen ya sean como parte real o
imaginaria de f’. ) Por la parte b) f’ es holomorfa, luego es continua, de donde sus partes real e
imaginaria son continuas; luego las derivadas parciales de u y v son continuas, y por definicién f
es C'. El mismo razonamiento puede aplicarse partiendo de la derivada k — 1-ésima de f en vez
de f, para deducir que las derivadas parciales k- ésimas de u y v son continuas para cualquier
k > 1. Entonces por definiciéon f es C*°.

Parte d) De (4) se deduce que f(29) =ag y f'(20) = a1. Ademads se deduce, aplicando (4) a
f'en vez de a f, que

o0

Vz € Dg(20), Z (n — D)an(z — 29)" 2

Luego f”(z9) = 2as. Por induccién completa se obtiene para todo k > 1:

[e.o]

¥z € Dr(z0), fP(2) =) (nﬁ'k‘)' an(z = 20)"F (5)

n=k

En efecto, basta suponer que la igualdad anterior es cierta para algiin valor de k£ y demostrarla
para el siguiente k 4 1 usando la afirmacién (4) aplicada a f*) en vez de a f.
Sustituyendo en (5) z = zp se obtiene f)(2y) = k! ax, y queda probada la parte d). [

Nota 5.1.7. Radio de convergencia y férmula de la raiz n-ésima.

Usando el criterio de la raiz para la convergencia de series de términos positivos, aplicado la
serie > 0% an ||z — 20", se deduce que esta converge para |z —zp| = r sir < 1/(limsup,,_,o, ¥/|an|)
y no converge si r > 1/(limsup,,_. ¥/]an|).

Se deduce que el maximo R tal que la serie > 7 jan(z — 29)" converge absolutamente para
todo z € Dp(z) es R = 1/(limsup,,_... /]an]).

Por la parte e) del teorema 5.1.6 la serie ) > jan(z — 20)" converge para cierto z € Dg(2) si
y solo si converge absolutamente para ese z € Dr(zp). Luego, obtenemos el siguiente resultado:
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El méximo R tal que la serie de potencias

oo
Z an(z — zp)" converge Yz € Dg(20)
n=0

es

R = 1/(limsup {/|an]|)

n—oo

Este R se llama radio de convergencia de la serie de potencias, y al disco abierto Dg(zp) se lo
denomina disco de convergencia de la serie de potencias.
(Por convencidn, si limsup,,_,., /|an| = 0 se dice que R = 400 y Dg(z9) = C).

5.2. Principio de prolongacion analitica.

Teorema 5.2.1. Sea f analitica en €2, donde € es abierto conexo. Son equivalentes las siguientes
afirmaciones:

a) f(z) =0 Vze.

b) Para algin zy € Q, se cumple f*)(2) =0 Vk > 0.

c) Eziste una sucesion de puntos z, € Q que converge z, — zy € €, tal que para todo
n>1, zn# 20y f(zn) =0.

Nota: La afirmacién c¢) se expresa también diciendo que: FEziste un punto de acumulacion
zo € Q) del conjunto donde se anula f.

Demostracién: Probaremos que a) = b) =c¢) = a).

Prueba de a) = b) Basta tomar cualquier punto zy ya que si la funcién es idénticamente
nula, todas sus derivadas son idénticamente nulas.

Prueba de b) = c¢) Sea el desarrollo en serie de potencias de f centrado en zg en el disco
Dpr(zp) con R > 0 donde la serie es convergente:

f(z) =Y aj(z—2) VzeDgp(z) (1)
=0

Por el teorema 5.1.6 a; = fU)(z)/j! . Luego, por hipétesis (afirmacién b) a; = 0 Vj > 0y
obtenemos de (1) que

f(Z) =0Vze DR(Z())

Tomando cualquier sucesién z,, — 2 con z, # zp en Dg(2g), por ejemplo z, = 2o+ R/(2n) Vn >
1, se verifica f(z,) =0 Vn > 1, ya que z, € Dg(29). Entonces se verifica la afirmacién c¢) como
queriamos probar.

Prueba de ¢c) = a) Sea Z el conjunto de los puntos donde se anula f.

Sea F el conjunto de los puntos de acumulacién de Z en €2, es decir F es el conjunto de todos
los puntos zp € €2 tales que existe una sucesiéon que cumple z, — 20, zn # 20, f(zn) =0.

Si zg € E entonces f(zg) = lim f(z,) = 0, porque f es continua, y porque f(z,) = 0Vn > 1.
Se deduce que E C Z.

Sea H=Q\ E. Como E C Z, se deduce que H contiene todos los puntos de 2 donde f no se
anula.
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Basta probar que E y H son abiertos, pues como ) es conexo, uno de los dos, o bien E o bien
H serd vacio. Como por hipétesis (afirmacion c¢) E no es vacio, se deduce que H lo es. Luego, es
vacio el conjunto de puntos donde f no se anula, y se concluye que f(z) =0 Vz € Q, y es cierta
la afirmacién a) como se queria probar.

Prueba de que H es abierto: Los puntos de H se clasifican en dos tipos: aquellos puntos zg
tales que f(zp) # 0, y aquellos puntos zg tales que f(zp) = 0 pero zp no es punto de acumulacién
de Z.

Para probar que H es abierto hay que probar que dado cualquier zg € H existe un entorno de
2o contenido en H.

Primer caso) zp € H, f(z0) # 0. Como f es continua, existe un entorno de zy donde f no se
anula. Entonces ese entorno esta contenido en H, como queriamos probar.

Segundo caso) zyp € H, f(z9) = 0 pero zp no es punto de acumulacién de Z.

Afirmacién 1. En las hipétesis del segundo caso, existe Dr(zp) tal que z € Dg(z), z #
20 = f(z) #0.

Para probar que H es abierto, basta probar la afirmacién anterior, pues ella implica que existe
D R(ZO) C H.

Prueba de la afirmacién 1.: Por absurdo, supongamos que para todo Dpg(zp) existe z €
Dr(z0), 2 # 20, f(2) = 0 entonces en particular para R = 1/n existe 2, € Dy/,(20), 2n #
20, f(zn) = 0. Como |z, — 2zp| < 1/n se cumple z, — zp. Luego zp es punto de acumulacién de Z,
contradiciendo la hipdtesis de la afirmacion 1.

Hemos terminado de probar que H es abierto.

Prueba de que F es abierto: Sea el desarrollo en serie de potencias de f centrado en z:

f(z) = Z aj(z — 2)’ Vz€ Dp(z) (1)

Jj=0

Afirmacién 2. Sizp € E entonces los coeficientes del desarrollo (1) cumplen: a; =0 Vj > 0.
Prueba: Supongamos por absurdo que no todos los a; son nulos. Sea aj, el primer coeficiente
no nulo. Tenemos

ag 75 0
Por (1), dividiendo entre (z — Zo)k para z € Dg(z0) \ {20}, se obtiene:
_fle)
(z — 20)F =g(2) Vz€ Dg(20)\{20} donde (2)

9(2) = Zaj(z —20)) ™% V2 € Dgr(z0) (3)
=k
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Aplicando la definicién de funcién analitica en un punto, de (3) se deduce que g es analitica en 2z,
luego es holomorfa en Dgr(zp), y por lo tanto continua, en particular en z = zy. Luego tomando
limite en (2) cuando z — zp se deduce que

tm 1)

S m =g(20) = ar  (4)

Pero por hipétesis zp € E. Tomemos la sucesion z, — 29, 2, # 20, tal que f(z,) =0Vn > 1. Se

cumple
o fle) L
Zn — 20, hmm—nh_)ﬂolo()—o (5)
De (4) y (5) se concluye que a; = 0 contradiciendo nuestra eleccién del coeficiente ay.

Hemos terminado de probar la afirmacién 2.
De la afirmacién 2 deducimos que si zp € E entonces f(z) =0 Vz € Dgr(z) (6).

Afirmacién 3. Sizyp € E'y Dgr(z0) cumple (6), entonces Dg(z9) C E.

Prueba: Fijemos wy € Dg(zp). Basta probar que wy € E. Sea m = R — |wg — 29| > 0. La
sucesion w, = wp +m/(2n) ¥n > 1 cumple que w, — wo, Wy, # wo, y |wn, — wo| = m/(2n) <
m < R, luego w,, € Dr(wyp), de donde f(wy,) = 0. Entonces wy € E. Hemos probado la afirmacién
3.

De la afirmacion 3 se deduce que E es abierto. [

Corolario 5.2.2. Si una funcion f analitica no es idénticamente nula en una region €1 entonces
sus ceros (i.e. puntos donde se anula f) son aislados.

Dicho de otra manera, cada punto zy tal que f(z9) = 0 estd contenido en algin entorno Dg(2o)
que no contiene otros ceros de f mds que z.

Demostracion: Por absurdo, si hubiera algun cero zy no aislado, entonces para todo entorno
D, (zp) habria algin punto diferente de zy donde se anula f. En particular tomando r = 1/n, existe
zn tal que |z, — 20| < 1/n, 2z, # 20, f(zn) = 0. Luego 2y es punto de acumulacién del conjunto
donde se anula f. Por el teorema 5.2.1 esto implica que f es idénticamente nula, contradiciendo
la hipétesis de este corolario. [J

Corolario 5.2.3. Si dos funciones analiticas en la region €2 coinciden en un conjunto con un
punto de acumulacion en £ entonces ambas coinciden en todo punto de €.

Demostracién: Basta aplicar el teorema 5.2.1 a la funcién f — g. [

5.3. Construccion de funciones analiticas mediante integracion.

Teorema 5.3.1. Funciones analiticas construidas mediante integrales.
Hipoétesis) Sea f : Q — C una funcion continua. Sea v C Q una curva. Se define para cada
z0 € C\ v* fijo, el valor complejo g(z9) dado por la integral siguiente:

e,

Z — 20

9(20) =
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Tesis) g(z0) como funcion de zy es analitica en C\ ~*.
Ademds la derivada n- ésima de g estd dada para todo zg € C\ v* por la siguiente formula

integral:
(n) —n! L
9" (20) n/7 (2 dz

Demostracién:

Para demostrar que g es analitica en C \ v*, por definicién, hay que probar que para cada z
fijo que no pertenezca a v* existe un disco Dr(zp), con R > 0 tal que para todo w € Dpg(z) la
funcién g(w) esta definida y tiene un desarrollo en series de potencias de (w — zp).

Entonces sea fijo zg & 7*. Sea R = dist(z0,7") = min.e4+ |2 — 29| > 0. Existe ese minimo
porque ¥* es compacto, y es estrictamente positivo porque si fuera cero entonces z perteneceria a
~*. Tenemos que |z — z9| > R Vz € v*, luego:

1 1
< —=, Vzen* 1

Sea (también fijo) un punto w € Dg(zp), es decir |w — zp| < R. Tenemos:

|lw — zo]

7 <1 (2)

Por construccién de R y de w se verifica |w—zo| < R < |z— 2|, Vz € v*. Por lo tanto w & v*,
y entonces la funcién g estd definida en el punto w. Por definicién de la funcién g tenemos:

sy = [ L0 )
Y

zZ—w
Descompongamos el integrando:

flz) _ f(®) 1

z—w  z—z 1—(w—20)/(z—2)

y llamemos u = (w — 29)/(z — z0). De las desigualdades (1) y (2) se deduce que |u| < 1. Por
otra parte, recordemos la serie geométrica de razén u: Si |u| < 1 se cumple 1/(1 —u) =D 7  u".
Entonces el integrando de (3) queda:

L)

0

Observamos que para sumar esta serie puntualmente para cada z € v*, z esta fijo, y por lo tanto
el factor f(z)/(z — 2z9) puede pasarse para dentro del simbolo de sumatoria. Sustituyendo en (3)

resulta:
=[S L (=)

Ahora veamos que la serie dentro de la integral anterior, converge uniformemente en z € ~*
(recordar que zp y w estan fijos), para poder aplicar el teorema de convergencia uniforme e
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integracion que asegura que se puede sacar el simbolo de sumatoria de la serie para afuera de la
integral.

Primero acotemos el término general de la serie. Llamando M al méximo de |f(z)| para z € v*
y usando la desigualdad (1) se tiene:

f(2) w—20\" oM |w — 20
Z— 20 Z— 20 - R R

Por otra parte )7, A, converge porque es una serie geométrica de razén |w — zo|/R < 1.
Luego, aplicando el criterio de la mayorante de Weierstrass se deduce que

2 f(2) w—20\"
Z : < 0> C.U. para z € v*
z— 20 z— 20
n=0
Aplicamos ahora el teorema de convergencia uniforme e integracién a la igualdad (4):

=3 [ (552) - [

n=0 v

O
an_[Y(zzo)”Hd

g(w) = Z an(w —29)"  Yw € Dg(20)
n=0

n
) = A, independiente de z Vz € ~*

Llamando

se tiene:

lo que termina de probar que g es analitica. Ademds teniendo en cuenta la relacién entre la
derivada n-ésima en zg y los coeficientes del desarrollo en serie de potencias centrado en zy, de
cualquier funcién analitica, se deduce:

g(”)(zo) =nla, = n!/ Ldz U

. (Z _ zo)n+1

5.4. Teoria del indice.

Definicién 5.4.1. Indice de una curva cerrada.

Dada una curva cerrada cualquiera v : z = 2(¢),t € [a, b] orientada para ¢ creciente, y dado un
punto zy € 7, se llama indice de vy en el punto zy, y se denota Ind(zo), a la cantidad entera k
neta de vueltas que da v alrededor de z.

La cantidad entera k neta de vueltas que da v alrededor de zg se define mediante la siguiente
construccién:

El vector z(t) — zp varia continuamente con ¢ cuando el pardmetro real ¢ de la curva «y varia
en el intervalo [a, b].

Ese vector z(t) — zp nunca se anula porque zy € 7. Entonces define la semirrecta con extremo
en zp que pasa por z(t), llamada direccién del vector z(t) — zo.

Al variar t € [a, b] esa direccién sufre giro con centro en zp y angulo () (medido en radianes,
positivamente si es en sentido antihorario y negativamente si es en sentido horario), con respecto
a la direccién inicial z(a) — 2o (es decir considerando «(0) = 0).
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El dngulo de giro neto al final del recorrido de la curva es por definicién a(b).

Como z(b) = z(a), la direccién final z(b) — zg es igual a la inicial z(a) — 2. Entonces el angulo
de giro neto es un multiplo entero de 2, es decir a(b) = 2k7, con k € Z.

El entero k asi construido se llama cantidad neta de vueltas de ~y alrededor de zy o Ind(2),
Indice de v en 2g.

Teorema 5.4.2. Teorema del indice.
Sea v una curva cerrada cualquiera C' a trozos. Para todo zo & v se cumple:

1 dz
Indv(zo) - 211 / zZ— 29
Y

Demostracién: Se puede hacer una prueba, computando la integral, usando una rama del
logaritmo complejo en el conjunto simplemente conexo que se obtiene del plano complejo retirando
una semirrecta S adecuada que pasa por zg, y contando la cantidad de veces que la curva -~
atraviesa esta semirrecta S (donde la rama del logaritmo complejo es discontinua) en sentido
antihorario y en sentido horario. (Ver seccién 3.1, ejercicio 3.1.13)

Sin embargo, presentaremos esta otra prueba que no requiere el estudio de las ramas del
logaritmo complejo:

Sea z = 2(t) : t € [a,b] una parametrizacién de clase C! a trozos de la curva . Definimos,

para la variable real ¢
t .
w(t) — / ﬂ dt
a Z(t) — 20

Por lo tanto el objetivo consiste en demostrar que w(b) = Ind,(zo)2mi.

Por construccién w(a) = 0.

Por el teorema fundamental del célculo para funciones de variable real, se tiene que w(t) es
derivable respecto de ¢ y por lo tanto continua, y que su derivada es:

Por construccién

w(t) =
Entonces .
(e’w(t)(z(t) - Zo)) = e O [(t)(2(t) — 20) — 2(t)] =0 VYt € [a,b]]
Entonces e~*®)(z(t) — zo) es constante para todo t, igual a su valor para t = b y para t = a:
e (2(b) — 20) = e "W (2(t) — 20) = e " (2(a) — 20) Vt € [a,}]
Como la curva es cerrada z(b) = z(a). Ademads por construccién w(a) = 0. Entonces:
e w®) (2(a) — z) = efw(t)(z(t) —20) = (2(a) — 20) Vt € [a,b]

Dividiendo entre z(a) — zg y luego multiplicando por e ge deduce:

—w(b) _ q 2(H) =20 _ w 1
e , o) =20 e Vt € [a, b] (1)
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Recordemos que |e%| = eft *. Tomamos médulo en la primera igualdad de (1) y deducimos:
1=e Revl) o Rew(d) = 0= wb) =ilmwb) = Im w(b) = w(b)/i

Ahora, recordando que arg (e*) = {Im u+2kn, k € Z} tomando argumento en la segunda igualdad
de (1) se obtiene:

z(t) — 2o

z(a)—zg> =arg (2(t) — z0) —arg (z(a) — 29) Vt € [a,b]

Im w(t) € arg <

Entonces Im w(t), que varia continuamente con ¢ y cumple w(a) = 0, es el angulo de giro a(t) de

la direccién del vector z(t) — zp en relacién a la direccién inicial z(a) — zp. Por definicién de indice
a)  Imw(b) w(b)

Ind(z0) = o = o = o w(b) = Ind(z) - 2mi O

Teorema 5.4.3. Propiedades del indice.
Para toda curva cerrada vy el indice Indy(zg) definido para todo zy & v* cumple:
a) Es un numero entero constante en las componentes conexas de C\ v*.
b) Es cero en la componente conexa no acotada de C\ v*.

Demostracién:

a) Dejemos fija la curva cerrada ~y, y tomemos zy € C\ v*.

Por definicién de Indice, T nd(zp) es un nimero entero para todo zg & v*.

Por el teorema del indice y el teorema de analiticidad de las funciones construidas mediante
integracion (teorema 5.3.1), se deduce que Ind,(zp), es una funcién analitica como funcién de
z0 € C\ v*, y que para todo zy & :

1 1
Ind,’' (20) = /(dz
¥

T omi ), (2 — 20)?

Pero la integral de la derecha es cero por la Regla de Barrow, porque v es una curva cerrada
en C\ {z0} y en ese abierto el integrando (z — z9) 2 tiene como primitiva —(z — z9) .

Entonces la funcién Ind, tiene derivada idénticamente nula en C\ v*. Por el corolario de la
Regla de Barrow, es constante en las componentes conexas de C \ v*, como enuncia la tesis a).

b) Sea R la componente conexa no acotada de C \ v* y llamemos k al valor constante de
Ind,(w) para todo w € R.

Como R es no acotado, existe una sucesién z, € R tal que |z,| — 0o. Denotemos con d,, =
min.e+ |2 — 2y (es decir, d,, es la distancia del punto z, a la curva v*).

Se cumple:

lim d,, = c©
n—oo

% 1
Vzer™ |z—zn| >dy, P b
n n

Por el teorema del indice, se deduce:

211 2 — Zn

1 1
Vn >0, k=Ind,(z,)= / dz
g
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Llamando L a la longitud de la curva «, y aplicando el teorema de acotacién de integrales, se

obtiene:
1 L

1 1
V>0, |kl<— [ — jdsl<— [ ds=—— — .
n20, | |_2WL|z—zn|‘ z’_Qde/y iy 27Tdn—> 0

Luego £ = 0 como querfamos demostrar. [

Nota 5.4.4. Relacién entre homotopia e indice. La siguiente propiedad distingue a las curvas
cerradas homotopicas a un punto en {2:

Si una curva cerrada C' a trozos v C Q es homotdpica a un punto en Q0 entonces para todo
2o & Q0 se cumple Ind(z9) = 0.

Demostraremos esa condicion necesaria en 7.1.3. Advertimos que no es condicién suficiente.



