68 Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 25 Abril 2006.

7. Teoria de Cauchy global.

7.1. Teorema de Cauchy global.

Sea un abierto no vacio Q C C.

Teorema 7.1.1. Teorema de Cauchy global.
Sea f € H(R). Sea v una curva cerrada homotopica a un punto en Q. Entonces

/vf(z)dz =0

Demostraciéon: De acuerdo al Corolario de derivabilidad infinita de las funciones holomorfas
(parte b. del Corolario 6.3.4), toda funcién holomorfa es de clase C'. Entonces se puede demostrar
este teorema usando el Corolario 1 del Teorema de Green (parrafo 1.1.8) como se sugiere en el
Ejercicio 6.2.3.

Sin embargo demostraremos el teorema de Cauchy global sin asumir conocido el teorema de
Green:

Para seguir esta demostracién higase un dibujo °.

Sea 7 una curva cerrada homotépica a un punto en 2. Sea R = (RU~*) C Q el conjunto
compacto (cerrado y acotado), recorrido por la homotopia z = z4(t) t € [a,b], s € [0,1] que
deforma continuamente v hasta transformarla en un punto. (Para fijar ideas considérese el abierto
R como la unién de regiones acotadas que tienen su borde contenido en la curva v y témese

R=RU~")
Como R es compacto contenido en 2, y la funcién f es analitica en cada punto de €, existe
una cantidad finita k de (pequefos) discos D, j =1,2,...,k, centrados en puntos z; € R, con

radios positivos, tales que cubren R (es decir U?Zle D R), estan contenidos en , y ademas:

VzeDj: f(z)= Zan,j (z—2z)" (1)
n=0

Elegimos en cada disco D; una curva cerrada v; C D; de tal forma que, al recorrer todas las
curvas 7;, se vaya recorriendo (de a pequenos trozos) toda la curva v y ademés eventualmente
otros arcos de las curvas 7; que no estdn en 7 y que se cancelan al estar recorridos en sentidos
opuestos (es decir, arcos recorridos en un sentido en y; y que después seran recorridos en sentido
opuesto en otras curvas 7; contiguas a vy;, con i # j). Para fijar ideas, se puede dibujar en R un
cuadriculado con cuadraditos de lado € > 0 suficientemente pequenio y tomar como curva v; la
frontera de cada cuadradito intersectado con R, orientado adecuadamente.

Por construccién: i
[1@ra:=Y [ e
~

j=177

Basta demostrar que para todo j =0,1,2,...,k la integral de f(z) a lo largo de ; es cero.
Por construccién v; C D;. Entonces usando (1) se deduce:

SLa explicacién resulta complicada debido a la dificultad que tengo para incluir un dibujo en estas notas. Si se
hace un buen dibujo puede sustituirse la explicacién por la frase: Sean las curvas v; como en la figura.
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L_f(z)dz:L ian’j (= =) d>

J n=0
Por la parte e) del teorema 5.1.6 la serie > ° jan;(z — z;)" converge uniformemente en ~*.
Entonces, aplicando el teorema de Convergencia Uniforme e integracion, se deduce:

[e.e] o
f(z)dz:Z/ . j (z—zj)"dz:Zanyj/ (z —2j)" dz
i n=0""7i n=0 i

Pero fw('z — z;)"dz = 0 por la Regla de Barrow, porque v; es cerrada y (z — 2;)""1/(n + 1) es
una primitiva de (z — z;)™ en todo el plano complejo. Entonces deducimos que

oo
f(z)dz:Zamj-O:O. O
i n=0
Corolario 7.1.2. Otra versién del teorema de Cauchy global. Sea f € H(2). Sean v1 y
Yo dos curvas en ), ambas con el mismo extremo inicial y con el mismo extremo final. St y1 es

homotopica a o en €1, entonces
/ f(z)dz:/ f(z)dz
Y1 Y2

Demostracién: Siendo 7; homotépica a 9 en €, la curva cerrada vy; — 2 es homotépica a
un punto en €. Aplicando el Teorema de Cauchy global 7.1.1:

(z)dz — (z)dz:/ f(z)dz=0 O
7 Y2 Y172

Corolario 7.1.3. Relacién entre curvas homotépicas e indice. Sea Q un abierto no vacio
de C.

a) Sea v C Q una curva cerrada. Siy es homotopica a un punto en 2, entonces Ind,(z) =0
para todo zg & €.

b) Sean v1 y 2 dos curvas contenidas en 2, ambas cerradas y con el mismo extremo inicial y
final. Si~y1 y y2 son homotdpicas en 2, entonces Ind, (z9) = Indy,(z0) para todo zy & Q.

Nota: No valen los reciprocos de las proposiciones a) y b).

Demostracion:
a) Para todo zp ¢ Q fijo, la funcién 1/(z — zp) es holomorfa en 2, porque no se anula el
denominador. Por el Teorema del indice y el Teorema de Cauchy (teorema 7.1.1) se cumple:

1
2mi - Ind(20) = /

,YZ—ZO

dz=0. O

b) Siendo v; homotépica a v2 en ), la curva cerrada 7, — 2 es homotdpica a un punto en €.
Para todo zp €  fijo, la funcién 1/(z — 2zp) es holomorfa en €2, porque no se anula el denominador.
Aplicando el Teorema del indice y luego el Teorema de Cauchy global 7.1.1:

. 1 1 1
2m(1ndm(zo)_I”d72(ZO)):/ z— 29 dz_/ z— 29 dz:/ z2—20
Y2 Y172

71

dz=0. 0O
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Corolario 7.1.4. Existencia de primitiva en simplemente conexos.
Si Q) es simplemente conezo y f € H(QQ) entonces existe primitiva F' de f en ), es decir existe
F e H(Q) tal que F' = f.

Demostracién: Elijamos zg € € y dejémoslo fijo. Tomemos z; € () cualquiera. Definamos la
funcién

F(z) = / f(2) dz
Y

donde 7 es cualquier curva C' a trozos contenida en Q que une zy con 2.

La funcién F estd bien definida, es decir no depende de la curva ~ elegida. En efecto, si
tomamos dos curvas 7y; y 2 contenidas en {2 que unan el punto zg con 2z, la curva cerrada
Y1 — Y2 es homotdpica a un punto en €2, porque €2 es simplemente conexo. Entonces 1 y 2 son
homotépicas en €2 y por el teorema de Cauchy, la integral de f a lo largo de ambas, da lo mismo.

Probemos que F'(z1) existe y es igual a f(z1).

Elijamos un disco D de centro z; y radio positivo, contenido en 2. Tomemos z9 € D, 29 # 2.
Elijamos una curva 7 cualquiera que una 2o con z;. Tomemos el segmento S : z(t) = z1 + (22 —
21), t € [0,1] que une z; con z3. La curva v + S une zy con z9. Entonces:

1
F(e) - F) = [ 1) dz—/f(z) dz — /Sf(z) i :/0 [F(o1 + t(2 — 20))] (2 — 21) d2

Dividiendo entre z9 — z1 se deduce:

F(22) — F(21)
zZ9 — 21

1
- /0 (21 + t(z2 — 1)) dz

Tomando limite cuando z2 — z; el integrando en la igualdad anterior tiende a f(z1) uniformemente
con t € [0,1] (porque f es continua en el segmento compacto S, por lo tanto es uniformemente
continua en S). Resulta que existe el limite y es

F(22) — F(1)

1
29 — 21 = lim z —>z1/0 [f(z1 + t(z2 — 21))] dz = f(21)

lim zy — 21
Por definicién de derivada ese limite es F'(z1) = f(z1) como querfamos demostrar. []

7.2. Fdérmulas integrales de Cauchy global.

Teorema 7.2.1. Férmula integral de Cauchy global.
Sea f € H(Q). Sea v una curva cerrada homotdpica a un punto en Q. Sea zg € Q un punto
que no pertenece a v*. Entonces

1 /f("«’)dz:f(z())-fnd'y(zo)

211 Z— 20
Demostracion: Sea g : Q) — C la siguiente funcién auxiliar:

9(2) = 1) = J(z0) si 2z # 20, 9(z0) = f'(20)

zZ — 20
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Afirmacién: g € H(Q). En efecto, para z # zp la funcién g es holomorfa (o lo que es lo
mismo, analitica) porque es cociente de funciones holomorfas con el denominador que no se anula.
Para probar la afirmacién basta entonces probar que g es analitica también en zj.

Como f es analitica en z = z, existe un disco D,(zp), con r > 0 tal que

Vze Dy( Zanz—zo

siendo ag = f(z0) y a1 = f'(20). Por lo tanto V z € D, (z) tal que z # 2z

9(z) — glz0) = f(2) = f(20) — f'(20)(z — 20) Za” (2 — 2)" 1

zZ — 20

Entonces, sumando g(29) = f’(20) = a1 a la serie de la derecha:

o0
Vz € Dy(zp) tal que z # 29, g¢g(z Zan z—2p) n—l
n=1
Pero la igualdad anterior es vélida también para z = 2o porque queda g(z9) = a1 = f'(20).

Entonces, para todo z € Dg(2) la funcién g(z) es igual a la suma de un desarrollo en serie de
potencias centrado en zg, y por definicién, g es analitica en zg. Quedd probada la afirmacién.

Apliquemos ahora el Teorema de Cauchy global a la funcién g € H(f2). Resulta:

Entonces:

/sz_(zz)v0 dz—Ljf’ii dz—f(zo)fyz_lzo dz

Por el teorema del indice: f,y 1/(z — 20) dz = 2mi - Ind(z0). Entonces

)

dz = f(20) - 2mi - Indy(29) O
Z — 20

Y

Teorema 7.2.2. Férmula integral de Cauchy global para las derivadas.
Sea f € H(Q). Sea v una curva cerrada homotdépica a un punto en Q. Sea zg € Q un punto
que no pertenece a v*. Entonces

”!‘/f(z)dz = f™(2) - Ind,(20)

2mi )., (2 — 20)"t!

Demostracién: Tomemos zg € Q\~v* y dejémoslo fijo. Sea R la componente conexa de C\ v*
tal que zg € R.

La funcién Ind,(w) es constante en las componentes conexas de C \ v*. Entonces Ind,(w) =
Ind,(z) Yw € R.
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Sea Q1 = RN Es abierto porque es interseccion de dos abiertos. No es vacio porque zg € €21.
Por construccién, para todo w € §; se cumple Ind,(w) = Ind, (o).

Aplicando la férmula integral de Cauchy en el punto w € €, y usando que Ind,(w) = Ind-(2o)
se obtiene:

21 zZ—w

1
Yw € Qy, Ind(z) - f(w) = / 1@ 4 o
¥
Para todo w € @y C C\ v* definimos la funcién siguiente:

= Mdz

Z—Ww

g(w) (2)

Y

Por el teorema 5.3.1 g es analitica y

z — w)n+1

™) =t | —TE)
™ () !/N iz Ywed  (3)

Combinando (1) y (2) se deduce:
Vw € Qy : Indy(20) - 2mi - f(w) = g(w)

Derivando n veces respecto de w y aplicando (3) se obtiene:

f(2)

Ind(z) - 2mi - 0 (w) = n!/

o

En particular la igualdad anterior se verifica para w = zp como queriamos demostrar. [

7.3. Reciprocos de los Teoremas de Cauchy.

El siguiente teorema dice que vale también un reciproco del Teorema de Cauchy global, si se
supone que la funcién es continua.

Teorema 7.3.1. Sea f una funcion continua en el abierto 2. Se cumple f € H(Q) si y solo si

/vf(z)dz =0

para toda curva cerrada v que sea homotdpica a un punto en 2.

Demostracién: Directo: Es el teorema de Cauchy global: si f € H(Q) entonces

/vf(z)dz =0

para toda curva cerrada v homotdpica a un punto en ().
Reciproco: Tomemos como hipdtesis que f es continua y que

/vf(z)dz =0
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para toda curva cerrada 7 que sea homotépica a un punto en €. Probemos que f € H(Q).

Hay que probar que para todo zg € 2 la funcién f es derivable en zg. Tomemos un disco
abierto Dg(z9) C €2, con R > 0. Cualquier curva cerrada - contenida Dg(zp) es homotépica a un
punto en . Entonces, de la hipétesis se deduce que

/f(z) dz =0 V curva cerrada 7 contenida en Dg(zp).
g

Por el teorema fundamental del calculo (parte b) del teorema 4.2.9), existe primitiva F' de f
en DRr(zp), es decir existe F' € H(Dg(29)) tal que F'(z) = f(z) Yz € Dg(zp). Como toda funcién
holomorfa es infinitamente derivable, existe F/” = f’ lo que muestra que f € H(Dg(20)), y en
particular es f derivable en zy. O

El siguiente teorema (de Morera) da un reciproco del teorema de Cauchy local en rectdngulos,
para funciones continuas.

Teorema 7.3.2. Teorema de Morera.
Sea f una funcion continua en §2. Se cumple:

feH(Q) siy solo si
/ f(z)dz=0
OR

para todo rectangulo R C ) que tenga lados paralelos a los ejes real e imaginario.

Nota: El teorema de Morera vale también para tridngulos por ejemplo, en vez de rectangulos.
Lo que se llama Teorema de Morera es el reciproco, pues el directo es el teorema de Cauchy. El
reciproco asegura que basta verificar en los bordes de ciertos rectangulos contenidos en 2 que la
integral de f es nula, para deducir que f es holomorfa en 2. Dicho de otra manera, no es necesario
verificar a priori que la integral es también nula en todas las otras curvas homotoépicas a un punto
en ) (aunque a posteriori, una vez que sabemos que f es holomorfa, por el teorema de Cauchy
global va a ser nula la integral también en todas en esas curvas).

Demostracién:

Directo: Es el teorema de Cauchy local en rectangulos: si f € H(2) entonces

f(z)dz=0
OR
para todo rectangulo R C €.
Reciproco: Tomemos como hipdtesis que f es continua y que

f(z)dz=0
OR
para todo rectdngulo R C €. Probemos que f € H(Q). Fijemos zy € 2. Hay que probar que
cualquiera sea zy que hayamos fijado en 2, la funcién f es derivable en zj.
En lo que sigue hdgase un dibujo.
Tomemos un disco abierto Dg(z9) C €2, con R > 0. Para todo punto z; € Dg(zp) definamos:

F(z) = / IR CLE / RO
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donde:

Thv(zo — 21) es la curva formada por el segmento horizontal (paralelo al eje real) que une
el punto zy con cierto punto z2, mas el segmento vertical (paralelo al eje imaginario) que une el
punto zo con el punto z.

Ty (2o — 21) es la curva formada por el segmento vertical (paralelo al eje imaginario)que une
el punto zy con cierto punto z3, més el segmento horizontal (paralelo al eje real) que une el punto
z3 con el punto zj.

Sea R el rectdngulo con vértices zo, 22, 21, 23. (quizés el rectangulo R degenera a un segmento,
cuando la parte real o la parte imaginaria de z; — 2z es nula). Entonces:

+O0R=Tpv(z0— 2z1) — Tym(zo — 21)

El signo + indica que o bien queda OR orientada en sentido antihorario, o bien queda —OR
orientada en sentido horario, dependiendo de la posicién relativa del punto z; respecto a zp.

Obsérvese que R C Dpr(z9) C 2. Entonces por hipétesis la integral de f a lo largo de OR da
cero, de donde, las integrales de f a lo largo de I'yy (29 — 21) y de 'y (20 — z1) dan el mismo
resultado y definen segiin (1) a una tnica funcién F'(z1).

Afirmacién: La funcién F' definida por (1) en el disco abierto Dr(zp), es una primitiva de f
en Dp(2p), es decir: F' es holomorfa en ese disco y su derivada es f.

Una vez probada la afirmacion, como toda funcidon holomorfa tiene derivadas de todos los
6rdenes, existe, en el disco Dg(29) la derivada segunda F'/ = f’. Se deduce que f es holomorfa
en Dpr(zp), en particular es derivable en z = zp como querfamos demostrar.

Prueba de la afirmacién: Demostremos que F' = U + iV es holomorfa en Dg(z). Para
eso, aplicando el teorema 4.1.4, verificaremos que cumple con las ecuaciones de Cauchy-Riemann
Uy, =Vy, Uy=—V, y que U y V son diferenciables en Dg(2p).

Calculemos primero las derivadas parciales U,, V, respecto de z, en el punto z; = x1 + iy;.
Para eso debemos incrementar x; en una cantidad real h # 0, dejando y; constante. Entonces
calculemos el incremento de F', en los puntos z1 + iy; = 21, 1+ h+iy1 = 21 + h donde h es
un real no nulo. Para calcular F' en cada uno de esos puntos, aplicamos la definicién (1), ya sea
usando la curva 'y o la curva 'y, segiin més convenga:

F(Zl—i-h)—F(Zl):/

I'va(zo—z1+h

2)dz — 2)dz 2
) /FVH(ZOHZI)JC() (2)

Observemos que 'y (20 — 21+ h) = Ty (20 — 21) + [21, 21 + h], donde [21, 21 + h] denota el
segmento horizontal que une z; con z; + h, que puede parametrizarse como z = z1 + ht, t € [0, 1].
Luego, de (2) se obtiene:

1
F(zl—l—h)—F(zl):/ f(z)dz:/o f(z1 +th)hdt

[21,21+h]
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Dividiendo entre h y haciendo h — 0, como f es continua limj,_.o f(21 + th) = f(z1), se obtiene:

lim F(Zl + h) — F(Zl) _
h—0 h

1
/O f(zr)dt = (=)

de donde, sustituyendo en partes real e imaginaria de F'=U 4+ iV y de f = u + v, resulta:

}Lﬁ% U(x1 + h, yl})L —U(w1,1) n Z.V(xl + h7y1}1 - V(x1,91)

=u(x1,y1) + iv(x1,91)

De esa igualdad se deduce que existe el limite de la parte real y el limite de la parte imaginaria.
Por definicién de derivada parcial respecto de x esos limites son U, y V, respectivamente. Se
concluye que existen las derivadas parciales de U y V respecto de x en el punto (z1,y;) y son

Ug=u, Ve=v (3)

Calculemos ahora las derivadas parciales U, V, respecto de y, en el punto z1 = x1 + iy;.
El procedimiento es analogo pero no totalmente igual. Para eso debemos incrementar y; en una
cantidad real h # 0, dejando x1 constante. Entonces calculemos el incremento de F', en los puntos
x1+iy1 = z1, x1+1i(y1 +h) =2z +ih donde h es un real no nulo. Para calcular F' en cada uno
de esos puntos, aplicamos la definicién (1), pero ahora usando la curva I'gy:

F(zl—l—ih)—F(zl)—/ f(z)dz—/ f(z)dz (4)
T'gv (z0—z1+1ih) Ty (20m21)

Observemos que 'y (29 — 21 +ih) = Ty (20 — 21)+[21, 21 +ih], donde [z1, 21 +ih] denota el
segmento vertical que une z; con z; + ih, que puede parametrizarse como z = z; + iht, t € [0,1].

Luego, de (4) se obtiene:

1
F(z1 +ih) — F(z1) :/ f(z)dz:/o f(z1 +ith)ih dt

[zl,zl +ih]

Dividiendo entre h y haciendo h — 0, como f es continua limy_,o f(z1 + ith) = f(z1), se obtiene:

lim F(Z1 + Zh) —
h—0 h

1
F(z) :Z./O f(z1)dt =if(z)

de donde, sustituyendo en partes real e imaginaria de F' = U + iVy de f = u + iv, resulta:

%ﬁ% Ulxi,y1 + h})L —U(x1,91) 4 V(zi, y1 + h]i — V(x1,91) _

= i(u(z1,y1) +iv(z1,y1)) = —v(@1, y1) + w1, y1)
Se concluye que existen las derivadas parciales de U y V respecto de y en el punto (z1,y1) y son
Uy=-v, Vy=u (5)
De (3) v (5) se concluye:
Uy, =V, =u, U,=-V,=—-v Vze€ Dpr(z) (6)

o sea F verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann en Dg(zp).
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» Ademais Uy, Uy, V,, V, son continuas en Dg(2p), porque por (6) cada una de ellas es igual a,
ya sea u, ya sea v, y por hipétesis f = u + iv es continua.

Como las funciones reales de dos variables reales, que tienen derivadas parciales continuas en
un abierto, son diferenciables en todo punto del abierto, se concluye que F' cumple la siguiente
condicién necesaria y suficiente para ser holomorfa en Dg(z): sus partes real e imaginaria son
diferenciables y verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann. (Ver teorema 4.1.4.)

Hemos probado que F' € H(Q).

En virtud del teorema 4.1.5, la derivada F'/(z) de cualquier funcién holomorfa F' = U + iV se
expresa en funcién de su parte real como

F'(z)=U, — iU,
De esta expresion y de (6) se deduce

F'2)=u+iv=f(z) O



