Funciones de variable compleja. Eleonora Catsigeras. 8 Mayo 2006. 77

8. Consecuencias de la Teoria de Cauchy.

8.1. Principio del modulo maximo.

Definicién 8.1.1. Sea f una funcién continua en 2. Se dice que |f| tiene un mdzimo local en
2o € §2 si existe un disco abierto Dr(zp) C 2 tal que

[f(2) <1f(20)] Vz € Dr(20)

Teorema 8.1.2. Principio del médulo méaximo. Sea 2 un abierto conexo y sea f € H(S). Si
|f| tiene algin mdzimo local en Q entonces f es constante en Q.

Nota: Este principio es un corolario casi inmediato de la desigualdad de Parseval-Plancherel
que se verd en el teorema 8.3.2. Se incluye en el parrafo 8.3.4 una demostracién del prinicipio del
moédulo méaximo usando esa desigualdad. Sin embargo se incluye aqui una demostracion indepen-
diente.

Demostracién: Si |f| tiene un méximo local en zp € €2, entonces existe un disco abierto
Dr(z0) C Q tal que

[f(2)] < [f(20)] Vz € Dr(z0)

Sea r € (0, R) y sea C, la circunferencia de centro zg y radio r, recorrida una sola vez en sentido
antihorario. Se cumple C,. C Dg(zp), luego:

) <|f(z0)l VzeC (1)
Aplicando la férmula integral de Cauchy a la circunferencia C; se obtiene:

fla)= = [ 1&g,

- 2mi C,. %2 — 20

Por el teorema de acotacién de integrales, sabiendo que |z — zo| = r Vz € C,, y que la longitud
de C, es 27r, se obtiene:

ol < o [ T asy < o [ gy PO [ ) e

— 27 T o r

Llamemos I = (1/27) [, (If(2)|/7) |dz|. Las desigualdades anteriores dicen que |f(20)| < Iy que
I <|f(20)|. Entonces I = |f(20)|- Por lo tanto, sabiendo que [, |dz| = 277

2nr

0= 1foll = 1= 5 ([ 1ol lasl = [17GNaat) = 5o [ (rteall - 11D s

Parametrizando la circunferencia C, : z = zy + re' ¢ € [0, 27], calculando la tltima integral de la
igualdad de arriba, donde |dz| = |2(t)| dt = rdt, se obtiene:

27
0= 5= [ UGl =l +emhar (2

La integral de la derecha en (2), es la integral de una funcién real continua y no negativa (debido
a la desigualdad (1)). Pero esa integral es 0. Luego la funcién real en el integrando tiene que ser
idénticamente nula. Se deduce que |f(z)| = |f(z0)| Vz € C,.
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Haciendo variar r € (0, R) se deduce que

|f(2)| = |f(20)] Vz € Dr(20) (3)

Hemos probado que el médulo de f es constante en Dg(2). Esto implica que f es constante en
Dr(zp) por la proposicién 4.1.6. Por el principio de prolongacién analitica (ver Corolario 5.2.3),
f es constante en (). [J

Corolario 8.1.3. Otro enunciado del Principio del médul_o maximo.
Sea Q) un abierto conevo. Sea f € H(Q). Sea un disco cerrado D C Q, y sea M = max 5| f(2)].

Si f no es constante en Q0 entonces el mdximo M en D se alcanza solamente en la frontera
0D (es estrictamente mayor que |f(z)| para todo z en el interior D).

Demostracién: Por absurdo, si el mdximo M de |f| en D se alcanzara en un punto z; interior
a D entonces z; seria un maximo local de |f| en  y por el teorema 8.1.2, f serfa constante. J

8.2. Otras consecuencias de la Teoria de Cauchy.

Teorema 8.2.1. Desigualdades de Cauchy. Sea f € H(Q2). Para todo zy € 2, para todo R > 0
tal que Dg(z9) C Q, se cumple
' M(R)
(n) il i)
|f"™(20)] < T
donde M (R) = méxzem |f(2)]

Demostracién: Por la férmula integral de Cauchy para las derivadas, siendo Cr la circun-
ferencia de centro zg y radio R, se tiene:

f(n)(ZO):iA : f2) .

1
211 Jop, (2 — 20)" T

Aplicando el teorema de acotacién de integrales, observando que para todo z € Cg vale |z—zp| = R
y recordando que la longitud de la circunferencia Cg es 2w R, se obtiene:

| |
£ o)) = | 2 /C e S g [ e el <
/ ) g = M(R)/ o M MR2TR _ nl M(R)
- 27T R""‘1 2 Rntl - 2r Rntl Rn

Definicién 8.2.2. Un funcién f : C — C se llama entera si f € H(C).
Por ejemplo la funcién f(z) = e* es entera. Los polinomios en z son funciones enteras.

Teorema 8.2.3. Teorema de Liouville Si una funcidn entera estd acotada entonces es cons-
tante.

Demostracién: Fijemos un punto zg cualquiera en el plano complejo. Sea K una cota de
|f(2)| para todo z € C. Aplicando la desigualdad de Cauchy para la derivada primera f'(2g) se
obtiene:
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Luego, tomando R — 400 se deduce que
f'(20) =0

Como el razonamiento anterior es valido cualquiera sea zy € C que se haya fijado, entonces la
derivada f’ es idénticamente nula. Luego, por el corolario de la Regla de Barrow, f es constante.
O

Teorema 8.2.4. Teorema fundamental del Algebra.

a) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado mayor o igual que 1 tiene alguna una
ratz compleja.

b) Todo polinomio con coeficientes complejos de grado k > 1 tiene exactamente k raices com-
plejas, contada cada una tantas veces como sea su multiplicidad.

Demostracién:
Parte a) Por absurdo, supongamos que el polinomio P(z) = axz*+...+a12+ag, con ay, # 0,
tiene grado k£ > 1 y no se anula para ningin z € C. Entonces la funcién

es entera, porque es el cociente de funciones holomorfas en C con el denominador que no se anula.
Ademas f(z) no se anula nunca.
Demostremos que f(z) es acotada. En efecto,

1
If =1 =0
ZLI{)IO’,]C(Z” zggo ‘ak2k+...+a12+a0|

Entonces, fijo algin € > 0 (por ejemplo € = 1), y por definicién de limite cuando z — oo, existe
R > 0 tal que
|22 R = |f(z)|<e

Por lo tanto | f(z)| estd acotada (con cota €) fuera del disco cerrado Dg(0). Pero en el disco cerrado
Dgr(0), como f es continua, |f| tiene un méximo M. Tomando

K = méx{e, M}

resulta

lfz)| <K VzeC

Por el teorema de Liouville f(z) es constante para todo z € C. Esa constante no es cero porque
f(2) no se anula. Entonces P(z) = 1/f(z) también es constante. Luego, P(z) = ag y tiene grado
cero, contradiciendo la hipétesis de que tiene grado k > 1.

Parte b) Dado el polinomio P(z) de grado k > 1, por la parte anterior tiene alguna raiz
compleja z;. Entonces P(z) es divisible entre z — z1. (P(z) se puede bajar por el procedimiento
de Ruffini aplicado a z = z1: queda resto nulo y un polinomio cociente Q1(z) de grado k — 1 ).
Resulta

P(2) = (2 = 2)Qu(2) grado (Qu(2) =k — 1
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Si k —1 > 1 podemos aplicar el mismo razonamiento a @Q1(z) y resulta
P(z) = (2 —2z1)(z — 22)Q2(2) grado (Q2(z)) =k —2

donde las raices z1 y z2 no son necesariamente diferentes entre si.
Se puede repetir el razonamiento anterior exactamente k veces, hasta que el grado de Qg(z)
sea nulo, es decir Qx(z) = a constante. Resulta

Pz)=(z—2z1)(z—22) ..o (2= zk—1)(z — zx)a (1)

donde las raices z1, 22, . .., 2z pueden estar repetidas. La cantidad de veces que cada raiz aparece
en la factorizacién anterior es la multiplicidad de la raiz. La constante a no es nula porque de lo
contrario P(z) seria idénticamente nulo, y no tendria grado k > 1.

La factorizacién (1) muestra que P(z) tiene exactamente k raices complejas, contando cada
una con su multiplicidad. [J

Teorema 8.2.5. Sea f : Q) — C analitica en zy C 2 y sea

Dpr(z0) tal que R >0, R=1lm sup {/|an|

n—-+4o0o

el disco de convergencia del desarrollo en serie de potencias de f centrado en zy; es decir

oo
R > 0 es el méximo tal que Zan(z — 29)" converge Vz € Dg(z)

n=0

Se cumple:

a) Si Dr(zo) no estd contenido en Q, y f(z) =Y 2 an(z—20)" Vz € Dr(20) NQ, entonces
se puede extender f analiticamente a Q1 = QU Dg(z29) como la suma de la serie Yy o2 qan(z —
Z())n Vze DR(Z()).

b) Si Dg(z0) estd contenido en Q@ # C entonces el radio R es igual a la distancia de zy al
complemento de Q.

Demostracién: La parte a) es consecuencia del teorema 6.3.5. En efecto, definiendo f(2)
como la suma del desarrollo en serie de potencias para todo z € Dg(2p), se extiende la funcién
dada f : Q — C analiticamente al conjunto Q U Dg(29). (La extensién estd bien definida porque
por hipétesis la suma del desarrollo en serie de potencias toma el mismo valor que la funcién f(z)
dada, para todo z € Dr(z9) N €2.)

Demostracién de la parte b):

Sea Ry = min,go |w — 20| > 0, la distancia de zg al complemento de Q. Se observa que
DRO (ZO) C Q.

Enunciamos lo siguiente:

Afirmacién: Para todo z € Dpg,(z0) la serie de potencias » > an(z — 29)" converge.

Basta probar la afirmacién anterior, pues el radio de convergencia es por definicion el maximo
R tal que la serie de potencias Y 2 ; a,(z — 2p)™ converge para todo z € Dg(zp). De la afirmacién
anterior y de la definicién de radio de convergencia se concluye que R > Ry. Pero como Dpg C (Q,
se tiene R < Ry. Entonces R = Ry como queriamos demostrar.
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Prueba de la afirmacién: Sea z € Dpg (2). Se tiene |z — 29| = r < 19 < Ry, donde r( se
elige fijo en el intervalo (7, Rp).

Sea M = max|,_. <y, |f(2)]-

Por la parte d) del teorema 5.1.6 y por la desigualdad de Cauchy (teorema 8.2.1) se obtiene:

<M
n! = (ro)® — ro) "

ap =

De donde
o0 (e e] o r n
n n
E lan(z — 20)"| = E lan|r™ < E M (T—>
La tdltima serie converge porque es geométrica de razén 0 < r/rg < 1. Luego, por el criterio de
comparacién de series de términos positivos, la serie Y o |an(z — 20)™| converge; es decir la serie
Yoo an(z — 29)™ converge absolutamente, y por lo tanto converge. (]

8.3. Series de Fourier.

Definicién 8.3.1. Sea g : R — C que toma valores complejos g = ¢(t) en funcién de una variable
real t. La funcién g se llama periddica de periodo 27 si

gt+27)=g(t) VteR

Por ejemplo para toda funcién compleja f : Q — C, y todo disco Dg(z9) C €, y todo
0 < r < R, es periddica de periodo 2pi la funcién:

gr(t) = f(z0 + reit)

Sig: R — C es periédica de periodo 27 y es continua a trozos, se llaman coeficientes de
Fourier de g a los nimeros:

1 (™ ,
cn(9) / gt)ye ™ dt Yn >0

:g .

Teorema 8.3.2. Igualdad de Parseval-Plancherel.
Sea f € H(RY). Para cierto Dr(zp) denotamos al desarrollo en serie de potencias de f como:

f(2) =) an(z = z)"
n=0

Para todo 0 < r < R se cumple:

™

1 o
an " = 5 f(zo+rete™™dt ¥n >0
™

—T

Es decir, a, ™ son los coeficientes de Fourier de la funcién periédica g,(t) = f(zo + re).
Ademds

1 / 1 /” ,
2n 2 ity |2
E an|r"t = — f()|°dz] = — f(zo+re dt

—T

Esta igualdad se llama de Parseval-Plancherel.
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Demostracion:
Por la férmula integral de Cauchy para las derivadas, se cumple:

f(n)(ZO):i!/aD( r flz) .

2mi z — z)"t1

Parametrizando la circunferencia 0D, (zy) como z(t) = zg + €, t € [~7, 7] y usando que
an = (f™(29))/n! (ver teorema 5.1.6), resulta:

1 T flzo+ret)riet 1
= o _p (r)ntlei(nti)t T omm

/ f(zo +ret)e " dt

De donde

™

1 o
anr" = gy f(zo+reM)e ™ dt (1)
T

—T
quedando probada la primera igualdad del enunciado.

Ahora probemos la igualdad de Parseval-Plancherel:

Multipliquemos la igualdad (1) por (a,)r™, donde (@,) indica el conjugado de a,. Sabiendo
que |a,|? = a, (@,) resulta:

™

1 . .
|a, |2 = o f(zo +re)(@,)r"e ™ dt  (2)
T

—T

Usaremos el criterio de la mayorante de Weierstrass para demostrar que la serie
o0
g f(z0 + re™)(@,)re ™
n=0

converge uniformemente en t € R.
En efecto, siendo M el maximo de |f(z)| cuando z € 9D, (zp), resulta:
|f (20 + re)(@,)r"e” ™| < Mla,|r™ = A, independiente de t € R
Ademés la serie

[e.e] oo
Do An=MY Jayr"|
n=0 n=0

es convergente porque es la serie de los mdédulos del desarrollo en serie de potencias
o
f(2) =) an(z—2)" Vz€Dg(z2) (3)
n=0

cuando z = zp + r con 0 < r < R. (Se recuerda que el desarrollo en serie de potencias converge
absolutamente en todo punto de Dg(zg), por el teorema 5.1.6, parte e).)
Aplicando el criterio de la mayorante de Weierstrass se concluye que la serie

Z f(zo +re)(@,)r"e™™ CU.enteR
n=0
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Luego, por el teorema de convergencia uniforme e integracion:

> ’ f(z0 + re)(@,)r"e ™ dt = / i (f(zo+reit)2(6n)r"e_mt> dt  (4)
n=0""T - n=0

Se observa que, usando (3):

o0 e.¢]
Z(En)r”e_mt es el conjugado de Z anre™ = f(zo 4 re)
n=0 n=0

Sustituyendo en (2) y en (4) se deduce:

2

n=0 -

oo 1 - > A 1 - A |

Z fanfrt = 2 / fz0 +re™) E (@n)r"e™ M dt = — / flz0+1e™) f(z0 + reit) dt
7r

n=0 -

Deducimos la igualdad de Parseval-Plancherel:

SlanPr® = o [ IfGo+ e O
n=0

—T

Corolario 8.3.3. Serie de Fourier.
Sea f € H(Q) y Dr(z0) C Q. Para 0 < r < R, se define la funcion g periddica de periodo 2m:

g(t) = f(z20 +ret), teR

y se definen sus coeficientes de Fourier

1 [™ int
=— t) e " dt
Cn =5 » (t)e
Entonces:
o0
g(t) = Z cne™ VteR
n=0

Esta serie se llama serie de Fourier de g.
La serie de Fourier converge absolutamente y uniformemente en t € R. Ademds:

[e.e] 1 T
Sleaf =5 [ laPas
n=0

—T

Demostracion: Sea el desarrollo en serie de potencias de f:

flz) = Z%(Z —20)" Vz € Dg(z0)
n=0

Sustituyendo z — zp = re® en ese desarrollo, que por el teorema 5.1.6 converge absolutamente y

uniformemente en z € 0D, (z) se obtiene:

g(t) = Z anpre™ (1)
n=0
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que converge absolutamente y uniformemente en ¢t € C.
Usando el teorema 8.3.2 se tiene

e =anr™,  enl? = lan " (2)

Luego, sustituyendo en (1):
oo
g(t) = Z cne'™
n=0

que converge absolutamente y uniformemente en ¢ € C. Sustituyendo (2) en la igualdad de
Parseval-Plancherel del teorema 8.3.2 se deduce:

[e.9]

1 ™
Sleaf =5 [ laPar O

n=0

8.3.4. Otra demostracion del principio del médulo maximo, teorema 8.1.2:
Si zp es un maximo local de |f(z)|, entonces

1f(2)] < |f(20)| Vz € Dr(z0) = |f(z0+7e")| <|f(20)] VO<T <R, VteR

Sean a,, n > 0 los coeficientes del desarrollo en serie de potencias de f centrado en zg:
o0
f(2) =) an(z—2)" Vz€ Dg(z0) (1)
n=0

Por el teorema 5.1.6, se tiene
ao = f(20)

Aplicando la desigualdad de Parseval-Plancherel del teorema 8.3.2, se obtiene:

7 ™ -7

2 G 2 2n 1 " ity (2 |f(2'0)|2 T 2 2
a0l < 3" Janl?r? = — [ 170+ re)dr < UL [ dt = | £(20) 2 = lao
n=0

Luego, todas las desigualdades son igualdades. Restando |ag|? se deduce que la siguiente serie de
términos no negativos, (sumando en n > 1) tiene suma nula:

o0

Z |an|?r?™ =0

n=1

Pero una serie de términos no negativos tiene suma nula solo si todos sus términos son nulos.
Entonces |a,|r?" = 0. Como r > 0 deducimos que |a,| = 0 para todo n > 1. Entonces por (1)

f(z) = ap constante Vz € Dpr(zp)

Por el principio de prolongacién analitica (ver Corolario 5.2.3), f es constante igual a ag en el
conexo abierto ). [J



