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PROLOGO:

Este texto es complementario al libro de Burgos sobre funciones de varias variables (referencia
[1] de la Bibliografia al final de este texto). Fue escrito para ser estudiado después de los capitulos
1, 2 y 3 del libro de Burgos y antes de su capitulo 4.

Esta dirigido a estudiantes universitarios de grado de las carreras de Ingenieria que estan
cursando Célculo II.

Se supone conocidos el Célculo Diferencial e Integral de funciones reales de una variable real
(curso de Calculo I) y el Célculo Diferencial de funciones reales de varias variables (los primeros
tres capitulos del libro de Burgos).

Los objetivos de este texto son:

» Estudiar las integrales simples paramétricas (continuidad y derivabilidad respecto al pardmetro).

= Introducir el tema de integrales dobles y triples, como integrales iteradas de funciones con-
tinuas, antes de estudiar las mismas como integrales de Riemann.

= Dar ejemplos resueltos de célculo de integrales dobles y triples, y del célculo de areas y
volimenes.

El texto esta dividido en seis secciones tematicas que no son independientes, sino que cada
una presupone conocido el contenido de las anteriores.

Para seguir el texto es imprescindible dibujar figuras. Pedimos disculpas por no incluir las
figuras en estas notas.
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1. Integrales paramétricas.

1.1. Integrales paramétricas con limites de integracién independientes.

1.1.1. Limites de integraciéon constantes.

Sea R = [a,b] X [c, d] el rectdngulo {a < x < b,c < y < d} contenido en R?, donde a < b, ¢ < d
son numeros reales fijos.

Sea f(x,y) continua para todo (z,y) € R.

Para cada segmento vertical x = x¢ fijo, con xg € [a,b] (hacer figura) se considera la integral
fcd f(xo,y) dy, de f(xo,y) respecto de y en el intervalo [c, d], como funcién de una sola variable y
(con z( constante). Es un nimero real, que depende del valor constante zy que se haya elegido en
[a, b]. Llamémosle entonces F'(zg), y definamos:

Definicion 1.1.2. Integral paramétrica con limites de integracién constantes.
Dada f(z,y) continua Y (z,y) € [a,b] X [¢,d] su integral respecto de y en el intervalo [c,d]
(tomando, mientras se integra respecto de y, un valor constante para x en el intervalo [a,b]) es:

d
F(;U):/ f(x,y)dy

y se llama Integral paramétrica de parametro z (fijo), con limites de integracion (c y d) constantes.

Ejemplo 1.1.3. Sea f(z,y) = 3(x+y)? V (z,y) € [a,b]  [c, d]. La integral paramétrica con limites
de integracién c,d y con parametro x, es:

d d
F(:c):/ 3(a:+y)2dy:/ (322 + 6y + 3y°) dy

Y2 Y3 y=d
F(z) = 322y + 61’? + 23

y=c
F(x) =32%(d —c) +3x(d®> = ) + (&* =) (1)
Teorema 1.1.4. Continuidad y derivabilidad de la integral paramétrica con limites de

integracién constantes.
Sea f(x,y) continua ¥ (z,y) € |a,b] X [c,d], y sea la integral paramétrica

d
F(z) = / f() dy

Se cumple:

a) F(z) es una funcion continua de x para todo x € [a,b).

b) Si ademds la derivada parcial Of (x,y)/0x existe y es continua en (a,b) X [c,d], entonces
F(x) es derivable para todo x € (a,b), su derivada F'(x) existe y es continua, y verifica la siguiente

igualdad para todo x € (a,b):
d
of (x,y
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Demostracién: Se verd junto a la demostracién del teorema 1.1.8.
1.1.5. Limites de integracién variables.

Sea como en el parrafo 1.1.1, el rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] y f(z,y) continua para todo
(x,y) € R.

Sean dadas dos variables reales independientes ¢, ambas tomando valores en el intervalo
[c,d]. Para cada valor fijo de la terna (z,¢,v) € [a,b] X [¢,d] X [¢,d] consideremos la integral
ff f(z,y) dy, integrando respecto de y, como funcién de una sola variable y (con z constante).
Esta integral es un nimero real, que depende del valor constante = que se haya elegido en [a,b], y
que depende también de los valores ¢ y ¢ dados a los limites de integracién! dentro del intervalo
[c,d]. Llamémosle H(z, ¢,1), y definamos:

Definicion 1.1.6. Integral paramétrica con limites de integracién variables.

Dada f(z,y) continua V (x,y) € [a,b] X [¢, d], y dados valores reales ¢ y v en el intervalo [c, d],
la integral respecto de y (tomando, mientras se integra respecto de y, un valor constante para x
en el intervalo [a,b]), con limites de integracién ¢ y 1 es:

P
H(x, b)) = L f(x.y) dy

y se llama Integral paramétrica de pardmetro x y limites de integracion ¢ y 1.

Ejemplo 1.1.7. Sea f(z,y) = 3(z + y)? V(z,y) € [a,b] x [¢,d]. La integral paramétrica de f
respecto de y con limites de integraciéon ¢, y con pardmetro z, es, aplicando la férmula (1) del
ejemplo 1.1.3:

P
Hw,6,1) = /(b 3(a + )2 dy = 3026 — 6) + 324 — ) + (BF — oY) (2)

Teorema 1.1.8. Continuidad y derivabilidad de la integral paramétrica con limites de
integracién variables.
Sea f(z,y) continua ¥ (z,y) € [a,b] X [c,d], y sea la integral paramétrica

Y
H(x?¢>w):/¢ f(x’y)dy V(x,gb,w)E[a,b]X[C,d]X[C,d]

Se cumple:

a) H(z,¢,v) es una funcion continua ¥ (x,p,v) € [a,b] X [¢,d] X [¢,d].

b) Las derivadas parciales de H(x, ¢,1) respecto de ¢ y 1, existen y son continuas para todo
(z,0,v) € [a,b] X (¢,d) x (¢,d), y verifican las siguientes igualdades:

OH(z,9,¢) _
OH(z,6,0)

INo es necesario que se cumpla ¢ < 1.
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c) Si ademds la derivada parcial Of(z,y)/0x eziste y es continua en (a,b) X [c,d], entonces
la derivada parcial de H(x,¢,v) respecto de x, existe y es continua para todo (x,¢,1) € (a,b) X
[c,d] X [e,d] y verifica la siguiente igualdad:

‘w:/waf”’y) dy
¢

ox ox

d) En las hipdtesis de la parte c), la funcion H(x,¢,1)) es diferenciable ¥ (x,¢,v) € (a,b) x
(¢,d) x (c,d).

Demostracion de los teoremas 1.1.4 y 1.1.8: Observemos primero que el teorema 1.1.4 se
obtiene de aplicar las partes a) y ¢) del teorema 1.1.8, usando ¢ = ¢, ¥ = d, como caso particular.

Prueba de la parte a) del teorema 1.1.8: Probaremos que H es uniformemente continua
en su dominio, que es el conjunto M = [a, b] X [¢,d] X [c,d].

Por la definiciéon de continuidad uniforme, dado € > 0 habra que probar que existe 6 > 0 tal
que

(z,0,9) € M, (z0,¢0,%0) € M, |[(z,¢,7) — (w0, b0, %0)|| <d =
= |H (x, ¢,v) — H(zo, ¢0,%0)| < € (a probar) (1)

Tomemos un valor de €* > 0, cuya eleccién se especificard después.
Por ser f(x,y) continua en el rectdngulo compacto R = [a, b] X [c,d], es uniformemente com-
pacto en R. Luego, existe §; > 0 tal que

(z,y) € R, (z0,y) € R, ||(z,9) = (20, 9)[| = |z —zo| <1 = [f(x,y) = fzo,p)[ <€ (2)

Acotemos ahora H(x,¢,1) — H(zo, ¢, ):
P P
¢ ¢
Sustituyendo (2) en (3) se obtiene:
P
rmml < = Ho) -~ Hao) <[ [ ¢ b= w-dl @

Siendo ¢ y ¢ reales del intervalo [c, d], se cumple |¢) — ¢| < (d—c¢), y por lo tanto de (4) se deduce:
[z —xol <01 = [H(z,0,¢) = H(zo,$,P)| <€ - (d—¢) (5)

Por otro lado, llamando M al méximo de |f(x,y)| en el rectdngulo compacto R (tal M existe
porque por hipétesis f es una funcién continua en el compacto R), se obtiene:

P Yo
|H($0,¢,¢)—H($o,¢o,¢o)|=‘ /0> ooy dy= [ fteo) dy]:

ol P
:M f(xo,y)der/w f(xo,wdy]SM-\¢—¢0\+MW—¢0| (6)
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En la igualdad del medio de (6) hemos usado que la integral de una funcién entre ¢ y ¢ es igual a
la integral de la misma funcién entre ¢ y ¢, mas la integral entre ¢g y 1g, mas la integral entre

Yo y 1.
Eligiendo 62 = €*/(2M), se deduce de (6):

¢ — ol < b2, | —1bo| <da = |H(xo,0,%)— H(xo,d0,%0)| <2Mbs =¢€* (7)

Aplicando la propiedad triangular del valor absoluto, y las desigualdades (5) y (7), se obtiene:

|H(ZL‘,¢,¢) - H(ZZ‘(),@O,’(,Z)O)’ < |H(ZL‘,¢,¢) - H(l‘oaﬁf),ﬂ)ﬂ + |H($0a¢ﬂ/)) - H(x07¢07¢0)‘ <
<e(d—c)+ef=€e(1l+d—c)<e (8)

donde, dado € > 0 se eligié cualquier €* > 0 menor que €¢/(1+d — ¢).
La desigualdad (8) vale para toda pareja de puntos (x,d,v) y (zo, ¢o,%0) en M tales que

|z — o] <01, [¢ — o] < b2y [¢ —tho| < 2.
Si se llama § > 0 al menor entre los nimeros positivos d; y d2 se deduce de (8) lo siguiente:

($,¢,7/1) S Mv ($Oa¢0a¢0) € M7 ||($a¢a¢) - ($0a¢0a¢0)|| <90 =

= |H(z,¢,%) — H(xo, do,%0)| < €

Esta tultima es la afirmacién (1) que querfamos probar.

Prueba de la parte b) del teorema 1.1.8:
Sea, para x € [a,b] fijo, y para ¢ € [c,d] también fijo, la funcién:

Y
F(Y) = /¢ f(y) dy

donde el extremo de integracién superior Y es variable en el intervalo (c,d). Por el teorema
fundamental del cdlculo integral en una variable real y, se sabe que F(Y) es una primitiva de
f(z,Y) respecto de la variable Y. (Recordar que aqui x es una constante.) Es decir, F'(Y) es
derivable respecto de Y, y su derivada es

FI(Y) = f(z,Y) VY € (c,d) (9)
Observemos que, por construccién de la funcién H(z, ¢, 1)), se cumple lo siguiente:

OH(z,9,Y)

F(Y) = H(:c,gb,Y) VY € (C, d) = F/(Y) - oY

VY € (c,d) (10)

Por lo tanto, reuniendo (9) y (10), y usando Y = 9 se obtiene:

OH (z, $,v)
oY
Esta tdltima es la primera de las igualdades que queriamos probar. La igualdad anterior implica

que existe la derivada parcial de H respecto de 1 y es continua, porque f es por hipdtesis una
funcién continua.

= f(z,¢) V(z,0,9) € la,b] x [¢,d] x (¢,d)
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Sea ahora, para = € [a, b] fijo, y para @ € [c,d] también fijo, la funcién:

P Y
G(Y) = /Y F@y) dy = — /w fy) dy =

Y
G(Y) = /w (e, y)dy

donde el extremo de integracién Y es variable en el intervalo (c, d).

Por el teorema fundamental del calculo integral en una variable real y, se sabe que G(Y) es
una primitiva de — f(x,Y") respecto de la variable Y. (Recordar que aqui x es una constante.) Es
decir, G(Y') es derivable respecto de Y, y su derivada es

G'(Y) = —f@,Y) ¥Y € (e,d)  (11)
Observemos que, por construccién de la funcién H(z, ¢, 1)), se cumple lo siguiente:

OH(z,Y,)

G(Y)=H(Y.9) VY € (c.d) = G'(¥V)= 5

VY € (¢,d)  (12)

Por lo tanto, reuniendo (11) y (12), y usando Y = ¢ se obtiene:

Ot (z, 9, 9)
99

Esta ultima es la segunda de las igualdades que queriamos probar. La igualdad anterior implica
que existe la derivada parcial de H respecto de ¢ y es continua, porque f es por hipdtesis una

= —f(z,9) V(2,6,9) € la,b] x (¢, d) x [c,d]

funcién continua.

Prueba de la parte c) del teorema 1.1.8:

Basta demostrar que para todo xg € (a,b) fijo, y para todo (¢,v¢) € [c,d] x [c,d] fijos, se
cumple:
dy  (13)

T=x0

lim
T—x0 T — X

H<x7¢7w)_H(x07¢aw) :/w 8f(a:,y)
) 8ZE

En efecto, si probamos la igualdad (13), por definicién de derivada parcial como limite de cociente
incremental, deducimos que existe la derivada parcial 0H/0x de H respecto de z, en x = xg; y
que cumple la igualdad de la tesis ¢) que queriamos probar. Ademds, como es 0H/Jx igual a la
integral paramétrica de una funcién continua (en este caso df(x,y)/0x, entonces, por la parte a)
ya probada, es 0H/Jx continua.

Ahora probemos (13). Sabiendo que H(x, ¢1p) = f(;z} f(x,y) dy, sustituyendo en (13) deducimos
que basta probar lo siguiente:
Dado € > 0 probar que existe § > 0 tal que:

d
ox y

T=x0

|z —xo| < = < e (aprobar) (14)

T — X9

J§ (f,y) = flao,y) dy /w of (z,y)
6
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En efecto:

dy

S () = fwo,y) dy /w 0f (w0, ) (15)
¢

ox

v f(x7y)_f($07y) 8f(x0,y)
[feng g

T — xg T — xg ox

Por el teorema del valor medio del calculo diferencial para funciones de dos variables, existe
un punto intermedio £ entre xg y = tal que:

f(@y) = fxo,y) _ 9f(&y)

T — xo ox '

§=mo+t(x—m), t€[0,1]

Luego, sustituyendo en el segundo miembro de la desigualdad (15):

S (Fry) = flaoy) dy /w 0f(@0.9) 4| -
T — Tg & ox
Y10f (€, df (o,
SA ’ féiy)— f(gxo y)‘ dy, &=wo+t(x—a0), te0,1] (16)

Tomemos un intervalo cerrado [/, V'] , tal que xq € [d/, ] C (a,b). Como por hipétesis la funcién
df(x,y)/0x es continua en el compacto R’ = [a/,] X [¢,d], es uniformemente continua en él. Por
lo tanto, para todo €* > 0 existe § > 0 (independiente de z,y), tal que:

af(&y)  9f(zo,y)
ox ox

(€y) € R, (10,y) € R, |6 —a0] <0 = ] < an

Si elegimos x tal que |x — xo| < §, entonces para & = zg + t(z — zg), t € [0, 1], se cumple:
|z — 20| <65 = | —xo| = |t(x —xo)| = |t||]x — 20| <1:-0=19

Por lo tanto se puede aplicar (17). Sustituyendo (17) en el segundo miembro de la desigualdad
(16), se deduce:
|z — x| <6 =

— 72 d
ox 4

r — X0

S @y) = fwoy) dy /w Of (w0,9)
¢

P
s/ Cdy<clp-gl<e-(d—c)<e (18)
¢

Al final de la desigualdad (18) se usé que ¢ y v estan en el intervalo [c,d], y por lo tanto distan
menos que la longitud d — ¢ de ese intervalo. También se eligié, dado € > 0, un valor de € > 0
menor que €/(d — c).

Se observa que la afirmacién (18) es la misma (14) que queriamos probar.

Prueba de la parte d) del teorema 1.1.8: Segun lo probado en las partes b) y ¢) las
tres derivadas parciales de H existen y son continuas para todo (x,®, 1) € (a,b) x (¢,d) X (¢, d).
Si una funcién real de tres variables tiene sus tres derivadas parciales continuas en un abierto,
entonces es diferenciable en todos los puntos de ese abierto. Por lo tanto H es diferenciable en
(a,b) x (¢,d) x (¢,d), como queriamos demostrar. [
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Ejemplo 1.1.9. Retomando la igualdad (2) del ejemplo 1.1.7, con f(z,y) = 3(z2 +?), tenfamos:

H(z,¢,¢) = 3% (¥ — ¢) + 32(¢* — ¢°) + (¥° = ¢°)  (2)

Denotando con H,, Hy, Hy a las tres derivadas parciales de H(z, ¢, 1)), respecto de z, de ¢ y de
1) respectivamente, resulta de (2):

H, = 6x(t) — ¢) +3(* — ¢*)  (3)

Por otro lado, usando la parte b) del teorema 1.1.8 se obtiene:

P 2
Hx:/ 0 3(x +vy) dy =
@ 6.’1)

2 |1Y=Y

¥
= [ oy =6my 6% =60 —0) #3007 - )

y=¢
Este resultado coincide con el encontrado en (3).
Por un lado usando la igualdad (2) se obtiene

Hy = 32% + 62 + 3¢% = 3(x + ¢)?, Hy = —32% — 62¢ + —3¢° = —3(z + ¢)* (4)

Por otro lado, usando la parte b) del teorema 1.1.8 se obtiene:

Hy=3(x+y)?, _,=3@+v)% Hy= —3(x+y)? 3z +9¢)? (5)

y=1
los resultados de (5) son los mismos encontrados en (4).

y=¢

1.2. Integrales paramétricas con limites de integracién dependientes

del parametro.

Ahora consideraremos los limites de integracion dependientes del parametro x:

Sea como en los parrafos 1.1.1 y 1.1.5, el rectangulo R = [a,b] X [c,d].

Sean dadas dos funciones reales continuas ¢, : [a,b] — [c,d] y usemos los resultados vistos
hasta ahora usando ¢ = ¢(x), 1 = ¢(z) como limites de integracién. (Tomaremos para fijar ideas
¢(x) < (x) para todo x € [a, b]).

Consideremos el dominio D contenido en el rectdngulo [a,b] X [¢,d] dado por la siguiente
condicién:

D={a<z<b, ¢(z) <y<v(x)

Hacer figura: En el plano (z,y) dibujar el rectangulo [a,b] X [c,d], y en él las gréficas de las
funciones y = ¢(x) y y = 9¥(z) cuando x € [a,b], cumpliendo ¢(x) < 1(x). Entonces D es la
region comprendida entre esas graficas, que se proyecta en el eje de las x sobre el intervalo [a, b].
Estd formada por la unién de “bastones”verticales (es decir segmentos de recta verticales), con
abscisa x constante, con extremo inferior de ordenada ¢ () y extremo superior de ordenada ¥ (x).
Al variar z en el intervalo [a, b] este segmento vertical barre el dominio D.

Sea dada una funcién f(x,y) continua para todo (z,y) € D.
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Para cada valor fijo de = € [a, b] tomemos la terna (z, ¢(z), ¥ (x)) € [a,b] X [¢,d] X [c,d] Ahora
no son las tres variables (x, ¢, 1) independientes entre si, sino que las dos ultimas dependen de la

primera. Consideremos la integral f(;fzgg) f(x,y) dy, integrando respecto de y, como funcién de una
sola variable y (con z constante). Esta integral es un nimero real. Llamémosle F'(z), y definamos:

Definicion 1.2.1. Integral paramétrica con limites de integracién variables dependien-
tes del parametro.

Sean dadas dos funciones continuas? ¢ = ¢(z) y 1 = () del intervalo [a,b] al intervalo [c, d],
y sea dada f(z,y) continuaV (z,y) € D = {z € [a,b],y € I(x)}, donde I(x) es el segmento vertical
de extremos (z, ¢(x)), (x,¥(z)).

Consideremos la integral de f(z,y) respecto de y (tomando, mientras se integra respecto de
y, un valor constante para z en el intervalo [a, b]), con limites de integracién ¢(z) y ¢ (x):

¥(x)
F(o) = Ha. (o). 6(a)) = [ flay)dy
#(x)
A F(z), definida por la férmula anterior, se le llama integral paramétrica de pardmetro x y limites
de integracion ¢(x) y (x).
(Observacion: En esta definicién, la funcién H es la definida en 1.1.6.)

Observacién: Un caso particular es cuando las funciones ¢ y ¢ son constantes ¢(x) = ¢, ¥(z) =
d para todo x € [a,b]. En ese caso la funcién F(z) definida en 1.2.1 coincide con la funcién F(x)
definida en 1.1.2.

Ejemplo 1.2.2. Sea f(z,y) = 3(z + y)? V(z,y) € [a,b] x [c,d]. La integral paramétrica de f
respecto de y con limites de integracion ¢ = 2z,1) = 22 es, aplicando la férmula (2) del ejemplo
1.1.7:
333
F(z) = / 3(z+y)*dy = 32°(2® — 22) + 32 (2® — 42?) + (2 — 82%) = 2% + 32" +32° — 262®  (6)
2z
Teorema 1.2.3. Continuidad y derivabilidad de la integral paramétrica con limites de
integracién dependientes del parametro.
Sean dadas dos funciones continuas ¢ = ¢(x) y 1p =¥ (x) del intervalo [a,b] al intervalo [c,d),
y sea dada f(x,y) continua ¥ (z,y) € D = {z € [a,b],y € I(z)}, donde I(x) es el segmento vertical
de extremos (x, p(x)), (x,¥(x)).

Sea la integral paramétrica

¥(z)
F) = Hg@ 0 = [ f)dy Voo
Se cumple:
a) F(x) es una funcién continua ¥V x € [a,b].
b) Si ademds la derivada parcial Of (x,y)/0x existe y es continua® en D, y las derivadas ¢'(x)

y Y’ (x) existen y son continuas® en [a,b]; entonces F(x) es derivable Yz € (a,b), su derivada

*No es necesario que ¢(x) < h(x)

3Quiere decir que existe en el interior de D y tiene una extensién continua al borde de D

4Quiere decir que existen en el interior del intervalo [a,b] y que tienen extensiones continuas a los extremos de
ese intervalo.
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F'(x) es continua y verifica la siguiente igualdad:
@) 9 f(x,
Fiw = [y s v @ - 100w
Demostracién: La funcién F(z) es la composicién siguiente:
F(z) = H(z,¢(x), ¢(x)) YV € [a,b]

donde H (z, ¢,1) es la funcién definida en el teorema 1.1.8.

Por el resultado de la parte d) del teorema 1.1.8, la funcién H es diferenciable, con derivadas
parciales continuas, y por hipétesis ¢(z) y ¥(x) también lo son. Luego, por la regla de la cadena
F'(x) existe, es continua y cumple:

OH OH OH
F/ — iy iy 1
@) =Gy + 5g 0@+ V@
Usando las férmulas de las partes b) y ¢) del teorema 1.1.8, se tiene:
or _ o _
oo oy

Sustituyendo en (1) se concluye la tesis del teorema. [

—f($7¢), f(xaw)

Ejemplo 1.2.4. Hallar la derivada de la siguiente funcién F'(z) (sin hallar la funcién F(z)):

3

F(z) = /; 3(z +y)’ dy

T

Llamando v
Ha6.0) = [ 3+ yPds
¢
se cumple, para ¢ = x y para 1) = z° la siguiente igualdad:
F(z) = H(x,2z,2%)

Por la regla de la cadena (llamando H,, Hy, Hy, a las tres derivadas parciales de H respecto de x,
de ¢ y de v respectivamente):

F'(z) = Hy + Hy¢/(z) + Hp' (x) = Hy + 2Hy + 32°Hy  (7)

Usando las igualdades al final de la parte b) del teorema 1.1.8 se encuentran los resultados (3) y
(4) del ejemplo 1.1.9:

Hy = 62(y — ¢) +3(0° = ¢%), Hy =3(x+v)°, Hy=-3(+0¢)” (8
Sustituyendo (8) en (7), y recordando que ¢ = 2z, ¢ = 3, resulta:

F'(x) =928 + 2125 + 152 — 782%. O
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2. Integrales iteradas dobles.

2.1. Integrales iteradas en dominios simples respecto de z.

Sea como en la subseccién 1.2, el rectangulo R = [a,b] X [¢,d] y dos funciones reales continuas
o, 1 [a,b] — [c,d] tales que ¢(z) < ¢(x) para todo x € [a,b]); y el dominio D contenido en el
rectangulo [a,b] X [¢,d] definido como:

D={a<z<b, ¢(z)<y<v(x)} (1)

(Recordar la figura hecha en la subseccién 1.2, barriendo D con bastones verticales® J(x) de
extremo inferior (z, ¢(x)) y extremo superior (x,v(x)).)

Definicién 2.1.1. El dominio D definido en (1) se llama dominio simple respecto de x.

Consideremos la integral paramétrica de f(x,y) de pardmetro x y limites de integracién ¢(x)
y ¥(x), definida en 1.2.1:

P(x)

Fo = [ty @
é(z)

Por lo visto en el teorema 1.2.3 la funcién F(x) es continua para todo = € [a,b], luego es

integrable respecto de x en el intervalo [a,b]; y podemos considerar el nimero I = f: F(x)dx =

/ : ( f(;jzg) f(z,y) dy) dz, dando lugar a la siguiente definicién:

Definiciéon 2.1.2. Integral doble iterada en dominio simple respecto de x. Sea D C
[a,b] X [c,d] un dominio simple respecto de x (como en la definicién 2.1.1), y sea f(x,y) continua
en D. Se llama Integral doble iterada de f en el dominio D al ntimero:

/ b ( /¢ :Z:)f(x,y)dy> di
[ fdzay = | o /QS f()) F(o,y) dy

Observacion: El simbolo dxdy NO indica producto de diferenciales. Solo indica que hay que
integrar primero respecto de y, y luego (al resultado antes obtenido) integrar respecto de x. Las
integrales iteradas se calculan de derecha a izquierda, considerando constante la variable
x al calcular la integral de la derecha.

que se denota

Ejemplo 2.1.3. Calcular [/ p Yy drdy en el tridngulo D del plano z,y que tiene vértices
A=(0,0), B=(1,0), C=(1,1)

Dibujemos primero el tridngulo D. Es un tridngulo rectangulo.

®De ahora en més serd necesario considerar siempre ¢(z) < ¥(z).
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Veamos que D es un dominio simple respecto de x; es decir, hallaremos el intervalo [a, b] en
el eje de las abscisas y las funciones y = ¢(z), e y = 1(x), bordes inferior y superior de D
respectivamente, tales que:

D={(z,y) eR*:a<u<b ¢(z) <y < (o)}

Se recorre D con bastones verticales, que son los segmentos que se obtienen de intersectar D
con la recta x constante. Esta constante, como se ve haciendo la figura, toma como minimo el
valor 0 y como maximo el valor 1. Entonces el intervalo [a, b] es el intervalo [0, 1].

El borde de abajo del tridangulo D es el eje de las x, que es la grafica de la funcién y = 0. Es
decir, la funcién y = ¢(x) es ¢(x) = 0 para todo = € [0, 1].

El borde de arriba del tridngulo es la recta de ecuacién y = x (que es la recta AC, que contiene
a la hipotenusa del tridngulo). Es decir, la funcién y = ¢ (z) es ¢(z) = z para todo x € [0, 1].

Por lo tanto, D se puede escribir como el dominio simple respecto de x, que tiene la siguiente
caracterizacion:

D={(z,y) eR*: 0<z<1, 0<y<uzx}

Por lo tanto la integral pedida es:

1 T
I:// xydxdy:/ dx/ Ty dy =
D 0 0

Calculemos la integral doble comenzando por la integral de la extrema derecha, respecto de y, con

x constante:
y=x 1 3 1 4
y=0 0 2 2 4

1 T 1 y2
I—/dx/ :vydy—/ T =
0 0 0 2

Ejemplo 2.1.4. Calcular [ fQ 423 + 8xy + 6y? drdy en el cuadrildtero @ del plano z,y que tiene
vértices A = (0,0), B=(1,-1), C=(2,1), D=(1,3).

r=1

== O

=0

Primero dibujemos el cuadrildtero en el plano x,y, tomando x en el eje de abscisas horizontal,
e y en el eje de ordenadas vertical. Observamos que x varia entre un minimo z = 0 y un maximo
x = 2 en el eje de abscisas. El intervalo [a,b], proyeccién vertical sobre el eje horizontal del
cuadrildtero Q = ABCD es: [a,b] = [0, 2].

Para cada valor de x fijo en [0, 2] consideremos los bastones verticales de extremos ¢(z) < 1(x).
Estos bastones son la interseccién del cuadrildtero @ (incluido su interior), con la recta vertical x
constante. Entonces, las graficas de las funciones y = ¢(x) e y = ¥(x), son, para cada = constante,
los dos puntos de interseccién del borde inferior de @), y superior de () respectivamente, con la
recta vertical z constante.

Encontremos estas funciones ¢(x) y ¢ (x):

Cuando 0 < z < 1, la funcién y = ¢(z) es la ecuacién del segmento de recta AB; y cuando
1 <z < 2lafuncién y = ¢(x) es la ecuacién del segmento de recta BC. Ambos segmentos de
rectas forman el borde del cuadrilatero ) por abajo. Esto es:

o) y=—x si0<z<1 (1)

o) y=22—-3 sil<x<2 (2)
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Para encontrar la ecuacién del segmento de recta no vertical PQ donde P = (zp,yp) y S =
(rs,ys), se uso la férmula de la ecuacién de una recta, restringida al intervalo de abscisas donde
se proyecta el segmento; es decir: y = yg + i’}’:gf; (z—xg).

Las férmulas (1) y (2) son las que corresponden a una tunica funcién ¢(x), definida en el
intervalo [0,2] de la variable independiente z. Esto es porque (1) vale en el intervalo [0, 1], y (2)
en [1,2]. Ambas son tales que en la interseccién de los dos intervalos, (que es x = 1), dan el mismo
punto z = 1,y = —1 (que es el vértice B = (1,—1) del cuadrildtero Q). Por lo tanto la funcién
¢(x), dada por las ecuaciones (1) y (2), estd bien definida, y ademés es continua en su dominio
[0, 2].

Ahora, para 0 < x < 1, busquemos la(s) férmula(s) de la funcién y = ¢(x). Su gréafica son los
segmentos de recta AD y DC, que forman el borde del cuadrildtero () por arriba. Esto es:

P(x): y=3x si0<z<1 (3)

Y(z): y=-2x+5 sil<x<2 (4)

Las férmulas (3) y (4) son las que corresponden a una tnica funcién 1 (z), definida en el intervalo
[0,2] de la variable independiente x. La férmula (1) vale en el intervalo [0, 1], y la férmula (2) en
[1,2]. Son tales que en la interseccién de ambos intervalos, (que es x = 1), ambas dan el mismo
punto x = 1,y = 3 (que es el vértice D = (1, 3) del cuadrildtero). Por lo tanto la funcién ¥ (x),
dada por las ecuaciones (1) y (2), estd bien definida, y ademéds es continua en su dominio [0, 2].

Calculemos ahora la integral pedida:

2 ¥()
I= // (423 + Sxy + 6y2) dady —/ dm/ (42° + 8zy + 6y*) dy  (5)
Q 0 #(x)
Para poder sustituir las férmulas (1), (2), (3) y (4), de ¢(z) y ¥ (), en la igualdad (5), hay que
separar el intervalo de integracién [0,2] de las z, en dos partes, escribiendo la integral en [0, 2]

respecto de x (que es la tltima a calcularse), como la suma de la integral en [0, 1] més la integral
en [1,2]:

1 »(x) 2 P(z)
I= / da:/ (42° + 8zy + 6y?) dy + / dﬂf/ (42° + 8xy + 6y%) dy  (6)
0 b(x) 1 ¢(z)

Ahora calculemos cada una de las integrales dobles en el segundo miembro de (6):

1 ¥(x)
I :/ dx/ (423 4 8zy + 6y°) dy =
0 ¢(x)

1 3z 1
I, = / da:/ (423 + 8xy + 6y°) dy = / (4:1:3y + day? + 2y3}y_3w ) dr =
0 —x 0

Yy=—x
1
I = / (122" + 362° + 542%) — (—4a? + 42° — 22%) dz =
0

=1
16 126
=— +22="
=0 5 5

1 5 4

16 88
Iy = / (162" 4 8823) dx = S
0

5 4
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En definitiva:

1 Y(z) 126
L = / dx/ (42° + 8xy + 6y*) dy = — (7)
0 Jow) g

Ahora calculemos la dltima integral doble en el segundo miembro de (6):

2 W (x)
I, = / d:c/ (423 4 8zy + 6y°) dy =
1 #(x)

2 —22+5 2 2045

I = dx (422 4 Szy + 6y°) dy = (41:3y + dxy? + 231 7 > dr =
1 220-3 1 y=22-3

2

I —/1 (42 (=224 5) +4x(—2x+5)2+2(—22+5)3) — (423 (22 — 3) +4a (22— 3)> +2(22 — 3)?) dox =

2 162° 20023 r=2
I = / (—162* + 2002 — 324z + 304) dz = —Tx + 3:” 16227 + 304z| =

1 =1

16 x 25 200 x 23 16 200 2842

I =— —162x 224608+ — — — +162—304 = —=

2 5 T 3 XA O A 15
En definitiva: ) 5@
@ 2842
I, = / da:/ (423 + 8xy + 6y°) dy = ——~ (8)
1 $(x) 15

Sustituyendo (7) y (8) en (6) se deduce:
126 2842 3320 664
5 15

15 3
2.1.5. Propiedades de la integral iterada.

Es inmediato verificar que se cumplen las siguientes propiedades, a partir de que valen las mis-
mas para las integrales de funciones de una sola variable en un intervalo, y usando las definiciones
212y 1.1.2:

1. Linealidad: Si f y ¢ son continuas en el dominio D, y A y p son constantes reales, entonces:

//D()\f(:c,y)Jng(x,y))dxdy: )\//D F(y) dxdy—ku//D oz, y) dady

2. Monotonia: Si f y g son continuas en el dominio D, entonces:

f<g = //Dﬂ:c,y)d:cdyg//Dg@,y)dxdy

Usando la propiedad (2) se deduce inmediatamente la siguiente:
3. Acotacion: Si f es continua en el dominio D y si M es su maximo y m su minimo, entonces:

m//Ddxdyg//Df(x,y)dxdygM//Ddxdy

En particular la propiedad (2) aplicada a la desigualdad —|f| < f < |f| implica:

_//D|f(x,y)|d;gdyg//Df(a:,y)da:dyé//le(%yﬂdﬂcdy

I
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Por lo tanto se deduce la propiedad siguiente:
4. Acotacion en valor absoluto: Si f es continua en el dominio D y si K es una cota
superior de |f| en D, entonces:

‘/Df(I’y)dIdy’ S//D|f($,y)|dxdy§]{//Dd$dy

2.1.6. Integral doble iterada como limite iterado de sumas de Riemann.

Consideremos una particién del intervalo [a,b] en el eje de las x en n subintervalos: a = z¢ <
T < To < . < X1 < < v < Tpo1 < T, = b, con longitudes Ax; = x; — x;_1. Llamemos
Az = max Az; : 1 <i < n (Por ejemplo puede considerarse la particién de [a, b] en n subintervalos
iguales todos de longitud Az = (b — a)/n.) Hagase un dibujo.

Tomemos T; un punto cualquiera en el subintervalo [x;_1,z;] de la particién, para cada i =
1,2,...,n.

Siendo F'(x) la funcién definida en (2), apliquemos la definicién de integral de Riemann de
F(z) respecto a = € [a, b], como limite de las sumas de Riemann en particiones del intervalo [a, b]
cuando Az — 0 (del curso de Célculo 1). Se obtiene:

//fxydxdy—/dm/(x) :Bydy—/ F(x)dx =

n Y(Ti)
= AIJIEOZF T)Aw; = Alglfgoz; </¢(m) (@i y) dy) Az (3)

Ahora, para cada T; fijo constante, apliquemos la definicién de integral de Riemann de f(7;,y)
integrando respecto de y € [¢(T;), ¥ (T;)].

Consideremos, por convenciéon: f(z,y) = 0 si (x,y) ¢ D; es decir, consideramos fuera del
dominio D una extensién (no continua) de la funcién f toméndola igual a cero en los puntos que
no estan en D.

Integremos esta funcién extendida f(x,y) respecto de y € [c, d] con x fijo constante. Se observa
que la funcién f(z,y) para x fijo, resulta ser continua a trozos en el intervalo [c, d]]; siendo nula
para y fuera del intervalo [¢(z), % (z)] y continua dentro de ese intervalo. Entonces es integrable
Riemann en el intervalo [c, d].

Se obtiene:

d o(x) P(x) d p(x)
/ f(w,y)Z/ 0dy+/ f(x,y)dy+/ Odyz/ f(z,y)dy (4)
c c o(x) P(x) o(x)

Para cada T; fijo constante, apliquemos la definicién de integral de Riemann de f(Z;,y) inte-
grando respecto de y € [¢(T;),1(T;)] y usando (4), resulta:

/Wi)f( Yay= lm S FET) Ay ()
i, Y Yy = 11m TiyYs Y;
() AyHOjZI J J

donde consideramos particiones del intervalo [c,d] en el eje de las y en m subintervalos: ¢ =
Yo < y1 < Y2 < ... < Yj—1 < Yj < ... < Ym-1 < Ym = d, con longitudes Ay; = y; — y;j—1.
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Llamamos Ay = maxAy; : 1 < j < m. (Por ejemplo puede considerarse la particién de [c, d] en
m subintervalos iguales todos de longitud Ay = (d — ¢)/m.) Tomamos ¥; un punto cualquiera en
el subintervalo [y;_1,y;] de la particién, para cada j =1,2,...,m.

Sustituyendo (5) en (3) se deduce la siguiente proposicién:

Proposicién 2.1.7. Integral doble iterada como limite iterado de sumas de Riemann.
Sea f(z,y) es continua en el dominio D = {a < x < b, ¢(x) <y < ¢Y(x)} C [a,b] X [¢,d]
(siendo D simple respecto de x segin la definicién 2.1.1).
La integral iterada doble (definida en 2.1.2) cumple:

// flx,y dfvdy—/ dx/w) (z,y dy—AlgoAI;IEOZZf(%?j)Amij

i=1 j=1

donde se conviene en definir f(z,y) = 0si (z,y) ¢ D; donde T;,7; € R; j siendo R; j = [z;—1, ;] X
[yj—1, Y], que resulta de tomar particiones:

a=290<21<...<®i1<xi<..r,=0b, c=y<n<..<y1<yi<...ym=d
de los intervalos [a, b] y [c, d] respectivamente; y donde
Aazi = T; — Tj—1, ij =Y —Yj-1, Azr = méx{Aa:i, 1 S ) S n}, Ay = méX{ij, 1 §j S m}

Demostraciéon: Esta expuesta en el parrafo 2.1.6. Para deducir la tesis de la proposicién se
debe sustituir la igualdad (5) en la igualdad (3), y luego usar que el limite de una sumatoria finita
es igual a la suma de los limites. [

2.2. Intercambio del orden de integracion en dominios simples.
2.2.1. Integrales iteradas en dominios simples respecto de y.

En la subseccion 2.1, definimos la integral doble iterada en un dominio simple respecto de x,
integrando f(x,y) primero respecto de y con z constante, e y variando en el intervalo [¢(z), ¥ (x)];
y luego al resultado obtenido, que dependia del valor constante x elegido, integrandolo respecto
de x en el intervalo [a, b]. (Ver definicién 2.1.2.)

Se puede intercambiar los roles de las variables = e y, en toda la exposicién de la subseccién
2.1. En efecto:

Sea

D={(z,y): c<y<d nly) <z <&y} Clab] xe,d (1)

donde 1 y £ son dos funciones continuas del intervalo [c, d] al intervalo [a, b] tales que n(y) < £(y)
para todo y € [c, d].

Hacer una figura del siguiente modo: en el plano z,y con z en abscisas (eje horizontal) e
y en ordenadas (eje vertical), dibujar el rectdngulo [a,b] X [¢,d] = {a < z < b, ¢ < y < d}.
Dibujar, dentro de ese rectdngulo, las curvas gréficas de las funciones z = n(y), = £(y) tomando
como variable independiente y € [c,d] en el eje vertical y como variable dependiente x en el eje
horizontal. Dibujarlas considerando que a < n(x) < £(y) < b. El dominio D es la regién que
queda entre ambas gréficas, y que se proyecta sobre el eje vertical en el intervalo [c, d]. Se obtiene
D barriendo con “bastones” horizontales (segmentos de rectas horizantales) I(y) contenidos en la
recta y constante, de extremo izquierdo (n(y),y) y extremo derecho (£(y),y).
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Definicién 2.2.2. El dominio D definido en (1) se llama dominio simple respecto de y.

Consideremos la integral paramétrica de f(x,y) de pardmetro y, integrando f respecto de z,
con y constante en el intervalo [c,d] mientras se integra respecto de z, y limites de integracién

n(y) y (y):
£(v)
G = [ fwwds @)
n(y)
Por lo visto en el teorema 1.2.3 (intercambiando en el enunciado de ese teorema los roles
de las variables x e y entre si) la funcién G(y) es continua para todo y € [c,d], luego es inte-
grable respecto de y en el intervalo [c,d]; y podemos considerar el nimero J = [T G(y)dy =

fcd( ff((;)) f(z,y) dx) dy, dando lugar a la siguiente definicién:
Definicion 2.2.3. Integral doble iterada en dominio simple respecto de y. Sea D C

[a, b] X [¢,d] un dominio simple respecto de y (como en la definicién 2.2.2), y sea f(z,y) continua
en D. Se llama Integral doble iterada de f en el dominio D al nimero:

/ ' ( /n fj) f(x,wdx) dy
[ s@wdoty= | "y /n f::) f(@,y) d

Observacién: El simbolo dzdy NO indica producto de diferenciales. Solo indica en este caso®, que
hay que integrar primero respecto de z, y luego (al resultado antes obtenido) integrarlo respecto
de y. Las integrales iteradas se calculan de derecha a izquierda, y para calcular la primera
integral (la de la derecha), se integra en la variable z tomando y cualquiera, pero constante.

que se denota

2.2.4. Propiedades de la integral iterada. Usando exactamente los mismos argumentos, pero
con los roles de las variables x e y intercambiados entre si, se deduce que valen las mismas
propiedades de linealidad, monotonia y acotacion expuestas en el parrafo 2.1.5.

Andlogamente a la proposicién 2.1.7, se obtiene, intercambiando los roles de = e y entre si, la
siguiente:

Proposicion 2.2.5. Integral doble iterada como limite iterado de sumas de Riemann.
Sea f(x,y) es continua en el dominio D = {¢ <y < d, n(y) <z < &(y)} C [a,b] X [c,d]
(siendo D simple respecto de y segun la definicién 2.2.2).

//]“_7 f(z,y) dzdy

para indicar la integral iterada de la definicién 2.2.3 que para indicar la integral iterada de la definicién 2.1.2 con la
siguiente convencién: si el dominio D es simple respecto de = indica integrar primero respecto de y con x constante,
y luego respecto de x; si el dominio D es simple respecto de y indica que hay que integrar primero respecto de x con
y constante, y luego respecto de y. Y si el dominio D fuera simple respecto de x y también respecto de y a la vez,
entonces indica cualquiera de las dos integrales dobles iteradas, que como veremos en el teorema 2.2.12; resultan ser
iguales.

6Se usa el mismo simbolo
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La integral iterada doble (definida en 2.2.3) cumple:

// f(z,y dxdy—/ dy/ flo,y)de = lim lim > 3" f(F;,7;) A Ay;

Ay—0 Axz—0 -
=1 j=1

donde se conviene en definir f(z,y) = 0 si (z,y) € D; donde T;,y; € R; j siendo R; j = [z;_1, 7] X
[yj—1,Y;], que resulta de tomar particiones:

a=20<T1<...<® 1 <> <..r,=0b, c=y<n<..<y1<yi<...ym=d
de los intervalos [a,b] y [c, d] respectivamente; y donde
Axi =x; —xi—1, Ay; =y —yj—1, Az =max{Az;, 1 <i<n}, Ay=max{Ay;,1 <j<m}

Demostracion: Es la misma que la de la proposiciéon 2.1.7, intercambiando los roles de x e
y entre si, y observando que Az;Ay; = Ay;Ax;, debido a la propiedad conmutativa del producto
de nimeros reales, y que > " | ZT:1 Aij = Z;”Zl > A;j, debido a la propiedad conmutativa
de la suma de numeros reales. [

Nota 2.2.6. Llamando o a la suma de Riemann:

n m
:ZZ xzy@/] ) Az; Ay,
i=1 j=1

apliquemos las proposiciones 2.1.7 y 2.2.5, cuando el mismo dominio D es un dominio simple
respecto de x y respecto de y a la vez.

Por las proposiciones 2.1.7 y 2.2.5 sabemos que las integrales dobles iteradas [[,, f p f(x,y)dvdy
vy [[nf p f(x,y) dzdy son iguales a los limites limaz o limay o0 y limay .o lima, .0 o respectiva-
mente.

A priori no se puede deducir que esos limites iterados sean iguales, ya que el primero de ellos
toma antes Ay — 0, con Az constante’ y luego Az — 0; y el segundo de ellos los toma alrevés.
Falta ver que se puede intercambiar el orden en que se toman esos limites, para demostrar que las
dos integrales dobles iteradas toman el mismo valor.

Ejemplo 2.2.7. Calcular, [/, p Ty dzdy en el tridngulo D del plano z,y que tiene vértices
A=(0,0), B=(1,0), C=(1,1)

tomando D como dominio simple respecto de y.
Comparar con la integral que se calculé, tomando D como dominio simple respecto de x, en
el ejemplo 2.1.3.

Dibujemos de nuevo el tridngulo D. Es un tridngulo rectangulo.

"No solo Az es constante (mientras se calcula el limay—o o), sino también es constante la particién {z;}i=o0,1,...,n
del intervalo [a, b], y la eleccién de los puntos intermedios Z; € [zi—1,Z4].
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Veamos que D es un dominio simple respecto de y; es decir, hallaremos el intervalo [c, d] en
el eje de las ordenadas y las funciones x = n(y), y = = £(y), bordes izquierdo y derecho de D
respectivamente, tales que:

D={(z,y) eR*:c<y<d, ny) <z <&@y}

Se recorre D con bastones horizontales, que son los segmentos que se obtienen de intersectar
D con las rectas y constante. Esta constante, como se ve haciendo la figura, toma como minimo
el valor 0 y como maximo el valor 1. Entonces el intervalo [c, d] es el intervalo [0, 1].

El borde izquierdo del tridngulo D es la recta x = y (que es la recta AC, que contiene a la
hipotenusa del tridngulo). Es decir, la funcién x = n(y) es n(y) = y para todo y € [0, 1].

El borde derecho del tridngulo es la recta de ecuacién x = 1, que es la gréifica de la funcién
x = 1. Es decir, la funcién x = £(y) es {(y) = 1 para todo y € [0, 1].

Por lo tanto, D se puede escribir como el dominio simple respecto de y, que tiene la siguiente
caracterizacién:

D={(z,y) eR*: 0<y<1, y<az<1}

Por lo tanto la integral pedida es:

1 1
I:// acydxdy:/ dy/ rydr =
D 0 Y

Calculemos la integral doble comenzando por la integral de la extrema derecha, respecto de y, con

x constante:
=1 1 3 2 4 |y=1
1 1
dy:/ (@/_y>dy:.y_y _1 4
o=y o \2 2 2 2 4 y=0 8

1 1 1 2
I:/dy/ $ydz:/ Y- —
0 y 0 2

Nota 2.2.8. Se obtuvo en el ejercicio 2.2.7, el mismo resultado que en el ejemplo 2.1.3. Esto se
debe al teorema de Fubini que veremos préximamente (teorema 2.2.12):

Las integrales iteradas dobles dan el mismo resultado si se intercambia el orden de integracion
de las variables © e y entre si, cuando el dominio D es simple respecto de x y simple respecto de
Yy a la vez.

Hay que tener cuidado en lo siguiente:

Cuando se intercambia el orden de integracién de las variables, suelen cambiar totalmente
las funciones (¢(x), ¥(z), n(y), &£(y)) y las constantes (a, b, ¢, d), que deben aparecer como
limites de integracion en cada variable. Comparar, por ejemplo, los limites de integracion en x e
y obtenidos para calcular la integral doble I en los ejemplos 2.1.3 y 2.2.7.

Para encontrar los limites de integracién, suele ser necesario hacer la figura del dominio D,
estudiar el intervalo [a,b] en el eje de las abscisas (proyeccién del dominio D sobre el eje de las
abscisas), y el intervalo [c, d] en el eje de las ordenadas (proyeccién del dominio D sobre el eje de
las ordenadas).

Finalmente, habrd que encontrar las funciones cuyas graficas son los bordes de la figura D.

Las curvas graficas de las funciones y = ¢(z) e y = ¢(x) son los bordes superior e inferior del
dominio D. Las curvas graficas de las funciones x = n(y), x = £(y), en cambio, son los bordes
izquierdo y derecho del mismo dominio D.
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Ejemplo 2.2.9. Primero integrando respecto a x con y constante, y luego respecto a y, hallar
los limites de integracién y desarrollar la integral doble iterada [ fQ 423 + 8xy + 6y% dxdy en el
cuadrildtero @ del plano z,y que tiene vértices A = (0,0), B = (1,-1), C =(2,1), D= (1,3).
(El resultado final de esta integral es el mismo resultado que el del ejemplo 2.1.4).

Se pretende encontrar los limites de integracién siguientes:

d &(y)
I= // (423 + 8xy + 6y°) dady = / dy/ (423 4 8xy + 6y°) dx
Q c n(y)

Dibujemos el cuadrilatero @ que es el mismo del ejemplo 2.1.4. El mismo se proyecta sobre el
eje de las y en el segmento —1 < y < 3.

Al fijar y constante en el intervalo [—1,3] la = varfa en un intervalo n(y) < = < &(y) que
habra que determinar. El segmento o bastén horizontal que tiene por extremos (y,n(y)) v (v,£(y)),
barre el cuadrilatero @) de abajo hacia arriba al aumentar el valor de la constante y. Obtenemos:

3 £(y)
I= / dy / (42% 4+ 8xy 4+ 6y?) dz  (0)
-1 n(y)

Encontremos la funcién x = n(y), cuya gréfica es el borde izquierdo del cuadrilatero @ formado
por los lados BA y AD. En el ejercicio 2.1.4 hallamos las ecuaciones de los segmentos BA y AD
(Corresponden respectivamente a las igualdades (1) y (3) del ejemplo 2.1.4.) Despejando ahora x
en funcién de y de esas ecuaciones, se obtiene:

n(y): x=-y siyel[-1,0] (1)

) w=5 siyes] ()

Anélogamente, la funcién x = £(y) tiene como gréfica el borde derecho del cuadrilatero @, formado
por los lados BC' 'y CD. Despejando x en funcién de y de las ecuaciones de los segmentos BC'y
CD, obtenidas respectivamente en las igualdades (2) y (4) del ejemplo 2.1.4, se deduce:

£(y) : x:%—i-g siye[-1,1] (2)
£(y) : x:—%+g siye[l,2] (4)

Por lo tanto para poder sustituir estas férmulas (1) (2) (3) y (4) en (0), habrd que partir el
intervalo [—1, 3] de variacién de la y, como unién de tres intervalos sucesivos: y € [-1,0], y €
[0,1], y € [1,3]. Esto es porque en el intervalo y € [—1,0] valen las férmulas (1) y (2); en el
intervalo y € [0, 1] valen las férmulas (3) y (2); y en el intervalo y € [1, 3] valen las férmulas (3) y
(4).

De (0) resulta:

3 £() 0 £(w)

1= / dy/ (423 + 8zy + 6y°) dz = / dy/ (422 4 8zy + 6y°) dz+
-1 n(y) -1 n(y)

)

1 £(y) 3 £(y)
+/ dy/ (423 + 8xy + 61°) dx + / dy/ (423 + 8xy + 61°) dx
0 n(y) 1 n(y)
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Por lo tanto, sustituyendo 7(y) y £(y) por las respectivas férmulas (1), (2), (3) y (4), se obtiene:

0 (y/2)+(3/2)
I= / dy/ (422 4 8zy + 6y°) dz+
-1 —y

1 (y/2)+(3/2) 3 (—y/2)+(5/2)
+/ dy/ (423 4 8xy + 6y?) da + / dy/ (423 + 8xy + 6y°) dz  (5)
0 y/3 1 y/3

Ahora plantearemos cada una de las integrales a la derecha de la igualdad (5):

0 (y/2)+(3/2) o
I :/ dy/ (4gg3+8xy+6y2) dz :/ <gg + 422y + 6y x‘i—%z (3/2)) dy

3\? y 3
— e 4 e 2(d e o 4 43_ 3
( + y<2 2) + 6y <2+2>) (y* +4y° — 6y°) dy

1 (y/2)+(3/2) 1
Z/ d / (42® + 8y + 6y°) d:c:/ (o + 4y + 692 [Z 0D ay
0 y/ 0

. z=y/3
L (5 ) e () () 0 () o

(=y/2)+(5/2) 3
I3 = dy (42° + 8zy + 6y°) da = (m + 422y + 6y ’ yﬂ2+@/2) dy
y/3 1 r=y/3

:/13<<_2y+2>4+4y<?+2> +62(2y+;)>—((§) +4y (4 ) + 6y (g)) dy

El resultado final es la suma

<

I'=05L+1+13
2.2.10. Integrales iteradas en dominios simples respecto de = y de y.

Dado un conjunto D C [a, b] X [¢, d], supongamos que D resulta ser a la vez un dominio simple
respecto de z y un dominio simple respecto de y (hacer una figura de un tal dominio D, por
ejemplo el cuadrildtero de vértices (0,0), (1,—1),(2,2),(3,1)). Tenemos (debido a las definiciones
2.1.2 y 2.2.3), dos integrales dobles iteradas: una integrando respecto de y primero y después
respecto de x; y otra integrando respecto de x primero y después respecto de y. En el teorema
2.2.12 que enunciamos mas adelante, se prueba que ambas integrales iteradas toman el mismo
valor, y por lo tanto cuando decimos “Integral doble iterada”, no tenemos por qué especificar el
orden de integracién. La escribimos siempre como [ p f(z,y) drdy, no importa el orden de z e y
en que se integre.

Definicion 2.2.11. Dominio simple y dominio simple en cualquier orden.

Un conjunto D del plano x,y se llama dominio simple, si es simple respecto de x o es simple
respecto de y.

Un conjunto D del plano z,y se llama dominio simple en cualquier orden, si es a la vez simple
respecto de x y simple respecto de y.
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Aplicando las definiciones 2.1.1 y 2.2.2, un dominio simple en cualquier orden resulta:
D=A{(z,y):a<z<b, ¢(z) <y <)} ={(z,9) : e <y <d, n(y) <z <&(y)} C la,b] x [e,d]

donde ¢(x) y 1(x) son continuas para todo = € [a,b] y cumplen ¢ < ¢(z) < ¢¥(z) < d, y n(y) y
¢(y) son continuas para todo y € [¢,d] y cumplen a < n(y) < &(y) < b.

Teorema 2.2.12. Teorema de Fubini para integrales dobles iteradas (intercambio del
orden de integracién).

Sea D ={(z,y) ca <z <b, ¢(x) <y <)} ={(z,y) :c<y<d nly <z<{(y)}cC
[a,b] X [¢,d] un dominio simple en cualquier orden (segin la definicién 2.2.11).

Sea f(z,y) una funcion continua para todo (x,y) € D.

Entonces las integrales dobles iteradas de f en D son iguales:

b P(z) d §(y)
/ dx/ f(x,y)dyz/ dy/ f(z,y)dx
a o(z) c n(y)

Observacién: En la seccién 5, se expone el teorema de Fubini para integrales de Riemann (ver
5.5.1). Es consecuencia de aplicar el teorema de Riemann-Lebesgue (ver 5.4.2), y las proposiciones
2.1.7 y 2.2.5 ya vistas. En efecto, el teorema de Riemann asegura que existe

g

lim
(Az,Ay)—(0,0)

donde ¢ es la suma de Riemann definida en 2.2.6. Ese limite A es lo que se llama integral de
Riemann de f en el dominio D.

Entonces, los limites iterados de las sumas de Riemann, expuestos en las proposiciones 2.1.7
y 2.2.5, son iguales a A. Por lo tanto ambas integrales dobles iteradas son iguales a A, y resultan
ser iguales entre si como queremos demostrar en el teorema de Fubini.

Esto prueba una versién mas fuerte del teorema de Fubini:

Las integrales iteradas dobles de f continua en el dominio simple D, no solo son iguales entre
st, sino que ademds son iguales a la integral de Riemann de f en D.

En forma independiente al teorema de Riemann, también se puede demostrar el teorema 2.2.12
de Fubini, usando los resultados de la seccién 1 como sigue:

Demostracién del teorema 2.2.12.

Esta demostracién puede omitirse si se la sustituye por la demostracién de los teoremas 5.4.1,
5.4.2y5.5.1.

ler. caso: D es un rectangulo. Sea D = [a,b] X [c,d] y sea f(z,y) continua en D. Definamos,
para (X,Y) y (z,y) fijos en D, las siguientes funciones:

= [ [ senan s = [Ca [ e

Y X
F(z,Y) = / f@y)dy, G(X,y) = / f(z,y) da
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Aplicando el teorema 1.1.8, resulta:

OI(X,Y g [X aF Y oI
H:W/a F(x,y)dxz/a (2, /me = —(a,Y)=0

Y oY
o [0 a X
2 (”g;y’) = o | @)= fxy)

Luego, podemos sustituir f(z,y) = a% <%y’y)> en la definicién de la funciéon G. Resulta:

G(X,y)_LXai (8I(gy y)) gy E)I(gg;y)

= 9I(X, y)
- =5

r=a

Sustituyendo este tltimo resultado en la definicién de la funcién J(X,Y') se obtiene:

J(X,Y>=/cydy/aXﬂx,y)dx:/CYG<X,y>dy=

_ /Y@I(;(y,y)dy: I(X,y)\giz/ =I1(X,Y)-I1(X,c) =I(X,Y)

Deducimos que J(X,Y) = I(X,Y) para todo (X,Y) € [a,b] X [¢,d]. En particular se verifica para
X =b, Y =d, concluyendo que:

/abdgz:/cdf(:c,y)aly=/Cddy/ff(gc,y)alJC -

2do. caso: D es un dominio cualquiera simple en cualquier orden.

Definamos una extensién de la funcién f(z,y) a todo el plano z,y conviniendo en definir
f(z,y) =0si (x,y) € D. Nuestra nueva funcién f estd definida en el rectdngulo R = [a, b] X [c, d]
y es continua excepto en los puntos del borde 0D del dominio D.

Se observa que
/daz/f:z:ydy—/dx/

pues f(z,y) =0siy € [c,d]\ [¢(z),¥(x)]. Andlogamente

/cddy/:f@,y)dz=/cddy/7f:j)f<x,y>dx

Luego, para demostrar el teorema, basta demostrar que

/ab dx /cd f(z,y)dy = /cd dy /abf(%?/) dz (aprobar) (1)

No podemos aplicar directamente el resultado de la primera parte de esta demostracién, porque
en el primer caso f era continua en el rectangulo R y en este caso f es continua excepto en el
borde de D.
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Sin embargo, si f(x,y) fuera nula en dD, entonces f seria continua en R y por el resultado
obtenido en el primer caso se deduce la igualdad (1).

Si f(z,y) no es nula en 9D definiremos una funcién auxiliar g(x, y) continua para todo (z,y) €
D, que sea nula en 0D y que difiera de f en un conjunto muy pequeno. Es aplicable el resultado
del primer caso a g. Probaremos que, como el lugar donde ¢ difiere de f es muy pequeto, las
integrales iteradas de f difieren de las de ¢ menos que ¢ > 0 y por lo tanto estan muy proximas
entre s{. Como la diferencia entre ellas (2¢ > 0) es arbitrariamente pequena, esto implica que son
iguales.

Veamos ahora los detalles:

Sea dado € > 0 suficientemente pequeno.

En lo que sigue es imprescindible hacer una figura en el rectdngulo [a, b] X [¢, d] e ir agregédndole
los dibujos que corresponden a cada parrafo.

Por hipétesis

D={(z.y):a<w<b o) <y< (@)} =
={(z,y):c<y<d nly) <z <{y)} Cla,b] x e, d

Sea en el rectangulo [a +€,b— €] X [c+ €, d — €] un dominio simple D; (respecto de x y respecto
de y), contenido en el interior de D y tal que todo punto de su borde 9D dista del borde de D
menos que €. Mas precisamente:

Di={(z,y):ate<az<b—e¢ ¢1(z) <y <ih(z)} =
={(z,y):cte<y<d—e, my) <z <& W)} Cla+eb—¢ x[c+ed— € tal que:
) < d1(z) < d(x) +e<i(z) <p(x) —e<y(x)<d Ve €lat+eb—¢ (I
a<n(y) <m(y) <nly) +e<&ly <&y) —e<&y) <b Vyeleted—e ()
)

una funcién continua tal que:
9(z,y) =0= f(z,y) si (z,y) eR\ D

g(:c,y) = f(:v,y) si (.’L’,y) € Dl
lg(z,y)| < [f(z,y)| para todo (z,y)

Existe alguna funcién g(z,y) con esas propiedades: En efecto, tal como se probard en el lema
2.2.13, (independientemente del resultado del teorema 2.2.12 que estamos demostrando), existe
una funcién “chichén”¢(x,y) que cumple la tesis del lema 2.2.13 (usando en las hipétesis de
dicho lema: el abierto V igual al interior del dominio D, y el compacto K = Dj). Definiendo
g(z,y) = p(z,y) f(x,y), se obtiene la funcién auxiliar buscada.

Como g es continua, puede aplicarse el resultado obtenido en el primer caso:

/abdx/cdg(x,y)dy—/Cddy/abg(sc,y)d:c (2)

Ahora acotemos superiormente la diferencia en valor absoluto de las integrales iteradas de f
comparandolas con las de g:

/abdx/cdf(fv,y)dy—/cddy/abf(%y)dfn

<
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bd:c/df(x,y)dy/bdx/dg(w,y)dy‘Jr

g(z,y)dz| — /dy/fxydx (3)

Para obtener la de&gualdad (3) hemos aplicado la propiedad triangular del valor absoluto y la
igualdad (2).
Ahora acotemos superiormente cada una de las dos diferencias en el segundo miembro de (3):

da:/fxydy /dl’/ xydy‘ /

Calculemos la dltima integral de (4):
Six € [a,a+ €] UI[b—e¢,b] entonces:

d e) () d
/!f—g\dyz/ If—g!dy+/ !f—g\dy+/ i —gldy
c c o(x) w(z)

La funcién f(z,y) — g(z,y) es nula fuera de D y dentro de Dj; entonces es nula cuando x es
contante, x € [a,a + €] U[b—¢€ b e y & [p(x),(x)]. Ademds, atin donde no es nula, se cumple
If =gl <|fl+lg] <2|f] < 2K donde K es una cota superior de |f|. (En efecto, |f| es continua en
el compacto D, luego en D tiene un maximo K > 0; y fuera de D es nula, luego el mismo maximo
K > 0 acota superiormente |f| en todo el plano.) Por lo tanto resulta:

dy

(f g)dy' /abdaf/cd!f—g\dy (4)

d U(z)
/!f—g\dyz/d)() |f —gldy < K¥(z) — ¢(z)) < KMy siz € [a,a+e]U[b—eb]  (5A)

Al final de la desigualdad (5A) hemos llamado M; al maximo en [a,b] de la funcién continua no

negativa ¥ (x) — ¢(z).

Siz € [a+ €,b— €] entonces:

d () 1 (x) e ¥ (x) d
/ !f—gldyz/ If—gldy+/ If—g!dy+/ If—gldy+/ \f—gld?ﬁr/ |f—gldy
c c @(x) ¢1(x) 1 (x) (z)

La funcién f(z,y) — g(z,y) es nula fuera de D y dentro de Dj; entonces es nula cuando x es
constante, x € [a +€,b—€| e y & [p(x),d1(x)] U [1(x),¥(x)]. Por lo tanto resulta:

d ¢1(x) P(x)
/If—gldy=/¢() If—g!dy+/ f — gldy < K((z) — 8(z) +(x) — ¢ (x)) < 2Ue

Y1(z)
siz€late,b—¢  (5B)

En la dltima desigualdad de (5B) hemos usado las condiciones (I) que aseguran:
0<gp1—0<e, O0<p—1<e.
Sustituyendo las cotas de (5A) y (5B) al final de la desigualdad (4) resulta:

b d b d a+te b—e b
dx/ f(x,y)dy—/ dm/ g(m,y)dy‘ §/ KMlda:—i-/ 2Kedx + KM dx <
a c a c a a+te b—e
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<2M;Ke+2K(b—a)e=Ke (6)

donde K = 2(M; + b — a)K es una constante independiente de e.

Hemos terminado de acotar en (6) a la primera de las diferencias del segundo miembro de
(3). Para acotar a la dltima de las diferencias en (3), procedemos de igual modo, pero integrando
primero respecto de z en el intervalo [a, b], usando las funciones 7,71,&; y £ en lugar de ¢, ¢1, 1
y 1, y recordando las condiciones (II). Se obtiene:

/cddy/abf(%y)dw—/Cddy/abg(wvy)dw

donde K9 = 2(Mjy 4+ d — ¢)K es una constante independiente de €, con M igual al méximo en
[c, d] de la funcién no negativa {(y) — n(y). Sustituyendo (6) y (7) en (3) se deduce:

/abdx/cdf(a:,y)dy—/Cddy/abf(x?y)dx

El primer miembro de la desigualdad (8) es independiente de ¢, y vale para todo € > 0 suficiente-
mente pequeno. Tomando limite en (8) cuando € — 0 se deduce:

/abdx/cdf(:c,y)dy—/Cddy/abf(x,y)dx

Esta igualdad es equivalente a la igualdad (1) que queriamos probar. [J

< Koe (7)

< (K1 + Ka)e  (8)

=0

Lema 2.2.13. Funcién chichén. Dado un compacto K y un abierto acotado V de R? tal que
K C V, existe una funcion p(x1,x2, ..., z,) (llamada funcién “chichén”) definida y continua para
todo (x1,22,...,24) € RY, que es nula fuera del abierto V, que es constante igual a 1 dentro del
compacto K, y que toma valores estrictamente positivos y menores que 1 en V \ K.

Nota: Se llama funcién chichén porque, en el caso bidimensional (R4 = R?) la superficie
grafica en el espacio de coordenadas cartesianas (x, y, z) de la funcién z = p(z, y) (hacer un dibujo)
tiene forma de chichén, en el caso que se elija por ejemplo V' como el disco abierto de centro (0, 0)
y radio 1, K el compacto formado por solo el origen, y ¢(x,y) decreciente al aumentar cuando
aumenta la distancia de (x,y) al origen, pasando de un mdximo igual a 1 en el origen (centro del
chich6n), a un minimo igual a cero fuera de V' (fuera del chichén).

Demostracién del lema 2.2.13: Denotemos p a un punto de R?, es decir p = (21, 22,...,24) €
R4,

Sea da(po) la distancia del punto py al borde OV de V; es decir, para cualquier pg € R? fijo:

d = mfi -
2(po) pnelg‘l/ﬂp Po|

El minimo anterior existe porque 9V es compacto, y la funcién ||p — po|| es continua como funcién
de p con pg fijo.

Observamos que da(pg) es continua respecto de py para todo py € R?; es no negativa, y se
anula si y solo si pg € V.

8Se denota con V \ K al conjunto de puntos que estdn en V pero no estdn en K.
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Anélogamente, sea d;(po) la distancia del punto py al compacto K; es decir, para cualquier
po € RY fijo:

di(po) = ggg”p — pol|

Observamos que di(pg) es continua respecto de py para todo py € R?; es no negativa, y se
anula si y solo si pg € K.

Como K C V, V es abierto y K compacto, entonces K no intersecta al borde de V. Entonces
las funciones d; y do no se anulan nunca a la vez. Por lo tanto di(pg) + d2(po) > 0 para todo
po € RY.

Definimos la funcion:

d2(po)
1(po) + d2(po)

@(po) =0sipy €V

©(po) = g sipp eV

La funcién ¢ es continua porque:

Por un lado las dos férmulas de la definicién anterior son continuas (la segunda porque es
idénticamente nula, y la primera porque d; y do son continuas, y d; + ds no se anula nunca).

Por otro lado, donde las férmulas de la definicién anterior cambian, es decir en 9V, se anula
ds; luego se anula la primera de las férmulas y por lo tanto coincide con la segunda.

Por construccién se tiene ¢ = 0 fuera de V. Ademéas como d; = 0 en K C V, se cumple
¢(po) = d2(po)/(d1(po) + da(po)) = 1 para todo pg € K.

Finalmente, como d; > 0y d2 > 0 en V'\ K entonces ¢ = da/(d1 +d2) es estrictamente positiva
y menor que len V\ K. O

2.3. Integral doble en dominios descomponibles en simples.

Definicion 2.3.1. Un conjunto D del plano x,y se llama dominio descomponible en simples, si es
unién finita de dominios simples (respecto de o respecto de y cada uno de ellos, no necesariamente
todos respecto de z ni todos respecto de y), con interiores disjuntos dos a dos. Es decir:

D =DiUDsU...UD; tales que:
D; simple Vi=1,2,...,k; intD;NintD; =0sii+#j

Se observa que D es compacto porque es union finita de compactos D;.

En particular un dominio D descomponible en simples, puede ser él mismo simple. Puede ver-
ificarse que en ese caso vale la siguiente propiedad, llamada de ADITIVIDAD EN EL DOMINIO:

//D flx,y) dxdy:g//])i flz,y)dedy (1)

para toda funcién f continua en D.
Y si el dominio D descomponible en simples, no es simple él mismo, definimos la integral
iterada doble en D de la funcién f(x,y) continua en D, mediante la férmula (1).
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Definicion 2.3.2. Si D es descomponible en simples:
D =D1UDyU...U Dy tales que:

D; simple Vi=1,2,...,k; intD;NintD; =0sii#j

y si f es una funcién continua en D, se llama integral doble iterada de f en D a

//D f(x,y) dedy = g//[)if(x,y) dady

donde [f p, f(2,y) dzdy para cada dominio simple D; es la integral definida en 2.1.2 0 en 2.2.3.

Habria que verificar, para que la definicién anterior esté bien planteada, que si un dominio D
es descomponible en simples de dos formas diferentes (es decir como dos uniones diferentes, ambas
finitas de dominios simples con interiores disjuntos dos a dos), entonces la integral iterada doble
definida antes es la misma. Esta verificacién es engorrosa, y la omitiremos.

Ejemplo 2.3.3. Calcular la integral doble de f(z,y) = 6y en el dominio D que queda encerrado
por las curvas graficas de las funciones y = 22, Vo € [0,1]; =1, Vy € [1,2]; 2=5-y> Vyc
[—2,2]; y=—2z, Vzel01].

Dibujando cada una de las 4 curvas dadas que forman el borde del dominio D, se observa que
D es la unién de dos dominios simples D; y Dy con interiores disjuntos:

D={0<z<1, —2x§y§m2}

Dy={-2<y<2 1<x<5-2)%

I= // 6ydazdy—// 6yda:dy+// 6y dedy =
5—2y2
I—/dx/ 6ydy+/ dy/ 6y dx
2x

Calculemos cada una de las dos integrales del segundo miembro:

1 z? 1 g
L :/ d:p/ 6y dy :/ <3y2 y::i%) dr =
0 —2 0 v=
! 325 v=1
= / (321 —122%) dx = =~ — 42
0

2 5—2y> 2
I :/ dy/ 6y dx :/ (6yaz|x 5—2y2 ) dy _
-2 1 -2

2 2
= / (6y(5 — 2y*) — 6y) dy = / (=123 + 24y) dy = 0
) —2

Por lo tanto el resultado es

Por lo tanto:

1
I:I1+12:—€7
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2.4. Calculo de areas y volimenes con integrales dobles.

Primero justifiquemos por qué la integral doble de la funcién 1 en un dominio D descomponible
en simples, es por definicion el area de D, o medida bidimensional del conjunto D.

Observar que segun la definicion 2.1.2 de integral iterada doble en un dominio D simple
respecto de x:

I://Dldxdy:/abdx/(:;)ldy:/ab(w(x)—¢(m))dx:/‘Ibzﬂ(:):)d:v—/ab(b(x)dx

La integral doble I de la funciéon 1 en D es entonces la diferencia de las integrales respecto de
x de las funciones () y ¢(x). Si esas funciones fueran ambas no negativas, recordemos que la
integral respecto de x de cada una de ellas es el area de la regién abajo de su grafica. Por lo tanto
la diferencia de las integrales es el drea abajo de la gréfica de y = ¢(x) menos el area abajo de la
grafica de y = ¢(x). Luego I es el drea entre ambas gréficas, o sea el drea de D.

Andlogamente, intercambiando los roles de x e y entre si, observamos que si D es simple
respecto de y, la integral iterada definida en 2.2.3 es el area comprendida entre las graficas de las
funciones x = n(y) y = &(y).

Por otro lado, si un dominio D es descomponible en unién finita de dominios D; simples, cuyos
interiores son disjuntos dos a dos, es razonable definir el area de D como la suma de las areas de
los D; respectivos. Como justificamos anteriormente y aplicando la definicion 2.3.2, el area de D
es la suma de las integrales dobles de la funciéon 1 en cada uno de los dominios simples D; que
forman D, lo cual es la integral de la funcién 1 en D. Esto justifica la siguiente definicién:

Definicién 2.4.1. Area de un dominio descomponible en simples.
Sea D C R? un dominio descomponible en simples.
Se llama drea del dominio D, o también medida bidimensional del dominio D, a

area D = // dxdy
D

(es decir la integral doble iterada de la funcién idénticamente igual a 1 en el dominio D).

Se observa que, como 1 > 0, por la propiedad de monotonia de la integral (propiedad 3 del
parrafo 2.1.5), el drea de cualquier dominio D descomponible en simples es siempre no negativa.
(No se definen areas negativas.)

Ejemplo 2.4.2. Calcular el area de la regiéon D comprendida entre las gréaficas de las funciones

y=212%ey=—2paraxzc[-21].

Primero habra que dibujar D. La grafica de y = 2 es una curva monétona creciente, con

punto de inflexién y derivada 0 en el origen, positiva si x > 0 y negativa si z < 0.

La gréifica de y = —23 es una curva monétona decreciente, simétrica de la anterior respecto al

eje de las x, positiva si z < 0 y negativa si > 0.

Para ver el dominio D discutamos dos casos: Si < 0 el borde de abajo de D es la grafica de

la funcién y = ¢(x) = 23, —2 < x < 0, que es negativa. El borde de arriba es la gréfica de la

funcién y = ¢(z) = —23, —1 <z <0, que es positiva.
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Por otro lado, si z > 0, el borde de abajo de D es la grafica de la funcién y = ¢(z) = —23, 0 <
x < 1, que es negativa. El borde de arriba es la grafica de la funcién y = ¢(x) = 23, 0< 2 <1,
que es positiva.

En resumen:

D={-2<2<1: ¢(z)<y<v(x)}

donde
plz)=2° si —2<2<0, ¢(z)=-2" si0<z<1

(x) =2 si —2<2<0, P(x)=2> si0<z<1

Luego:

3 1 P(z) 0 —z3 1 x3
Area (D) = // d:ndy:/ dx/ dy:/ dm/ dy+/ daz/ dy (1)
D —2 Jo) —o Ja3 0 3

Hay que observar que para calcular las integrales en D, el limite inferior de integracién ¢(z) debe
ser menor o igual que el limite superior de integracién ¥ (x).

Calculemos
(t3

_13
Fa) = [ dy=y =2 (@)

— 3

Por (1) y (2) resulta:

1 0 1
(—F(x))da:—i—/ F(x)dac:—Q/ :c?’d:c+2/ 23 dr =
0 -2 0
_#

2

=0
T $4

)

=1
1 17
= _ = — |:|
8+2 5

r=—2 =0

Definicién 2.4.3. Sélido abajo de la superficie gréfica de z = f(x,y).

Sea z = f(z,y) una funcién real no negativa definida en el dominio D descomponible en
simples. Se llama sélido abajo de la grdfica de f al solido Vy del espacio tridimensional x,y, 2
comprendido abajo de la superficie grafica de z = f(z,y), arriba del plano z = 0, y que se
proyecta (ortogonalmente) sobre su base que es el conjunto D del plano z = 0. Es decir:

Vi ={(z,y,2) €ER*:0< 2 < f(x,y), (x,y) € D}

Ahora justifiquemos por qué la integral doble de la funcién continua f(x,y) en un dominio D
descomponible en simples, es igual por definicién de volumen, al volumen del sélido V}; abajo de
su superficie grafica.

Consideremos el caso en que D es simple y f(z,y) es continua y positiva en D.

Por lo visto en las proposiciones 2.1.7 y 2.2.5:

En cada dominio simple la integral iterada de f es el limite iterado cuando Ax y Ay tienden
a cero de las sumas de Riemann:

o= > flxi,y)AnAy

i=1 j=1



32 Integrales paramétricas e integrales dobles y triples. Eleonora Catsigeras. 19 Julio 2006.

en particiones de D (en realidad particiones de un rectdngulo que contiene a D conviniendo que
f(z,y) = 0 fuera de D), formada por rectangulitos R; ; de ancho Az; < Ax y alto Ay; < Ay, y
eligiendo el punto (z;,y;) € R; ; .

En lo que sigue hacer un dibujo en perspectiva del espacio con tres ejes coordenados x,vy, 2
tomando el semieje de las z > 0 en vertical orientado hacia arriba, y llamando z0Oy o plano z,y
al plano z = 0. Dibujar el plano z = 0 en perspectiva, y en él un dominio simple D, por ejemplo
un circulo (es decir el interior del circulo y su circunferencia borde). Dibujar la superficie gréfica
de alguna funcién z = f(z,y) definida y continua en D. (Esto es una superficie, preferentemente
inclinada, por ejemplo un plano no horizontal, o mejor una superficie inclinada y levemente cur-
vada, y que se proyecta verticalemente sobre el dominio D del plano x0y. La grafica de la funcién
z = f(x,y) para los puntos (x,y) € D es la parte del plano z = 0 que estd fuera de D. (La funcién
f se define por convencién como 0 fuera de D y resulta en general discontinua en el borde de D.)
Seguir la siguiente construccién con la figura.

Cada sumando f(z;,y;)Ax;Ay; de la suma de Riemann o es el producto de dos factores. Uno
es f(xi,y;) y otro es Ax;Ay;. Este tltimo factor es el area del rectangulito R;; del plano z0y
(z = 0). El primer factor es la altura f(z;,y;) de la superficie gréfica de la funcién = = f(x,y) en
el punto (z;,y;) € R;; del plano x0y. Luego, cada sumando f(x;,y;)AixzA;y es el volumen de un
prisma rectangular P;; con base en el rectangulito R;; y altura z = f(z;,y;), que es un punto
que esta en la superficie grafica de f. Se concluye la siguiente observacion:

El volumen de la union de los prismas Pj; (que tienen interiores dos a dos disjuntos ) es la
suma de Riemann o.

Pero por otra parte la unién de estos prismas F; ; es un conjunto que se aproxima al sélido V7,
y no es el mismo sélido porque la tapa superior de P; ; es un pequeno rectdngulo plano horizontal
(que corta a la superficie gréafica de f en z = f(x;,y;)), en vez de seguir la inclinacién y curvatura
de la superficie gréfica de f. Pero cuando los rectangulitos R;; de la particién en el plano z0y
tienen lados que tienden a cero, los prismas P;; se vuelven mas y més delgados (y mds y maés
numerosos) aproximandose al caso limite en que degenerarian en bastones verticales (si Az y Ay
fueran cero) que van desde el plano z = 0 hasta la superficie gréfica z = f(x,y). Estos bastones
verticales forman el sélido V}. Se conluye la siguiente observaciéon empirica:

La unién de los prismas P, ; se aproxima al sélido Vy cuando Ax y Ay tienden a cero.
La explicacion anterior permite justificar la siguiente definicién:

Definicién 2.4.4. Volumen del sélido abajo de la superficie gréafica de z = f(z,y) > 0.
Sea D C R? un dominio descomponible en simples. Sea f(z,y) una funcién continua no

negativa en D. Se llama volumen del solido Vy abajo de la superficie grdfica de f, (ver definicién
2.4.3), o también medida tridimensional del sélido Vy, a

vol Vy = //D f(z,y) dzdy

Se observa que como f > 0, por la propiedad 4 del parrafo 2.1.5, el volumen del sélido Vy es
no negativo. No se definen volimenes negativos.
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Ejemplo 2.4.5. Verificar que la siguiente funcién z = f(x,y) toma valores mayores o iguales que
cero para todo (z,y) en el dominio de la funcién.

z=-2ypara0<x<2 (z—-12-1<y<0.

Dibujar en perspectiva en el espacio x, ¥, z, tomando el semieje de las z > 0 en vertical hacia
arriba, el sélido V; comprendido abajo de la gréifica de la funcién z = —2y, y arriba del plano
z=0.

Calcular el volumen del sélido V.

Sio0<z<2entonces -1 <z —1<1.Luego0<(z-1)2<1 = —-1<(z—-12-1<0.
Por lo tanto existe, para cada z fijo en el intervalo [0,2], un segmento (z —1)? —1 <y < 0. Como
y < 0 entonces z = —2y > 0.

Para dibujar el sélido V; primero dibujemos su proyeccién sobre el plano x,y que es:

D: 0<z<2 (z—-1%?-1<y<0

Esta es la regién plana (del plano z = 0) que queda comprendida entre el eje de las x (que
corresponde a y = 0, z = 0), y la curva pardbola y = (z — 1) — 1; z = 0, que pasa por los puntos
r=0,y=0,2=0, z=1y=—-1,2=0, =2,y=0,2=0, en el semiplanoy <0, z=0, y
con concavidad hacia la semieje de las y positivas.

La superficie gréfica en el espacio de z = —2y es la de un plano, que corta a cualquier plano
vertical = cte. (planos paralelos al plano y, z) en la recta z = —2y, = = cte. de pendiente —2 que
pasa por los puntos x =cte., y=0,2=0y x=cte.y=—1,z=2.

El sélido V; tiene como tapa inferior el dominio plano D del plano z,y (plano z = 0) y como
tapa superior la porcién del plano z = —2y que se proyecta verticalmente sobre D.

El volumen del sélido V; es:

2
=0
vol.(Vy) = // —2y) dﬂsdy—/ dx/(x e (—2y dy—/o (—y2 zz(z—1)2—1> dr =

e Ly T e R VR
0 0

_24_2_ ;1+g) fE
3 5 37) 15

2.5. Teorema del valor medio y desigualdad de Cauchy-Schwarz.

I
|
+
8

ot =

Ademas de las propiedades de linealidad, monotonia y acotacién vistas en el parrafo 2.1.5,
veamos otras frecuentemente usadas en el calculo integral:

Proposicion 2.5.1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea D un dominio descomponible en
simples. Si f y g son funciones continuas en D entonces:

(/ fz,)g(z,y dmdy) (// (z,9)) dxdy) : <//D(g(:1:,y))2dwdy)
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Demostracion: Definamos los siguientes tres niimeros reales fijos:

AZ//D(f(w,y)dedy, B=2‘/ | f@.y)g(ay) dudy Cz//D(g(x,y))Qdﬂfdy, (1)

Sea A una variable independiente que puede tomar cualquier valor real.
Consideremos el siguiente polinomio en A:
P\ =AN+BA+C (2

Afirmamos que P(\) > 0 para todo A real. En efecto, usando la propiedad de linealidad de la
integral doble (item 1. del pérrafo 2.1.5) y usando la férmula del cuadrado de una suma, se deduce
sustituyendo (1) en (2):

//)\fxy d:vdy—i—//Q/\fxy xydxdy—i—// g(z,y)) 2 dady

- / /D (f(@,y) + gla.y)? dady  (3)

Observamos que (Af(z,y) + g(x,y))? > 0 para todo (x,y) € D y para todo A real, porque es
el cuadrado de un nuimero real. Aplicamos a la ultima integral de (3) la propiedad de monotonia
de la integral (propiedad 2 del péarrafo 2.1.5). Se obtiene:

// (M (z,y) + g(x,y))* dedy > 0 para todo A real.
D

Sustituyendo esta ultima desigualdad en (3) se deduce que
P(X) >0 para todo A real.

Por lo tanto el polinomio P(A) definido en (2) no puede tener dos raices reales distintas, sino
que debe tener o bien una sola raiz doble real, o bien ninguna raiz real. Eso implica que su
discriminante B2 — 4AC o bien es cero, o bien es negativo. Se obtuvo:

—4AC <0

Reemplazando A, B y C por las igualdades de (1), se concluye:

(/ f(z,y)g :L’y)d:ndy) <4. <// (z,v)) d;vdy) : (//D(g(x,y))Qdmdy>

Finalmente dividiendo ambos miembros de la desigualdad anterior entre 4 se deduce la tesis. [

Teorema 2.5.2. Teorema del valor medio del calculo integral.
Sea D un dominio descomponible en simples y arco-conero.® (En particular D puede ser sim-

ple.)

9D es arco conexo si para cualquier pareja de puntos p y ¢ en D existe algiin arco continuo (o curva continua, que
puede ser en particular un segmento de recta o también la unién continua de una cantidad finita de segmentos de
recta, llamada poligonal), que sale de p y llega a ¢ sin salir de D. Por ejemplo (hacer dibujo) el dominio D formado
por la unién de los cuadrados [0,1] x [0,1] y [1,2] X [1,2] es conexo; pero el dominio E formado por la unién de
los cuadrados [0, 1] x [0,1] ¥ [1,2] X [2, 3] no es conexo, ya que los puntos (1,1) y (1,2) perteneces ambos a F y no
existe ningin arco que los una y esté contenido en E.
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Si f es continua en D entonces existe algin punto 6y = (zg,y0) € D tal que

//D flz,y) dzdy = f(6o) - //D dady = f(6o) - Area(D)

Al punto (o puntos) 6y = (zg,y0) € D del teorema anterior se le llama punto intermedio, y al
valor de la funcion f en 0y se le llama valor intermedio.

Demostracién: Como f es continua en el dominio D, entonces tiene un maximo M y un
minimo m. Por la propiedad de monotonia y acotacién de la integral doble, (item 3 del parrafo
2.1.5, aplicado a cada dominio simple D; que forma D. Luego habra que sumar las integrales en
cada D; para obtener, por la definicién 2.3.2, la integral en D), se deduce:

m-//Dd:cdyg//Df(x,y)dxdng-//Dda:dy

Recordando la definicién de drea de D (ver definicién 2.4.1), se obtiene:

m - area (D) < //D f(z,y)dedy < M - area (D) (1)

Primer caso) Si drea (D) = 0, entonces de (1) se deduce que la integral de f en D es cero. Por lo
tanto la igualdad de la tesis se cumple eligiendo cualquier punto 6y = (zg,y0) € D.
Segundo caso) Si drea (D) # 0, entonces llamemos « al nimero real

o ae;(D) / /D f(x,y) dady (2)

Dividiendo la igualdad (1) entre &rea (D), se deduce que
m<a<M

El minimo m de f en D se alcanza por lo menos para un punto ¢, = (z1,y1) € D, es decir
M = f(61); y andlogamente el méximo M se alcanza por lo menos para un punto 0y = (x2,¥2) € D,
es decir M = f(65).

Como D es arco-conexo, existe una curva C continua en D que une #; con 5. Siendo f continua
en D, y siendo la curva C continua y contenida en D, los valores de f varian continuamente sobre
la curva C, pasando del valor minimo m = f(6;) al valor méximo M = f(62).

Por el teorema de Bolzano, los valores de f a lo largo de la curva C alcanzan cualquier valor
intermedio o comprendido entre m y M.

Se deduce que existe un punto 0y = (xg,yo) en la curva C C D tal que

f(0o) = (3)

Sustituyendo (3) en (2) y multiplicando por el area de D, se concluye la tesis del teorema. O
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3. Integrales iteradas triples y maultiples.

Seguiremos la misma exposicion realizada en la seccién 2, pero ahora para las llamadas inte-
grales triples.

3.1. Integrales iteradas triples.

Se llama prisma rectangular o intervalo tridimensional al siguiente subconjunto de R3 :
R =[a,b] x [c,d] x [e,h] = {(z,y,2) ER¥:a <2 <b c<y<d, e<z<h}

donde a < b,c < d,e < h son numeros reales fijos.

Sean ¢, : Dy C [a,b] X [¢,d] — [e, h] dos funciones continuas tales que ¢(z,y) < (z,y) para
todo (z,y) € D1, donde D; es un dominio simple (respecto de x o respecto de y) en el rectdngulo
[a,b] X [e,d] del plano x,y.

Héagase un dibujo en el espacio, con tres ejes coordenados x,y, z: el dominio D; estd en el
plano ”horizontal” z = 0 y proyectandose sobre él, en el espacio, estan las graficas de las funciones

d(z,y) y Y(z,y).

Consideremos el dominio D (tridimensional) contenido en el prisma rectangular R = [a, b] X
[c,d] x [e, h] definido como:

D = {(x,y) c Dl, (Z)(l’,y) <z< w(%y)} (1)

En el dibujo realizado antes D es el s6lido comprendido entre las graficas de las funciones ¢ y
1, que se proyecta verticalmente sobre el dominio plano D; del plano z,y.

Para cada (x,y) fijos en el dominio plano D1, el segmento (bastén ) vertical ¢(z,y) < z <
¥ (x,y) estd contenido en el sélido D. Al mover el punto (x,y) € D1, este bastén vertical “barre.e!
sélido D.

Definicién 3.1.1. El dominio D que cumple (1) se llama dominio (tridimensional) simple
respecto de x,y, si su proyeccién D; sobre el plano z = 0 es simple respecto de z; y se llama
dominio (tridimensional) simple respecto de y,x si su proyeccién D sobre el plano z = 0 es
simple respecto de y.

El analisis del s6lido D a continuacién debe seguirse con figuras tridimensionales, como la
explicada antes de la definicion 3.1.1:

Consideremos primero el dominio (bidimensional ) simple D1, simple respecto de z. Entonces,
por la definicién 3.1.1, el dominio D (tridimensional) definido en (1) es simple respecto a x,y y
adquiere la forma siguiente:

D={a<z<b Az)<y<ul), dla,y) <z<vley)} (10)

Se puede mirar a D de la forma que describimos mas abajo, en vez de verlo como generado por
bastones verticales para cada (x,y) fijo en D1, que recorren D cuando (z,y) se mueve en D;. Para
cada © = z¢ € [a,b] fijo, la interseccién del sélido D con el plano vertical x = z¢ (este plano es
perpendicular al eje de las x) es un dominio plano, “tajada o feta”del sélido D al cortarlo con un
plano vertical, que tiene por ecuacién:

Dn{z =z0} = {(y,2) : Mwo) <y < p(zo), ¢(wo,y) <2 <P(x0,y)} (L)
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Entonces, esta tajada o feta plana vertical D N {x = x9} es un dominio simple respecto de y, en
las variables y, z del plano x = ¢ con zy constante (que es paralelo al plano coordenado y, z.)
Ademés esta feta plana cambia, al variar xq € [a,b], “barriendo.¢! sélido D.

Consideremos ahora el dominio (bidimensional ) simple Dy, simple respecto de y. Entonces,
por la definicién 3.1.1, el dominio D (tridimensional) definido en (1) es simple respecto a y,x y
adquiere la forma siguiente:

D={c<y<d, v(y) <z <xy) ¢(xy) <z<yy)} (1d)

Se puede mirar a D de la forma que describimos més abajo, en vez de verlo como generado por
bastones verticales para cada (z,y) fijo en Dy, que recorren D cuando (z,y) se mueve en D;. Para
cada y = yo € [c,d] fijo, la interseccién del sélido D con el plano vertical y = yo (este plano es
perpendicular al eje de las y) es un dominio plano, “tajada o feta”del sélido D al cortarlo con ese
plano vertical, que tiene por ecuacién:

Dn {y = Z/O} = {(maz) : I/(yo) Sz < X(y0)7 ¢($,y0) Sz s "Lﬂ(l’,yo)} (16)

Entonces, esta tajada o feta plana vertical D N {y = yp} es un dominio simple respecto de z, en
las variables x, z del plano y = yp con gy constante (que es paralelo al plano coordenado z, z.)
Ademés esta feta plana cambia, al variar yg € [c, d], “barriendo.! sélido D.

Definicién 3.1.2. Integral triple iterada en dominio (tridimensional) simple respecto
de z,y o de y, z.

Sea D C [a,b] X [¢,d] X [e, h] un dominio simple respecto de z,y o de y, x(como en la definicién
3.1.1), y sea f(x,y,z) continua en D. Se llama Integral triple iterada de f en el dominio D al

numero:
P(z,y)
// ( [ s dz) dady
Dl ¢(z,y)
P(z,y)
/// f(z,y,2) dedydz = // d:vdy/ f(x,y,2)dz
D Dy ¢($7y)

Observacion: Las integrales iteradas se calculan de derecha a izquierda, tomando, cuando se
integra en cierta variable (por ejemplo z) constantes las variables que estan en la o las integrales
de la izquierda (en este ejemplo = e y).

que se denota

Asi, si D es simple respecto de z,y (como en la igualdad (1b)), la integral triple de f en D
definida en 3.1.2 es:

b w(z) Y(z,y)
/// f(x,y,2) dwdydz:/ dw/ dy/ f(x,y,2)dz
D a A(-’Z) ¢($7y)

Las integrales de la igualdad de arriba se calculan de derecha a izquierda: es decir, primero con
x,y constantes, se integra f(z,y, z) respecto de z en el intervalo [¢(x,y), ¥ (x,y)] (no olvidarse que
x e y son constantes mientras se integra en z).

Al resultado obtenido, que depende sé6lo de x e y, y es por lo tanto una funcién de (z,y), se le
integra con z constante, respecto de y variable en el intervalo A(z), u(x) (con = constante).
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Al resultado obtenido ahora, que depende sélo de x, se le integra finalmente respecto de z en
el intervalo [a, b]. (Véase el ejemplo mas abajo.)

Andlogamente, si D es simple respecto de y, z (como en la igualdad (1d)), la integral triple de
fen D definida en 3.1.2 es:

d x(y) P(w,y)
][ teordsayaz = [y [“"an [ gy as
D Cc V(y) ¢(z7y)

Las integrales de la igualdad de arriba se calculan de derecha a izquierda: es decir, primero con
x,y constantes, se integra f(x,y, z) respecto de z en el intervalo [¢(z,y), ¥ (z,y)] (no olvidarse que
x e y son constantes mientras se integra en z).

Al resultado obtenido, que depende sé6lo de x e y, y es por lo tanto una funcién de (z,y), se le
integra con y constante, respecto de z variable en el intervalo v(y), x(y) (con y constante).

Al resultado ahora obtenido, que depende sélo de y, se le integra finalmente respecto de y en
el intervalo [c, d]. (Véase el ejemplo més abajo.)

/// xyz drdydz
D

en el dominio sélido D del espacio z,y, z que tiene por ecuaciones:

Ejemplo 3.1.3. Calcular

D:{(x,y,z)€R3:0§$§1,—x§y§2x,x—i—ySzSQm—l—y}

1 2x 2x+y
I:/// TYZz dacdydz:/ dx/ dy/ ryzdz =
D 0 —z x4y
1 2z 2 |2z+y 1 2x 2 2
2 _
—/dac/ xy-z— dy—/dx/ (my-(x+y) (a:—l—y))dy_
0 —T 2 Z:z—‘,—y 0 —T 2
1 2z 3 1 3 1 y=2x
:/ dx/ oty + 2%y ) dy :/ oty o+ Catyt dx =
0 —o \2 0o \ 4 3 —
Yy=—x
1
3 1 3
= / <a:3(2:r:)2 + —2?(22)3 — Za3(—2)? — xQ(—m)3> dx =
o \4 3 4

1 1 6
8 3 1 21 21 x
/0<x +3:1: 22 —{—3$ x 0(4x)x 16

3.1.4. Dominios tridimensionales simples en otro orden, e integrales triples iteradas
en otro orden.

Cambiando los roles de las variables (x,y, z) de cualquier manera entre si, se obtienen defini-
ciones analogas a 3.1.1 y 3.1.2:
Si el dominio D (tridimensional) contenido en el prisma rectangular R = [a,b] x [¢,d] X [e, h]
esta definido como:
D ={(z,2) € D1, n(x,2) <y <&(z,2)} (2)
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es el sélido comprendido entre las gréficas de las funciones y = n(x,z) e y = £(z,2), que se
proyecta horizontalmente (siguiendo la direccién del eje de las y) sobre el dominio plano vertical
D, del plano z, z. Para cada (z, z) fijos en el dominio plano D, el segmento (bastén ) horizontal
(paralelo al eje de las y): n(x,z) <y < &(x, z) estd contenido en el sélido D. Al mover el punto
(x,2) € Dy, este bastén horizontal “barre.®! sélido D.

Definicién 3.1.5. El dominio D que cumple (2) se llama dominio (tridimensional) simple
respecto de x,z, si su proyeccién D; sobre el plano y = 0 es simple respecto de z; y se llama
dominio (tridimensional) simple respecto de z,x si su proyeccién D; sobre el plano y = 0 es
simple respecto de z.

Definicién 3.1.6. Integral triple iterada en dominio (tridimensional) simple respecto
de z,z o respecto de z,zx.

Sea D C [a,b] X [¢,d] X [e, h] un dominio simple respecto de x, z o respecto de z,z (como en la
definicién 3.1.5), y sea f(x,y, z) continua en D. Se llama Integral triple iterada de f en el dominio

D al ntmero:
&(=, Z)
// / (z,y,2)dy | dzdz
D, n(z,z)
é(z,2)
][ ewordsya: = [ [ awds [ pag. )y
D Dy n(z,z)

Observacion: Las integrales iteradas se calculan de derecha a izquierda.

que se denota

Asi, si D es simple respecto de z, z la integral triple de f en D definida en 3.1.6 es:

///fmy’ dxdydz_/dx/k(w /MZ flzy,2)dy  (3)

Las integrales de la igualdad de arriba se ejecutan de derecha a izquierda.
Andlogamente, si D es simple respecto de z, x la integral triple de f en D definida en 3.1.2 es:

x(2)
// flx,y, 2 d:ndydz—/ dz/ dac/ flz,y,2)dy  (4)
(z,2)

Las integrales de la igualdad de arriba se calculan de derecha a izquierda.
Nota: Las funciones \, u, v, xy usadas en las igualdades (3) y (4) no son las mismas que las
de las igualdades (1b) y (1d), usadas antes.

Si el dominio D (tridimensional) contenido en el prisma rectangular R = [a, b] X [c,d] X [e, h]
esta definido como:
D ={(y,z) € D1, p(y,z) <z <o(y,z)} (5)

es el sélido comprendido entre las graficas de las funciones x = p(y,z) y * = o(y, z), que se
proyecta horizontalmente (siguiendo la direccién del eje de las x) sobre el dominio plano vertical
D, del plano y, z. Para cada (y, z) fijo en el dominio plano Dj, el segmento (bastén ) horizontal
(paralelo al eje de las z): p(y,z) < x < o(y, z) estd contenido en el sélido D. Al mover el punto
(y,2) € Dy, este bastén horizontal “barre.e! sélido D.
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Definicién 3.1.7. El dominio D que cumple (5) se llama dominio (tridimensional) simple
respecto de y,z, si su proyecciéon D sobre el plano x = 0 es simple respecto de y; y se llama
dominio (tridimensional) simple respecto de z,y si su proyecciéon Dp sobre el plano z = 0 es
simple respecto de z.

Definicién 3.1.8. Integral triple iterada en dominio (tridimensional) simple respecto
de y,z o de z,y.

Sea D C [a,b] x [¢,d] X [e, h] un dominio simple respecto de y, z o de z,y (como en la definicién
3.1.7), y sea f(x,y,z) continua en D. Se llama Integral triple iterada de f en el dominio D al

nimero:
o(y,2)
// </ f(x y,z)dm) dydz
Dy p(y,z
Y,2)
// flz,y, 2z dacdydz—// dydz/ f(x,y,z)de
Dy p(y;2)

Observacién: Las integrales iteradas se calculan de derecha a izquierda.

que se denota

Asi, si D es simple respecto de y, z la integral triple de f en D definida en 3.1.8 es:

// flx,y, 2 dwdydz-/ dy/ dz/yz) (r,y,2)dy  (6)

Las integrales de la igualdad de arriba se calculan de derecha a izquierda.
Andlogamente, si D es simple respecto de z,y la integral triple de f en D definida en 3.1.8 es:

///f:cy dxdydz—/dz/ dy/a(y’ fz,y,2)dz (7

Las integrales de la igualdad de arriba se calculan de derecha a izquierda.
Nota: Las funciones \, u, v, xy usadas en las igualdades (6) y (7) no son las mismas que las
de las igualdades (1b) y (1d), ni que las de las igualdades (3) y (4), usadas antes.

Definicion 3.1.9. Dominio simple tridimensional.

Un conjunto D contenido en el prisma rectangular [a, b] x [c, d] x [e, h] de R? se llama dominio
simple (tridimensional) si es simple respecto a algun orden de las variables z,y, z. (Es decir: si D
cumple alguna de las definiciones 3.1.1, 3.1.5 0 3.1.7.)

Se llama simple en dos o mds ordenes diferentes si es simple cumpliendo a la vez dos o méas
de las definiciones 3.1.1, 3.1.5 o 3.1.7. Es decir, si el mismo dominio D es simple para dos o mas
ordenes diferentes de las variables x,y, z.

3.1.10. Intercambio del orden de integracion de integrales triples en dominios simples.

En forma similar al teorema 2.2.12, y con la misma demostracién, que solo requiere adaptacién
a integrales triples (en vez de dobles), se obtiene el siguiente:
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Teorema 3.1.11. Teorema de Fubini para integrales triples iteradas (intercambio del
orden de integracién).

Sea D contenido en el prisma rectangular R[a,b] x [c,d] x [e,h] C R? un dominio simple en
dos 0 mds dordenes diferentes de las variables xz,y, z (segtin la definicién 3.1.9).

Sea f(z,y,z) una funcion continua para todo (z,y,z) € D.

Entonces las integrales triples iteradas de f en D, en los dos o mdas ordenes diferentes de
integracion de las variables x,y,z en que D es dominio simple, son iguales entre si.

Por ejemplo, para fijar ideas, si D es simple respecto de z,y y es también simple respecto de
z,x entonces, el teorema de Fubini afirma que:

b w(z) Y (z,y) h £(z) o(z,z)
/ dx/ dy/ f(z,y,2) dz:/ dz/ dx/ f(x,y,2) dy
a A=) o(z,y) e v(2) p(z,2)

D={a<z<b ANz)<y<p(z), d(z,y) <z<yY(z,y)} =
:{egzéhv V(Z) Sxﬁf(z), p(.%',Z) SySU(HE,Z)}

siendo:

El teorema de Fubini asegura que las integrales iteradas triples en 6rdenes diferentes de integracién
de las variables, son iguales entre si. Por eso se denotan con el mismo simbolo [ [ f(z,y, z) dzdydz,
sin importar el orden de las variables.

Sin embargo, en el momento de calcularla, hay que darle un orden a las variables, y antes de
proceder al célculo de la integral de derecha a izquierda, definir los limites de integracién, (que
son en general funciones diferentes si se cambia el orden de las variables), fijando las variables
sucesivamente de izquierda a derecha.

Un ejemplo de tal dominio, simple en érdenes diferentes de las variables, es el siguiente:

Ejemplo 3.1.12. Sea el elipsoide sélido (esfera deformada) E de centro (0,0,0) y semiejes de
longitudes 2, 3 y 4; que tiene por ecuacién
2 2 2
x Y z
E —+ =4+ =<1 1
4 + 9 * 16 — (1)
FE es simple respecto a cualquier orden de las variables: entonces la integral triple en E de cualquier

funcién continua f(x,y, z) en E, puede calcularse en 6 6rdenes diferentes:
ZC, y? Z; y? x? z; x? z? y; z? x? y; y? Z? '1:; Z? y?x

Encontrar los limites de integracién en el orden z,y, z y en el orden z, z, y.
Por ejemplo, respecto de z,y:

2 3¢/1—-a2/4 44/1—(22/4)—(y2/9)
/// f(z,y, 2) dedydz = / dw/ dy/ flz,y,2)dz (2)
E -2 —3/1—22/4 —44/1—(22/4)—(y2/9)
Explicaremos esto a continuacién. (En lo que sigue hacer un dibujo.)
El elipsoide sélido F, de ecuacién (1), corta al eje de las x en los puntos del segmento x €

[—2,2], y =0, z = 0. Corta al eje de las y en el segmento x =0, y € [-3,3], 2z =0, y corta al eje
de las z en el segmento x =0, y =0, z € [—4,4].
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Ademsds, la proyeccién del sélido E sobre el eje de las z coincide en este ejemplo, con el
segmento x € [—2,2]. Esto es porque para todo (z,y,2) € F (aiun cuando y # 0 o cuando z # 0)
la variable z tiene un minimo —2 y un méximo 2. (En general, la proyeccién de una figura sobre
uno de los ejes no coincide con la interseccién de la misma con este eje, como por ejemplo pasaba,
en el plano, con el cuadrildtero del ejemplo 2.1.4.)

Cortemos al elipsoide sélido F, de ecuacién (1), con el plano vertical que se obtiene cuando se
fija x constante (constante esta que tiene que estar entre —2 y 2, por lo dicho antes).

El elipsoide sélido E cortado con el plano vertical z =cte. es una elipse plana E, (interior
incluido), figura plana FE, que llamamos seccién (o feta) del sélido E en el plano z = cte., y que
esta dada por la ecuacién:

2 2 2
E,: y——i—z— 1- 2 =2

o T 16 1 = constante  (3)

Esta seccién plana E, o feta, es el interior y borde de una elipse en el plano x = cte, perpendicular
al eje de las x, y por lo tanto paralelo al plano y, z
La regién plana E, dada por la ecuacién (3) en las variables y,z (la x es constante) tiene

segundo miembro que es el cuadrado de r; = y/1 — %-. Por lo tanto, cada uno de los sumandos

del primer miembro de (3) debe ser menor o igual que 7“926. En particular y/3 no puede variar més
alla del intervalo [—ry,ry].

Si ahora se fija y constante en F,, (constante esta entre —3r, y +3r;, por lo que acabamos de
explicar), resulta y constante entre —3v/'1 — 22 y +3v/1 — z2.

Entonces la variable z, (que serd la primera variable de integracién, y se escribe a la extrema
derecha), varia entre sus extremos, despejados de (3):

—A4V/1—(@2/4) - ?/9) v 41— (22/4) — (12/9)

Por lo tanto se obtienen los limites de integracién de la integral iterada (2).

Ahora integremos en el mismo elipsoide sélido F, dado por la ecuacién (1), pero mirado como
dominio simple respecto de z,z. Usando los mismos argumentos que antes, pero intercambiando
los roles de las variables, se obtiene:

z2/16 3y/1—(22/16)—(x2/4)

///fxy, d:cdydz—/ dz/ 1:/ flz,y,z)dy  (4)

z2/16 —34/1—(22/16)—(x2/4)

El teorema de Fubini asegura que las integrales iteradas triples en (2) y (4) son iguales entre
si. Por eso se denotan con el mismo simbolo [/, 5 f(x,y, 2) dedydz, sin importar el orden de las
variables.

Hacemos notar que en el caso del elipsoide E, (y dependiendo de la funcién f(z,y, z) que haya
que integrar en él), suele ser conveniente pasar a otro sistema de coordenadas, primero con un

cambio de variables afin, y luego con el cambio de coordenadas llamado esférico. La forma de
transformar la integral (2) o (4) en las nuevas variables, serd vista en la seccién 4.
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Definicion 3.1.13. Dominios descomponibles en simples.
Un conjunto D del espacio z,y, z se llama dominio (tridimensional) descomponible en simples,
si es unién finita de dominios simples tridimensionales, con interiores disjuntos dos a dos. Es decir:

D =DiUDyU...UD; tales que:
D; simple Vi=1,2,...,k; intD;NintD; =0sii+#j

En particular un dominio D descomponible en simples, puede ser él mismo simple. Puede ver-
ificarse que en ese caso vale la siguiente propiedad, llamada de ADITIVIDAD EN EL. DOMINIO:

///D f(z,y,2) dxdydz:g///l)i f(z,y,2)dedydz (1)

para toda funcién f continua en D.
Y si el dominio D descomponible en simples, no es simple él mismo, definimos la integral
iterada triple en D de la funcién f(x,y) continua en D, mediante la férmula (1).

Definicion 3.1.14. Integral triple en dominios descomponibles en simples.
Si D es descomponible en simples:

D =DiUDyU...UD; tales que:

D; simple Vi=1,2,...,k; intD;NintD; =0sii#j

y si f es una funcién continua en D, se llama integral triple iterada de f en D a

///[>f(:”’y’z) drdydz = E;///D fz,y, 2) dedydz

donde fffD» f(z,y, z) dedydz para cada dominio simple D; es la integral definida en 3.1.2 o en
3.1.6 o en 3.1.8.

Habria que verificar, para que la definicién anterior esté bien planteada, que si un dominio D
es descomponible en simples de dos formas diferentes (es decir como dos uniones diferentes, ambas
finitas de dominios simples con interiores disjuntos dos a dos), entonces la integral iterada doble
definida antes es la misma. Esta verificacién es engorrosa, y la omitiremos.

3.2. Calculo de voliimenes con integrales triples.

Primero justifiquemos por qué la integral triple de la funcién 1 en un dominio sélido tridimen-
sional D descomponible en simples, es por definicién el volumen de D, o medida tridimensional
del conjunto D.

Observar que, segin la definiciéon 3.1.2, la integral iterada triple en un dominio D simple
respecto de x,y o respecto de y, x, es:

¥(z,y)
I:///ldxdydz:// dxdy/ ldz =
D Dy é(z,y)
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-/ ()~ 0z, 9) dedy = / [ vy dody - / [ ote.y)asay

donde D; es un dominio plano simple en el plano z, y.

La integral triple I de la funcién 1 en D es entonces la diferencia de las integrales dobles
respecto de z,y en D; de las funciones ¥ (x,y) v ¢(z,y). Si esas funciones fueran ambas no
negativas, recordemos que la integral respecto de x,y de cada una de ellas es el volumen de la
regién sélida abajo de su superficie gréfica (ver definicién 2.4.4).

Por lo tanto la diferencia de las integrales dobles de ¥ y ¢ es el volumen abajo de la superficie
grafica de y = ¥ (x,y) menos el volumen abajo de la superficie grafica de y = ¢(x,y). Luego I es
el volumen comprendido entre ambas superficies graficas, o sea el volumen de D.

Andlogamente, intercambiando los roles de las variables x, ¥, z entre si, observamos que si D
es simple (en algin orden de las variables), la integral triple iterada de la funcién f(z,y,2) = 1,
como esta definida en 3.1.6 o en 3.1.8, es el volumen del s6lido comprendido entre las superficies
graficas de las funciones de dos variables que delimitan el sélido D; es decir: la integral triple
iterada de la funcién 1 en D es el volumen de D.

Por otro lado, si un dominio tridimensional D es descomponible en unién finita de dominios
sélidos tridimensionales D; simples, cuyos interiores son disjuntos dos a dos, es razonable definir
el volumen de D como la suma de los volimenes de los D; respectivos.

Como justificamos anteriormente y aplicando la definicién 3.1.14, el volumen de D es la suma
de las integrales triples de la funcién 1 en cada uno de los dominios simples D; que forman D, lo
cual es la integral de la funcién 1 en D. Esto justifica la siguiente definicién:

Definicion 3.2.1. Volumen de un dominio tridimensional descomponible en simples.
Sea D C R? un dominio (tridimensional) descomponible en simples.
Se llama volumen del dominio D, o también medida tridimensional del dominio D, a

vol. D = /// dxdydz
D

(es decir la integral triple iterada de la funcién idénticamente igual a 1 en el dominio D).

Se observa que, como 1 > 0, por la propiedad de monotonia de la integral (propiedad 3 del
parrafo 3.3.1), el volumen de cualquier dominio tridimensional D descomponible en simples es
siempre no negativo. (No se definen volimenes negativos.)

Ejemplo 3.2.2. Calcular el volumen del sélido S comprendido entre las graficas de las funciones
z=-322-3y*> y z2=-6x—6y—12 para (z,y) € D1 =[0,1] x [0,1].

Primero observemos que la funcién
2= P(z,y) = —32° — 3y°
toma valores mayores o iguales que —3 si (z,y) € D1 = [0, 1] x [0,1]. En efecto:
0<2<1,0<y<1 = 0<z224+4°<1 =

= 0>-3*+9%)>-3 =,y >-3 V(z,y) eD =10,1x[0,1 (1)
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Por otra parte, la funcién
z=¢(x,y) = —6x — 6y — 12

toma valores menores o iguales que —12 si (z,y) € D; = [0,1] x [0, 1]. En efecto:
0<2<1,0<y<1 = 0<z+y = 0>-6(z+y =
= 12> -6(z+y)—-12 = ¢(z,y) <-12 V(z,y) € D1 =1[0,1] x[0,1] (2)
Como consecuencia de (1) y (2), se cumple:
¢(z,y) < ¥(z,y) V(z,y) € D1=[0,1] x[0,1]

Por lo tanto, el sélido comprendido entre las superficies gréficas de z = ¢(x,y) v 2z = ¥(x,y)
cuando (z,y) € Di, es el dominio simple sélido S en el espacio (z,y, z) que tiene por ecuacién:

S = {(w,y,z) € R? : (x,y) €D = [07 1] X [07 1}7 d)(x?y) <z< w(%@/)}

Nota: Si no se tiene especial cuidado en verificar que el limite inferior de integracién en z, en
este caso ¢(z,y), sea menor o igual que el limite superior, en este caso ¥ (z,y), al integrar entre
esos limites de integracién no se obtiene el volumen del sélido S, sino (en las partes de D donde
¢ > 1), el opuesto de una parte del volumen de S, més (en las partes de D; donde ¢ < 1)) el
volumen de otra parte de S. El resultado puede quedar negativo, pero no es en general ni siquiera
el opuesto del volumen de S buscado, porque incluye generalmente una parte de S cuyo volumen
esta sumado, y otra parte de S cuyo volumen esta restado.

El volumen del sélido S, por la definicién 3.2.1, es:

Y(z,y) 1 1 —322—-3y2
Vol.(S) = /// drdydz = // dxdy/ dz :/ dac/ dy/ dz
S D, d(z,y) 0 0 —6x—6y—12

Calculando las integrales de derecha a izquierda, se obtiene:

1 1
Vol.(S) = / dx/ (=322 — 3y* + 62 + 6y + 12) dy =
0 0

1
= / (—szy — 3 + 6y + 3y + 12y|z;é) dx
0

Por lo que resulta:

1
Vol.(S):/ (~322 —1+62+3+12) de= —2® +32° + |’ = -1+3+14=16 O
0

3.3. Propiedades.

3.3.1. Primeras propiedades de las integrales triples iteradas.

Es inmediato verificar que se cumplen las siguientes propiedades, a partir de que valen las
mismas para las integrales de funciones de una sola variable en un intervalo, y para las integrales
dobles, usando la definicién 3.1.2:
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1. Linealidad: Si f y g son continuas en el dominio tridimensional D, y A y p son constantes
reales, entonces:

///D()\f(x,y, z) + pug(x,y, z)) dedydz = /\///D flx,y,2) da:dydz—l—u///[)g(x,y, 2) dxdydz

2. Monotonia: Si f y g son continuas en el dominio D, entonces:

f<g = ///D f(z,y, z) dedydz < ///Dg(x,y,z) drdydz

Usando la propiedad (2) se deduce inmediatamente la siguiente:
3. Acotacion: Si f es continua en el dominio D y si M es su maximo y m su minimo, entonces:

m///dedydzS///Df(:x,y,z)d:cdydz§M///Dda:dydz

En particular la propiedad (2) aplicada a la desigualdad —|f| < f < |f| implica:

—// D|f(x,y,z)dxdydzS///Df(l‘y%z)dffdydzﬁ// D|f(:n,y,z)|d:ndydz

Por lo tanto se deduce la propiedad siguiente:
4. Acotacién en valor absoluto: Si f es continua en el dominio D y si K es una cota

superior de |f| en D, entonces:
< [[] i#te.v 2 dudyaz < i [ [ [ araya:
D D

‘///D f(2,y, 2) dedydz

3.3.2. Teorema del valor medio y desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Con las mismas demostraciones que las de la proposicién 2.5.1 y del teorema 2.5.2 , adaptada
a integrales triples en vez de dobles, se obtienen los siguientes resultados:

Proposicion 3.3.3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea D un dominio tridimensional
descomponible en simples. Si f y g son funciones continuas en D entonces:

(/[ s 2190002 dxdydz)2 <([[ [ noasaya) - ([ [ [ o022 dodya

Teorema 3.3.4. Teorema del valor medio del calculo integral.

Sea D un dominio tridimensional descomponible en simples y arco-conexo.
puede ser simple.)

Si f es continua en D entonces existe algin punto 6y = (o, Yo, z0) € D tal que

///D fz,y,2) dwdydz:f(ﬁo)-///Dd:cdydz:f(go).vol_(l))

Al punto (o puntos) 6y = (xo, Yo, 20) € D del teorema anterior se le llama punto intermedio, y
al valor de la funcién f en 6y se le llama valor intermedio.

10 (En particular D

0D es arco conexo si para cualquier pareja de puntos p y ¢ en D existe algin arco continuo (o curva continua,
que puede ser en particular un segmento de recta o también la unién continua de una cantidad finita de segmentos
de recta, llamada poligonal), que sale de p y llega a ¢ sin salir de D.
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3.4. Integrales multiples.

Generalizaremos la exposicion realizada en las secciones 2 y 3, pero, en vez de para integrales
dobles o triples, para las ahora llamadas integrales multiples, que incluyen las dobles (calculadas
en dominios D de R?), las triples (calculadas en dominios D de R3), y en general, las integrales
g-multiples (calculadas en dominios D de R?), para cualquier dimensién ¢ > 1.

Se llama prisma rectangular g-dimensional o intervalo g-dimensional al siguiente subconjunto
de RY :

R = [al,bl] X [ag,bg] X [(Ig,b3] X ... X [aq,bq] =

R={(x1,22,...,0q) ERY a1 <1 < by, ag <29 < by, a3 <3< b3, ..., ag < xq < byl
donde a1 < by, az < by, az < b3, ..., ag < by son numeros reales fijos.

Definicion 3.4.1. Integral iterada ¢-miiltiple en un intervalo ¢g-dimensional R.

Sea R = [a1,b1] X [ag,b2] X [a3,b3] x ... X [aq,by] C R? un prisma rectangular o intervalo
g-dimensional.
Sea f : R — R una funcién real de g variables reales x = (z1, x2,...,2,) € R? definida y

continua en R.
Se llama integral iterada g-multiple de f en R, a

b1 bo b3 bq
/ dwl/ dxo drs ... f(z1,22,23,...,24) dzg
al az as a

q

donde las integrales se calculan de derecha a izquierda, tomando como variable de integracion la
indicada en el simbolo dx; respectivo, con todas las variables que estdn en las integrales de la
izquierda consideradas como constantes, al integrar respecto a x;.

La integral ¢g-miltiple de f en R se denota como:

//.../Rf(xl,xg,...,a;q)da:ldxg...dxq:/Rf(x)dx
L Jr

q veces

Supongamos que tenemos definidos los dominios simples en R?~!. Por induccién definamos los
dominios simples en RY.

Sea R un prisma rectangular o intervalo ¢ dimensional como antes. Sea D un dominio
simple (¢ — 1)-dimensional. Sean ¢,v : Dy +— [aq,b;] C R dos funciones continuas tales que
d(x1, 22, ..., 2g-1) < Y(21,22,...,24-1) para todo (z1,x2,...,29-1) € Dy.

Consideremos el dominio D (g-dimensional) contenido en el prisma rectangular R definido
como:

D= {(33‘1,1'2, e 75L‘q71) S Dla Qb(l‘l,l‘g, o al'qfl) S Tq S ¢($1,l’2, oo 73:(171)} (1)

Definicion 3.4.2. Dominio simple ¢-dimensional.

Se llama dominio simple simple q-dimensional a un dominio que es de la forma (1) donde Dy
es un dominio simple (¢ — 1)-dimensional, y 1 y ¢ son funciones reales continuas definidas en D;
(de g — 1 variables reales).
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Definicion 3.4.3. Integral miiltiple iterada en dominio ¢-dimensional simple

Sea D un dominio simple ¢g-dimensional (como en la definicién 3.4.2), y sea f(x1, 22, ..., zq) f(X)
una funcion real de ¢ variables reales x = (z1, x2,...,24) € R? definida y continua en D.

Se llama Integral g-maltiple iterada de f en el dominio D al niimero:

P(x1,22,..,Tq—1)
// / / f(z1,22,...,2q)dzg | drrdzy. .. dxgq
D1 o(z1,x2,....xg—1)

(g— 1) veces
//.../Df(xl,arg,...,xq)dxldarg...dxq
—_——

q veces

que se denota

o también como

Y(T1,22,..5Tq—1)
// / dridxy ... dxg— 1/ f(x1,22,...,2q) drg = / f(x)dx
D1 o(x1,x2,..29—1) D

(q 1) veces

Observacion: Las integrales iteradas se calculan de derecha a izquierda, tomando como constantes
las variables que estan en las integrales de la izquierda de la que se integra.

3.4.4. Intercambio del orden de integraciéon de integrales multiples en dominios sim-
ples.

En forma similar a los teoremas 3.1.11 y 2.2.12, y con similar demostracién, que solo requiere
adaptacion a integrales miltiples (en vez de dobles o triples), se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3.4.5. Teorema de Fubini para integrales multiples iteradas (intercambio del
orden de integracién).

Sea D C R? un prisma rectangular g dimensional, o un dominio simple q-dimensional en dos
o mas ordenes diferentes de las variables x1,x2, ..., xq.

Sea f(x) una funcion continua para todo € D (donde © = (x1,22,...,24)).

Entonces el valor de la integral multiple iterada de f en D, no cambia si se permuta el orden
de las variables x1,xa,. .., x4.

Definicion 3.4.6. Dominios ¢- dimensionales descomponibles en simples.
Un conjunto D C RY se llama dominio (q-dimensional) descomponible en simples, si es unién
finita de dominios simples g-dimensionales, con interiores disjuntos dos a dos. Es decir:

D =DiUDyU...UD; tales que:
D; simple Vi=1,2,...,k; intD;NintD; =0sii#j

En particular un dominio D descomponible en simples, puede ser él mismo simple. Puede ver-
ificarse que en ese caso vale la siguiente propiedad, llamada de ADITIVIDAD EN EL DOMINIO:

// Df(x,y,z) dxdydz:g///Di f(x,y, z)dedydz (1)
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para toda funcién f continua en D.
Y si el dominio D descomponible en simples, no es simple él mismo, definimos la integral
iterada multiple en D de la funcién f(x,y) continua en D, mediante la férmula (1).

Definicion 3.4.7. Integral miiltiple en dominios descomponibles en simples.
Si D es descomponible en simples:

D =DiUDyU...UD; tales que:

D; simple Vi=1,2,...,k; intD;NintD; =0sii+#j

y si f es una funcién continua en D, se llama integral miltiple iterada de f en D a

/Df(X) dx = i/D 7(x) dx

donde [ p, f(x) dx para cada dominio simple D; es la integral definida en 3.4.1 0 en 3.4.3.

3.4.8. Propiedades de las integrales multiples iteradas.

Andlogamente que para las integrales dobles y triples, se cumplen las siguientes propiedades
para las integrales g-multiples: 1. Linealidad: Si f y ¢ son continuas en el dominio ¢g-dimensional
D,y Ay p son constantes reales, entonces:

| 000+ g dx = A [ pexaxp [ a0 x

2. Monotonia: Si f y g son continuas en el dominio D, entonces:

f<g = /Df(X)de/Dg(X)dx

Usando la propiedad (2) se deduce inmediatamente la siguiente:
3. Acotacion: Si f es continua en el dominio D y si M es su maximo y m su minimo, entonces:

m/Ddxg/Df(x)dng/Ddx

En particular la propiedad (2) aplicada a la desigualdad —|f| < f < |f| implica la siguiente:
4. Acotacion en valor absoluto: Si f es continua en el dominio D y si K es una cota
superior de |f| en D, entonces:

[ soax < [ 1reolax< K [ ax

Con las mismas demostraciones que las de la proposicién 2.5.1 y del teorema 2.5.2 , adaptada
a integrales multiples en vez de dobles, se obtienen los siguientes resultados:

Proposicion 3.4.9. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sea D un dominio q- dimensional
descomponible en simples. Si f y g son funciones continuas en D entonces:

(f f(w)g(w)dm>2§ ([w@ran) - ([ o))
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Teorema 3.4.10. Teorema del valor medio del calculo integral.

Sea D un dominio tridimensional descomponible en simples y arco-conezo.'! (En particular D
puede ser simple.)

Si f es continua en D entonces existe algun punto 6y = xy € D tal que

| f@do=fn)- [ do

Al punto (o puntos) 6y = xg € D del teorema anterior se le llama punto intermedio, y al valor
de la funcién f en 6y se le llama valor intermedio.

Generalizando a las definiciones 2.4.1 y 3.2.1 de area de dominios bidimensionales, y volumen
de dominios tridimensionales, dados como la integral (doble o triple) en el dominio de la funcién
idénticamente igual a 1 en él, se define lo siguiente:

Definicion 3.4.11. Medida ¢-dimensional de conjuntos D C RY.
Sea D C R? un dominio ¢g—dimensional descomponible en simples.
Se llama medida (q—dimensional) de D al nimero:

medida (D):/dx://.../dxldxg...d:cq
D D

q veces

donde [, dx es la integral g-miiltiple en D de la funcién f(x) = 1, idénticamente igual a 1 en D,
y X = (z1,2,...,%4) denota un punto de D en RY.

Se observa que siendo 1 > 0, por la propiedad de monotonia de la integral multiple, la medida
de D es no negativa. No se definen medidas negativas en este curso.

En particular, si D = R es el prisma rectangular o intervalo ¢g— dimensional

R = [al,bl] X [ag,bg] X [a3,b3] X ... X [aq,bq]

donde a1 < by, az < by, ...,a4 < by son reales fijos, entonces la medida de R es:
b1 b2 b3 bq
medida(R) = /// dridzsy ... dx, —/ dml/ dwg/ dxg.../ dxzg
D ai az as aq
—_———
q veces

donde las integrales se calculan de derecha a izquierda (hemos aplicado la definicién 3.4.1).
Resulta:
medida(R) = f;ll dxy f:j dzxo f;; drs... f;:_’ll (bg — ag)dzq—q =
= [y duy [} dw [} dwg [ (b — ag) - (b — ag)dago =
= [P dxy [ dwy [ (ba — aa) ... (bg—2 — ag—2) - (bg—1 — ag_1) - (bg — ag)das =
= 511 d f;; (bs —a3) - (ba —as)...(bg—2 — ag—2) - (bg—1 — ag—1) - (bg — aq)dxs =

1D es arco conexo si para cualquier pareja de puntos p y ¢ en D existe algin arco continuo (o curva continua,
que puede ser en particular un segmento de recta o también la unién continua de una cantidad finita de segmentos
de recta, llamada poligonal), que sale de p y llega a ¢ sin salir de D.
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= fll(bz —ag) - (bs—az) - (ba—as)...(bgm2 — ag—2) - (bg—1 — ag—1) - (bg — ag)dz1 =
= (b1 —a1) - (b2 —az) - (b3 —as) - (ba — as) ... (bg—2 — ag—2) - (bg—1 — ag—1) - (bg — aq).
En definitiva: i

medida(R) = H(bz — a;)
i=1

51

En particular el volumen de un prisma rectangular tridimensional es el producto de las longi-
tudes de sus tres lados perpendiculares; y el area de un rectangulo plano es el producto de las
longitudes de sus dos lados perpendiculares. En general, la medida ¢- dimensional de un prisma
rectangular o intervalo ¢- dimensional, es el producto de las longitudes b; — a; de sus ¢ “lados

perpendiculares” [a;, b;].
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4. Cambio de variables en integrales dobles y triples.

4.1. Teorema de cambio de variables.
4.1.1. Cambios de variables en dominios de R2.

En lo que sigue el conjunto E, contenido en el plano de variables (u,v), es un dominio descom-
ponible en dominios simples respecto de u o respecto de v.

Se dice que una funcién a : E — R es de clase C! si es continua en F, diferenciable, con
derivadas parciales continuas para todo (u,v) en el interior de F, y tal que las derivadas parciales
se extienden en forma continua al borde de E.

Sea ®(u,v) = (a(u,v), B(u,v)), tal que ® : E > R2. Se dice que de clase C' si a y 3 lo son.

Se dice que ® : E — D es un cambio de variables de clase C' si, ademas de todo lo anterior,
se cumple:

D=a(E)y

® es inyectiva (y por lo tanto invertible) del interior de E al interior de D. !2

Teorema 4.1.2. Cambio de variables en integrales dobles.

Sea (z,y) = ®(u,v) = (a(u,v), B(u,v)) un cambio de variables de clase C' que transforma
(u,v) € E en (z,y) € D = ®(E).

Si el Jacobiano'3

J(u,v) #0

en el interior de E, entonces, para toda funcion continua f en D, se cumple:

//D f(z,y)dxdy = //E@l(D) f(a(u,v), Bu,v)) - |J (u, v)| dudv

Demostracién: En la siguiente prueba hay varios detalles técnicos, que especificamos como
llamadas al pie, cuya demostracién rigurosa es engorrosa y omitimos.

Se presupone en el enunciado que E' y D son descomponibles en simples; de lo contrario (hasta
ahora) no tendriamos definida las integrales dobles iteradas en E o en D. No es restrictivo suponer
que E es simple, ya que la integral en los dominios descomponibles en simples, por la definicién
2.3.2, es la suma de las integrales en los dominios simples que lo componen; si probamos la igualdad
de la tesis para todo conjunto simple E, sumando esas igualdades, se cumple para todo conjunto
descomponible en simples. Consideremos E C [a, b] X [¢, d] en el plano (u,v), suponiendo para fijar
ideas que E es simple respecto de u; si fuera simple respecto de v los argumentos son los mismos
intercambiando los roles de las variables u y v entre si.

Sea

I = //Eq>1(D) fla(u,v), B(u,v)) - |J(u,v)| dudv (1)

128e puede probar que, con dominio en el interior de D e imagen en el interior de E, existe y es continua la funcién
inversa (u,v) = (®) "' (z,y) = (u(z,y),v(z,y)).

3Se define el Jacobiano J(u,v) de la funcién (z,y) = (a(u,v), 3(u,v)) como el determinante de la matriz cuadrada
2 X 2 que tiene como primera fila (a,, o) y como segunda fila (Bu, By ), donde au, ., indica las derivadas parciales
de a respecto de u y de v (y andlogamente 8, y 3»). Es decir :

J(u7v):au'ﬁv_av'ﬁu
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Aplicaremos la proposicién 2.1.7 que iguala la integral doble iterada I a un limite iterado de
sumas de Riemann. Se cumple:

n m

= [lim Jim S > flauivp), 8w, vg)) - 17 (i, 0;)] Audo (2)
=1 j=1

donde para cada pareja de naturales n y m mayores que uno, se eligié la particion del intervalo

[a, b] en n subintervalos iguales de longitud Au = (b—a)/n y la particién del intervalo [c,d] en m

subintervalos iguales , Av = (d — ¢)/m; con respectivos puntos intermedios :

a=uy<u <...<ui—1<u;<...<u,=D>btales que u;+1—u; = Au en el intervalo [a, b] (3)

c=vy <V <...<wj_1 <v; <...<vy =d tales que vjy1—v; = Av en el intervalo [c, d] (4)

Ademads por convencién en la igualdad (2), es f(z,y) = 0 si (x,y) € D = ®(E); es decir, el
sumando de la suma de Riemann a la derecha de la igualdad (2) es nulo si (u;,v;) € E.

Llamaremos R; ; al rectangulito en el plano u,v determinado por las particiones anteriores de
los intervalos [a, b] y [c,d]; es decir: R; j = [ui, wit1] X [vj, vj41].

Aplicando el cambio de variables'® @ : (u,v) — (z,9), se obtiene ®(R; ;) que es un “cuadrilétero
curvo.®" el plano (z,y), con lados que no son necesariamente segmentos de rectal®, sino que son
las curvas imagen por ® de los lados del rectangulo R; ;; y con vértices que son la imagen por ®
de los cuatro vértices de R; ;:

A= ®(uj,v;), B=®(ujr1,v5), C=S(us,vj41), vy P(uit1,vj41)) (5)

Aproximaremos'® el cuadrildtero curvo ®(R; ;) por el paralelogramo P;; de vértices A, B,C y
D; donde A, B y C son los tres primeros vértices de ®(R; ;) dados en (5). Esta aproximacién la
denotamos con

area ®(R; ;) ~ area P, ; (6)

Por otra parte, observemos que el drea de un paralelogramo P;; con vértices A, B,C' y D es
igual a
area P;j = ||B — Al| - ||C — A|| - sen§ (7)

donde 6 es el angulo que forman los vectores B — A y C — A entre si.

" Hay previamente que extender en forma C' la funcién ® al rectdngulo [a,b] X [c,d] que contiene a E en el plano
u, .

5De la hipétesis J(u,v) # 0 se puede probar que para Au y Av suficientemente pequeiios, el cuadrildtero curvo
®(R;,;) es descomponible en simples, y por lo tanto tiene definida un drea y por lo tanto D (que es unién de los
dominios ®(R;,;)) también es descomponible en simples. Las integrales dobles en D entonces son iguales a la suma
de las integrales dobles en ®(R; ;).

'5La aproximacién de ®(R; ;) con P ; significa que

drea ®(R; ;) — drea P;;  drea ®(R; ;) — drea P j

. — — 0
area R; ; AulAv (Au,Av)—0

Omitimos la prueba de esta tltima afirmacién. Observamos que ella implica que, si sustituimos el drea de ®(R; ;)
por el drea de P; ; en una suma de Riemann, al tomar después los limites cuando Au y Aw tienden a cero, el error
cometido tiende a cero.
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Pero por otro lado, apliquemos la definicién y propiedades del producto vectorial vistas en el
curso de Algebra Lineal. Si b A ¢ es el producto vectorial de dos vectores b y & en R?, que forman
angulo 6 entre si, entonces se cumple:

1BAel = loll -] - 6

b= (w0, 1), €= (2eye) = BAE=(0,0,mpyc —mpwe) = [[BAT] = |zoge — o]
Luego: .
[1oI1 - [lel] - 0 = |abye — ypze|  (8)
Sustituimos b = B— Ay &= C — A en la igualdad (8), usamos las igualdades (7) y (5), y ademds
O (u,v) = (z,y) = (a(u,v), B(u,v)). Resulta:
area P j = |Tpye — ypxc|  (9a)
donde
Ty = rp-a = a(uit1,v5) — a(u, v5), Yo =yp-a = B(uit1,v;) — Blui,v;)  (9b)

Te = xo—a = (g, vipn) — a(ui, v5), Yo = yo-a = Bui vjp1) — Blui, v;)  (9¢)
Usando el teorema del valor medio del calculo diferencial para la funcién « en las igualdades (9b)
y (9¢), se deduce:

oa el
p = 5 (& vj) Uiy —wi),  xe = 5 (ui 1) (vj1 —v;) - (9d)
donde & € [uj,uit1], m; € [vj,vj11]. Recordando que uiy1 — u; = Au, vjy1 —v; = Av,
considerando que Awu, Av se hardn tender a cero dentro de las sumas de Riemann, aproximamos
las igualdades en (9d) por las siguientes:

foJe oo
oy = 5 (Ui, v) (Uiy —wi),  Te = 5o (Ui, 0)(vj1 —v;)  (10a)
Andlogamente, usando y en vez de x y usando (8 en vez de « se obtiene:
B op

o = o (i, v) (Uis — ), Ye = - (ui,vj) (V41 —v5) - (100)
Reemplazando las afirmaciones (10a) y (10b) en (9a) se obtiene:

) Ooa 98 008 O« B o
drea P j ~ 90 90 9u ov o - AuAv = |J(u;,v5)| Audv - (11)

Reuniendo (6) y (11) se deduce:
area ®(R; ;) ~ |J(us, v;)| Auldv (12)

Sustituyendo (12) en (2), y llamando (z,y) = ®(u,v) se obtiene:

n m
17 i gt 2 2 Slrn)dne )
i=1 j=
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Observamos que el drea de ®(R; ;) es igual a la integral doble!” en ®(R; ;) de la funcién 1, luego:

n

I= lim lim // f(xi,y;) dedy 13
AUHOAUHOZZ ®(R;.;) ( J) ( )

i=1 j=1

Pero por otro lado, por la continuidad uniforme de f o ® en E, dado € > 0 existe § > 0 tal que si
Au < 6y Av < §, entonces'®

[f(ziyys) = fz,y)l < e V(zy) € @(Riy)  (14)

Sustituyendo (14) en (13) se concluye:

1=, Y, 33 f [ Sdedy (15

Observando que los dominios ®(R; ;) tienen interiores dos a dos disjuntos, (porque lo tienen los
rectangulos R; ; y ® es un cambio de variables), podemos aplicar la propiedad de aditividad en el
dominio de las integrales dobles:

ii/é(%) f(z,y) dedy = //D fx,y) dedy  (16)

i=1 j=1

En esta tltima igualdad hemos usado que f(x,y) = 0si (z,y) € D.
Luego, sustituyendo (16) en (15) y observando que la integral doble en D de la funcién f no

depende de Au ni Aw, se concluye:
I= // [z, y) dady
D

Esta tltima igualdad, recordando la definicién del nimero I en la igualdad (1), es la tesis que
queriamos probar. [J

4.1.3. Cambios de variables en dominios de R3.

En lo que sigue el conjunto F, contenido en R? de variables (u,v,w), es un dominio descom-
ponible (en dominios simples respecto a algin orden de las variables).

Se dice que una funcién ¢ : E — R es de clase C! si es continua en E, diferenciable, con
derivadas parciales continuas para todo (u,v,w) en el interior de E, y tal que las derivadas
parciales se extienden en forma continua al borde de E.

Sea ®(u,v,w) = (a(u,v,w), Blu,v,w),y(u,v,w)), tal que ® : E — R3. Se dice que de clase
Clsia, By ~yloson.

Se dice que ® : E — D es un cambio de variables de clase C! si, ademés de todo lo anterior,
se cumple:

17Como se dijo antes en otra llamada al pie, el dominio ®(R;,;) es descomponible en simples.

81,3 desigualdad (14) vale solo si ®(R;,;) no corta al borde de D porque f es continua en D e idénticamente nula
fuera de D, pero quizés discontinua en el borde de D. Habria que probar que la sumas para i, j tal que R; ; corta
al borde de D tienden a cero cuando Au y Awv tienden a cero.
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D=®(E)y
® es inyectiva (y por lo tanto invertible) del interior de E al interior de D. !9
Con argumentos parecidos a los usados en el teorema 4.1.2, se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 4.1.4. Cambio de variables en integrales triples.
Sea (z,y,z) = ®(u,v,w) = (a(u,v,w), B(u,v,w),v(u,v,w)) un cambio de variables de clase
C* que transforma (u,v,w) € E en (z,y,2) € D = ®(E).
Si el Jacobiano®
J(u,v,w) # 0

en el interior de E, entonces, para toda funcion continua f en D, se cumple:

///D flz,y,2)dedydz = ///E:q)_l(D)f(a(u,v,w),ﬂ(u,v,w),fy(ujy,w)) | J (u, v, w)| dudvdw

4.2. Ejemplos de cambio de variables. Coordenadas polares en el plano.

Ver seccion 71 sub 2 del libro de Burgos, en la bibliografia al final de este texto.

Consideremos en el plano z,y, para cada punto P = (x,y) distinto del origen O = (0,0), las
siguientes coordenadas p, ¢, no cartesianas, llamadas coordenadas polares, que estan dadas por
las siguientes definiciones (hacer dibujo):

La distancia p = y/22 + y? > 0 del punto P = (z,y) al origen 0 = (0, 0).

El dngulo ¢ € [0, 27), medido en radianes, que forma la semirrecta OP con el semieje horizontal
x > 0 de las abscisas positivas.

Se cumple:

x=pcosp, y=psenp (1)
que son las ecuaciones del cambio de varibles a coordenadas polares, y valen para todos los
puntos, incluso el origen. En efecto, para obtener (z,y) = (0,0), usamos p = 0 y a ¢ le podemos
dar cualquier valor en el intervalo [0, 27).

Para obtener las ecuaciones (1), consideramos el tridngulo rectdngulo OPP’, donde P’ es
la proyeccién ortogonal del punto P sobre el eje de las abscisas. Cuando el dngulo ¢ es agudo
(0 < ¢ < 7/2), observemos que el cateto adyacente al dngulo ¢ en el tridngulo recténgulo O PP’
tiene longitud x, y el cateto opuesto tiene longitud y, mientras que la hipotenusa tiene longitud
p. Luego, por definicién de coseno y seno, se tiene cosp = z/p, seng = y/p. Estas son las
igualdades (1). Para ¢ > /2 hay que discutir segin el cuadrante en el que se encuentra el punto
P, obteniéndose que el signo de cos ¢ coincide con el signo de z; y el signo de sen ¢ con el signo
de y.

El Jacobiano J(p, ) del cambio de variables (1) es:

Hpg)=det (20 e ) )

Yo Yo

19Se puede probar que, con dominio en el interior de D e imagen en el interior de E, existe y es continua la funcién
inversa &1,

208e define el Jacobiano J(u, v, w) de la funcién (x,y, z) = (a(u, v, w), B(u,v,w),y(u,v,w) como el determinante
de la matriz cuadrada 3 x 3 que tiene como primera fila (o, @, A ), como segunda fila (8., Bv, Bw), y como tercera
fila (Yu, Yo, Yw), donde o, aw,an indica las derivadas parciales de « respecto de u, de v y de w respectivamente
(anédlogamente para las funciones 3y 7).
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donde x,, z, indican las derivadas parciales respecto de p y de ¢ respectivamente, de la funcién
x = z(p,p) dada en (1). Andlogamente y, e Y.
Desarrollando (2) se obtiene:

COS@ —pseny
senp  pcosy

J(p,) = det ( ) — p(cos 9)® + plseng)? = p > 0

Por lo tanto, el Jacobiano del cambio de coordenadas a polares, excepto para el origen que corre-
sponde a p = 0, es positivo e igual a p para todo punto del plano. Luego,

| J(ps @)l = p

Ejemplo 4.2.1. Area de un sector circular.
Halla el area del sector de circulo de radio r comprendido entre dos semirrectas que pasan por
el centro y forman dngulo « entre si. En particular, cuando o = 27, hallar el area del circulo.

Sea S el sector de circulo senalado en el enunciado. El drea de S es la integral doble siguiente:

area (S) = //S dxdy

Pasando a coordenadas polares en el plano x = pcosy, y = psen ¢, se observa que
(x,y) €S & 0<p<r 0<p<a«

donde r y « estan fijos, y p y ¢ son las variables del sistema de coordenadas polares. Luego:

) « r «@ r o T‘2 0”.2
drea (5) = dedy= | dp | |J(p.p)ldp= | do | pdp= | Fdp=—
S 0 0 0 0 0

En particular, si o = 27 obtenemos el area del circulo de radio r que es 7r2.

Ejemplo 4.2.2. Area de la elipse.
Calcular el area encerrada por la elipse de semiejes a, b positivos. Es decir, la region D:

El drea de D es:

area(D) = / /D dady

r=au, y=bv

Hacemos el cambio de variables:

Se obtiene:
(x,y) €D & (u,v)€E: v +0v2<1

Por lo tanto E es un circulo en el plano u, v, incluido su interior, de radio 1.
Calculemos el Jacobiano del cambio de variables:

J(u,v)2d6t<x“ x”)zdet(é 2>:ab>0

Yu Yo
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El Jacobiano, en este caso, es constante. Por el teorema de cambio de variables, se tiene:

drea(D) / /D dady — / /E 1 (u, 0)|dudv = (ab) / /E dudv

Observamos que la dltima integral a la derecha de la igualdad anterior es el area de E en el plano
u, v; es decir el area del circulo de radio 1, que es 7, segin lo visto en el ejercicio anterior. Por lo
tanto se deduce:

area(D) = (ab) / /E dudy = 7 - ab
2

En el caso particular que a = b =r > 0 el elipsoide es un circulo de radio r, cuya area es mr-.

Ejemplo 4.2.3. Volumen de la esfera.
Calcular el volumen de la esfera sélida

E: 2?2424+ 22<0?

de centro en el origen (0,0,0) y radio r > 0.

En el ejemplo 4.4.1, se calculara el volumen de la esfera sélida E de radio r, como integral
triple de la funcién constante igual a 1 en E,.

En este ejercicio calcularemos el volumen de E como integral doble de una cierta funcién
f(z,y) > 0 en un dominio plano D. Esta integral doble es, segin lo definido en 2.4.4, el volumen
del sélido V¢ comprendido abajo de la superficie grafica de la funcién z = f(x,y), donde (z,y) € D,
y arriba del plano z = 0. Es decir:

Vi ={(z,y,2) eR*: (v,y) € D, 0<z< f(w,y)}

Vol.(V}) = / /D P y) dudy

Calcularemos el volumen de la mitad E* de arriba (que corresponde a z > 0) de la esfera FE,
v luego multiplicaremos por 2.

La semiesfera ET es el sélido comprendido entre el plano z = 0 y la gréfica de la funcién
z = \/r? — 2?2 —y? para (z,y) € D, siendo D el circulo en el plano z,y de centro en el origen y
radio r > 0, que corresponde a la proyeccién de la semiesfera sobre el plano z = 0. Se obtiene:

Vol. (E) = 2Vol. (E*1) = 2// V2 —ax? —y? dedy
D

Haciendo el cambio a coordenadas polares, segun las ecuaciones (1) observamos (graficamente)
que para recorrer todo el dominio circular D (es un circulo, incluido su interior, del plano z,y
centrado en el origen y de radio r), debemos hacer variar las coordenadas polares p, ¢ en el
dominio:

(r,y) e E & 0<p<r, 0<ep<2r

Por lo tanto usando el teorema de cambio de variables (donde en vez de u, v usamos las coordenadas
polares p, ), se deduce:

27 T
Vol. (E) 22//]3 V12 = (peosp)? — (psen )| (p, ¢)] dpdcp:?/o ds@/o VrE—p*pdp (3)
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Por un lado la integral de la extrema derecha se puede resolver con el cambio s = 72 — p?, ds =
—2pdp, s=12sip=0,ys=0sip=r. Resulta:

" 1 /0 1 s=0 3
VPR o= g [ Vrds=— 507 =
0 2 r2 3 5:7.2 3
Sustituyendo en (3) resulta:
27 r 27 7“3 7.3 4
Vol.(E)zQ/ dgo/ \/r2—p2-pdp:2/ §d<p:2-§-271':§777‘3
0 0 0

Ejemplo 4.2.4. Volumen del elipsoide.
Calcular el volumen del elipsoide sdlido de semiejes a, b, ¢ positivos, que tiene por ecuacién:

2 y2 2

Vol.(E / / / dxdydz

r=au, y=>bv, z=cw

El volumen de E es

Haciendo el cambio de variables:

se obtiene:
(z,y,2) € E o u+v°4+uw?<1

Por lo tanto (u,v,w) varian en la esfera E de centro en el origen del sistema de coordenadas en
el espacio (u,v,w) y radio 1.
El Jacobiano del cambio de variables es

Tu Ty Tw
J(u,v,w)=det | Yy Y» Yu = det
Zu 2y Zw

=abc >0

O O Q
o o O
o O O

Usando el teorema de cambio de variables:

Vol.(E // drdydz = // |J (u, v, w)| dudvdw = abc// |J(u, v, w)| dudvdw (5)

Observamos que la integral de la derecha en (5) es el volumen del sélido E en el espacio de
coordenadas u, v, w. Pero este sélido F, vimos que es una esfera de radio 1. Entonces, por lo
calculado en el ejemplo anterior, el volumen de E es 4/3m.

Se concluye:

4
Vol.(E) = 3 ~m-abe O
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4.3. Coordenadas cilindricas en el espacio.

Ver seccion 71 sub 3 del libro de Burgos, en la bibliografia al final de este texto.

En lo que sigue, hacer un dibujo.

Consideremos en el espacio tridimensional R? un punto P = (z,v, z), y su proyeccién ortogonal
P’ sobre el plano z,y, es decir sobre el plano z = 0. La altura zps del punto P’ es cero, pero sus
abscisa y ordenada son las mismas que la del punto P. Es decir: P/ = (z,y,0).

Excepto cuando el punto P = (z,y, z) se encuentra en el eje de las z (es decir, excepto cuando
(z,y) = (0,0)), el punto P’ = (z,y,0) es diferente del origen. Llamemos ¢ al dngulo, medido
en radiantes entre 0 y 27 que forma la semirrecta OP’ con el semieje de las x positivo. Es decir,
escribimos el punto P’ = (z,y, 0) en coordenadas polares en el plano z, y. (Ver coordenadas polares
en el plano, en la seccién anterior.)

Se tiene, para el punto P’ = (z,9,0): = pcosp, y = psenp. Luego, para el punto P =
(z,y, z) se obtiene:

x=pcosp, y=psenp, z=2z (1)

donde las nuevas variables son (p, ¢, z) con 0 < p, 0 < ¢ < 27. La tltima de las nuevas variables
(p, , 2) es z, y coincide con la dltima de las viejas variables (z, y, z). Observamos que las ecuaciones
(1), valen también cuando (z,y) = (0,0) tomando p = 0 y ¢ cualquiera entre 0 y 2.

Geométricamente en el espacio, el lugar de puntos P = («,y, z) que se obtiene cuando p = r es
una constante positiva, es el lugar de puntos tales que sus proyecciones P’ en el plano z = 0 distan
la constante r del origen. Esto es: P’ se mueve, al variar ¢, en una circunferencia de radio r con
centro del origen, del plano z = 0. Por lo tanto, el punto P = (x,y, ) se proyecta sobre P'(z,y,0),
tiene altura z real y se encuentra, cuando p = r > 0 es constante, sobre una superficie cilindrica
de base circular con radio r, superficie cilindrica esta que es generada por rectas verticales.

Por lo anterior, las coordenadas (p, ¢, z), dadas por el cambio de variables (1), se llaman
coordenadas cilindricas.

Calculemos el Jacobiano J(p, ¢, z) del cambio de variables (1) a coordenadas cilindricas en el
espacio:

Tp Ty Ty cosp —psenp 0O
J(p,p,z) =det | v, vy, y. | =det| senp pcosp 0 | = p(cos®p+sen?p) =p
Zp Rp Rz 0 0 1

Ejemplo 4.3.1. Calculo de volumen de un sector de cilindro circular.

Sea una horma cilindrica de queso de base circular con radio r > 0 y altura h > 0. Se corta
un trozo S, haciendo dos cortes verticales desde el centro de la horma hacia su borde, que forman
angulo « entre si. Calcular el volumen del trozo S.

Vol. 5’:/// dxdydz
S

Tomemos coordenadas cartesianas x,y, z con origen en el centro del circulo de radio r del plano
de abajo del queso.
Pasando a coordenadas cilindricas x = pcosy, y = pseny, z = z, se obtiene:

(x,y,2) €S & (pp,z)€EE: 0<p<r, 0<p<a, 0<z<h
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Vol. S:/// dxdydz:/// |J(p,<p,z)\dpdg0dz:/// pdpdodz =
S E E
T « h r « T o hOéT2
Vol. S = dp do pdz = dp phdyp = dp hapdp =
0 0 0 0 0 0 0 2

Se observa que el volumen de S es el producto de la altura h por el drea a r2/2 de la base. (La

base es el sector circular de radio r y dngulo «, cuya 4rea es ar?/2, por lo visto en el ejercicio
4.2.1.)

Luego:

Ejemplo 4.3.2. Céalculo de volumen de un sélido de revolucién.
Sea el sélido D en el espacio, obtenido de girar alrededor del eje de las z la regién plana:

A={x=0, —2<2z<1, OSyﬁzQ}
Dibujar D y calcular su volumen.

Primero dibujemos la regién plana A. Estd contenida en el plano vertical z = 0, o sea en
el plano y, z; limitado por arriba por la recta x = 0, z = 1; limitado por abajo por la recta
x =0, z = —2; por la izquierda por la recta z = 0, y = 0 (eje de las z); y por la derecha por la
curva (pardbola) z = 0, y = 2%. (Esta pardbola es simétrica respecto al eje de las y, pasa por el
origen y tiene concavidad hacia el semieje de y > 0.) Se observa que la regién A tiene ”vértices.e™
los puntos T' = (0,0,1), @ = (0,0,-2), R = (0,4,-2), S = (0,1,1), todos del plano = = 0.
Entre los vértices T'y @, el lado izquierdo de la region A es el segmento de recta T'Q) (contenido
en el eje de las z). Entre los vértices Q y R, el lado de abajo de la regiéon A es el segmento de
recta horizontal QR a altura —2, contenido en el plano x = 0(plano y, z); andlogamente, entre los
vértices Ty S, el lado de arriba de la regién A es el segmento de recta horizontal T'S a altura
+1, contenido en el plano x = 0. Finalmente la parte de la frontera de la region A que estd a la
derecha de A es la pardbola que va desde el vértice R hasta el vértice .S, pasando por el origen,
con concavidad hacia afuera de la region A.

Al girar A alrededor del eje de las z se obtiene un sélido D con tapa superior que es un disco
horizontal a altura z = 1, de radio 1, centrado en el punto T del eje de las z, cuyo borde es la
circunferencia que se genera cuando el punto S gira alrededor del eje de las z. Andlogamente, la
tapa inferior del sélido D es un disco horizontal a altura z = —2, de radio 4, centrado en el punto
Q@ del eje de las z, cuyo borde es la circunferencia que se genera cuando el punto R gira alrededor
del eje de las z. Por otra parte, las paredes o borde lateral del sélido D, es una superficie alabeada
con forma de copa o de corsé, con cintura que se reduce a un punto en el origen, y que se genera
cuando la pardbola = 0, y = 22, que une los puntos R y S pasando por el origen, gira alrededor
del eje de las z.

Para calcular el volumen de D aplicamos la definicién:

Vol.(D) = / / /D dadydz (1)

Encontremos, para calcular esa integral triple, las ecuaciones del sélido D.
Un punto P = (x,y,2) estd en el sélido D, si y solo si estd en una circunferencia plana
2?2 +y? =12, z = k, horizontal, de radio 7 y centrada en el punto (0,0, k) del eje de las z, que
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pasa por algin punto Py = (0, yo, 20) de la regién plana A. (Esto significa que el punto P = (z, v, 2)
pertenece al sélido D generado por la regiéon plana A al girar alrededor del eje vertical de las z,
pues P se obtiene de algun punto Py de A girando Py a lo largo de un arco de circunferencia
horizontal centrada en el eje de las z.)

Luego, las ecuaciones que debe verificar P = (z,y, z) para estar en el sélido D son:

2?4+t =r? 2=k, 0+y8=r2, o=k, —2<z <1, Ogyogzg (2)

(Las dos primeras significan que P estd en una circunferencia horizontal centrada en el eje de las
z; las dos siguientes significan que Py = (0, yo, z0) estd en la misma circunferencia; las dos tltimas
significan que Py estd en la regién plana D.)

Combinando las ecuaciones de (2), para eliminar yo, 29,7 y k, resulta:

D={(z,y,2) €R?: —2<2<1, 0<a®+y*> <2} (3)

Pasemos a coordenadas cilindricas: & : = = pcosyp, y = psenp, z = z. Observamos que
p = Va2 +y? es la distancia de P = (x,y,2) al eje de las z, y que ¢, en cada circunferencia
horizontal con centro en el eje de las z, varfa entre 0 y 27. Obtenemos, pasando (3) a coordenadas
cilindricas, las ecuaciones del conjunto E = ®~1(D):

(,9,2) €D & (pp,2)eE={0<¢p<2m, —2<2z<1, 0<p* <2} (4)

Usamos el teorema de cambio de variables en (1):

Vol.(D) = // dxdydz :/// | (p, ¢, z)]dpdgodz:/// pdpdpdz
D E=3-1(D) E=3-1(D)

Usando las ecuaciones del conjunto E dadas en (4), se obtienen los siguientes limites de integracion:

27 1 22
Vol.(D) = /// pd,odgpdz:/ dgp/ dz/ pdp
E=0-1(D) 0 —2 0

En efecto, para ¢ y z constantes, los limites de integraciéon de p dada por la tltima desigualdad
de (4) son 0 < p < 22. (Hemos tomado rafz cuadrada positiva de p? < 2%, pues p > 0, debido a la
definicién de esta coordenada en el cambio a variables cilindricas.)

Calculando la ultima integral triple iterada obtenemos:
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4.4. Coordenadas esféricas en el espacio.

Ver seccion 71 sub 4 del libro de Burgos, en la bibliografia al final de este texto.
Sea P = (z,y, z) un punto del espacio. Llamemos p a la distancia de P al origen O = (0,0, 0).

Es decir:
p= ,/$2+y2+22

Los puntos con p = r, donde r es una constante positiva dada, estan en la superficie esférica
S, de centro en el origen O y radio 7.

Para identificar cada punto P = (z,y, z) de esa superficie esférica S,, usaremos coordenadas
similares a la latitud y longitud en la superficie de la Tierra.

En lo que sigue hacer una figura.

Sea N = (0,0,7) el punto llamado polo norte de la superficie esférica S,, y sea S = (0,0, —7)
el punto llamado polo sur. Sea el eje vertical de la superficie esférica S, la recta que une el polo
norte con el polo sur. El eje vertical coincide con el eje de las z.

Sea el ecuador de la superficie esférica S,., la circunferencia que resulta de intersectar S, con
el plano z = 0. El plano z = 0 se llama plano del ecuador. Es el plano de las variables x, y.

Sea P = (z,y, z) un punto de la superficie esférica S,. Es decir:

p=Vr2+y +z22=r

Llamamos meridiano que pasa por P a la semicircunferencia que resulta de intersectar la
superficie esférica S, con un semiplano vertical que contiene al punto P y al eje vertical de la
superficie. El meridiano que pasa por P estd bien definido para todos los puntos P de la superficie
esférica S, excepto para los polos norte y sur. Por los polos pasan todos los meridianos.

Llamemos meridiano de referencia, al meridiano que pasa por el punto x = r,y =0,z = 0.

Dado un punto P = (z,y,z) de la superficie esférica S,, (tal que P no sea ninguno de los
polos), llamemos ¢, o longitud de P, al dngulo que forma el meridiano que pasa por P con el
meridiano de referencia, medido en radianes entre 0 y 2.

Llamamos P’ = (z,y,0) a la proyeccién ortogonal de P = (z,y,z) € S, sobre el plano z,y
del ecuador (plano z = 0). Este punto P’ en general cae en el interior de la esfera de radio
r=p = +/x2+y?+ 22 y centro en el origen; el punto P’ no necesariamente pertenece a la
superficie esférica S,. (Mds precisamente: P’ no pertenece a la superficie esférica S,., excepto
cuando el punto P estd en el ecuador, en cuyo caso P/ = P. )

Considerando el plano z = 0 y en él el punto P’ = (z,y,0), y llamando ¢ a la longitud del
punto P = (z,y, z) definida més arriba, se observa que ¢ es el dngulo que forma la semirrecta
OP’ con el semieje positivo de las z. Luego:

x=|[P'=0[[-cosp, y=]|P =0l senyp (1)

Las ecuaciones (1) se obtienen de la misma forma que se obtuvieron las ecuaciones de las coor-
denadas polares en el plano, en la subseccién 4.2, considerando que ahora la distancia de P’ al
origen no se llama p, sino ||P' — O||.
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Llamemos 6 o complemento de latitud del punto P = (z,y, z) al &ngulo que forma la semirrecta
OP con el semieje de las z > 0 (semirrecta ON que une el origen con el polo norte N), medido
en radianes y variando entre 0 y 7.

El dngulo € es como la latitud en la superficie de la Tierra, pero en vez de tomar como referencia
de latitud 0 al ecuador, como se hace en la Tierra, tomamos como referencia de angulo 6 = 0 al
polo norte. Ademas, en vez de medirlo positivamente al movernos hacia el norte y negativamente
hacia el sur, como se hace en la Tierra, nuestro dngulo # aumenta positivamente al descender,
desde el polo Norte, hacia el polo Sur. Asi, el complemento de la latitud es 8 = 0, cuando el punto
P coincide con el polo norte N, es § = 7/2 si el punto P se encuentra sobre el Ecuador, y es § = 7
si el punto P coincide con el polo Sur S.

En resumen:
Dados ¢ € [0,27] y 6 € [0, 7] se obtiene un inico punto de la superficie esférica S, que tiene
longitud ¢ y complemento de latitud 6.

Considerando el tridngulo rectangulo OPP’, donde P’ = (z,y,0) es la proyeccién ortogonal
de P = (z,y, z) sobre el plano z = 0, se observa que el dngulo que forman las semirrectas oP y
PP’ entre si, es igual a 6 (porque PP’ es una recta vertical). Ademds el cateto PP’, adyacente al
dngulo 6 en el tridngulo rectdngulo OPP’, tiene longitud (con signo) igual a z, que es la altura del
punto P’. Por otra parte la hipotenusa es la distancia de P al origen, que llamamos p = r > 0. Por
lo tanto cos@ = z/p. El otro cateto OP’ del tridngulo rectéangulo OPP’, que es el cateto opuesto
al dngulo 0, tiene longitud ||P’ — 0||. Por lo tanto, send = ||P" — O||/p

Se deduce:

||P' —O|| = psenf, z=pcosh (2)

Reuniendo las ecuaciones (1) con las ecuaciones (2), se obtiene:
x = psenfcosp, y=psenfsenp, z=pcost (3)

Las coordenadas (p, 0, ¢) se llaman coordenadas esféricas en el espacio. El dominio de variacién
de estas coordenadas es
0<p, 0<O6<7m, 0<p<2rm

Las ecuaciones (3) son las ecuaciones del cambio de variables de coordenadas esféricas a coor-
denadas cartesianas.

Encontremos el Jacobiano del cambio de variables a coordenadas esféricas:

T, Ty Ty cosp senf) pcosp cos) —psenp send
J(p,0,p) =det | y, Yo Yo | =det| senpsenf pseny cosf pcosyp senf
Zp 20 Zp cosf —psent 0

Desarrollando este determinante por la ultima fila, se obtiene:
J(p,0,0) = cosB(p?sen O cos ) + psen f(psen? @) = p?sen f(cos?  + sen” §) = p? sen f

Se observa que como 6 € [0, 7|, por la definicién de las coordenadas esféricas, entonces senf > 0,
por lo tanto J(p,0,¢) > 0 y se cumple:

| 7(p, 6, ¢)| = p*send
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para todos los puntos del espacio.

Ejemplo 4.4.1. Volumen de un sector sélido de esfera y de la esfera sélida de radio r.
Sea una sandia esférica de radio r > 0. Se efectiian dos cortes verticales en la sandia, a los
efectos de sacar una tajada D, cortando desde el eje vertical de la sandia hacia afuera, primero
en un semiplano hacia adelante, y luego en otro semiplano que forma angulo « con el anterior.
Calcular el volumen de la tajada D obtenida.
En particular, si el angulo o = 27, la tajada D es toda la sandia. Calcular el volumen de toda
la sandia (volumen de la esfera sélida E, de radio r.)

Tomando el centro de la sandia como origen de un sistema de coordenadas x,y, z ortogonal
cartesiano, y el eje de las z en la vertical, se tiene:

Vol.(D) = / / /D dadydz

Pasando a coordenadas esféricas (p, 6, ¢) con las ecuaciones (3) del pardgrafo anterior, se tiene:
(r,y,2) €D < (p,p,0)eE: 0<p<r, 0<0<m 0<p<a

Luego, por el teorema de cambio de variables:

Vol.(D) = /// dxdydz = // |J(p,p,0)| dpdfdy
D E
Vol.(D) :/ dp/ dG/ p?sen dg0:/ dp/ ap®send do =
0 0 0 0 0

T T
_ 2
:a/ (—,02005«9\2;8) dp:2a/ pPrdp== a1
0 0 3
Se concluye
2
Vol.(D) = 3 7

En particular, sustituyendo a = 27 en la férmula anterior, se obtiene el volumen de la esfera sélida
FE, de radio r:

4
Vol. (E,) = 3 s

Este resultado coincide con el hallado en el ejemplo 4.2.3.

4.5. Peso de un sélido dada su densidad puntual.

La densidad es el cociente del peso sobre el volumen, siempre que el peso de cada pedacito del
sélido, por més pequeno que sea este, sea el mismo para pedacitos de igual volumen. En ese caso
la densidad es constante en cada punto del sdlido.

4.5.1. Peso de un sélido dada su densidad variable con el punto.
Si un sélido S tiene en cada punto (z,y, z) densidad f(x,y, z), variable con el punto, entonces
el peso de S es la suma de los pesos de cada trocito R; ; infinitimamente pequeno, trocitos estos
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que parten S. Los trocitos R; j forman una particién de S, siendo R; ; x un pequeno prisma recto
de lados Az, Ay, Az.

Para cada uno de esos trocitos R; j 1, el peso es el producto de la densidad f(x;, y;, zx) (supuesta
constante en el trocito, porque es infinitamente pequeno), por el volumen del trocito, que es
Az - Ay - Az. Luego, se obtiene:

n7m7p

Peso($) = lim lim lm > f(ziy; )00 Ay- Az
(ivjvk):(lel)

Esta tltima es una suma de Riemann, como las definidas en 2.1.7. Luego, se obtiene, (adaptando
a integrales triples el resultado de la proposicién 2.1.7), la siguiente férmula del peso dada la
densidad:

Peso(S) = /// f(x,y,2) dedydz  donde f(z,y,z) es la densidad en el punto (x,y,z) € S
S

Ejemplo 4.5.2. Calculo del peso dada la densidad.

Sea una horma cilindrica de queso de base circular con radio » > 0 y altura h > 0. Se corta
un trozo S, haciendo dos cortes verticales desde el centro de la horma hacia su borde, que forman
angulo « entre si.

El radio r = 10 ¢m., la altura h = 8 em., el dngulo a@ = 7/3 radianes, y la densidad del queso
en el punto (x,y, 2) es

1
[07 9]kg/dm3 ’ W ’ [\/ r? + y2 ) (Z2 —hz+ h2)]cm3.

cm3.
Calcular el peso del trozo S.

Si medimos x, y, z, r, h en centimetros, el volumen quedaré en cm?. Siendo 1dm? = 103em?,
resulta que la densidad f(z,y, z) es:

1
] i VIR b i)
10 kg /cms [180]¢ym3

Y el peso de S, por la férmula del parrafo 4.5.1, sera (siempre que z,vy, z, h,r se midan en cm.):

[Peso(S)]g. = / / /S DT GR ( — hz ) dedyds

Pasando a coordenadas cilindricas:

[f(m,y, Z)]kg./cm3. = |:

T =pCcosy, y=pseny, z=2

resulta:
(r,y,2) €S & (pp,z2)€eE: 0<p<r, 0<p<a, 0<z<h

Por lo tanto:

[Peso(S)]kg. = /// % Va2 +y? - (22 — hz + h?) dedydz =
s
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5 T o h 5
:/// W-\/pZ'(Zthquh% |J(p, ¢, 2)| dpdgodz:/ dp/ dp Tm.\/p2.(z2fhz+h2).p dz
E 0 0

Calculando la integral anterior empezando por la extrema derecha, se obtiene:
dep

[Peso(S)] —5/Td /a 2 (22 e,
ko =005 o Py P\B T2 -

5 T 5 [e7 h3 h2 3 5 5h3 r 5 a
_ . 7—h7 = — s — . =
10° Jo * d"/o (3 g F) A /op d”/o i

z=h

10 6

5 b5k 3
[PeSO(S)]kg. = 1706 . ? . g (e
Sustituyendo o = 7/3, r = 10cm., h = 8 cm. se obtiene:

5 5x8 103
[Peso(S)]kg. = 1 6 3

= 0,746 kg.

w3
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5. Integrales dobles de Riemann.

El desarrollo de la teoria de integrales multiples de Riemann lo haremos con detalle para
integrales dobles. Al final se explica cémo generalizar los resultados para integrales triples y
multiples en general.

5.1. Sumas de Riemann.

Sea el rectangulo compacto
R =[a,b] X [c,d]

donde a < by ¢ < d son nimeros reales fijos.

Seaa =129 <z <...<mi1 <z <...<xy = b una particién del intervalo [a,b] en n
subintervalos [z;—1, ;] de longitud Az; = z; — z;_1. Sea Az = maxj<i<p Az;.

Seac =y <y1 < ... <yj—1 <yYj <...<yy = duna particion del intervalo [c,d] en
subintervalos [y;—1,y;] de longitud Ay; = y; — y;—1. Sea

Ay = méx Ay;
YooY

Esas particiones de los segmentos [a,b] y [c, d] en los ejes de las x y de las y respectivamente,
definen una particién P del rectangulo R = [a, b] X [¢, d], formada por nm rectangulitos compactos

Rij = [xi—1, @] % [yj—1, 5], de lados con longitudes Axz;, Ay;
La unién de todos los rectangulitos R; ; es todo R, y tienen interiores dos a dos disjuntos.

Definicién 5.1.1. Norma de una particién. Se llama norma de la particion P del rectangulo
R en los rectangulitos R; ; (definidos como antes) al ntimero real positivo:

1Pl = ||(Az, Ay)|| = VAx? 4+ Ay? = n}é}x{diagonal deR; ;}

(Hacer un dibujo tomando en horizontal el eje de las x y en vertical el de las y, en ellos los
intervalos [a,b] v [c,d] (por ejemplo para mayor comodidad tomar 0 < a < b en el eje de las = y
0 < ¢ < d en el gje de las y). Partir uno de esos intervalos en, por ejemplo, n = 3 subintervalos,
y el otro en, por ejemplo, m = 5 subintervalos. Trazar los segmentos de recta verticales x = x;
contante y que estdn dentro del rectangulo R = [a, b] X [¢, d], y los segmento de recta horizonales
y = y; contante dentro de R. Queda la particién de R en los nm rectangulitos R;; descriptos
antes.)

Definicion 5.1.2. Eleccién “t” de puntos intermedios subordinada a una particién.

Sea dada una particién P del rectdngulo R en nm rectangulitos R;; como fue definida al
principio de la seccién 5.1. Una eleccion de puntos intermedios subordinada a la particion P, que
denotamos?! como t, es una coleccién de mn puntos (7;, gj), cada uno perteneciente al rectangulito
R; ; respectivo en R C R2. Es decir:

t={(z:,7,) € Ri,jhgign, 1<j<m naturales.

21Hay que estar advertido que t no es un ndmero real.
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Se denota con T(P) a todas las elecciones posibles de puntos intermedios subordinadas a la
particién P.
Cuando se escribe para cierta afirmacion A lo siguiente:

A YteT(P)

estamos indicando que la afirmacién A es verdadera para toda eleccién de puntos intermedios
subordinada a la particiéon P, siendo P una particién fija dada de antemano.

Sea f(x,y) una funcién acotada (no necesariamente continua) en R.

Definicion 5.1.3. Sumas de Riemann.
Dadas:

» Una funcién f(z,y) acotada en el rectdngulo R = [a,b] x [c,d].

» Una particién P del rectangulo R en nm rectangulitos R; j, para 1 <i¢ <n, 1 < j < m, con
lados de longitudes Ax; y Ayj.

= Una eleccién t € T(P) de puntos intermedios (7;,7;) € Ri ;.

Se llama suma de Riemann de f en la particion P y en los puntos intermedios t, al nimero
real:

n m
o(f,Pt) =D > f(@:,7;)AziAy;
i=1 j=1
A veces, en la suma de Riemann a la derecha de la igualdad anterior, se sustituye el producto
Axz;Ay; por area R; j, ya que el producto de las longitudes de los lados de un rectangulo es igual
a su area.

Intepretacién geométrica de la suma de Riemann. (Hacer una figura tomando en el
plano horizontal z,y el rectdngulo R con su particion P en nm rectangulitos, y en el eje vertical
z. Dibujar la superficie gréfica z = f(z,y) de un funcién f continua y positiva en R.)

Cada sumando f(Z;,7;)Ar;Ay; de la suma de Riemann, cuando f > 0, es el volumen del
prisma rectangular en el espacio z,y, z con base en el rectdngulito I; ; del plano z = 0 y altura
igual a 2; ; = f(Zi,7;). Este punto (T;,7;, 2;,5), que estd en la tapa horizontal superior del prisma,
se encuentra sobre la (superficie, si f es continua) grafica de f, y se proyecta verticalmente sobre
el punto (7;,7;) de su base (el rectangulito R; ;).

La suma de Riemann es entonces igual al volumen de la unién de todos esos prismas rectan-
gulares. Si f es continua, y los rectangulitos R; ; en la base, son pequenos, demostraremos que las
sumas de Riemann tienden a un ntimero A. Intepretamos en ese caso que la unién de los prismas
rectangulares aproxima en volumen al sélido V; que se encuentra abajo de la superficie grafica
z = f(x,y), y arriba del plano z = 0.

5.2. Integral de Riemann de funciones acotadas.

Definicion 5.2.1. Limite de sumas de Riemann.
Dada una funcién acotada f en el rectangulo R = [a,b] X [c,d], se llama limite de las sumas
de Riemann de f en R, a un numero A que, si existe, cumple lo siguiente:
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Para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que
|Pll<d = |o(f,P,t) — Al <e VYt e T(P)

Cuando existe tal nimero A se lo denota como:

A= I Pt)= i ) Az A
Ilpﬁrlrioa(f ) Axai,m 0,0 2;1637@ Y;)AriAy;

Definicion 5.2.2. Integral de Riemann en un rectangulo.

Dada una funcién acotada f en el rectangulo compacto R, se dice que f es integrable Riemann
en R si existe el limite A de las sumas de Riemann como en la definicién 5.2.1. A dicho limite A
se le llama integral de Riemann de f en Ry se le denota®? por convencién, como:

A= lim o(f,P,t)= lim ZZf Ti, U;) ArAy; = / f(z,y)dedy

[|P||—0 (Az,Ay)—(0,0)

(Obsérvese que la igualdad anterior no es un teorema, sino una simple convencién de notacién.)

Definicion 5.2.3. Integral de Riemann en un conjunto acotado.

Dada una funcién acotada f en un conjunto D contenido en el rectangulo compacto R, se dice
que f es integrable Riemann en D si es integrable Riemann en R (como en la definicién 5.2.2), la
funcién extendida definida como f(x,y) si (z,y) € Dy f(z,y) =05si (x,y) € D.

A dicha integral Riemann en R de la funcién extendida se le llama integral de Riemann de f
en D y se le denota como:

lim o(f,P,t)= lim ! 00 ZZf Ti, Y;) Ar Ay = / f(z,y)dx dy

[|P||—0 (Az,Ay)— 1

donde f(z,y) =0si (z,y) € D.
(Obsérvese que la igualdad anterior no es un teorema, sino una simple convencién de notacién.)

Nota 5.2.4. No toda funcién acotada es integrable Riemann. Por ejemplo la funciéon f en el
rectangulo [0,1] x [0,1] dada por f(x,y) = 1 si las coordenadas x e y son nimeros racionales; y
f(x,y) = 0 si las coordenadas z e y son numeros irracionales; es acotada, pero se puede verificar
facilmente que no es integrable Riemann.

Veremos como consecuencia del teorema de Riemann-Lebesgue, (teorema 5.4.1), que toda
funcién continua en un rectangulo compacto R (que es un caso particular de funcién acotada) es
integrable Riemann en el rectangulo; y que toda funcién continua en un dominio D descomponible
en simples, es integrable Riemann en D.

Sin embargo, advertimos que no toda funcién continua en un dominio cualquiera D, aunque
este sea compacto y la funcién resulte ser acotada, es integrable Riemann en D. Eso depende de
la forma de D, en especial de la “medida”del borde de D.

22En esta seccién la notacién ffR f(z,y)dzdy no indica integral doble iterada como en la definicién 2.1.2. Indica
el limite, cuando existe, de las sumas o(f, P, t) de Riemann de f. Este limite cuando existe, es llamado integral de
Riemann de f.

Al final de esta seccidn, en el teorema 5.5.1, probaremos que son iguales (cuando existen ambas), la integral de
Riemann y la integral doble iterada de f. Por eso usamos la misma notacién para ambas.



Integrales paramétricas e integrales dobles y triples. Eleonora Catsigeras. 19 Julio 2006. 71

Nota 5.2.5. En el capitulo 4, pardgrafo 53, del libro de Burgos (ver referencia en la Bibliografia
al final de este texto) se da otra manera de definir integral de Riemann de f en un rectangulo R.
La del libro de Burgos es la mas usual en los textos.

Se definen primero las sumas superior e inferior de Darboux de f en particiones de R en
rectangulitos R; ;, en forma similar a nuestra definicién 5.1.3, pero sustituyendo f (@-,yj) por el
supremo e infimo respectivamente de f en R; ;.

Se llama integral superior e inferior de f en R al infimo de las sumas superiores y al supremo
de las sumas inferiores de Darboux, respectivamente, cuando se toman todas las particiones P de
R.

Se define entonces:

f es integrable Riemann en R si las integrales superior e inferior de f en R coinciden; en ese
caso se llama integral de Riemann de f en R al valor comin de las integrales superior e inferior.

Esta otra definicién de integral de Riemann resulta ser equivalente a la definicién 5.2.2 que
damos nosotros en este texto, como se demuestra en el paragrafo 58 del libro de Burgos.

5.3. Conjuntos de medida nula.

Sea A C R? un subconjunto cualquiera de R2. (A puede ser en particular el conjunto vacio.)
Una coleccién {Ry,}i<n<n de N rectangulos R, de R?, se dice que es un cubrimiento finito
por rectangulos de A si

N
Ac | R
n=1

Una sucesion { R, },>1 de rectangulos R, de R?, se dice que es un cubrimiento numerable por
rectdngulos de A si

AC GRn
n=1

(La unién en la afirmacién de arriba denota, por convencién, al conjunto de todos los puntos que
pertenece a alguno de los rectangulos R,,, para algtin valor natural de n > 1.)

Por convencién, si {Ry,}i<n<n €s un cubrimiento finito, se dice también que es numerable,
definiendo R,, = () para n > N, y definiendo drea(R,) =drea()) = 0 sin > N.

Definicion 5.3.1. Conjuntos de medida nula. Se dice que A tiene medida nula si para cada
€ > 0 existe un cubrimiento numerable por rectdngulos {R,} de A tal que la suma de sus areas
es menor que €; es decir:

Ve>0 FH{R,}n>1 talque AC U R,, ZéreaRn <e€
n=1 n=1

Es sencillo demostrar la siguiente proposicién:

Proposiciéon 5.3.2. Propiedades de los conjuntos de medida nula.
1) Si A es un conjunto de medida nula y si B C A entonces B también es de medida nula.
2) Si A y B son conjuntos de medida nula, entonces AU B también lo es.
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Ahora damos el ejemplo de conjunto de medida nula que usaremos en la subseccién siguiente:

Proposicion 5.3.3. Medida nula de las curvas gréaficas de funciones continuas.

1) La curva grifica {y = ¢(x), x € [a,b]}, de cualquier funcion continua ¢ : [a,b] — R es
un conjunto de medida nula.

2) La curva grdfica {x =n(y), vy € [c,d]}, de cualquier funcion continua n : [c,d] — R es un
conjunto de medida nula.

Demostracién: La afirmacién 2) es la misma afirmacién 1), en la que simplemente se ha
permutado el nombre de las variables x e y entre si. Entonces, basta demostrar 1).

Sea A ={y = ¢(z), x € [a,b]} el conjunto curva gréifica de ¢.

Como ¢ es continua en el compacto [a,b] entonces es uniformemente continua. Por lo tanto
para todo €* > 0 existe § > 0 tal que:

lz1 — 22| <& = |p(x1) — P(z2)| <€ (1)
Tomemos una particién fija del intervalo [a, b]:
O=xp<<.. <z 1<x;;<...<zny=0b

en N intervalitos [z;_1, z;] iguales de longitud Az = (b—a)/N = x; — x;_1, tomando fijo un valor
natural de N suficientemente grande para que (b —a)/n < J. Entonces:

Ax <éd  (2)
Consideremos para cada ¢ = 1,2,..., N el rectdngulo
R = [wi—1,2i] X [¢(z:) — €, d(zi) + €] (3)

Afirmamos que la unién de estos N rectangulos contiene al conjunto A, es decir {R;}1<i<n es un
cubrimiento finito de A. En efecto, dado (z,y) € A, se cumple

y = o(x)
Ademas existe algin intervalito [x;_1, ;] de la particién donde esta la abscisa x dada. Es decir
x € [zim1,x]  (4)

Entonces la distancia entre x y x; es menor o igual que la longitud Az del intervalito [z;_1,z;];
en otras palabras:
|z — x| < Az (5)

Reuniendo (5) con (2) y (1), se deduce:
[z — ] <6, [p(x) — P(x)| <€
De lo anterior se deduce que

o(z) € [p(xi) — €, d(z;) + €] (6)
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Reuniendo las afirmaciones (3) (4) y (6) se obtiene:

(z,y) = (2, 9(x)) € R;

Hemos demostrado que cada punto (z,y) € A estd contenido en alguno de los rectdngulos R;. Se
concluye que

N
AcC URl
=1

En otras palabras la coleccién R; es un cubrimiento finito de A por rectangulos.

Ahora solo falta demostrar que la suma de las dreas de los rectangulos R; puede hacerse menor
que €, para cada valor € > 0 dado, arbitrario.

Calculemos la suma de las dreas de los rectangulos R; dados en (3).

area(R;) = (v; —xi—1) - €" = Az - € =

N N N N

;Eirea(Ri):ZAJ'-E*:E*ZAZL‘ZE*'AQJ'ZZG*'b]_\fa-NZG*-(b—a)<€

i=1 i=1 =1

donde dado € > 0 se eligié €* > 0 tal que €* < ¢/(b—a). Esto es posible porque toda la construccién
anterior fue hecha para un valor genérico €* > 0, cualquiera sea este. [

5.4. Teorema de Riemann-Lebesgue.

Teorema 5.4.1. Teorema de Riemann-Lebesgue.

Si f es acotada en el rectingulo R = [a,b] X [c,d] y sus puntos de discontinuidad (si existen)
estdn contenidos en un conjunto C de medida nula, entonces existe el limite de las sumas de
Riemann (integral de Riemann de f en R.)%3.

Demostraremos una version particular del teorema de Riemann-Lebesgue, agregando como
hipétesis que el conjunto C' que contiene las discontinuidades de f sea compacto. En lo que sigue
s6lo usaremos el teorema de Riemann-Lebesgue en este caso particular.

Demostracién de una version restringida del teorema 5.4.1, asumiendo que C' es compacto:

Para demostrar que existe el limite de las sumas de Riemann, como en la definicién 5.2.1,
alcanza probar que dado € > 0 existe § > 0 tal que para toda pareja de particiones P; y P2 en
rectangulos de R se cumple la afirmacién (1) que esta més abajo:

(A probar:)
Ye>0, 30 >0 tal que:
HP1H <90, HPQH <d = |O’(f,771,t1) — O'(f,'Pg,tQ)| <e VYVt € T(Pl) to € T(PQ) (1)

En efecto, si probamos (1), entonces en particular para e = 1/2 existe un d; > 0, existe (elegimos)
una particiéon P; con norma menor que d1, y existe (elegimos) una familia t; € T(P;) de puntos

23También es cierto el reciproco. Una funcién f acotada en el rectdngulo R es integrable Riemann en R si y solo
si es continua en R excepto a lo sumo en un conjunto C' de medida nula.
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intermedios subordinada a Pi, tales que, para cualquier otra particién P con norma también
menor que J, y para cualquier eleccién t € T(P) se cumple:

o(f,P,t) € [o(f,P1,t1) —1/2,0(f,P1,t1) + 1/2] = I, con longitud de I; =1

Anélogamente, para €, = 1/(2n), con n > 2 natural, todas las particiones P con didmetro
menor que 0, < O0p—1 < ... < d1, y toda eleccién t € T(P), definen una suma de Riemann
o(f,P,t) que estd en un intervalo compacto I,, de longitud igual a 2¢, = 1/n, y contenido en
I,,_1. La sucesion de intervalos compactos de reales I,, es una sucesion encajada de intervalos con
longitudes que tiende a cero. Entonces, por la completitud de la recta real, la interseccién de todos
esos intervalos define un tinico real A que es el limite de las sumas de Riemann buscado.

Ahora probemos (1):

Primer caso: f es continua en R = [a,b] X [c,d], entonces es uniformemente continua en R
(pues R es compacto):
Dado €* > 0 existe § > 0 tal que

(@1, 91) — (z2,92)l <6 = [flz1,y1) — f22,92)[ <€ (2)
Dadas dos particiones P; y Py con norma menor que ¢, consideramos la particién producto
P1 A Po

formada por las intersecciones (cuando no son vacias) dos a dos de todos los rectangulitos de P;
con todos los de Ps.
Afirmamos que, dado € > 0, si se elige

entonces se cumple lo siguiente:
A probar: |o(f,P,t) — o(f,P1,t1)| <e€/2 Vt € T(P) t1 € T(P1) (3)
A probar: |o(f,P,t) — o(f, P2, t2)] <€/2 VteT(P) ta e T(P2) (4)
Una vez probadas (3) y (4) aplicando la propiedad triangular se obtiene
lo(f, P1,t1) — o(f, Pa,t2)| < |o(f,P,t) — o(f, P1,t1)|+|o(f, P,t) — o(f, Pa,t2)| < €/2+€/2=c¢
con lo cual quedard demostrada la tesis (1) como queremos.

Ahora probemos (3) y (4). Observamos que la afirmacién (4) es la misma afirmacién (3)
sustituyendo Py por P;. Por lo tanto basta demostrar (3).

Por la definicion de suma de Riemann en 5.1.3:

o(f,Prt) =Y > f(@.7;)- drea(Ri;)  (6)

i=1 j=1
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donde (Z;,7;) € Rij y {Rij}i<i<n, 1<j<m = P1

Por otra parte, tenemos la particién P = {Sk}r=12.. ~. (Aqui no nombramos los N rectdngulos
Sk segin dos indices ¢, j que numeran los intervalos en los ejes de abscisas y ordenadas respecti-
vamente, sino que indexamos S, ordenados con un sélo indice natural k que varia desde 1 hasta
N en el orden que se desee.) La suma de Riemann correspondiente a P es:

a(f,P,t) Zf Fr, i) - drea(Sy)  (7)

donde (Zg, Jx) € Sk.

Sabemos que la particion P se obtuvo de intersectar todos los rectangulos de la particién Py
con los de otra particién. Entonces cada rectdngulo R; ; de la particién P es igual a la unién de
una cierta cantidad finita de rectangulos S, C R; ; de la particién P. Es decir:

Ri’j = U Sk, firea(Rivj) = Z érea(Sk) (8)

k:SkCRi,j k:SkCRiJ

Entonces, para cada uno de estos rectangulos Sy, C R; j la eleccién de puntos intermedios t € T(P)
define
(Tk,Uk) € Sk C Rij  (9)

Reuniendo (6), (7) y (8) se obtiene:

n m

o(f,Prt1) —o(f,Pt) =D ) F (@i 7;) — f (&, Gr)) - drea(Sy)

i=1 j= 1kSkCR”

Tomando valor absoluto, y usando la propiedad triangular para el valor absoluto de una suma, se
deduce:

o(f, Pr.t1) — o(f,P,t) r<ZZ > 1f@i7;) - £(&,9)]- drea(Sy)  (10)

i=1 j=1 k:S,CR; ;

Recordando por (9) que los puntos (T;,¥;) y (T, Jx) estdn ambos en el mismo rectangulo R; ; de
la particion P1, y que la norma de esta particién es menor que ¢, se deduce:

(@i, 9;) — (Zx, G0l < 0
Luego, aplicando la afirmacién (2) se deduce que:
|f(@i,7;) — f(@k, Gr)| < €

Sustituyendo esta ltima desigualdad en (10) se obtiene:

lo(f, P1,t1) — o(f, P,t)] <€*'ZZ Z area(Sk)

=1 j=1 k:SkCRi’j

lo(f,P1,t1) —o(f,P,t)] < € - drea([a,b] X [¢,d]) =€" - (b—a)(d—c) = =
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Esta ultima desigualdad prueba la afirmacién (3) como queriamos demostrar, en el caso de una
funcién f continua en el rectangulo [a,b] X [c, d].

Segundo caso: f no es continua en R = [a,b] X [¢,d] estando sus puntos de discontinuidad
contenidos en C', donde C es un conjunto compacto y de medida nula.

Reduciremos la demostracién de la afirmacién (1) a su validez, ya probada, en el primer caso.
Para ello construiremos una funcién auxiliar g que sea continua en R, y que difiera de f solo en
un conjunto de drea muy pequena. Aplicaremos el resultado ya probado (1) para la funcién g
continua; y comparando las sumas de Riemann de f con las de g, deduciremos la tesis (1) para f.

Dado € > 0, elegiremos al final un valor de €¢* > 0 adecuado, en funcién de e.

Para todo €* > 0, por definicién de conjunto de medida nula, existe un cubrimiento finito?*
de C con N rectangulos compactos {S}r=1,2,.. ~n, cuya unién llamamos S, y cuyas dreas suman
menos que €. No es restricitivo suponer que C esta contenido en el interior?® de S. En otras
palabras:

C C interior(S) S = U Sk, Zérea(Sk) <€ (11)

Aplicando el lema 2.2.13, existe una funcién chichén o(x,y) continua para todo (z,y) € R?
tal que ¢ = 0 fuera del abierto V' = interior S, es igual a 1 en el compacto C' y esta comprendida
entre 0 y 1 para los puntos (z,y) € V' \ C.

Construyamos la funcién auxiliar

g(z,y) = (1 —o(z,y)) - f(z,y) V(z,y) € R=[a,b] X [c,d]

Como ¢ se anula en C' y es igual al producto de funciones continuas fuera de C' (producto que
tiende a cero cuando el punto (z,y) tiende a un punto de C, pues el factor 1 — p(z,y) asi lo hace,
y el otro factor f(z,y) es acotado), entonces g(z,y) es continua en [a,b] X [c, d].

Ademds g cumple:

g(x,y) =0V (z,y) € C,  g(z,y) = f(z,y) V(z,y) € R\ S (12a)
0 <lg(x,y)| <|f(z,y)|V(z,y) € R (12b)

Siendo g continua en R aplicamos la afirmacién (1) probada en el primer caso. Entonces existe
6 > 0 tal que

||P1H <0, HPQH <0 = |O’(g7731,t1) — U(gapz,tgﬂ < g Vit € T(Pl) to € T(Pz) (13)

24Giendo C' compacto, de todo cubrimiento numerable de C' con rectédngulos, puede extraerse un cubrimiento
finito.
25En efecto si se toman rectédngulos Sy alargando cada lado de Sk (para la derecha y para la izquierda los dos
lados horizontales, y para arriba y para abajo los dos lados verticales) una cantidad € > 0 tal que € < 1, entonces
C queda contenido en el interior de la unién de los rectdngulos Si. Ademés dado € > 0 la suma de los 4reas de los
rectdngulos Sy puede hacerse menor que 2e. En efecto: el drea de cada uno de los nuevos rectdngulos Sy es igual
rea (Sy) + Perfm(Sy) - € + 46> < 4rea(Sy) + Perfm(Sy) - € + 4¢. Luego
N N N N
Z drea(Sy) < Z drea(Sg) + € (Perfm(Sk) 4 4) < e + Z (Perim(Sk) +4) = 2¢
k=1 k=1 k=1 k=1

Para obtener la tltima igualdad hemos elegido, dado € > 0, el niimero é = ¢/ > ~_, (Perim(Sy) + 4).
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Observamos que si para un valor 6y > 0 de 0 se cumple la afirmacién (13), entonces para todo
otro valor positivo menor que dy también se cumple (13). Por lo tanto, en lo sucesivo, podemos
elegir 4 > 0 tan pequefio como se necesite.

Para probar la afirmacién (1) para f alcanza con probar que:

|PI| <6, = |o(f,P,t) —o(g,P,t)| < % Vt € T(P) (aprobar) (14)

En efecto, una vez probada las afirmacion (14), por la propiedad triangular del valor absoluto se
deduce que

’U(fuplytl) - U(fap27t2)’ < ‘O—(f77)17t1> - U(.q’platl)H—
+lo(g, P1,t1) — o(g, P2, t2)| + |o(g, P2, t2) — o(f, P2, t2)]
Aplicando (13), y la desigualdad (14) a la desigualdad anterior, se obtiene:

leH <90, HPQH <6 = ’U(f,'Phtl) —O'(f77)2,t2)‘ < §+§+§ =c VYVt € T(Pl) ty € T(PQ)

Esa es justamente la afirmacién (1) que querfamos probar.

Entonces basta probar (14) para finalizar la demostracién del teorema.
Por la definicién de las sumas de Riemann en 5.1.3, y por la propiedad traingular del valor
absoluto se tiene:

‘O'(f,P,t) - 0(9773?1:)’ = |U(f —g,P,t)’ < U(|f _g’7737t) (15)

Siendo la particion P formada por nm rectangulitos R; j, la suma de Riemann de |f — g| es:

n,m

o(lf =gl Pit) = > |f(@7;) — 9(@i,7;)ldreaR;;  (16)

4,j=1,1

La particién P tiene norma menor que § > 0, entonces cada uno de los rectdngulos R; ; tiene su
diagonal con longitud menor que 4.
Retomemos ahora los N rectdngulos Si que teniamos al principio, y que cumplen (11) y (12).
Los nm rectangulos R; ; se clasifican en dos categorias:

1) O bien R;; no intersecta ningtin Sy, y por lo tanto no interseca a su unién S; es decir R; ;
estd contenido en R\ S. Llamaremos A al conjunto de indices (7, j) para los cuales ocurre eso. Se
cumple, aplicando (12 a):

Sumando entonces:
Z |f(Ti,Y;) — 9(Ti,Y;)| - dreaR; ; =0 (17)
(i,7)EA

2) O bien R;; intersecta a algin Sj, y por lo tanto todos sus puntos distan menos que ¢ de
algun punto de Sk. (Recordar que § > 0 es mayor que la norma de la particiéon {P}; por lo tanto
es mayor que la diagonal de todos sus rectangulitos R; ;.)
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Entonces R; ; estd contenido en un rectdngulo Sk, un poco més grande que S, con el mismo
centro que Sk, y lados de longitud igual a la longitud de los lados de Sy més 20. (Esto es S se
obtiene alargando cada lado horizontal de Sy una distancia § para la izquierda y para la derecha,
y lo mismo con cada lado vertical para arriba y para abajo).

Por lo tanto se cumple:

N N
Z drealR; ; < Z dreaSy < Z dreaSy + perim.S;d + 462
(i,5)2A k=1 k=1

Si § > 0 se elige menor que 1 y menor que €*/ Zszl(perim.Sk + 4), entonces resulta:

N N
Z area(R; j) < Z areaS;, + perim. S0 + 46 < Z areaSy, + perim.S;d + 46 =
(i) ¢A k=1 k=1

N N N
= Z areaSy + Z(perim.Sk +4)0 <€+ Z areaS),

k=1 k=1 k=1

Aplicando (11) a esta tultima desigualdad, se concluye:
Z area(R; ;) < 2¢€*
(i,5)¢A

Usando esta ultima desigualdad, aplicando (12b) y eligiendo K > 0 que sea una cota superior de
|f| en R (por hipétesis f es acotada en R), se deduce:

S @7 — 9@ Tl - dreaRiy < S |F@0T,)| + 19 F,)| - dreak <

(6:5)¢A (1,5)¢A
< Z 2|f(Ti,y,)| - dreaR; j < 2K - Z dreaR; ; < AK€ (18)
(1,5) A (1.5)¢A

Reuniendo las desigualdades (17) y (18) se obtiene:

S f@7;) - 9@ 7;)| - dreaR;; = > |f(Ti,7;) — 9(Fi,P;)| - dreaR; j+
5,7=11 (i,5)eA

+ Z (Ti,7;) — 9(Ti, 7;)| - dreaR; j < 0+ 4K e
(1,4)¢A
Aplicando (16) y esta ultima desigualdad:

U(‘f _g|’7)7t) < 4Ke*

Luego, por (15):
lo(f,P,t) — o(g,P,t)] <4Ke* = g

Para obtener la ultima desigualdad hemos elegido ¢* = ¢/(12 - K). Luego concluimos:

1Pl <6, = \o(f77>,t)—a(g,7>,t)y<§ Vt € T(P)

que es la afirmacién (14) que querfamos probar. [J
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Corolario 5.4.2. Corolario del Teorema de Riemann-Lebesgue.
Si f es continua en el dominio D, simple respecto de x o respecto de y, entonces existe el
limite de las sumas de Riemann (integral de Riemann de f en el dominio D).

Demostracién: Por la definicién de integrabilidad Riemann en D C R (definicién 5.2.3), hay
que demostrar que la funcién f extendida, definiendo por convencién f(z,y) =0 si (z,y) € D, es
integrable Riemann en el rectangulo R.

f es continua en D por hipdtesis, y su extensién es continua en el exterior de D porque es
idénticamente nula.

Entonces los puntos de discontinuidad de f en R, si existen, estan en la parte de la frontera
0D, que no es borde del rectangulo R. Esta frontera estd formada por las graficas de funciones
y = ¢(x) e y = ¢(z) continuas (si D es simple respecto de z, ver definicién 2.1.1), o por las gréficas
de funciones = = n(y) y © = £(y) continuas (si D es simple respecto de y, ver definicién 2.2.2).

Por la proposicion 5.3.3, las gréaficas de funciones continuas de una variable, tienen medida
nula en el rectdngulo bidimensional R.

De lo anterior se deduce que f es continua en R excepto a lo sumo en un conjunto que tiene
medida nula (y es compacto).

Luego, por el teorema de Riemann-Lebesgue (teorema 5.4.1), la funcién f, extendida como la
funcién nula fuera de D, es integrable Riemann en R, y por lo tanto la funcién f dada es integrable
Riemann en D, como queriamos demostrar. [

5.5. Teorema de Fubini.

En la seccién 2 vimos el teorema de Fubini para integrales dobles iteradas (teorema 2.2.12).
Ese mismo resultado esta contenido en el siguiente teorema, y da otra demostracion del resultado
2.2.12, probando no solo que las dos integrales iteradas son iguales entre si, sino ademas que son
iguales a la integral de Riemann.

Por ese motivo se emplea la siguiente notacion.

Notacién: Se usa el mismo simbolo

/ /D f(z,y) dudy

para referirse a la integral de Riemann, o a cualquiera de las integrales iteradas, sin importar el
orden de las variables en que se integra.

Teorema 5.5.1. Teorema de Fubini para integrales de Riemann.

a) Si f es continua en el dominio D simple respecto de x (o respecto dey), entonces la integral
doble iterada de f (definida en 2.1.2 o en 2.2.3), es igual a la integral de Riemann de f en D.

b) Si f es continua en el dominio D simple en cualquier orden (es decir respecto de x y
respecto de y a la vez), entonces las dos integrales dobles iteradas de f (definidas en 2.1.2 y 2.2.3),
son iguales entre si, (se puede cambiar el orden de integracién de las variables), y su valor es la
integral de Riemann de f en D.

Demostracién: La parte b) es una consecuencia inmediata de la parte a): en efecto, por la
parte a) cada una de las dos integrales iteradas es igual a la integral Riemann. Por lo tanto son
iguales entre si.
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Para probar la parte a) consideramos el resultado del Corolario 5.4.2 del teorema de Riemann-
Lebesgue: la funciéon f es integrable Riemann en D. Entonces por definiciéon de integrabilidad
Riemann (ver definicién 5.2.2), existe el limite A de las sumas de Riemann o de f:

A= lim o (1)
|l(Az,Ay)||—0

Hemos usado la definicién 5.2.2, donde aplicamos la igualdad que define la norma de una particiéon
1Pl = [[(Az, Ay)].

Por otro lado, por la proposicién 2.1.7 (si el dominio D es simple respecto de x) o por la
proposicién 2.2.5 (si el dominio D es simple respecto de y) se obtiene que el limite iterado de las
sumas de Riemann existe y es igual a la integral doble iterada I de f.

El objetivo es probar que

A=1 aprobar.

Para fijar ideas supongamos que D es simple respecto de x, contenido en el rectangulo R =
[a,b] X [c,d], y usemos la proposicién 2.1.7:

I= lim lim o
Axz—0 Ay—0

Esto quiere decir que para toda particién {z;}i1<i<n fija en [a,b] , existe el limite
F{ai) = Jin o @)
yV que a su vez existe
1= Jm F((n) ()
Por (1), para todo €* > 0 existe § > 0 tal que
[|(Az, Ay)|| <6 = |o—Al <€ (4)

Tomemos el limite cuando Ay — 0 en la desigualdad (4) con la particién {z;} del intervalo
[a, b] fija, cumpliendo Az < §/2 y la particién del intervalo [c, d] cualquiera cumpliendo Ay < §/2
y Ay — 0. Resulta:
Ar <§/2 = | lim 0 — Al <ex<e
Ay—0

En la dltima desigualdad hemos elegido, dado € > 0, cualquier otro € > 0 estrictamente menor
que €.
Sustituyendo (2) en la desigualdad anterior, resulta:

Azr <d/2 = |F{xi})—Al<e ()
Resumiendo, la afirmacién (5) prueba que dado € > 0 existe 41 = §/2 tal que
Azx <6 = |[F({xi}) — Al <e
Lo anterior es por definiciéon de limite, lo mismo que:

A= Jim F({z)) (6)

Reuniendo (3) y (6) se concluye A = I como querfamos demostrar. [J
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5.6. Generalizacion para integrales multiples.

Para integrales triples y para integrales multiples en general, valen los mismos argumentos,
sustituyendo los rectdngulos R de R? por prismas rectangulares R en R? (para integrales triples),
o por intervalos g-dimensionales contenidos en RY (para integrales multiples en general, con ¢ > 1
natural).

Hay que sustituir también, donde aparece, el drea de un rectangulo en R? por el volumen de
un prisma rectangular en R? (en intergrales triples), o por la medida g-dimensional de un intervalo
g-dimensional en RY (para integrales multiples generales).

También habra que sustituir en algunos de los enunciados y demostraciones, el conjunto simple
bidimensional D C R? por el conjunto simple tridimensional D C R? (para integrales triples), o
por el conjunto simple g-dimensional (para integrales multiples en general.)

Las graficas (curvas) de funciones continuas y = ¢(x), x € [a,b] que forman parte del borde
en dominios simples D bidimensionales de R?, usados para estudiar las integrales Riemann dobles,
tendran que ser sustituidas por las graficas (superficies) de funciones continuas z = ¢(x,y), que
forman parte del borde en dominios simples D de R? (para integrales triples), o por las graficas
(hipersuperficies) de funciones continuas x; = ¢(z1,x2,...,2—1) que forman parte del borde en
dominios simples de R? (para integrales multiples en general).

Las funciones f(z,y) integrables e integradas Riemann en dominios D bidimensionales, en el
caso de las integrales dobles, deben sustituirse por funciones f(z,y, z) en las integrales triples, y
por f(z1,x2,...,2,) en dominios de RY para las integrales multiples en general.
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6. Integrales dobles impropias.

6.1. Integrales impropias convergentes y no convergentes.

La teoria de integrales dobles, triples y multiples en general desarrollada hasta el momento,
es aplicable a la integracién de funciones acotadas en conjuntos acotados (pues tienen que estar
contenidos en rectdngulos).

La integracién en R?, R? y RY se extiende mediante las llamadas integrales impropias a los
siguientes dos casos:

= El dominio D no es acotado. Esto da lugar a las llamadas integrales impropias de primera

J 1, g do

D ={(z,y) eR*:ay > 0}

especie. Por ejemplo:

donde

La funcién integrando 1/((x? + y?)® + 1) estd acotada y es continua en D, pero D mno
estd contenido en ningin rectdngulo, porque no es acotado, ya que D es todo el primer
cuadrante del plano x, .

» El dominio D es acotado, pero la funcién integrando en un punto (zg, y9) del borde de D, no
estd definida o no estd acotada en ningin entorno de ese punto. Esto da lugar a las llamadas
integrales impropias de segunda especie. Por ejemplo:

1
//D P e dxdy

D = 1[0, 1] x [0,1]\ {(0,0)}

donde

El dominio D est4 acotado, pero la funcién integrando 1/(z2 +y?) no est4 acotada en ningtin
entorno del origen (0,0), que estd en el borde de D.

Nota 6.1.1. La teoria que desarrollaremos a continuacién serd vélida solamente para integrales
dobles, triples o g-multiples con ¢ > 2. No es vélida para integrales impropias de funciones de una
sola variable real, que se vieron en el curso de Célculo 1.

En particular la definicién de integral doble o triple impropia convergente que veremos aqui,
no es la misma que la se usa para integrales impropias en la recta real para funciones de varias
variables, sino que es mucho mas exigente, y no equivale a ella.

Como consecuencia, uno de los resultados que se obtienen ahora es que toda integral doble,
triple o g-multiple (con ¢ > 2) impropia,

es convergente si y solo si es absolutamente convergente.

Ese resultado es falso para funciones de una sola variable, como se sabe del curso de calcu-
lo 1. Para funciones de una sola variable, toda integral impropia absolutamente convergente es
convergente, pero no vale el reciproco.
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Definicion 6.1.2. Conjuntos medibles.

Un conjunto acotado D de RY se dice que es medible (segin Jordan) si su frontera es un
conjunto de medida nula.

Por ejemplo, los conjuntos simples de R? y de R? y los conjuntos descomponibles en simples,
son conjuntos medibles. Esta afirmacion, en el caso de dominios planos, resulta inmediatamente
de aplicar la definiciéon 2.2.11, y las proposiciones 5.3.2 y 5.3.3.

Haremos el desarrollo de la teoria para integrales dobles. La generalizacion a integrales triples
y g-multiples se realiza como se explicé en la subseccién 5.6.

Definicion 6.1.3. Sucesion basica de conjuntos de integracién.

Sea D un conjunto no vacio de R?, y sea f(x,y) una funcién definida en D.

Se llama sucesion bdsica de conjuntos de integracion de f en D, si existe alguna, a una sucesion
creciente de dominios D,, compactos y medibles contenidos en D:

DicDycDscDyCc...CD,CDp1C...CD

tales que todo compacto K medible contenido en D estd contenido en algin D,,, y ademas f es
integrable Riemann en D,, para todo n > 1. Es decir existe:

In = / b, f(x,y) dl’dy

La condicién de que todo compacto K medible contenido en D esté contenido en algin D,, se dice
abreviadamente: “D,, aproxima de D”.

Con esta definicion no es dificil demostrar que si existe una sucesiéon basica de conjuntos de
integracion de f en D entonces f es integrable Riemann en todo conjunto compacto y medible K
contenido en D. (Usar el teorema 5.4.1 de Riemann-Lebesgue.)

Ejemplo 6.1.4. Sea f(z,y) = 1/(/zy) en D = (0,1] x (0, 1]. Una sucesién basica de conjuntos
de integracién de f en D es
Dy, = [1/n,1] x [1/n,1]

En efecto, al crecer n el conjunto D,, (que es simple, por lo tanto es compacto y medible) es cada
vez mas grande, y se aproxima de D. Ademds como f es continua en D,, (ya que su tnico punto
de discontinuidad es el origen que no pertenece a D), y D, es un dominio simple, entonces f es
integrable Riemann en D,,. (Ver corolario 5.4.2.)

Existen infinitas otras elecciones de conjuntos D,,. Por ejemplo, otra eleccién de una sucesién
bésica de conjuntos de integracién es

1
D,={0<z<1,0<y<l1,ay>—}
n

Ejemplo 6.1.5. Sea f(z,y) = 1/((x? +y*)° +1) en D = [0, +0) x [0, +00). El conjunto D es el
primer cuadrante. Una sucesién basica de conjuntos de integracién de f en D es

D,, =[0,n] x [0,n]
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Estos D,, son cuadrados de vértices (0,0), (0,n), (n,n), (n,0). Existen infinitas elecciones para
la sucesién basica de conjuntos de integracién. Otra eleccién posible es

D,={0<z,0<y, 0<2”+y* <n?}
Estos D, son las intersecciones con el primer cuadrante de discos compactos de centro en el origen
y radio n.

Definicion 6.1.6. Integral doble impropia convergente.
Sea D un conjunto no vacio de R?, y sea f(z,y) una funcién real definida en D.
Se dice que la integral (impropia)

[ rwwizay =1
D

es convergente, e igual al nimero real L si existe alguna y para toda sucesién {D,} bdsica de
conjuntos de integracién de f en D se cumple:

lim // f(z,y)dzdy = L
n—-+o0o Dy,

(Nota: el nimero L debe ser el mismo para cualquier sucesién bésica de conjuntos de integracién
de f en D que se elija.)

6.2. Ejemplos.

En esta subseccién daremos ejemplos de todos los tipos de integrales dobles, convergentes y no
convergentes, de primera y de segunda especia. Los procedimientos de clasificacién varian segin
la funcién en el integrando sea positiva (esto es > 0) o no lo sea.

Daremos también, intercalados entre los ejemplos, los enunciados de las propiedades basicas
que se usan en la clasificacion y calculo de integrales dobles impropias. Las pruebas de estas
propiedades estardn en las secciones siguientes.

Ejemplo 6.2.1. Integral impropia convergente de segunda especie, con integrando
positivo.
Probar que es convergente y calcular

//Ddxdy en D= (0,1] x (0,1]

Esta integral impropia se segunda especie se suele escribir como:

1 1
dx / — dy
/0 0 V%Y
Tomemos por ejemplo, como una sucesién basica de conjuntos de integracién particular: D,, =

[1/n,1] x [1/n,1]. Se obtiene lo siguiente:

In://n\/iiydazdy:/ljnxjidx/l/lnfdy—2f|x L2t = a1 - 1)V
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lim I, = lim 4(1—-1/v/n)?>=4
n—-+00 n—-+00
Sin embargo, lo anterior NO es la definicién de integral impropia convergente. (Ver definicién
6.1.6.) Habria que verificar que para toda sucesién bésica de conjuntos de integracién D,, (y no
solo para una elegida en particular), el limite de las integrales I, existe y ademé&s que es el mismo
nimero real L.
En general, vale lo siguiente:

Nota 6.2.2. La integral impropia de una funcion f puede ser convergente o no serlo, aun cuando
en una cierta sucesion particular de conjuntos bdsicos de integracion el limite exista finito.

Puede suceder que en otra sucesién particular el limite no exista, o exista y sea infinito, o exista,
sea finito pero diferente del anterior. En estos casos la integral impropia de f es no convergente.

Como es imposible verificar de a una, en todas las sucesiones basicas de conjuntos de inte-
gracion, que el limite existe, es finito y da lo mismo en todas, usaremos condiciones necesarias y
suficientes de convergencia.

Veremos en el teorema 6.3.1, que si la funcién f en el integrando es positiva, como en este
ejemplo f(z,y) = 1/,/xy > 0, entonces, basta con que exista una sucesién particular de conjuntos
bésicos de integracion donde el limite existe y es finito igual a L, para que en todas las demas
sucesiones ocurra lo mismo, y el limite sea igual al mismo nimero L. Pero hay que tener cuidado:
esa propiedad no es cierta si la funcién integrando f no es > 0. En resumen:

6.2.3. Condicién necesaria y suficiente de convergencia de integrales impropias dobles
de integrando positivo.

f>0en D, 3{D,} sucesién bésica de integraciéon de f en D tal que

lim // fdedy=LeR =
n—-+o00 Dy,

= / / f dxdy es convergente e igual a L
D

Aplicando este resultado al ejemplo 6.2.1, obtenemos:

1 1
1
/ da:/ —— dy es convergente e igual a 4. [
0 0o V%Y

Ejemplo 6.2.4. Integral impropia no convergente de segunda especie, con integrando
no positivo.
Probar que no es convergente la siguiente integral impropia:

1L
D Y
Si elegimos una sucesiéon bésica particular de conjuntos de integracién D,, y el limite de las

integrales en ellos no existe, o existe y no es finito, entonces por definicién la integral impropia no
es convergente. (Ver definicién 6.1.6.)

dxdy en D = (0,1] x (0,1]
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Pero, si en la sucesion particular que elegimos el limite existe y es finito, entonces no podemos
concluir nada. (Observar que en este caso la funcién integrando (y — x)/(zy) no es > 0 y por eso
no podemos aplicar el criterio 6.2.3.

Si en la primera sucesion bésica particular de conjuntos de integracion que elegimos, el limite
existe y es finito igual a L, pero en una segunda sucesion bésica, el limite existe y es finito pero
diferente de L, entonces por definicién la integral impropia no es convegente. (Ver definicién 6.1.6.)

Tomaremos sucesiones bésicas de conjuntos de integracién de la forma

Ds={e<z<1, §<y<1)

donde € y § dependerdn de n, seran positivos, y tenderdan a 0 cuando n — +o00. Asi por ejemplo,
podremos tomar como una primera sucesion basica de conjuntos de integracion Dy = Dy/p1/n
eligiendo ¢ = 1/n y 6 = 1/n. Podremos tomar como una segunda sucesién bdsica por ejemplo
D, = Dy /po/m eligiendo e = 1/ny 6 = 2/n.

Calculemos la integral doble en D, s de f:

66—// dﬂ?dy—/dl’/ y— e =
(e,9) xry

1 =1
:/ (Z—Logy‘y 5) da:—/ 7+Log<5 dx = (1 — 0)Logx + (Logd)x|3=

Ic;=(1—¢€)Logé — (1 —0)Loge
Tomando Dy, = Dy 1/5 = [1/n,1] X [1/n,1], es decir, e = 1/n, § = 1/n, resulta:

SA

- <1 - 1) Log(1/n) — (1 - > Log(1/n) = 0

Luego:
limp—yooln = limp—4500=0 (1)

Por otro lado, tomando D,, = Dy jnam = [1/n,1] X [2/n,1], es decir, e = 1/n, & = 2/n, resulta:

I, = // Y = (1 - > Log(2/n) — (1 - ) Log(1/n) =
= <1 - :L) Log(2) + <1 - 1) Log(1/n) — <1 - ) Log(1/n) + <i> Log(1/n) =
— <1 _ ;) Log(2) — (i) Log(n)

lim I, = lim (1 - i) Log(2) — (Tll) Log(n) = Log2  (2)

Luego:

Se obtuvieron dos sucesiones bésicas de conjuntos de integracién D,, y D,, tales que los limites de
las integrales en ambas existen, son finitos, pero diferentes entre si. (En la igualdad (1) se llegé a
que el limite de las integrales I,, en D,, es 0; en cambio en la igualdad (2) se llegd a que el limite
de las integrales I,, en D,, es Log(2).) Entonces, aplicando la definicién 6.1.6, la integral impropia
dada no converge. [
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Ejemplo 6.2.5. Integral impropia convergente de primera especie, con integrando
positivo.
Demostrar que es convergente la integral impropia siguiente:

1
], ey e

D = [0, 400) x [0, +00)

en el primer cuadrante D:

Esta integral impropia se suele escribir como:

+oo +oo 1
d ——d
/0 x/o @+ g2p 17

Tomemos como sucesion basica
D,={0<z, 0<y, 0<a?+¢y*><n?}

Calculemos la integral de la funcion dada en D, pasando a coordenadas polares p,p; r =
pcosy, Yy = psenyp, con Jacobiano J(p,¢) = p. Observemos que en coordenadas polares el
dominio D,, resulta {0 < ¢ < x/2, 0 < p <n}. Se obtiene:

1 /2 n p T [" p
I, = ——  dxdy = d —— dp = — —d
//n<x2+y2>5+1 e /0 S0/0 (2P +17 2/0 (5 +1 7

Luego, tomando limite cuando n — 400, y recordando la definiciéon de integral impropia de
primera especie de funciones F'(x) de una sola variable:

400 b
F(z)dr = lim F(z)dx

a b—+o0 Jg

se obtiene:

T [T p
lfm I, =~ P 4 G
moh=5 ) et

Por lo tanto, para saber que ese limite existe, habra que clasificar la integral impropia en una sola
variable

7= [T FGap, aomae F = L)
0 pt?+1

Més abajo explicamos que esta integral impropia J de funcién F(p) en una sola variable real, es
convergente.

Por lo tanto, usando (1) se deduce que lim I,, = L € R. Hemos probado pues que para cierta
eleccién de la sucesion bésica de conjuntos de integracién D, existe real finito el limite de las
integrales de f(z,y) en D,,.

El integrando f(z,y) = 1/(2? +?)® + 1 es una funcién > 0 en D. Entonces, podemos aplicar
el resultado siguiente, que demostraremos en el teorema 6.3.1, y que ya explicamos en el ejemplo
6.2.1:

f>0en D, 3{D,} sucesién bésica de integraciéon de f en D tal que
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n—-+o0o

lim / fdexdy=LeR =
D7L

= / / f dxdy es convergente e igual a L
D

Por lo tanto concluimos que la integral impropia dada es convergente. No calculamos su valor
L ya que no calculamos el limite L de las integrales I,, de la igualdad (1). En este ejemplo solo
probamos que existe ese limite, y que por lo tanto la integral impropia dada es convergente. [

Quedé pendiente de probar que la integral impropia J de la igualdad (2) en una sola variable
p, es convergente. Para ello nos remitimos a algunos conocimientos sobre integrales impropias del
curso de Calculo 1, que repasaremos a continuacion.

El integrando F(p) = p/(p'® + 1) en la igualdad (2), es positivo. Luego, podemos aplicar el
siguiente criterio de convergencia por comparacién por limites:

6.2.6. Criterio de comparacion por limites de integrales impropias en una sola va-
riable.
Sean F(xz) >0, G(x) > 0 tales que

. F(z)
:CEI-EOO G(x)

=)\, AeRU{+o0}

Si A es real y si f;oo G(x) dx converge, entonces fjoo F(x)dx también converge.
SiA#0ysi fjoo G(z)dz no converge entonces f:_oo F(x)dx tampoco.

Para saber con qué funcién G(z) vamos a comparar, recordemos la siguiente propiedad de las
integrales impropias de primera especie en una sola variable:

6.2.7. Integrales impropias de referencia de primera especie en una sola variable.

+oo
/ — dx converge si y solo si a > 1
1 X

Volviendo a nuestra funcién F(p) = p/(p'° + 1), a la que llegamos en el desarrollo del ejemplo
6.2.5, tenfamos que clasificar la integral impropia de primera especie

+o0 p
J = ——d
/0 P01
en una sola variable p.

Aplicaremos el criterio de comparacién por limites 6.2.6, con una funcién G(p) adecuada,
que se pueda clasificar segin la referencia 6.2.7. Veamos entonces a qué funciéon G(p) = p® es
equivalente el limite de F'(p) cuando p — +o00

lim —— = lfm — =0
p—too pl0 4+ 1 potoo p?
Usaremos como funcién G(p) = 1/p°. Entonces se cumple:
Ia 10 4 1 10
im L) _ oy, P AY P

p—to0 G(p)  p—too  1/p0 p—rtoo pl0 4 1
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Por el criterio 6.2.6 la integral f0+°° F(p) dp converge si converge la de G(p). Por la clasificacién del
parrafo 6.2.7, la integral f0+°° G(p) dp es convergente porque G(p) = 1/p°, con exponente 9 > 1.
Entonces
+o0 p
J = ——d . O
/0 Pt p converge
Ejemplo 6.2.8. Integral impropia convergente de primera especie, con integrando no
positivo.
Demostrar que es convergente la siguiente integral impropia:

//D = 1)1/{(;;:_ T dxdy donde D = [0, +00) x [0, +00)

No podemos aplicar el mismo procedimiento que en el ejemplo 6.2.5, porque la funcién en el
integrando no es siempre > 0 en D. Aunque demostremos que existe finito el limite L de las
integrales en una sucesion béasica D,, de conjuntos de integracién, este limite no tiene por qué existir
en otra sucesiéon de conjuntos D, y si existe no tiene por qué ser el mismo, en todas las sucesiones
bésicas de conjuntos de integracién.

Usaremos el siguiente resultado, a probar en el teorema 6.4.1:

6.2.9. Criterio de convergencia absoluta.

// |f(z,y)| dxdy converge & // f(z,y) dzdy converge
D D

Notamos que la propiedad anterior es falsa para integrales impropias de funciones de una
variable. Para estas ultimas, la convergencia en valor absoluto es suficiente pero no necesaria
para la convergencia sin el valor absoluto. Sin embargo, para integrales impropias dobles, triples,
y multiples en general (con ¢ > 2 variables), la convergencia absoluta es equivalente (es decir
necesaria y suficiente) para la convergencia sin el valor absoluto.

Aplicando el criterio 6.2.9 de convergencia absoluta, para probar que converge la integral
impropia dada en el ejemplo 6.2.8, probaremos que converge la integral impropia:

/1,

La funcién en el integrando ahora es positiva. Por lo tanto podemos usar el mismo proce-
dimiento que en el ejemplo 6.2.5. Sin embargo, para ahorrar expresar esta integral en una sucesién
bésica de conjuntos de integracién, y no tener que reducirla al cdlculo de integrales iteradas
simples, aplicaremos ahora algunos criterios de convergencia de integrales impropias multiples,
que demostraremos en la proxima subseccién.

y—x

dxdy donde D =
Ty D@ PP ] xdy donde [0, 400) x [0, +00)

6.2.10. Criterio de comparacion para integrales impropias dobles:
0< flo,y) <glz,y) Y(z,y) € D

// g(z,y) dzdy converge = // f(x,y) dxdy converge.
D D
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Dicho en palabras, si f es menor que g y la integral de g converge (ya sea de primera o de segunda
especie), entonces la de f también.

Anélogamente, exponemos el criterio de no convergencia (que es el contrarreciproco del ante-
rior):

flx,y) > g(x,y) >0 Y(x,y) € D

// g(z,y) dzdy no converge = // f(z,y) dxdy no converge.
D D

Observar que aqui la hipdtesis se invierte: es f mayor que g. Dicho en palabras, si f es mayor que
g v la integral de g no converge entonces la de f tampoco.

y—x

z+y+1)[(x?+y?)5+1]

Aplicando este criterio de comparacién para integrales dobles, a la funcién 0

del ejemplo 6.2.8, se obtiene:

y— < ’y|+‘aj| (1)
(x+y+ D@2 +y2)>+1]| ~ |z +y+1]-|(22 +y?)° + 1]

Siendo (z,y) € D, se tiene x > 0, y > 0. Luego |z +y| = 2 +y = |x| + |y| en D. Por lo tanto,
|+ ly| <z+y+1=|z+y+1] = (|| +|y])/|z +y+ 1| < 1. Sustituyendo en (1) se deduce:

(2)

Yy— 1
<
(x+y+1)[(x2+y2)5+1]‘ T (@) +1

Por lo visto en el ejemplo 6.2.5 la integral impropia

1
/'/; m dl‘d’y converge. (3)

Reuniendo (2)y (3), y aplicando el Criterio de Comparacién para integrales dobles en 6.2.10,
se deduce entonces que

/1,

y por lo tanto, por el criterio de convergencia absoluta en 6.2.9:

y—x
dzd . O
//D (x+y+D[(22 +y2)5 +1] ray converge

Ejemplo 6.2.11. Integral impropia no convergente de segunda especie.
Demostrar que no converge la siguiente integral impropia:

//Dx?iy?dxdy en D =[0,1] x [0,1]\ {0,0}

Elegimos como sucesién basica de conjuntos de integracion:

y—x

dad |
(:E +y+ 1)[(3:2 + y2)5 + 1] ray converge

1
Dp={0<2<1,0<y<1, - <a®+y°}
n
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Los conjuntos D,, son los que resultan del cuadrado D al quitar el interior de un circulo de radio
1/n centrado en el origen.
Consideremos los dominios sustitutos

~ 1
D, ={0<=x 0<y, 7§$2+y2§1}
n

Estos D,, son los dominios D,, a los que hemos quitado el conjunto de puntos E que distan mas
que 1 del origen. Los conjuntos D,, no forman una sucesién bésica de dominios de integracién en
D, porque su unién no es D, sino que les falta el conjunto E. Sin embargo la integral en D,, es
igual a la integral en D,, més la integral en E.

Calculemos la integral I, de la funcién dada en el dominio D,,:

1 1 1
I, = dady = - d dady —
//z)nﬂfQer = //z‘)n932+y2 x+//E:U2+y =

Llamemos A a la integral en F; es una integral de Riemann, niimero real constante independiente
de n. Se obtiene, calculando en coordenadas polares la integral en el dominio D,:

n—A+// d:vdy—/H-/ d(p/ pd,o—
1/n P

T
— A+ / Log(p)|7, dio = A+ Log(n)
0
Tomando limite cuando n — o0 resulta:

lim I, =A+ hm zLog(n) = +o0

n—+o0o n—-+o00
Por lo tanto la integral impropia dada no converge. [

Ejemplo 6.2.12. Discusion de convergencia de una integral impropia de segunda es-
pecie.

Clasificar (esto es: decidir si es convergente o no lo es), discutiendo segin el valor de la constante
real «, la siguiente integral impropia:

// 2=y=/2) gy en D=[0.1] x [0.1]\ {(0,0)}

b @y

Aplicaremos el criterio de convergencia absoluta en 6.2.9. Por lo tanto la integral impropia
dada es convergente o no lo es, segin sea la integral de la funcién en valor absoluto:

// ‘1’ —y—(1/2)] dxdy en D =10,1] x [0,1]\ {(0,0)}

x2+y

Tomemos como dominios D,, que forman una sucesién bésica de integracién los mismos que
los del ejemplo anterior:

1
Dy={0<2<1,0<y<1, — <2’ +y%}
n
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Consideremos los dominios sustitutos
A — L a0
Dp={0<z,0<y, 5 <z"+y <1}
n

Estos D,, son los dominios D,, a los que hemos quitado el conjunto de puntos E que distan mas
que 1 del origen. Los conjuntos D,, no forman una sucesién bésica de dominios de integracién en
D, porque su unién no es D, sino que les falta el conjunto E. Sin embargo la integral en D,, es
igual a la integral en D,, més la integral en E.

Calculemos la integral I, de la funcién dada, en valor absoluto, en el dominio D,,:

o, g [, e A

Llamemos A a la integral en F; es una integral de Riemann, niimero real constante independiente
de n. Se obtiene, calculando en coordenadas polares la integral en el dominio D,:

— (1/2 — —(1/2
R LT IPRRY y ICE U
Dy, /’I’L

p2a

1 ’ _ _
p(cosp —senp) — (1/2)]
=413 //n p2a71 dp

Tomemos ahora el limite cuando n — +oo de las integrales I,,:

1 —_— —_—
litm In_A+/ |p (cos ¢ Séirislo) (1/2)] i (1)
n—-+oo 0 p

Por lo tanto el limite anterior existe real o no es real, segiin sea convergente o no lo sea la
integral impropia en una variable real J siguiente:

1 cosp —senyw) — (1/2
J:/o |p (cos ¢ pzaslo) (1/2)] i (@)

Discusion:

» Si la integral impropia J de (2) es convergente, entonces por (1) el lim [,, existe y es real.
En ese caso, la integral impropia doble en D de la funcién |z —y — (1/2)|/(2? + y*)*
convergente, aplicando el criterio 6.2.3, porque en una sucesiéon basica particular existe el
limite real de las integrales. (Y porque la funcién en el integrando es positiva). Entonces,
por el criterio de convergencia absoluta del parrafo 6.2.9 la integral dada es convergente.

» Si la integral impropia J de (2) no es convergente, entonces por (1) el lim I,, no es real.
En ese caso, la integral impropia doble en D de la funcion |z —y — (1/2)|/(2? + y*)® no
es convergente, por definicién 6.1.6. Entonces, por el criterio de convergencia absoluta del
parrafo 6.2.9 la integral dada no es convergente.

Hemos reducido entonces el problema a estudiar una integral impropia de segunda especie en
una sola variable real, como las que se estudian en el curso de Célculo 1.
Para clasificar la integral J usaremos los siguientes criterios vistos en el curso de Calculo 1:
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6.2.13. Criterio de comparacién por limites de integrales impropias en una sola va-

riable.
Sean F(x) >0, G(x) > 0 tales que

ili%c;(x)_)" A€ RU{+o0}
Si A es real y si fo x)dx converge, entonces fo (x) dx también converge.
StA#0 vy si fo da; no converge entonces fo :c) dx tampoco.

Para saber con qué funcién G(z) vamos a comparar, recordemos la siguiente propiedad de las

integrales impropias de segunda especie en una sola variable:

6.2.14. Integrales impropias de referencia de segunda especie en una sola variable.

1
/ — dx converge si y solo si a <1
x

Volviendo a la integral J a la que reducimos el problema del ejemplo 6.2.12, teniamos que

clasificar la siguiente integral impropia:

! COS ¢ — sen
g /!p 4 o <1p) W21, @

Consideremos la funcién en el integrando

|p (cos o —sen ) — (1/2)]
p2a—1

F(p) =

Para tomar una funcién de referencia G(p) y aplicar el criterio de comparacién por limites en

6.2.13, busquemos un equivalente de F'(p) cuando p — 0:

|p(cosp —senp) —(1/2)] . 1/2
lim F 1 = lim ——
lim F(p) = limy pz e

Entonces usemos como funcién de referencia:

1
p2a—1

G(p) =

Se tiene:

. Flp) . 1
lim —=% = lim cosp —senp) — (1/2)| = =

Luego aplicando el criterio de comparacién por limites en 6.2.13, se obtiene:

! 1
/ G(p) dp:/ g 7 dp converge & / p) dp converge .
0
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Por lo tanto hemos reducido el problema a estudiar la convergencia de la integral impropia:

L
K= / ————dp
0 p2a71

Usando el criterio de referencia en 6.2.14, se tiene que K es convergente si y solo si el exponente
del denominador p cumple: 2a — 1 < 1. Esto es equivalente a 2a < 2, o lo que es lo mismo: o < 1.
Concluimos entonces la siguiente respuesta para el ejercicio propuesto en el ejemplo 6.2.12:

= Si a < 1 la integral doble impropia dada es convergente.

= Si o > 1 la integral doble impropia dada no es convergente. [

6.3. Integrales impropias de funciones no negativas.

Ahora enunciaremos nuevamente y demostraremos los criterios usados para calcular o clasificar
las integrales impropias de los ejemplos en la seccién anterior.

Teorema 6.3.1. Condiciéon necesaria y suficiente de convergencia de integrales im-
propias de funciones positivas.
Si f >0 en D, y si existe una sucesion bdsica de conjuntos de integracion Dy, tal que

n—-+o0o

lim / fdxdy=L €eR
D'IL

entonces
/ / f dxdy es convergente e igual a L.
D

y reciprocamente.

Demostracién: Basta probar que para dos sucesiones basicas {D,} y {Dy} cualesquiera de
conjuntos de integracién en D, se cumple

L=L (aprobar) (1)

siendo
L= lim I,, I, :/ fdxdy
Dy

L= lim I, I, = /  fdzdy
Dy,
Dado D,,, como es compacto contenido en D y como {D,} es una sucesién basica de conjuntos
de integracién en D, entonces existe algin N natural tal que D,, C D,, para todo n > N. (Ver en
la definicién 6.1.3 que D,, aproxima a D.)
Por lo tanto podemos escribir

D, =D,,UH, donde H= D, \ Dy,
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Por la aditividad de la integral respecto a los conjuntos donde se integra:

/andwdyz//bmfd:cdy—k//[{fda:dy (2)

Siendo por hipétesis f > 0, entonces la integral de f en H es mayor o igual que cero. Por lo tanto,
sustituyendo en (2), resulta:

In:/ fd:cdyz/ f dzdy = I,
D, Dm,

En resumen, hemos probado que dado m existe N tal que
In<I, Yn>N (3)

Luego, haciendo n — +o0 en (3), con m fijo, se deduce:

Por lo tanto, concluimos que para todo m natural, se cumple: I, < L. Haciendo m — 400,
como L es fijo, resulta:

L= lm I,<L

m——+oo -

Hemos probado que
L<L (4

Reproduciendo la prueba, con los roles de D,, y D,, intercambiados, resulta
L<L (5)
Reuniendo (4) y (5) de deduce la igualdad (1) que queriamos probar. [J

Teorema 6.3.2. Criterio de comparacién para integrales impropias miltiples de inte-
grando positivo.

a)
0< flz,y) <g(z,y) Y(z,y) € D
// g(x,y) dzdy converge = // f(x,y)dxdy converge.
D D
b)

flz,y) > g(z,y) >0 Y(z,y) € D

// g(z,y) dzdy no converge = // f(z,y) dxdy no converge.
D D
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Demostracién: La parte b) es el contrarreciproco de la parte a). En efecto, por absurdo, si
la tesis de b) fuese falsa, entonces la integral de f seria convergente. Aplicando la parte a) (con
los roles de f y g intercambiados) serfa también convergente la integral de g, contradiciendo la
hipétesis de b).

Ahora probemos la parte a):

Por el teorema 6.3.1, para probar que la integral de f es convergente, basta demostrar que
para cierta sucesién bésica {D,} de conjuntos de integracién en D, se cumple que la sucesién de
integrales I,, tiene limite real, siendo:

I, = / f dxdy
Dy

Una sucesién de reales tiene limite real si y solo si es de Cauchy. Entonces hay que probar que
I, es de Cauchy, es decir:
Dado € > 0 hay que probar que existe N tal que:

m>n>N = |I,,—1I,<e (aprobar) (1)

Como por hipdtesis la integral impropia de g es convergente, entonces la sucesién de integrales

Jn es de Cauchy, siendo
Jn = / / g dxdy

Siendo J,, una sucesién de Cauchy de nimeros reales, se cumple que para todo € > 0 existe N tal
que:
m>n>N = |J,—Jpl<e (2)

Siendo m > n se cumple D,,, D D,,, entonces para cualquier funcién h (en particular para g o
f) se cumple:

// hd:cdy—// hdacdy—i—//hdxdy, donde H = Dy, \ D,
m n H
Luego, si h > 0:
// hdmdy—// hdmdy://hdmdyzo
m n H

Como por hipédtesis 0 < f < g entonces:

Im—In:/ fdmdy—/ fdxdy:// fdxdyg/gdxdy:
Dy, Dy, H H
/ g dxdy = // gdxdy — // gdxdy = Jpy — Jn  (3)
H Dim Dy,

Ademds como por (3) son todas integrales en H de funciones positivas, se cumple
Iy —In| =1 — I >0, |Jp—Jn|=Jdm—Jn >0 (4)
Por lo tanto usando (3) y (4) se concluye:

’Im - In‘ < ’Jm - Jn| (5)
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Reuniendo (2) con (5) se concluye:
m>n>N = |I,—Iy| <e

que es la desigualdad (1) que queriamos probar. [J

6.4. Integrales impropias absolutamente convergentes.

Teorema 6.4.1. Convergencia absoluta es equivalente a la convergencia.

// |f(z,y)| dxdy converge <& // f(z,y) dxdy converge
D D

Demostracién:

Directo: Probemos primero que la convergencia absoluta (convergencia de la integral del valor
absoluto de la funcién) implica la convergencia sin valor absoluto.

Sean la parte positiva f* y la parte negativa f~ de f definidas como sigue:

f+:méxf,0, fm =max—f,0

La parte positiva f™ de f es nula donde f es negativa y es igual a f donde f > 0. La parte
negativa f~ es nula donde f es positiva, y es igual a —f donde f < 0. Obsérvese que:

f=f—=f, fr>0, f720, |fl=f"+f (1

Apliquemos el criterio de comparacién demostrado en el teorema 6.3.2. Siendo por hipétesis con-
vergente la integral de la funcién en valor absoluto, y siendo 0 < f* < |f|, 0 < f= < |f],
entonces son convergentes las integrales impropias de f* y de f:

Por lo tanto, para cualquier sucesién basica {D,,} de conjuntos de integracién en D, existen
los limites reales L™ y L~ siguientes, y son siempre los mismos, independientes de la sucesién:

LT = lim // frdxdy, L~ = lim // fTdxdy  (2)
n—-—+00 Dn, n—-+00 D,

Siendo f = f~f, de (2) se deduce que existe el limite real L = LT — L™, y es por lo tanto
independiente de la sucesién basica {D,} elegida, tal que:

L= lim / fdxdy = lim (// f+dmdy—/ fdxdy) =Lt —-L"
n—-+00 D, n—-+00 n D,

Esto prueba que la integral de f en D es convergente, com queriamos demostrar.

Reciproco: Probemos ahora que la convergencia de la integral impropia de la funcién sin valor
absoluto, implica la convergencia absoluta (convergencia de la integral de la funcién con valor
absoluto). Esta propiedad es falsa para integrales impropias de funciones de una sola variable. Es
cierta solamente para integrales multiples impropias con ¢ > 2 variables (integrales dobles, triples
o g-multiples).

Como en la parte anterior, igualdades (1), sean f* y f~ las partes positiva y negativa de f
respectivamente. Si probamos que las integrales impropias en D de fT y de f~ son convergentes,
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entonces la integral impropia de |f| = f* + f~ también sera convergente, que es lo que queremos
demostrar.

Probaremos que la integral impropia en D de fT es convergente. Para probar que la de f~
también es convergente, habra que aplicar la misma demostracién sustituyendo f por —f.

Por hipétesis sabemos que la integral de f = f™ — f~ es convergente. Supongamos por absurdo
que la integral de f* fuera no convergente. Entonces para cualquier sucesién bdsica {D,} las

integrales
It = // ftdxdy

formarian una sucesién creciente (porque D, C D,11 y f > 0) de nimeros reales > 0 no acotada
superiormente (porque si fuera acotada seria convergente).
Siendo {I,I} creciente y no acotada superiormente, existe n(N) creciente, tal que
+ +
In(N) — In(Nil) >1 (3)

Tomemos la siguiente sucesion basica nueva Dy que se obtiene intercalando inmediatamente
después del conjunto D,, = Don_; de la sucesién bésica dada?®, el conjunto

DZN =D, U (Dn(N) N {f = f+})

siguiendo®” con Dy N+1 = Dpvy-
Como por hipétesis la integral de f es convergente a L, entonces las integrales Iy de f en los
conjuntos Dy de la nueva sucesién basica, tienden a L. Por lo tanto:

L1 :// fdrdy N—yoo — L
Dy,

JBN_/~ fdxdy—// fdxdy—i—// frdedy N—ioo — L
Doy Dy, Dy(n)\Dn

donde n =n(N —1).
Restando miembro a miembro las dos igualdades anteriores, se obtiene:

// [ dady i — 0 (4)
Dp(n)\Dn(n-1)

Pero por la aditividad de la integral doble respecto al dominio de integracién:

//D ftdedy = // [t daxdy — // ftdady = I:(N) — I:(N_l) >1 (5
n(N)\Dn(n-1) Dy () Dy(n—-1)

Al final de la desigualdad (5) se usé la desigualdad (3).
Las afirmaciones (4) y (5) son contradictorias. Con esto se llega a un absurdo, terminando la
demostracién. [

26 Aquf tendrfa que ser n = n(N — 1)

2"Como f es continua excepto en un conjunto de medida nula, previamente definimos f = 0 en los puntos de
discontinuidad de f. Siendo asf, la integral de f no cambia, y los conjuntos {f = f*} y {f = f~} son cerrados. Por
lo tanto cortados con D, son compactos.
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