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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Eleonora Catsigeras

Diciembre, 1997.

CAPITULO I
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Sea
z = X(z,t)

una, ecuacién diferencial ordinaria, con x € IR". Es de primer orden, porque concierne solo a la
funcién desconocida z(t) y a su primera derivada. La varible z es espacial tomando valores en
un espacio n-dimensional, llamado espacio de fases. Es la variable dependiente. Depende de la
variable real ¢, usualmente el tiempo. La dependencia de z en funcién de t es desconocida. La
ecuacién diferencial es una ley dada X que determina, en funcién del tiempo t y de la posicién
espacial z, cudl es la velocidad % en el espacio de fases.

Observamos que una ecuacién diferencial de orden k£ > 1, esto es

2®) = F(z, 2,23, ... 2" 1)

con z € IR™, puede reducirse a una de primer orden en el espacio de fases IR¥", mediante el cambio
de variables: y = (z, 2,2, ..., 2#,~1), obteniendo:

Y= (a’c,x@), oY) Pz, g, ,a:(k_l),t)) = X(y,t)

Resolver la ecuacién diferencial es encontrar la funcién desconocida x = z(t), que da el punto
del espacio de fases en funcién del tiempo. Debe verificar la ley dada por la ecuacién diferencial,
es decir: %(t) = X (z(t),t), para todo t en algin intervalo.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, puede demostrarse que existen soluciones. A pesar de
la existencia de soluciones, probada teéricamente, no siempre es posible encontrar explicitamente
estas soluciones z = z(t). En este curso veremos cémo estudiar la evolucién del sistema sin
necesidad de tener explicita la variable espacial x en funcién del tiempo ¢. Ese es el propdsito de
la teoria cualitativa.

En las primeras dos secciones enunciaremos los teoremas de Picard, y de la dependencia
continua de las soluciones de las condiciones iniciales y de los parametros. Suponemos conocidos
estos teoremas de los cursos anteriores.



1 Existencia y unicidad de soluciones

Definicién 1.1 Sea & = X (z,t) una ecuacién diferencial ordinaria, donde X : Q — IR", Q es un
subconjunto abierto de R™ x Ry (z,t) € Q.
Una solucion es una funcién ¢ : I — IR", definida en un intervalo abierto I C IR, tal que:

(p(t),t) € Q para todo t € I

%‘P(t) = X (p(t),t) para todot € I

Nota: Un intervalo es, o bien toda la recta real, o bien una semirrecta, o bien un segmento
en la recta real.

Obsérvese que, por definicién, la solucién esta definida en un intervalo abierto. No es solucién
una, funcién de ¢ que verifica la ecuacion diferencial, pero estd definida, por ejemplo, en la unién
de dos intervalos abiertos disjuntos. Por ejemplo, para la ecuacién diferencial £ = —z2, la funcién
z(t) = 1/t, definida para ¢ # 0, no es solucién. Si son dos soluciones distintas z(t) = 1/¢, para
t<0,yparat>0.

Definicién 1.2 Una solucién ¢ (pasa) por (zg,to) si ¢(tg) = xo. Es decir, la grdfica de la solucién
pasa por el punto (zg, ).

Una solucién ¢ : I — IR™ que pasa por (zg,ty) es unica cuando cualquier otra solucién
¥ : J — IR™ que pasa por (xg,to) verifica ¢(t) = 1(t) para todot € INJ.

Una solucién ¢ : I — IR™ que pasa por (zg,ty) es mazimal (e I se llama intervalo mazimal),
si toda solucién 9 por (zg,ty) definida en un intervalo J D I, y tal que ¢ = |y, verifica I = J.

El teorema de Picard da condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones por
cualquier punto de (.

Definicién 1.3 La funcién X : Q — IR" es globalmente lipschitziana en Q, respecto a la variable
z, si existe una constante K > 0 tal que

| X (zo,t) — X(x1,t)|| < K||zo — x1]| para todo (zo,t) y (z1,t) € Q

La funcién X : Q — IR"™ es lipschitziana en Q, respecto a la variable z, si cada punto (z,t) €
estd en algin entorno V' C Q tal que X |y es globalmente lipschitziana en V.

Si X es diferenciable respecto a = con derivada continua, entonces es lipschitziana respecto a
T.

Teorema 1.4 (Picard) Sea X : Q +— IR" continua y lipschitziana respecto a la primera variable
z. Entonces la ecuacidn diferencial © = X (z,t) tiene, por cualquier (zg,t9) € 2, una tinica
solucion.

Corolario 1.5 Si X es continua y lipschitziana respecto a la variable x, entonces la ecuacion
diferencial & = X (z,t) tiene, por cualquier (zo,t0), una dnica solucidn mazimal.



Nota: El intervalo maximal de la solucién maximal por (zg, %) se denotard como

(a'wOatO’ bmoyto)

donde a y b son —o0, +00, 0 nliimeros reales.
La solucién maximal por (zg,%) se denotard como

(pm01t0

Sus valores para cada t € (agq ty, bzg o), SETAN g 4, (t) 0 también ¢(zo, o, 1)

Teorema 1.6 (Salida de compactos) Si X es continua en Q, y si la ecuacion diferencial & =
X(z,t) tiene para cada (zg,ty) € Q una dnica solucidn, entonces, dado cualquier compacto K C €,
existen nimeros a y b tales que to < b < byg 1y, Qoo <a <ty ,y, para todot>bot<a, en
el intervalo mazimal, se cumple

(‘pzo,to (t)v t) € K

El teorema anterior asegura que las soluciones se prolongan hacia la izquierda y la derecha de %,
de tal forma que la gréafica se sale de cualquier compacto contenido en (2.
Consecuencias:

1. SiQ = IR" X IR y si ¢y 4,(t) estd acotada para t > ty, entonces by, = oo. En forma
similar, si estd acotada para t < to, entonces az, 1, = —00.

2. Si Q) es cualquier abierto, y si by, , = b finito, entonces:

e o bien, para toda sucesién t, — b, se cumple lim(pyz, ¢, (tn),tn) existe y estd en el
borde de €2,

e 0 bien limy ;- [|5,.4,(t)]| = o0.

El resultado andlogo vale cuando ag, ¢, es finito.

2 Dependencia de las condiciones iniciales y de los parametros

Sea z = X(z,t,p), = € IR",t € R, € IRP, una ecuacién diferencial ordinaria que depende del
pardmetro u. Para cada valor fijo del pardmetro u € IRP, se tendra una ecuacién diferencial, que
supongamos tiene una tnica solucién maximal por (zg,%9). Esta solucién maximal, ahora, ademds
de depender de (zo,t), depende del pardmetro u, y es funcién, como siempre, de la variable ¢,
respecto a la cual verifica la ecuacién diferencial. Denotaremos como

¢($07 th Ly t)

el valor de la solucién maximal en ¢, por (zg,ty), de la ecuacién diferencial que se obtiene al fijar
el parametro y.



Teorema 2.1 Sea X continua en un conjunto abierto Q C IR™ x IR x IRP, y tal que para cada
(zo,to, ) € Q emiste una unica solucion mazimal ¢(xg,to,u,t) de la ecuacion diferencial & =
X(z,t,p).

Entonces ¢ depende continuamente de xg,to, 4, en su dominio de definicion. Ademds dicho
dominio es abierto.

Ejemplo: Paraz € R,)\ € R,t € IR sea i = Az?. Se tiene

Zo
¢(wo,t0, A, 1) = T A(t—to)70
El intervalo maximal es:
Cuando Azg < 0 : I 400 = (to + 1/Azo, +00)
Cuando Azg > 0 : I, 4.0 = (—00,%0 + 1/Azp)
Cuando Azg = 0 : I, 4, » = (—00,+00)
El dominio de definicién de ¢ es {(zo,t, \,t) € R*: t € Lo ton}-

3 Lema de Gronwall

El lema de Gronwall, que enunciaremos y demostraremos a continuacién, ademas de ser util para
demostrar el teorema 2.1, permite acotar las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales, y por
ese medio, estudiar, en muchos casos, los intervalos maximales.

Lema 3.1 (Gronwall) Si una funcién continua real u definida en un intervalo [tg,t1] verifica

0<u(t) <a+ ttkz(s)u(s) ds

con o> 0 y k(s) > 0 continua para todo s € [ty,t1], entonces
t
u(t) < aexp [ k(s) ds para todo t € [to,t1]
to

En particular, si a =0 entonces u =0, y si k(s) es constante u(t) < aek(t=to),

Prueba: Supongamos primero que a # 0. Entonces se tiene 0 < a < a + ftz k(s)u(s) ds, y
por hipétesis:

u(t)k(t)
T a+ ftﬁ k(s)u(s) ds < k()

Integrando ambos miembros entre ¢y y t resulta:

t ¢
log (a + [ Ek(s)u(s) ds) —loga < [ k(s)ds

to to
de donde ] .
a+ [ k(s)u(s) ds < aexp | k(s) ds
to to



Como u(t) < a+ ffo k(s)u(s) ds, resulta la tesis.
Veamos ahora el caso a = 0. Sea ¢, — 0, €, > 0. Por hipdtesis se tiene:

t t
0<u(t) < [ k(s)u(s) ds < e, + [ k(s)u(s) ds para todo t € [tg, 1]
to to

Por lo demostrado antes:

¢
u(t) <epexp [ k(s)ds
to

Fijando ¢ y haciendo n — oo resulta u(t) <0 m

4 Ejemplo de estudio cualitativo

Veremos cémo, sin resolver la ecuacién diferencial, pueden croquizarse las gréaficas de las soluciones:

Sea la ecuacion diferencial

&=t—2?
paraz € R,t € IR.

Dibujaremos esqueméticamente en IR? las grificas de las soluciones maximales ¢z,0(t) para
z € IR, y t en el intervalo maximal I o.

Primero, analicemos el signo de #. Si t < z(t)? entonces la grifica de la solucién z(t) es
decreciente, porque z(t) < 0. Sit > z(t)?, la grifica es creciente. En el punto donde la gréfica
corta a la pardbola ¢ = 22, hay un minimo relativo. No toda solucién tiene que cortar a esa
parabola, pero si lo hace, en el punto de interseccién presenta un minimo relativo, y solo en la
interseccién con la pardbola puede anularse la derivada. Luego, si la corta, no lo puede hacer mas
de una vez. Entonces, las soluciones que cortan a la paribola, tienen intervalo maximal infinito
hacia la derecha (ya que tiene que salir de cualquier compacto, son crecientes, y no pueden tener
asintota vertical porque estdn por abajo de la pardbola).

Puede demostrarse, a partir de la ecuacion diferencial, que todas las soluciones tienen intervalo
de definicién acotado por la izquierda. También puede probarse que existe una tinica solucién que
queda entre el lugar de los minimos y el lugar de los puntos de inflexiéon. Y finalmente que todas
las soluciones que no cortan la pardbola lugar de minimos, pero que cortan el lugar de los puntos
de inflexién tienen intervalo de definiciéon acotado. Para hacer esas demostraciones se compara el
segundo miembro de la ecuacién diferencial con una funcién mayor (o menor) que ella, que tenga
soluciones facilmente calculables. Se observa que eso implica que la solucién de la ecuacién dada,
para t > to estd por abajo (por arriba) de las solucién de la otra ecuacién diferencial, con mismo
dato inicial. Si la de esta otra ecuacién tiene asintota vertical hacia abajo, y la de la ecuacién
dada esta por abajo de ella, entonces la solucién buscada también tiene asintota vertical.

5 Sistemas lineales

Sea en IR" la ecuacién
z=Alt)r+0b(t), teR, z€ R"



- _ _ lugar de inflexiones

rama superior

t

lugar de inflexiones

rama inferior

Figura 1: Soluciones de & = t — z?



donde A(t) es, para cada t € IR, una matriz real n X n, que depende continuamente de ¢, y b(t) es
para cada t € IR un vector de IR" que también depende continuamente de t.

La ecuacién anterior se llama lineal. Si A(t) es independiente de ¢, entonces es a coeficientes
constantes. Si b(t) es nulo para todo t, la ecuacién se llama homogénea.

Se observa que A(t)z + b(t) es lipschitziana en z, pues

[A®#)z1 — A()z2|| = [|A(E) (21 — z2) || < [J[A@) /|21 — 22|
donde la norma de una matriz A se define como
| Al = max{||Aul| : v € R", ||ul| =1}

Entonces, si v # 0 en IR", se cumple

[Av[| = [v]]

4 ()| < a

Luego, para todo v € IR" se cumple || Av| < ||A]|[|v]]-

Proposicién 5.1 Las soluciones mazimales de la ecuacion lineal homogénea (que ezisten y son
dnicas para cada condicidn inicial), estdn definidas para todo t € IR.

Prueba: La existencia y unicidad de la solucién maximaly,, ¢+, (t) por cada punto (zg,%9) €
B"+1, definida en el intervalo maximal I, ¢,. es una consecuencia del teorema de Picard.

Supongamos, por absurdo, que el extremo derecho del intervalo I, :, sea el numero real h.
Sea

0,to

M = max{||A(t)|| : to <t < h}, B =max{||b(t)]|:to <t<h}

Los ntimeros reales M y B existen porque A(t) y b(t) dependen continuamente de ¢, y los mdximos
se calculan en un intervalo compacto.

Para abreviar llamaremos z(t) = @y, 1, (%)-

Como #(t) = A(t)z(t) + b(t), integrando respecto a t, entre to y t € [to, h), se obtiene

() =20+ [ A)w(t) + b(t)

Luego, para todo t € [to,b): .
=0l < o]l + [ Ml=(o)] at
Por el lema de Gronwall se tiene
lz(@®)]] < ||lzolle™ %), para todo ¢ € [to, b)

Luego, [|lz(t)|| < [|zo[|e" =70
tomando en IR™*! el compacto

K ={(z,t) € R"" : ||z|| < ||z[|eM®) ¢y <t < b}



la grafica de la solucién maximal, a la derecha de ¢ no se saldria del compacto K, contradiciendo
el teorema de salida de compactos.

Para probar que el extremo izquierdo es —oo nétese que z(t) definida en (a, h) es solucién de
z = A(t)x + b(t), solo si z(—t) definida en (—h,—a) es solucién de §y = —A(—t)y — b(—t), que
también es una ecuacién lineal. Por lo demostrado antes —a = co. ®

Definicién 5.2 Se llama matriz fundamental de la ecuacién lineal & = A(t)z + b(t) a una matriz
®(t), invertible para todo ¢t € IR y tal que

®(t) = A(t)®(t) para todo t € IR

La igualdad anterior es entre matrices cuadradas n x n, y la matriz (I>(t) es la que se obtiene
derivando respecto a t todos los términos de la matriz ®(t).

Proposicién 5.3 Si ®(t) verifica ®(t) = A(t)®(t), entonces es fundamental si y solo si
det q)(t()) 75 0
para algun to € IR.

Prueba: Basta demostrar que si det ®(ty) # 0 entonces det ®(¢) # 0 para todo t. Esto es
una consecuencia inmediata del siguiente teorema. m

Teorema 5.4 (Liouville) Si ®(t) = A(t)®(t) para todo t € IR, entonces

t
det (t) = exp (/ traza A(s) ds) det ®(tp)
to
Prueba:
Indicaremos con A; a la i-ésima fila de la matriz A, con ®; a la i-ésima fila de la matriz ®(¢),
y a dichas matrices como

A= (A1,...,Ay), B(t) = (Dr,...,3,)

El determinante de una matriz se calcula sumando con signo apropiado, todos los productos
que se obtienen de elegir un y solo un término de cada columna y cada fila de la matriz. Si estos
términos dependen de ¢, la derivada del determinante respecto de ¢ se obtiene, por la regla de
derivacién de un producto, como

(det B(t)) = det(®y1, Do, ..., By,) + det(B1, Do,..., B,) + ... + det(®y, Do, ..., By)
n .
(det ®(t)) =) det(®1,...,D4..., Bp)
=1

Como, por hipétesis, ®; = A;B(t), resulta que ®; es combinacién lineal de las filas de ().
Ma3s precisamente )
<I>Z' = aﬂ@l +...+ aii<I>Z~ + ... am@n



donde la fila A; es a;1,...,ai,
Como el determinante de una matriz no cambia al restar de una fila cualquier combinacién
lineal de las demds, resulta:

(det ®(t Zdet ®1,...,04iP;,...,D,) = traza A(t)det ()

Sea
t

f(t) = (det ®(t)) exp <_ /t

0

traza A(s) ds)

Derivando respecto a t se tiene

F(t) = exp (— /t " traza A(s) ds) ((det B(t)" — (trazaA(t))(det B(2))) = 0

0

Luego f(t) = f(to), es decir

det ®(t) exp (— /t traza A(s) ds) = det ®(t9)

to

como se queria demostrar. m

Teorema 5.5 Las soluciones mazimales de una ecuacion diferencial lineal homogénea & = A(t)x
forman un espacio vectorial de dimension n.

Una matriz ®(t) es fundamental si y solo si sus columnas son una base del espacio de solucio-
nes.

La solucion que pasa por (xo,to) es ¢(xo,to,t) = ®(t)P(tg) Lo.

Prueba: Si @i(t) y w2(t) son dos soluciones de la ecuacién, entonces awi(t) + Bpa(t)
también verifica la ecuacién, y es maximal porque esta definida para todo ¢t. Luego, las soluciones
maximales forman un espacio vectorial. Veamos que tiene dimensién n. Para ello probaremos que
las columnas de cualquier matriz fundamental ®(t) forman una base del espacio de soluciones.

Sea ;(t) la columna i-ésima de la matriz ®(t). Como det ®(¢) # 0, sus columnas son lineal-
mente independientes para todo £.

Ademss ®(t) = A(t)®(t), si y solo si cada columna ;(t) verifica la ecuacién diferencial & =
A(t)z.

Lo anterior prueba que ¢;(t) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién ho-
mogénea. Falta ver que p;(t) generan el espacio de soluciones.

Llamemos z; = ¢;(tg). Como det ®(tg) # 0, los vectores 1, ..., x, son una base de IR".

Sea ¢(xg,to,t) una solucién. El vector zy es combinacién lineal de la base de R™: z1,...,z,.
Es decir: zo = Y1 | ajz;.

Consideremos la funcién Y7 ; a;p;(t) definida para todo ¢. Es solucién de la ecuacién dife-
rencial porque las @; lo son. En t = ¢y toma el valor zy porque @;(tg) = z;. Por la unicidad, es
entonces la solucién maximal por (zg, %), es decir

:L'Oath Zaz‘Pz



Con lo anterior probamos que las columnas de ®(¢) son una base del espacio de soluciones. En-
tonces este espacio tiene dimensién n.

Reciprocamente, si una matriz ®(¢) tiene sus n columnas que son una base del espacio de
soluciones de la ecuacién homogénea, entonces la matriz verifica & = A(t)® (pues sus columnas
lo verifican), y su determinante es no nulo (pues sus columnas son linealmente independientes).
Es decir, la matriz es fundamental.

Finalmente falta probar que la solucién ¢(zg,%o,t) es ®(t)®(tg) 'z En efecto, como ®(t)
es matriz fundamental, derivando respecto de ¢ a la funcién z(t) = ®(¢)®(ty) 'zo se obtiene
i(t) = A@t)®(t)®(to) tzo = A(t)z(t). Luego z(t) es solucién. Ademds z(ty) = zo. Por la
unicidad z(t) = ¢(xg, to,t) como queriamos probar. B

Definicién 5.6 Una matriz fundamental ®(¢) se llama principal, si ®(0) es la identidad.

Es facil ver que la matriz principal existe y es tnica.

En la dltima parte del teorema anterior se enuncia como resolver totalmente la ecuacién lineal
homogénea, teniendo una matriz fundamental. En particular, si la metriz fundamental es la
principal, entonces cualquier solucién z(t) se obtiene como ®(t)z(0).

Resolvamos ahora la ecuacién lineal no homogénea.

Teorema 5.7 (Variacién de constantes) Sea ®(t) una matriz fundamental.
La solucion de la ecuacion

T = A(t)z + b(t)
que en t =ty toma el valor xg es
¢

B(w0, L0, 1) = B(1)B(to) "m0 + B(1) / B(s)~"b(s) ds

Prueba: La solucién de la homogénea, por el teorema anterior es ®(¢)C donde C es un
vector de IR"™ independiente de t.

Busquemos ahora soluciones de la ecuacién no homogénea, sustituyendo el vector constante C
por un vector u(t) a determinar. Es decir probemos con

Derivando respecto a t y sustituyendo en la ecuacién diferencial no homogénea, se tiene:
z(t) = <I>(t)u(t) + ®(t)u(t) = A(t)@(t)u(t) + D(t)u(t) = A(t)z(t) + D(t)a(t) = A(t)z(t) + b(2)
Luego
u(t) = ®(t)71b(t)
Integrando respecto de ¢ entre ty y ¢, se obtiene:

u(t) — u(ty) = t;@(s)_lb(s) ds

10



Como u(tg) = ®(ty) "'z, se tiene:

t

(1) = B(t) (@(to)—lxo + [ ®(s)"1(s) ds)

to

6 Sistemas lineales a coeficientes constantes.

Matriz exponencial.
En los cursos de ecuaciones diferenciales basicos se demuestra que la matriz principal de la
ecuacion diferencial
T = Ax

donde A es una matriz k x k de términos constantes (independientes de t), es la matriz exponencial
e, donde
o0
A'H
>

nl
= n!

(En esta serie A? es por definicién la matriz identidad).

Esta serie converge absolutamente (es decir converge la serie de la normas, porque estd mayo-
rada por la serie de términos positivos ||A||"/n!), y por lo tanto converge en el espacio normado
de matrices k X k, cualquiera sea la matriz A.

Consideremos
. Amn
=3
e =
n!
n=0

Por lo anterior, converge (y lo hace absolutamente) cualquiera sea la matriz A y cualquiera sea
el nimero real t. Ademds, usando el criterio de la mayorante de Weierstrass, no es complicado
demostrar que la serie de las derivadas

o A" X AT
=4 = Aeft
ngl (n—1)! 7;) n!

converge uniformemente en cualquier intervalo [— K, K|, cualquiera sea K > 0. Entonces, su suma
es igual a la derivada de la matriz e4t, y esto vale para cualquier ¢ real (ya que dado ¢ puede
elegirse K de modo que t € [—K, K]).

Entonces (e4?)” = Ae?*, para todo t real. Teniendo en cuenta que e
deduce que:

A0 65 1a identidad, se

Teorema 6.1 et es la matriz principal de la ecuacidn © = Ax.

11



Calculo de la matriz exponencial.

Es facil verficar, a partir de la definicién de matriz exponencial, que si A es una matriz diagonal
con valores propios );, entonces e es también una matriz diagonal, formada por las funciones
elit en la diagonal principal.

También es ficil verificar que si N es una matriz nilpotente de orden p (esto es, N? es la matriz
nula, siendo p el minimo natural para el cual esto ocurre), esntonces e’¥! es una matriz polinémica
en t de grado p — 1 (todos los términos son polinomios en ¢ de grado maximo p — 1).

Dada una matriz cuadrada A, existe un cambio de base, tal que A es semejante a la forma
canénica de Jordan J, es decir A = PJP~!. Esto implica que (At)" = P(Jt)"P~!, y aplicando
la definicidon de matriz exponencial

oAt — peltp-1

La forma canonica de Jordan J esta compuesta por bloques cuadrados Bi, By, ..., B, ubica-
dos a lo largo de la diagonal, siendo los demds términos nulos. Se observa que entonces J" también
estd formada por bloques cuadrados, del mismo tamano que los de J, que son BY, BY,..., B,y
aplicando la definicién de matriz exponencial, resulta que:

J Bit eBQt Bt
)

La matriz e’t estd formada por los blogues cuadrados e ye.,e0mb

Cada bloque B; de la forma canénica de Jordan es igual a A\;I 4+ N;, siendo A; un valor propio
de A (real o complejo), I la matriz identidad y N; una matriz nilpotente de orden p; (igual al
tamarfio del bloque).

Se observa que tanto la matriz ef son matrices principales de la

ecuaciéon & = (A 4+ N)z. Por la unicidad de la matriz principal, se obtiene entonces que:

AT+N)t At Nt

como la matriz e

Descomponiendo cada bloqgue B en M + N, se cumple ePt = eMelNt siendo eV

polindmica en t de grado igual al tamano del bloqgue menos uno.

t una matriz

Sistemas lineales no homogéneos, a coeficientes constantes
Sea el sistema,
T = At + b(t)

donde A es una matriz de términos constantes (independientes de t).
Por lo visto en la seccién anterior, se tiene la solucién general

¢
(0, to, 1) = A (A1) g 4 Al / (%)~ 1(s) ds
to
Por un lado se tiene que la identidad I es la matriz principal de la ecuacién & = 0. Por otro, se
verifica que también las matrices efe— At y e~ 4*e* son la matriz principal. Entonces la inversa
de et es e=At = eA(=Y) Eg decir para invertir la matriz exponencial e basta sustituir ¢ por —t.
Repitiendo el razonamiento, las matrices e”A(t=) y ete~A4% verifican la ecuacién diferencial
4 = Ax y en t =ty coinciden. Por la unicidad de la solucién deben coincidir.
Reuniendo lo anterior se tiene:
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La solucion de & = Az + b(t), con dato inicial (tg, o) es

t
B(zo, to, 1) = eAlt=t0) gy 4 eAt/ eA=9)b(s) ds
to
Estabilidad de los sistemas lineales
Dada una ecuacién diferencial £ = X (z,t) tal que existe solucién tnica por (%o, zg), llamemos
z(t) a esa solucién, y supongamos que estd definida por lo menos para todo ¢ > .

Definicién 6.2 Se dice que la solucién z(t) es estable (en el futuro, en el sentido de Liapunov),
si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||yo — z¢|| < ¢ implica que existe solucién tnica y(t) por to, Yo,
definida por lo menos para t > tg, y se cumple ||y(t) — z(¢)|| < € para todo ¢ > t.

Se dice que la solucién z(t) es inestable si no es estable.

Se dice que la solucién z(t) es asintdticamente estable (en el futuro, en el sentido de Liapunov),
si es estable y ademds existe p > 0 tal que |lyo — zo|| < p implica que ||y(t) — z(?)[| —t—00 0.

Estas definiciones se pueden aplicar en particular a los puntos de equilibrio de la ecuacién
diferencial (es decir, a las soluciones constantes z(t) = z( para todo ¢ real).

Teorema 6.3 Todas las soluciones de la ecuacion diferencial © = Ax + b(t) tienen la misma
estabilidad. (Es decir, o bien son todas estables, o bien son todas inestables, y si son estables,
entonces o bien son todas asintéticamente estables, o bien no lo es ninguna).

Prueba:

Basta demostrar que la estabilidad de una solucién z(t) cualquiera es la misma que la del
punto de equilibrio 0 del sistema homogéneo & = Az. Para ello basta observar que dada la
solucién z(t) de la ecuacién & = Az + b(t), una segunda funcién y(t) es también solucién si y solo
si z(t) = y(t) — z(t) es solucién de & = Az. Como la norma de y(t) — z(t) es igual a la norma de
z(t) — 0, basta aplicar las definiciones para obtener que z(t) es solucién estable (asintéticamente
estable, inestable) de la ecuacién = At + b(t), siy solo si 0 lo es de la ecuacién & = Az. m

Ahora veamos como la estabilidad del sistema lineal se puede deducir de los valores propios
de A:

Teorema 6.4 Sea la ecuacion diferencial lineal a coeficientes constantes: & = Ax + b(t).

Si todos los wvalores propios de A tiemen parte real negativa, entonces las soluciones son
asintdticamente estables (hacia el futuro, segin Liapunov).

Si alguno de los valores propios de A tiene parte real positiva, entonces las soluciones son
inestables (hacia el futuro segun Liapunov).

En el caso que resta, es decir, si todos los valores propios de A tienen parte real menor o igual
que cero, y alguno tiene parte real 0, entonces las soluciones son estables pero no asintoticamente
(en el futuro, segin Liapunov), si la multiplicidad geométrica de todos los valores propios con
parte real nula, es igual a la multiplicidad algebraica respectiva. En caso contrario, es decir,
si para algin valor propio con parte real nula, las multiplicidades geométrica y algebraica son
diferentes, entonces la soluciones son inestables.
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Prueba:

Basta estudiar la estabilidad de 0 en el sistema homogéneo & = Az, siendo A = PJP~!, con
J (quizds matriz compleja) la forma canénica de Jordan de A. Haciendo el cambio de variables
x = Py, se obtiene el sistema equivalente y = Jy. Como un sistema se obtiene del otro mediante
un cambio de variables que deja fijo al punto de equilibrio 0, la estabilidad de ambos sistemas
es la misma. Como las matrices A y J son semejantes, sus valores propios, y sus multiplicidades
geométricas y algebraicas son la misma. Entonces basta demostrar el teorema para la matriz J
en lugar de A.

La solucién de & = Jz es z(t) = e’!zo. Si la norma de la matriz e’? estd acotada para todo
t > 0, entonces ||z(t)|| < K||zo|| para todo ¢ > 0, donde K es una constante positiva. Dado € > 0
basta tomar § = ¢/ K para verificar que se cumple la definicién de estabilidad del 0.

Sabiendo que 0 es estable, como z(t) = ez, entonces 0 es asintéticamente estable si y solo
si la matriz e’t tiende a la matriz nula, cuando ¢ tiende a +oo.

Por otro lado, si existe algtin término (en la fila i y columna j) de la matriz e’*, que en médulo
tiende a +o0, podemos elegir un vector zy con su componente j-ésima no nula (que puede elegirse
con norma tan pequefia como se desee). Se obtiene que el producto z(t) = e’!zq tiene su término
i-ésimo que tiende, en mddulo, a infinito. Entonces no se cumple que ||z(t)|| es menor que € para
todo ¢t > 0, a pesar que zy pudo elegirse con norma menor que cualquier §. Esto implica que 0 es
inestable (hacia el futuro).

Resumiendo, si todos los términos de la matriz e’* estdn acotados para ¢t > 0, entonces 0 es
estable (en el futuro). Siendo 0 estable, entonces es asintéticamente estable si y solo si todos los
términos de e’! tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito. Por otro lado si algtin término de e’?
tiende en médulo a infinito, cuando t tiende a infinito, entonces 0 es inestable.

Ahora analicemos la matriz e’ calculada mds arriba. Todos los términos de ella son de la
forma e*i’p; ;(t) donde ); es un valor propio de J, y p; ;(t) es un polinomio de grado maximo igual
al tamano del bloque de Jordan al que pertence, menos uno.

Entonces, si todos los valores propios de J tienen parte real negativa, todos los términos de la
matriz e’! tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito, y por lo tanto estan acotados para ¢t > 0. Por
lo visto antes esto implica la estabilidad asintética del 0.

Si algtin valor propio de J tiene parte real positiva, existe un término de e’! que tiende, en
mdédulo, a infinito, cuando ¢ tiende a infinito. Por lo visto antes, esto implica la inestabilidad del
punto de equilibrio.

Finalmente, en los casos que quedan, observemos que los términos de la matriz e’* que corres-
ponden a valores propios con parte real negativa (si los hubiera), estdn acotados para t > 0, y que
los términos que corresponden a valores propios con parte real nula, no tienden nunca a cero, y
estdn acotados si y solo si los polinomios p; ; tienen todos grado cero. En caso contrario tienden
a infinito. Como el grado maximo de esos polinomios es igual al tamano del bloque menos uno,
obtenemos que 0 es estable, pero no asintéticamente, si todos los bloques de Jordan de los valores
propios con parte real nula tienen tamafno uno. Si alguno tiene tamano mayor que uno, entonces
el 0 es inestable.

Pero, la cantidad de bloques de Jordan para cada valor propio es igual a la multiplicidad
geométrica del valor propio (porque para cada bloque hay una sola direccién de vectores propios).
Ademas la multiplicidad algebraica es igual a la cantidad de veces que aparece el valor propio en

J
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la diagonal de J. Entonces los bloques asociados a un valor propio, tienen todos tamano uno si y
solo si la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica, para ese valor propio. m

Bibliografia:
J.SOTOMAYOR Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. IMPA Rio de Janeiro.
CODDINGTON-LEVINSON Theory of ordinary differential equations.

EJERCICIOS

1. Encontrar ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias con soluciones maximales en in-
tervalos del tipo (—o0, +0), (—o0,b) vy (a, +00).

2. Sea la ecuacién diferencial © = X (z,t) con X de clase C' (es decir, continua, diferenciable
y con derivada primera continua), definida en  C IR"™ x IR, con valores en IR". La tnica
solucién maximal por (zg, ty) se denota como ¢(zg, to, t). La derivada respecto a zg se denota
como ¢'(zg, tp,t). Es una matriz n x n, cuyo término general a; ; depende de zg, o, t, y es
la derivada parcial de la i-ésima componente de ¢ respecto a la jésima componente de xg.

Demostrar que la matriz ¢'(xg, to,t) verifica:
a La ecuacién diferencial Y = J(¢)Y, donde J(t) es la matriz jacobiana de X, es decir

J(t) = X'(z,1)] X'(z,t) indica la matriz n x n derivada de X respecto a
x, con t fijo.

J":(;9(370 at07t) ’

b La condicién inicial ¢'(zg, to, o) = Id.
3. Con la notacién del ejercicio anterior:

Probar que la funcién real f(z,1q,t) = det(¢'(zg,to,1)), verifica

a La ecuacién diferencial f = a(t)f, donde a(t) = traza J(t).

b La condicién inicial f(zo,t0,%0) =1

Sugerencia: Si A(t) es una matriz cuadrada cuyos términos son funciones derivables de t,

entonces %(det A(t)) es la suma de los determinanates de las matrices que se obtienen

sustituyendo cada columna de A por su derivada. Si A(t) verifica la ecuacién diferencial
Y = JY, entonces cada columna de A(t) verifica y = Jy.

4. En IR sean las ecuaciones diferenciales:

i = f(z,t), 9=g(y,1)

con f y g continuas y lipchitzianas definidas en un mismo abierto Q C IR x IR.

Sean ¢(zg,to,t) y ¥(xo,to,t) sus respectivas soluciones maximales.
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a) Probar que si f(z,t) > g(z,t) para todo (z,t) € 2, entonces
o(xo,to,t) > 1(xo,to,t) para todo t > tg
o(xo,to,t) < (o, to,t) para todo t < tg

t tal que ambas soluciones estén definidas.

b) Probar que si f(z,t) > g(z,t) para todo (z,t) € Q, entonces
o(xo,to,t) > P(xo,to,t) para todo t > tg
o(zo,t0,t) < P(zo,t0,t) para todo t <t

t tal que ambas soluciones estén definidas.
(Sugerencia: Elegir f\ — f tal que f) > f).

. Investigar si es cierta la proposicion siguiente:
Sea u(t) una funcién real continua definida para t € [tg, 1] tal que:
¢
u(t) > a+ | k(s)u(s) ds >0
to
donde k(s) > 0 es continua para todo s € [tg,t1].
Entonces

t
u(t) > aexp ( k(s) ds) ,  para todo t € [to, 1]
to

. Sea A(t) una matriz n x n que estd definida para todo ¢ real y depende continuamente de ¢.
Sabiendo que A(t) y A(s) conmutan para todos ¢ y s reales, probar que

efot A(s)ds

es la matriz principal del sistema & = A(t)z. Sugerencia: Si B(t)B(t) = B(t)B(t) para todo
t, entonces la derivada de eB®) es BeB®)

. Sea A(t) una matriz n X n que estd definida para todo ¢ real y depende continuamente de ¢.

a) Se define |A(t)|| = sup{||Az|| : z € R",||z|| = 1}. Demostrar que ||A(.)|| : r — R es

continua.

Sea & = A(t)z.
b) Verificar que ||z(t)|| < ||z(0)| + fg IlA(s)||||z(s)]| ds para todo t > 0.
c) Probar que

t
la(tl < la(@)]leo 141

. Se da & = A(t)z, con A : (a,b) C R — M™*". ;Cudl es el intervalo maximal de las
soluciones?

. Demostrar que la matriz principal en ¢y de un sistema lineal & = A(t)z es tnica. (Se define
por las condiciones ®(t) = A(t)®(t) y ®(t9) igual a la identidad.
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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
Eleonora Catsigeras.

Diciembre de 1997.

CAPITULO II
ECUACIONES DIFERENCIALES AUTONOMAS

Una ecuacién diferencial ordinaria es autonoma si el segundo miembro es independiente de ¢,

es decir, la ecuacién es de la forma:
z=X(x)

Dicho de otra forma, la velocidad & depende de la posicién z, ( y esta posicién, aunque en
forma desconocida, va variando en cada instante), pero la ley conocida X que da la velocidad en
funcién de la posicién, es la misma en todo instante ¢. La ley que gobierna el sistema, es invariante
en el tiempo.

Cualquier ecuacién no auténoma & = X (x,t) puede llevarse a una ecuacién auténoma en otro
espacio. En efecto, haciendo el cambio de variables y = (z,t) € IR, se obtiene § = (X (y),1) =

Y (y).

1 Trayectorias u 6rbitas

Sea la ecuacién auténoma

i=X(z) X:QCR'— R

Ahora (2 es un abierto de IR".

Si X es continua y lipschitziana, indicamos con Iy, ¢, al intervalo maximal de la solucién por
(z0,t0), y, como antes, @z, 1, (t) al valor en ¢ de la solucién maximal por (zg,%;), para cualquier
t € Ipyto- Se tiene @y 4 (to) = zo-

Proposiciéon 1.1 Cuando la ecuacion es autdnoma, se cumple
Imo,to = tO + Iz‘o,O

y para todo t en ese intervalo
Pxo,to (t) = Pz0,0 (t —to)



Prueba: Seat €ty + I, 0. Se cumple

d d ,
oy ot —tg) = —— g ot — X (g ot —1
37 0.0(t — o) w? 0,0( )tl:HO (¢z0,0(t — 0))

porque @z, o es solucién de la ecuacion diferencial.
Luego ¢g,,0(t — to), definida para t € ty + I, 0, verifica la ecuacién diferencial. Ademds, en
t = tp toma el valor ¢z, 0(0) = zo. Por la unicidad de la solucién por (zg, t9) se tiene

‘PmO,O(t —ty) = Pzo,to (t)

y por definicién de intervalo maximal tg + Iz,0 C Iy t,-

Por otra parte I, o es el intervalo maximal de ¢z, . Para todo ¢ € —ty + I, 4, la funcién
o ,to (t' + to) verifica la ecuacién diferencial y para ¢’ = 0 toma el valor zy. Por la definicién de
intervalo maximal —tg + I, ¢y C Igg0

|

Consecuencia:

La grifica de la solucién maximal por (zg,t) se obtiene trasladando horizontalmente segin
to, la grafica de la solucién maximal por (zg,0). Ver figura 1.

Denotamos con ¢(zg,t) a la solucién maximal ¢z, o(t) por (zg,0), para todo =z € Q,t € I, o,
y a este intervalo maximal lo escribimos como I, = I, o. Obsérvese que ¢(z¢,0) = zo.

En virtud de la proposicién anterior, conociendo ¢(zg,t), es decir la solucién maximal por
(z9,0) para cualquier zy € €, se conocen todas las soluciones maximales, ya que la que pasa por
(.’120, to) €s gb(.’l?o, t— to).

Proposicién 1.2
¢(wo,t +to) = ¢ (¢(z0,%0),1)
para todo xg € ), para todo ty € I, y para todo t tal que t +tg € I,.

Prueba: ¢(zg,t + o) es solucién de la ecuacion diferencial y para t = 0 toma el valor ¢(zg, o).
Por la unicidad de la solucién maximal es ¢(d(zo,t0),t). m

La solucién maximal por (z, 0) es ¢(xo,t). Hasta ahora nos referimos a la grafica de la solucién,
es decir, a los puntos (¢(zo,t),t) € IR" x IR para t € I;,. Cuando el sistema es auténomo, suele
representarse graficamente la soluciéon omitiendo la variable ¢, en lo que se llama trayectoria, u
orbita.

Definicién 1.3 Dado z¢ € €, se llama trayectoria uw Jrbita por zy a la curva paramétrica en
R": ¢(zo,t), te€ I, con x fijo, y t pardmetro.

Mientras en la grafica una coordenada indica el valor de la variable ¢, en la drbita esta variable
no aparece. La Orbita es una curva que se orienta segin valores crecientes de ¢, pero del punto de
la curva no puede deducirse en qué tiempo t se obtuvo.

También se llama trayectoria u érbita, por simplicidad, al conjunto de puntos en IR" recorrido
de la funcién ¢(x,t) al variar ¢, con z; fijo.

La 6rbita es la proyeccién sobre IR™ de la grafica que estd en IR™ x IR, proyectindola segin el
eje de los t.

La érbita por z( se denota como o(zg).



R R"x R
grafica por (zg,0) grafica por (zo, to)

orbita

por xg

Figura 1: Gréficas de dos soluciones que se proyectan sobre la misma, érbita

Teorema 1.4 Si el sistema es auténomo, dos drbitas cualesquiera o bien son disjuntas o bien
coinciden.

Prueba: Si no son disjuntas, existen zg, to, 1, t1 tales que ¢(zg,t0) = ¢(z1,%1).
Debido a la proposicién 1.2, se tiene

B(zo,t) = p(P(z0,0),t — to) = d(P(w1,11),t —to) = (1,11 —to + 1)

Luego, todo punto de la 6rbita por zy es punto de la 6rbita por z1. Simétricamente, todo punto
de la érbita por z; es punto de la érbita por zo. m

Definicion 1.5 Se llama flujo, o sistema dindmico asociado a la ecuacién diferencial auténoma
z=X(z), X :Q abierto de IR" — IR", a la familia de érbitas por los puntos zy € 2.

Nota: Dada la ecuacién diferencial auténoma & = X (), la velocidad &, es el vector tangente
a la 6rbita © = z(t). Es decir, sin resolver la ecuacién, conocemos, por cada punto del espacio z,
el vector tangente X (x) a las érbita. Resolver la ecuacién equivale a encontrar las drbitas, o sea,
a encontrar las curvas en el espacio que son tangentes al vector dado X (x) por cada punto = por
donde pasan.

Muchas veces esta observacién permite, sin resolver la ecuacién diferencial, tener los datos
cualitativos sobre el comportamiento de sus soluciones. Por ejemplo, sin resolver la ecuacién,
dibiijense las 6rbitas de la ecuacién diferencial # = —z en IR?. (Ver figura 2).

Por otro lado, dada una familia de curvas paramétricas diferenciables, tales que por cada
punto zg de  pasa una y solo una curva de esta familia, existe una ecuacion diferencial auténoma
& = X(x) que tiene a esa familia como sistema dindmico asociado. Basta elegir en cada = € 2 un
vector X (z), tangente en z a la curva que pasa por z, orientado segun el pardmetro ¢ creciente.
(No resulta necesariamente X (z) continua y menos lipschitziana). Algunas veces, para suministrar
ejemplos, en vez de dar explicitamente la ecuacion diferencial, daremos el “dibujo”de su flujo
asociado.



Nota: Debido al teorema de Picard, por todo punto de  pasa alguna érbita. Debido al
teorema 1.4, pasa una sola orbita por cada punto. El flujo es tal que dos orbitas distintas no se
cortan.

Nétese que si ¢(xp,t) = constante, para todo ¢, entonces la érbita por zy se reduce al punto
zo. Por ejemplo la ecuacién diferencial & = —z, en IR?, tiene como flujo asociado, el sistema
de o6rbitas formado por el punto (0,0), y las semirrectas abiertas , con extremo en (0,0), que se
recorren, para t creciente, acercdndose a (0,0) sin alcanzarlo nunca.

2 Ecuaciones diferenciales en superficies

Vimos que dar la ecuacién diferencial auténoma & = X(z) en Q C IR", es dar en cada punto
z € Q el vector X(z) € R™. Esta funcién X se llama campo en 2. El flujo asociado es el sistema
de curvas (6rbitas) tangentes al campo dado X en cada punto z por donde pasan.

Veamos cémo este concepto se puede extender a superficies S contenidas en IR", en lugar
de abiertos 2 C IR". En muchos ejemplos de aplicacién préactica, el espacio de fases no es
todo R™, ni un abierto {2 de R", sino ciertos subconjuntos de R™, no abiertos, con una estructura
geométrica. Por ejemplo: una superficie esférica, o cilindrica, o un toro, u otros objetos geométricos
de dimensién & < n contenidos en IR", llamados variedades .

Primero veamos la definicién de superficie encajada en IR". Nos basaremos en la existencia
de ciertas transformaciones (parametrizaciones de dos pardmetros) diferenciables. Recordemos
que para definir diferenciabilidad de una transformacién de IR" a IR™, en un punto z € IR", se
requiere poder calcular incrementos de la transformacién al variar z segin cualquier direccién en
IR™. Para ello se necesita que la transformacién esté definida en un entorno abierto alrededor de
z en IR".

En la definicién de superficie que daremos a continuacién se pedird que una transformacién
h~! definida en un subconjunto S N H de IR" sea diferenciable. Pero SN H no es abierto en IR™.
,Cémo se entiende entonces la diferenciabilidad de h~'? Convenimos en que es diferenciable si
existe un abierto V' de IR" que contiene a SN H, y una funcién g definida en V, diferenciable, que
coincide con h~! cuando se la restringe a S N H.

Definicién 2.1 Un superficie S es un subconjunto de IR",n > 2, tal que cada punto zy € S estd
contenido en un abierto H C IR", que intersectado con S es difeomorfo a un abierto Q de IRZ.
(HNS es difeomorfo a 2 si existe una funcién h : Q — HNS diferenciable, invertible y con inversa
diferenciable).

Nétese que h estd definido en un abierto Q de IR?. Es entonces una funcién de dos variables
reales, que asigna, a cada valor de estas variables, un punto de la superficie. Al mover las dos
variables reales en () se recorren todos los puntos de la superficie S que estdn en un entorno H de
Q.

La funcién h se llama parametrizacion para el punto xy. Puede suceder que alcance una sola
parametrizacién para cubrir toda la superficie S, pero lo comiin es que se necesiten varios entornos
H, y por lo tanto varias parametrizaciones.

Por ejemplo, la esfera y el toro son superficies en IR.



Definicidon 2.2 Una superficie S es de clase C” si existe, para cada punto de la superficie, alguna
parametrizacién h tal que h y su inversa h~! tienen derivadas continuas hasta orden 7.

Subespacio tangente: Sea una curva paramétrica x = z(t), ¢ € I, intervalo abierto de
IR, contenida en la superficie, es decir z(¢) € S para todo t € I. Sea ty € I. El vector z(t9) de
IR™ es tangente a la curva en el punto zy = z(tp). Decimos que un vector de IR" es tangente
a la superficie S en el punto z( si es tangente en xy a alguna curva contenida en la superficie.
Se puede demostrar que el conjunto de todos los vectores tangentes a la superficie S en el punto
o € S forman un subespacio vectorial de dimension dos en IR". Este espacio vectorial se denota
como Ty, S y se llama espacio tangente a S en el punto xg.

Por definicién, para cada curva z = z(t) contenida en S, se cumple i (t) € Ty ;) S.

Definicidn 2.3 Se llama campo en S a una funciéon X que a cada punto z € S le asigna un vector
X (z) del subespacio tangente a S en z. Es decir:

X(z) € T, S, paratodozx € S

Definicién 2.4 Una ecuacién diferencial ordinaria auténoma en la superficie S es z = X(z),
donde X es un campo en S.

Resolver la ecuacién es hallar las funciones = = z(t), definidas en intervalos abiertos I C IR,
y que toma valores z(t) € S, tales que #(t) = X(z(t)) para todo t € I. Esto es equivalente
a hallar las curvas contenidas en S que son tangentes al campo dado X. Estas curvas son las
trayectorias u orbitas. Ahora las trayectorias estdn contenidas en la superficie S. La familia de
todas las trayectorias forman el flujo , o sistema dindmico , asociado a la ecuacion diferencial en
la superficie.

La unicidad y maximalidad de soluciones de la ecuacién diferencial en la superficie S se definen
como en el capitulo I.

Para poder enunciar el teorema de Picard en superficies, recordemos que el campo X en S, es,
en particular, una funcién definida en S C IR" que toma, valores en IR".

Definicién 2.5 Se dice que X es lipchitziano globalmente en S si existe una constante K > 0 tal
que
| X (o) — X (z1)|| < K||zog — z1||, para todos zg,z1 € S

Se dice que X es lipschitziano en S, si para cada punto z € S existe un entorno H C IR" tal
que X es lipschitziano globalmente en SN H.

Teorema 2.6 (Picard en superficies) Si X es un campo continuo y lipschitziano en la super-
ficie S de clase C?, entonces emiste, para cada o € S, y cada ty € IR, una tnica solucion de la
ecuacion diferencial & = X (x) que pasa por zy en t = 1.

Nota: El teorema es valido también si la superficie es sélo C*.

Prueba: Consideremos una parametrizacién h : Q C R? — SN H C IR" de la superficie,
en un entorno del punto zy € S. A partir de una curva paramétrica §(t) en 2, puede definirse la
curva contenida en la superficie z(t) = h o 8(t). Se cumple z(t) = dh(8(t)) - B'(¢).



Entonces, z(t) verifica la ecuacién diferencial & = X(z) en S, si y solo si 3(t) verifica la
ecuacién diferencial en Q C IR%:

B'(t) = dh(B(t))™" - X (ho B(t))

Esta es una ecuacién de la forma 3’ = Y (y) con y € Q, Y(y) = dh(y)~' - X(h(y)). Como hy
dh~! tienen derivadas continuas, porque S es de clase C?, son lipschitzianas. La composicién y
el producto de funciones continuas y lipschitzianas son también continuas y lipschitzianas. Luego,
la funcién Y es continua y lipschitziana.

Por el teorema de Picard en el abierto Q@ C IR?, existe tnica solucién de § = Y (y) por cada
punto i € Q. Aplicando h ™! se concluye que existe tinica solucién de la ecuacién diferencial dada
en S, por cada punto £y € S. B

3 Ejemplos

Flujo polo norte-polo sur en la esfera
Sea S? 1a esfera de centro (0,0,0) y radio 1 en R3. Para cada p € S? sea X (p) el vector tangente
a la esfera en el punto p dado por

X(a:,y,z) = (acz,yz, _(562 +y2))

Obsérvese que X (p) es ortogonal a p —(0,0,0) = (z,y, z), y por eso es vector tangente a la esfera.
Ademis la proyeccién de X (p) sobre el plano z = 0 es (zz,yz,0) = z(z,y,0). Esa proyeccién es
radial, es decir, colineal con la proyeccién (z,y,0) de p — (0,0,0) = (x,y, 2) sobre el plano z = 0.

Entonces X (p) es un vector tangente al meridiano de la esfera que pasa por el punto p (si
z? 4+ y% # 0). Las 6rbitas de la ecuacién p = X (p) son el polo norte (z = 0,y = 0,z = 1), el polo
sur (x = 0,y = 0,z = —1), y los meridianos de la esfera, orientados desde el polo norte hacia el
polo sur.

Péndulo sin rozamiento

Sea la ecuacién del péndulo sin rozamiento:

2
% = —w?sind

con § € (—n,n] 4ngulo de desplazamiento del péndulo respecto a la vertical, y w? constante
positiva, que depende de la aceleracion gravitatoria y de la longitud del péndulo.
Pasando a una ecuacién de primer orden, queda:

0=z 7=—w’sing

que es de la forma p = X (p) donde p = (6, 2), X(p) = (2, —w?sinf).

Tomemos en el espacio (z,y,z) € IR?® el cilindro C, con seccién la circunferencia del plano
z =0, de radio 1, y centro (0,0,0), y generatrices verticales (paralelas al eje de las z). Cada punto
del cilindro estd identificado por dos coordenadas: z, y € (el dngulo que forma el eje de las = con



Figura 2: Flujo polo norte-polo sur en la esfera

el plano vertical que contiene a p), y reciprocamente, cada pareja (6, z) da un punto de C. Dicho
de otra forma, el espacio de fases del péndulo es el cilindro C.

Las 6rbitas de la ecuacién diferencial p = X (p), son curvas contenidas en el cilindro C. La
componente 6 es la componente del campo X tangente a la seccion circular del cilindro, y la
componente z es seguin la generatriz vertical del cilindro.

Los puntos fijos en el cilindro, son las 6rbitas p = p(t) constantes para todo ¢. Esto es p = 0,
o sea, z = 0,sin@ = 0. Esto da dos puntos fijos: 2z =0, =0y z=10,0 = «.

Estudiando el signo de z y de 6, y usando las simetrias de las ecuaciones respecto a z y a 0,
pueden croquizarse las trayectorias sobre la superficie del cilindro, obteniendose el flujo segiun la
figura.

Para ver que las érbitas cercanas al punto de equilibrio # = 0, z = 0 son curvas cerradas, basta
observar que la cantidad V (6, z) = 22 — 2w? cos § se conserva sobre las érbitas, y cuando el valor
conservado es cercano a —2w?, corresponde a la ecuacién de una curva cerrada.

4 Ecuaciones diferenciales en variedades

Asi como se han estudiado las ecuaciones diferenciales en superficies contenidas en IR", pueden
definirse y estudiarse en otros objetos geométricos de dimensién k < n contenidos en IR". Esto
es 1til cuando el espacio de fases tiene dimensién k£ y es un subconjunto del espacio euclideo
n-dimensional.
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Figura 3: Espacio de fases para el péndulo sin rozamiento.

Definicién 4.1 Una variedad encajada en IR", de dimension k < n, es un subconjunto S de IR"
tal que cada punto xy € S estd contenido en un abierto H de IR", tal que H N S es difeomorfo a
un abierto Q € R*. Es decir, existe h : Q c RF — SN H c IR, diferenciable, invertible y con
inversa diferenciable.

Las superficies son las variedades de dimensién dos.

Subespacio tangente:

Sea z = z(t) una curva paramétrica contenida en la variedad S. El vector Z(t) es tangente
a la curva en el punto z(t). Puede demostrarse que todos los vectores tangentes en z( a las
curvas paramétricas contenidas en S que pasan por zg, forman un subespacio vectorial de IR™ de
dimension k. Este espacio vectorial se llama espacio tangente a S en xg, y se denota como T7,S.
Por construccién, si z(t) estd contenida en la variedad S, entonces ©(t) € Ty S.

Definicion 4.2 Un campo en la variedad S es una funcién que a cada punto z de S le hace
corresponder un vector X (x) del espacio tangente en z a S.

Dado un campo X en la variedad S, resolver la ecuacién diferencial ordinaria & = X (z), es
hallar todas las funciones x = z(t), con t € I, I intervalo abierto de IR, tales que z(t) € S'y
z(t) = X(z(t)), para todo t € I. Esto equivale a hallar todas las curvas contenidas en S que
son tangentes, en cada punto z por donde pasan, al campo dado X(z). Estas curvas son las
trayectorias u drbitas. La familia de todas las érbitas es el flujo, o sistema dindmico, asociado a
la ecuacién diferencial.



El teorema de Picard vale para variedades S, con los mismos enunciado y prueba que en 2.6,
sustituyendo la palabra superficie, por variedad.

EJERCICIOS

1. Seaen Q = {(z,9) € R?: 0 < z < C1,0 < y < Oy}, el sistema

z = a1(C; —z)y — hz
y = a2(C2—y)r — by

donde a1, ag, b1, b2, C1, Cy son constantes reales positivas.

a) Graficar las érbitas en €2, discutiendo segin las constantes dadas.

b) Estas ecuaciones corresponden a un modelo de evolucién de la gonorrea en una
poblacién de C; hombres y Co mujeres, con una tasa a; de contagio de hombres, una
tasa ag de contagio de mujeres, una tasa b; de cura de hombres, y una tasa de cura by
de mujeres.

Segun las graficas de la parte a), jes posible erradicar la enfermedad?
2. Graficar las 6rbitas (orientdndolas para ¢ creciente) de la ecuacién diferencial en IR?:
(#,9) = (az,by)
discutiendo segun el signo de a y b.

3. Graficar las 6rbitas de la ecuacién diferencial en IR?:
(#,9) = (az + y, ay)
discutiendo segun el signo de a.
4. Graficar las érbitas en IR? de la ecuacién diferencial:
(z,9) = (ax — by, bx + ay)
con b # 0, discutiendo segun el signo de a.

5. Sea & = Az, donde z € IR%, y A es una matriz 2 x 2, de términos constantes reales.

Ver que existe un cambio de variables en IR%, que lleva la ecuacién dada a otra z = Bz,
comprendido en alguno de los casos de los tres ejercicios anteriores.
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CAPITULO INTERMEDIO ENTRE IT Y III
SISTEMAS DINAMICOS

En este capitulo consideraremos propiedades topoldgicas generales de los sistemas dinamicos
continuos. Estas propiedades seran, en particular, aplicables a la solucién general ¢(z,t) de una
ecuacién diferencial auténoma & = X (), con X lipschitziana y continua, definida para cada = en
una variedad M (que puede ser un abierto de R™), después de una adecuada reparametrizacion.
(Ver ejercicio 3)

1 Sistemas dinamicos en espacios topolégicos

De ahora en adelante M serd un espacio topolégico de Haussdorf con bases locales numerables.
Para quien no conozca qué es eso, digamos que es una generalizacién (mucho més general)
abstracta de cualquier subconjunto M del espacio euclideo R™, munido de la “topologia” heredada
de R™. (Una topologia en un conjunto M es la familia de todos los subconjuntos abiertos en M.
Un subconjunto de M es abierto en M si es la interseccién de un abierto de R™ con M. Un
entorno en M de un punto x de M es un abierto en M que contiene al punto x.
Que el espacio M es topoldgico, quiere decir que estd definida la familia de abiertos en M.
Que es de Haussdorf quiere decir que dados dos puntos distintos de M existen entornos de ellos

disjuntos.
Que el espacio M tiene bases locales numerables, quiere decir que dado un punto p de M existe
una coleccién numerable de entornos de p en M, Vi(x) D Vao(z) D ... D Vi(z) D ... tales que

cualquier otro entorno de p en M contiene a algin V;(p) de la coleccién. Si M es un subconjunto
de R™, una base local numerable de entornos del punto p, en M es la coleccion de bolas abiertas
de centro p y radio 1/n, intersectadas con M, para todo p natural mayor que cero.

Como caso particular M puede ser una variedad de dimensién k encajada en R™, aunque su
estructura diferenciable no serd necesaria para desarrollar la teoria topolédgica de este capitulo.

Definicion 1.1 Una funcién ¢ : M x R — M continua, es un sistema dindmico de variable real,
o también flujo en M, si ¢(p,0) = p para todo p € M y ¢(p,t1 + t2) = ¢(é(p,t1),t2) para todos
t1 y to reales, para todo x € M.

Observaciones



. Sea t; € M cualquiera.La funcién ¢y, : M — M que se obtiene fijando ¢t = t; en ¢(p,t),
es un homeomorfismo (esto es, es continua, invertible, y con inversa continua). En efecto
Pt © P_t, = O¢,—t, = ¢o = Id y andlogamente ¢_;, o ¢y, = id. La inversa de ¢¢, es ¢_y .

. Sea pg cualquiera. La funcién ¢(po,-) : R — M que se obtiene fijando p = pg en ¢(p,t), es
la parametrizacién de una curva continua orientada (segin ¢ creciente), que se llama drbita
o trayectoria de pg. A veces también se llama drbita o trayectoria a la traza de esa curva, o
sea al conjunto imagen de la funcién ¢(pp, ), que denotaremos como o(po).

o(po) = {¢(po,t) : t € R}

. Dos orbitas distintas no se intersectan, pues si lo hicieran existiria pa € o(pg No(p1). Luego
p2 = ¢(po,to) = ¢(p1,t1). Para todo ¢ real se cumple ¢(po,t) = ¢(po,to +t — to) =

?(p(po,to),t —to) = ¢(p2,t —to) = ¢((d(p1,t1),t —to) = ¢(p1,t +11 —to). Entonces o(po) C
o(p1). Simétricamente se cumple la inclusién opuesta, y entonces las 6rbitas coinciden.

. Si un punto py es tal que existen ty # t1 tales que ¢(po,to) = d(po,t1) entonces, o bien py
es un punto fijo del flujo (es decir ¢(po,t) = po para todo t, y o(po) = {po}), o bien py es
periddico de periodo T > 0 (es decir ¢(po,t + T) = ¢(po,t) para todo t real, y ¢(po,t) # po
para todo ¢t que no sea miltiplo entero de T'). En el caso que py sea periddico la érbita por
Ppo es una curva cerrada y reciprocamente.

Prueba:

Para demostrar la afirmacién, (tomando tyg —t; # 0 en lugar de tp y 0 en lugar de ¢1), basta
probar que si ¢(po,to) = po, con ty # 0 y pp no es un punto fijo, entonces es perddico con
periodo T' > 0. Sea

G(t) ={t € R: ¢(po,t) = po}
(a) 0@
(b) Sit; y ta pertenecen a G entonces t; + to también.
Esto es porque ¢(po, t1 +t2) = ¢(é(po, t1), t2) = ¢(po, t2) = po.
(c) Sit; € G entonces —t1 € G.
Esto es porque pg = ¢(po,t1 — t1) = &(d(po,t1), —t1) = é(po, —t1).

Un subconjunto G de reales que cumpla las propiedades a),b) y ¢), se llama subgrupo
de reales.

(d) Ademés G es un conjunto cerrado de reales, pues si t, € G es una sucesién de reales
tal que ¢, — t € R, entonces t € G. En efecto, ¢(po,t,) = po para todo n. Haciendo
n — 00, como la funcién ¢ es continua, se obtiene ¢(pg,t) = po.

(e) El subgrupo G es no trivial, (esto es: G no es todo R y no se reduce a {0}). En
efecto, G no es todo R porque pg no es punto fijo. Ademads, por hipétesis tg # 0 y
®(po,to) = po, lo que significa que ¢y € G.



Todo lo anterior se resume en que G es un subgrupo cerrado y no trivial de reales. Para
terminar la prueba basta demostrar la siguiente afirmacién:

Todo subgrupo G cerrado y no trivial de reales es el conjunto de multiplos enteros de un
cterto real T > 0.

En efecto, sea GT = {T € G : t > 0}. Como G es no trivial, existe algin g € G, con g # 0.
Entonces |g| € GT y G es no vacio.

Sea T = inf GT.

T > 0 pues si fuera T = 0, existirfa, para todo natural n > 1 un real t, € GT tal que 0 <
tn, < 1/n (por definicién de infimo). Sea para cada x € Ry para cada n > 1 el niimero entero
ent(z/t,) (parte entera de z/t,). Se cumple que 0 < x/x,, — ent(x/t,) < 1. Multiplicando
por t, se tiene 0 < x — tyent(x/t,) < T, < 1/n. Entonces tpent(z/t,) —n—co . Pero
t, € G siendo G un subgrupo de reales, y ent(x/t,) es un nimero entero. Multiplicar por
un nimero entero es sumar una cantidad natural de veces y eventualemtne tomar el opuesto
del resultado. Entonces ent(x/t,) € G, y como tiende a x y G es cerrado, entonces x € G.
Luego, suponiendo que 7' fuera igual a cero hemos llegado a que G contiene a todo x real,
y G seria trivial. Hemos probado que T > 0.

Por definicién de infimo, existe ¢,, — T con t, € G*. Pero G es cerrado. entonces T' € G.
Como T > 0, se tiene T' € GT. Es decir T es el m9nimo de G™.

Es inmediato que todos los multiplos enteros de T' estan en G, porque T estd en G y G es
un subgrupo de reales. Veamos que G no contiene otros reales. Sea t € G. Tomando la
parte entera de t/T, se obtiene 0 < T'((¢/T) — ent(t/T") < T. Pero entonces tenemos el real
t —Tent(t/T) que es mayor o igual que cero, estd en G y es menor que el m9nimo T de G™.
Esto significa que ese real debe ser cero, o sea, t es multiplo de 7. m

En lo que sigue Z es el conjunto de los niimeros enteros.

Definicion 1.2 Un sistema dindmico de variable entera, en M es una sucesién bi-infinita de
funciones f,, : M — M continuas, una para cada n € Z, tales que fo = Idy fno fin = fanam para
todos n y m enteros.

Dado un flujo, o sistema dindmico ¢(p,t) en M de variable real, se tiene un sistema dindmico
de variable entera tomando f,(p) = ¢(p,n) para todo n € Z. Sin embargo, no todo sistema
dindmico de variable entera proviene de un flujo en el mismo espacio M tomando los tiempos ¢
enteros.

Observaciones:

1. fn es un homeomorfismo con inversa f_,.

2. Fijado pp, la sucesiéon de puntos de M definida como p, = f,(po), para n € Z se llama
trayectoria , u orbita de pg. A veces también se llama trayectoria u 6rbita al conjunto de
todos los puntos py,.

o(po) ={p € M : p= fn(po) para algin entero n}



3. Dos trayectorias distintas no se intersectan.

4. Si para cierto punto po existen enteros ng y mi diferentes tales que fn,(po) = fn,(P0),
entonces, o bien py es un punto fijo del sistema (es decir, f,(po) = po para todo n ente-
ro, yo(po) = {po}), o bien py es un punto perddico de periodo natural N > 1 (es decir,
frntn(po) = po para todo n entero, y f,(po) # po si n no es multiplo entero de N).

Prueba:

Jro(P0) = fy (o) implica que fry—n, (po) = fn1~" 0 fuy(po) = po. Como ny # ng, y po no es
punto fijo, el conjunto G = {n € Z : f,(po) = po} es no vacio, y diferente de todo Z. Tiene

un minimo natural positivo N que no es uno.

Se cumple fn(po) = po, y para todo n entero f,n(po) = fn o fn(po) = fu(po)-

Es inmediato que G contiene a todos los multiplos enteros de N. Ahora veamos que coincide
con el conjunto de los multiplos enteros de IN. Dado n inG, haciendo la divisién entera entre
N, se tienen = mN+r con 0 <r < N. Siendo py = fn(po) = fro fmn(po) = fr(po) se tiene
que r € G y es no negativo, menor que el minimo natural positivo N de G. Esto implica
quer=0. m

Definiciéon 1.3 Dado un homeomorfismo f : M € M, se llama sistema dindmico por iterados de
f al definido mediante

Jn = fofo...of n veces, sin >0
fn = floflto...of™t |n|veces, sin<0
fo = Id

Se usa la notaciéon f™ para indicar la composicién de f consigo misma n veces, si n es natural, y
la inversa de la compuesta de f consigo misma |n| veces, si n es entero negativo.

Observaciones

Todo sistema dindmico con parametro entero es obtenido por iterados de un homeomorfismo f
(ver ejercicio 4). Por eso se identifica el sistema dando simplemente la transformacién f : M — M
continua, invertible y con inversa continua.

Si ¢(p,t) es un flujo, entonces tiene asociado un sistema dindmico de variable entera, por
iterados de ¢(+,1) (la transformacién de tiempo uno). El reciproco no es cierto: no todo sistema
dindmico de variable entera, es obtendio por iterados de la transformacién de tiempo uno de un
flujo, en el mismo espacio M (ver ejercicio 5). Pero si puede darse una versién que requiere
agrandar el espacio (ver ejercicio 6): todo sistema dindmico de variable entera es el sistema
dindmico por iterados de la transformacién de tiempo uno de un flujo, en un espacio M’ que
contiene a M, llamado suspension.

Dada una ecuacién diferencial auténoma p = X (p) en, por ejemplo una variedad M de di-
mension tres, (que puede ser un abierto de R3), considérese su flujo asociado ¢(p,t). Supéngase
que existe, contenida en M, una superficie compacta S tal que para todo p € S hay un tiempo
T, > 0 en que la drbita por p vuelve a estar en S, es decir ¢(p,T},) € S. Considérese la funcién
f S +— S definida por f(p) = ¢(p,Tp). Bajo ciertas condiciones hipotéticas, f resulta continua.
(Por ejemplo si el campo X de la ecuacién diferencial auténoma es transversal a la superficie S
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en todos los puntos de S). La superficie S se llama, en ese caso seccion de Poincaré del flujo,
y la transformacién f es el mapa de Poncaré. El mapa de Poncaré no tiene en general, nada
que ver con la tranformacién de tiempo uno del flujo, pero mejor que ella refleja propiedades
topolégicas del flujo. El sistema dindmico por iteradas del mapa de Poincaré f tiene érbitas que
son subconjuntos de puntos de las érbitas del flujo dado. Los puntos periédicos de f (incluyendo
los puntos fijos de f), corresponden a las érbitas periédicas del flujo que intersectan a la superficie
S, vy reciprocamente. En general, toda la teoria cualitativa topoldgica que desarrollaremos, es
aplicable al flujo, pero pueden sacarse conclusiones estudidndolas solo referidas la mapa de Pon-
caré f. La estabilidad de las 6rbitas del flujo que intersectan a S puede estudiarse trabajando con
las trayectorias del mapa de Poincaré. Este tiene la ventaja frente a la transformacién de tiempo
uno, y frente al flujo mismo, que es una transformacién en un espacio S de dimensién menor que
la del espacio M donde esté definido el flujo.

2  Omega y Alfa limites

Sea ®(p,t) un sistema dindmico de variable real en el espacio M. (Sea f un sistema dindmico de
variable entera en el espacio M).

Definicién 2.1 Un subconjunto A C M es invariante si ¢(A,t) C A para todo t € R (respecti-
vamente f"(A) C A para todo n entero).

Se observa que A C M es invariante si y solo si ¢(A,t) = A para todo t real (respectivamente
f(A) = A ). En efecto: ¢(A,—t) C A para todo t real, implica que ¢(p(A, —t),t) C ¢(A,t) para
todo t real. Entonces A = ¢(A4,0) = ¢(Pp(A, —t),t) C ¢(A,t) C A. Entonces A = ¢(A,t) para
todo t real.

Los subconjuntos invariantes son aquellos que se mantienen incambiados en el tiempo. Se
caracterizan porque, por definicién, si contienen a un punto py entonces contienen a toda la érbita
de po

Definicion 2.2 Se llama semidrbita positiva de pg, o semitrayectoria positiva de pg, a la curva
paramétrica orientada, dada por la funcién ¢(pg,-) : [0,4+00) — M. A veces también se llama
semidérbita positiva a la traza de esa curva, es decir al conjunto de puntos en M dado por

0" (po) = {#(po,t) para algin t > 0}

En forma similar, para los sistemas dindmicos de variable entera, asociado a los iterados de
f: M — M, se llama semitrayectoria positiva de py a la sucesiéon de puntos f™(pg) para n > 0
natural. A veces se llama semitrayectoria positiva al conjunto de puntos en M dado por

o™ (po) = {f™(po) para algiin natural n > 0}

Se define semidrbita o semitrayectoria negativa de pg de manera andloga, sustituyendo ¢ > 0
por t < 0 (respectivamente n > 0 natural, por n < 0 entero). La semidrbita negativa de pg se
denota como o~ (pp).



Sea ahora ¢(p,t) un flujo en M, y py un punto de M.

Definicién 2.3 Se llama w—Ilimite (omega-limite) de py al conjunto de puntos dado por:
w(po) = {qg € M : Existe alguna sucesién de reales t,, — +0o que cumple @(po,tn) —n—oco ¢}
Se llama a—limite ( alfa-limite) de py al conjunto de puntos dado por:
a(po) = {q € M : Existe alguna sucesién de reales t,, — —oo que cumple ¢(pg, tn) —n—oco 4}

El conjunto omega-limite de un punto tiene interés porque en sistemas provenientes de distintas
ramas de la ciencia, puede interesar tanto el comportamiento transitorio (la 6rbita), como el
comportamiento asintotico cuando el tiempo tiende a infinito. El conjunto omega-limite es el
conjunto a donde se acerca, (lo alcance o no), la semidrbita positiva del punto. Digamos que es
donde muere la orbita, si tiene algin sentido decir esto atn cuando la érbita dé infinitas vueltas,
y 1o exista un punto limite de ¢(pp,t) cuando t — oo.

Puede suceder que alguna semiérbita positiva (y también alguna negativa) sea densa en el
espacio (es decir se acerque tanto como se quiera, a cualquier punto del espacio). Esto significaria
que el conjunto omega-limite correspondiente es todo el espacio.

Por ejemplo esto sucede en el llamado flujo irracional del toro . El toro es una superficie
que se obtiene, por ejemplo girando una circunferencia generatriz alrededor de un eje que no
la corta y que estd en el mismo plano de la circunferencia generatriz (el toro es la superficie
de una rueda de seccién circular). Todo el toro menos la circunferencia generatriz y menos la
circunferencia ortogonal con la generatriz de radio maximo, es homeomorfo a un cuadrado plano.
(Dos conjuntos son homeomorfos cuando existe un homeomorfismo h que lleva uno en el otro, es
decir una tranformacién h continua, invertible con inversa continua).

Considérese en el cuadrado la funcién v (x,t) = x + vt, donde v es un vector fijo cualquiera
de pendiente irracional (tomando como ejes los lados del cuadrado), x es un punto cualquiera
del cuadrado y ¢ es un ndmero real (tal que i (x,t) pertenezca al cuadrado). Llévese por el
homeomorfismo h esta funcién ¢ a la superficie del toro. (Es decir dado p en el toro, considérese
é(p,t) = h='(xp(h(p),t)). La funcién asi definida puede extenderse continuamente para todo t
real y para todo p del toro, y constituye un flujo, llamado flujo irracional (porque la pendiente del
vector v es irracional).

Las orbitas del flujo irracional son curvas que dan infinitas vueltas enrollandose por la superficie
del toro, sin cerrarse nunca. Puede demostrarse que las semidrbitas positivas (y también las
negativas) son densas en la superficie del toro. Por lo tanto, los conjuntos omega y alfa limites
son toda la superficie del toro (ver ejercicio 12). Sin embargo cada 6rbita no es todo el toro.

Observaciones

1. Si la érbita por pgy es perddica, o si pp es un punto fijo, entonces w(pyg) = a(pg) = o(po) =
0™ (po) = 0~ (po)-



2. ) C ot (po) C 8(po)-

w(po

a(po) C 0~ (po) C &(po)-

(A indica el conjunto clausura o adherencia de A, esto es la unién de A con el conjunto de
sus puntos de acumulacién).

3. w(d(po),t)) = w(po) para todo ¢ real.

a(é(po),t)) = a(pp) para todo t real.

Prueba Si g € w(pg) existe t,, — +oo tal que ¢ = lim,,—,o ¢(po, tn). Fijado t real, la sucesién
tn, — t también tiende a +o0. Luego, ¢ = lim,, .0 ¢(&(po,t), tn — t) € w(P(po,t)).

Lo anterior prueba que w(py) C w(é(po,t)) para todo resl ¢, y para todo punto py. En
particular vale para —t en lugar de ¢t y y para ¢(po,t) en lugar de pg. Se obtiene asi la
inclusién opuesta.

En forma similar se demuestra la afirmacion referente al conjunto a- limite. m

Lo anterior dice que los conjuntos w— limite y a— limite son inherentes a las 6rbitas, mas
que a los puntos. Es decir todos los puntos de una misma orbita tienen los mismos w-limite
y a—limite.

Teorema 2.4 Los conjuntos w(po) y a(po) son invariantes y cerrados.

Prueba: La invariancia de w(pp) se demuestra verificando que si ¢ € w(pp) entonces ¢(q,t) €
w(po) para todo t real. En efecto si ¢ = limy,_ o0 ¢(po,tn) con t, — -+oo, entonces fijado ¢
real cualquiera ¢(q,t) = lim, oo ¢(d(po,tn),t) = limp(po,t, + t) con t + t, — +oo. Luego
¢(g,t) € w(po) como se queria demostrar.

Para demostrar que w(pp) es cerrado, tomemos un punto de acumulacién r de w(py) y probemos
que r € w(pp). En todo entorno V de r existe algin punto ¢ € w(py), siendo entonces q =
lim ¢(po, t,,) con t, — +oo.

Como ¢ € V, y por la definicién de limite, existe algin T' = t,, (para cierto n), que puede
elegirse tan grande como se desee porque t, — +00, tal que ¢(pg,T) € V.

Sea V1 D Vo D ... D V; D ... una base local numerable de entornos del punto r. Para cada
uno de ellos elijamos T de modo que Tj41 > T y ¢(po, T;) € V;. Entonces ¢(pg,T;) —j—oc T CON
Tj — +o0. Es decir 7 € w(po).

Las afirmaciones para el conjunto alfa-limite se demuestran en forma similar. m

Definicion 2.5 Sea un sistema dindmico con variable entera, definido por iterados de un homeo-
morfismo f : M +— M. Sea py un punto de M. Se llama w-limite de py (omega-limite de pgy) al
conjunto

w(po) = {qg € M : Existe alguna sucesién de naturales n; — oo tal que ™ (pg) — ¢}
Se llama a-limite de py (alfa-limite de po) al conjunto

a(po) = {q € M : Existe alguna sucesién de naturales n; — oo tal que f~"(pg) — ¢}



Las observaciones y el teorema anteriores valen también para los conjuntos w y «- limite en
sistemas dindmicos con variable entera (ver ejercicio 8).

En cambio, en el siguiente teorema, la afirmacion sobre conexién vale exclusivamente para
flujos, y no para la dinamica de iterados de f.

Teorema 2.6 Sea ¢ : M X R — M un flujo en M. Sea pg un punto de M. Si la semidrbita
positiva de py tiene adherencia compacta, entonces el conjunto w-limite de py es no vacio, compacto
Y conexo.

Andlogamente si la semidrbita negativa de py tiene adherencia compacta, entonces el conjunto
a-limite de pg es no vacio, compacto y conero.

Prueba: Recordemos las siguientes propiedades de los conjuntos compactos:

1. Una sucesién de puntos contenida en un conjunto compacto tiene siempre alguna subsucesién
convergente a un punto del compacto.

2. Todo subconjunto cerrado contenido en uno compacto, es también compacto.

Se tiene ¢(pg,n) € o™ (py) C ot (pp) para todo n natural. Tiene una subsucesién convergente:
#(po,nj) —j—oo ¢, con nj — +o00. Por definicién ¢ € w(pop), es decir, w(py) es no vacio.

Como w(pg) es un conjunto cerrado contenido en ot (pg) que por hipdtesis es compacto, es
también compacto.

Recordemos la definiciéon de conjunto conexo: un conjunto es conezro si no puede cubrirse con
dos abiertos disjuntos que lo intersecten. Supongamos por absurdo que A y B son dos abiertos
en M disjuntos que intersectan a w(pg): AU B D w(pg), y existen puntos ¢ € ANw(pg) y
g2 € BNw(py). Por lo tanto existen sucesiones de reales t, — 400 y s, — +o0o, tales que
q1 = lim ¢(po, tn) ¥ g2 = lim ¢(po, $n)-

Tomando subsucesiones adecuadas de ¢, y s,, puede suponerse que t; < s1 <ty < s9 < ... <
tn < $p < tpt1 < Sp+1 < .... Para todo n > N se cumple que ¢(po,t,) € A porque A es un
entorno del punto limite ¢q. Andlogamente ¢(po, s,) € B.

El arco de curva ¢(po,t) con t, <t < s, es conexo, entonces los abiertos disjuntos A y B que
cortan a ese arco respectivamente en ¢(po,t,) y ¢(po, sn) no pueden cubrir al arco. Esto dice que
existe algin punto ¢(po,uy,) en el arco, que no estd ni en A ni en B.

Como t, < up < S,, tenemos que u,, — +0oo.

Siendo ¢(po, u,) una sucesién de puntos contenida en el conjunto compacto ot (py), existe una
subsucesién convergente ¢(po, Uun;) —;j—oco ¢- Entonces ¢ € w(po)-

Por otro lado ¢(py, un].) no pertenece a A U B, es decir pertenece al complemento de A U B.
Como A U B es abierto, su complemento es cerrado. El limite de una sucesién de puntos de un
cerrado pertenece al mismo cerrado. Entonces ¢ estd en el complemento de A U B. Es decir
encontramos un punto de w(pg) que no estd en AU B, y por lo tanto A U B no cubre a w(pp)
contra lo supuesto. m

Notas:



1. El teorema, excepto la afirmacién de que w(pg) es conexo, es cierto también para sistemas
dindmicos de variable entera, con practicamente la misma demostracién.

2. La tesis de conexion del conjunto omega-limite no es cierta para sistemas dindmicos de
variable entera (ver ejercicio 9).

3. Si 0™ (po) no es compacto, entonces w(py) puede ser vacio, o ser no vacio pero no conexo (ver
ejercicio 10).

4. En algunos espacios topoldgicos particulares (por ejemplo en subconjuntos de R™), vale una
especie de reciproco de este teorema: si w(pg) es compacto y no vacio, entonces ot (pg) es
compacto, y ademds resulta ser w(pg) conexo (ver ejercicio 11).

Bibliografia para este capitulo:

J. SOTOMAYOR: Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. Projeto Euclides. IMPA Rio de
Janeiro.
NEMITSKII-STEPANOV: Qualitative theory of differential equations.

EJERCICIOS

1. Sea la ecuacion diferencial no auténoma en €2 C R™ x R, abierto,
i= X(2,1) 1)

con X continua y lipschitziana respecto a la variable z. Sea ¢(xo,tg,t) la solucién general.
Considérese la funcién Y : Q +— R"*! dada por Y (z,\) = (X(z, \), 1) para todo (z,\) € Q.

Sea la ecuacion diferencial auténoma ¢ = Y (y) definida para y € Q.

(a) Probar que Y es continua y lipschitziana. Sea 1(yo,t) la solucién de y = Y (y) tal que
en t = 0 vale yo. Siendo yo = (z0,\g) € Omega € R™ X R, probar que ¥(yo,t) =
(¢(I0, )‘Oa t+ )‘0)7t + )‘0)

(b) Probar que las graficas en 2 de las soluciones ¢(xg,to, A) de la ecuacién diferencial no
autéonoma dada, son las érbitas de la ecuacién diferencial auténoma en y.

2. (a) Sea # = X(z) con X : Q@ C R" — R" continua y lipschitziana, € abierto de R",
una ecuacion diferencial auténoma. Sea ¢(zo,to,t) la solucién por (tg,zo) para t en
su intervalo maximal. Probar que ¢(zg,to,t) = ¢(x0,0,t — ty) (para t donde estén
definidas). Se denotard como ¢(p,t) a ¢(p,0,1).

b) Probar que si {2 = R™ y si X es continua, lipschitziana, y acotada, entonces el intervalo
Yy y
maximal de las soluciones es (—00,00) y que ¢(p,t) es un sistema dindmico en R™.



3. (a)

Sea a : 2 C R™ — R una funcién siempre positiva, continua y lipschitziana, definida
en el abierto 2 de R", y sea X : Q — R"™ un campo también continuo y lipschit-
ziano, definido en el mismo 2. Se consideran las ecuaciones diferenciales auténomas
= X(z) y y = aly)X(y). Probar que las érbitas de ambas, como conjuntos, coin-
ciden. Sugerencia: Si ¢(p,t) es la solucién de la primera, y 1(p, s) la de la segunda,
entonces tomar t(p,u) = [y a(v(p,s))ds y verificar que es una reparametrizaciéon que

hace ¢ (p, u) = ¢(p, t(p, u)).

Demostrar que las drbitas de cualquier ecuacién diferencial auténoma & = X (x) con
X continua y lipschitziana en todo IR", coinciden como conjuntos, (y como curvas
orientadas) con las 6rbitas de un sistema dindmico de variable real en R"™. (Sugerencia:
considerar la ecuacién & = X (z)/(1 + || X (z)]|) y el ejercicio 2 parte b).

Demostrar lo mismo que en la parte anterior pero cuando X estéd definida solo en un
abierto 2 C R"™ diferente de todo R™. Sugerencia: Considerar a(z) = distancia de x al
complemento de €, y la ecuacién diferencial & = a(x)X (x)/(1+ a(x)|| X (x)||) que tiene
soluciones definidas en el intervalo maximal (—oo, +00).

4. Probar que todo sistema dindmico de variable entera es un sistema dindmico por iterados
de un homeomorfismo f.

5. (a)

(b)

Probar que si ¢(p,t) es un sistema dindmico de pardmetro real, entonces f, = ¢(p,n)
es un sistema dinamico por iterados de la transformacién f de tiempo uno, definida
por f(p) = ¢(p, 1).

Mostrar que existe algtin sistema dindmico de variable entera, en algin espacio M,
que no se obtiene por iteracién de la transformacion de tiempo uno de ningin flujo en
M .(Sugerencia: simetria axial en R?).

6. Sea f un homeomorfismo en un espacio M. Se considera el espacio producto M x R, y en
él la siguiente relacién de equivalencia: Dados (p,s) y (p/,s') en M x R: diremos que (p, s)

. . , . /_
es equivalente a (p/,s’) si 8 — s es un ndmero entero, y si f* ~%(p) = p'.

(a)
(b)

/

Probar que es una relacién de equivalencia

Sea M el espacio cociente de M por la relacién de equivalencia dada. (Los elementos
de M son las clases de euivalencia en M x R, que se indican como [p, s], siendo (p, s) un
representante de la clase. Es entorno de [pg, so] entre otros, por definicién, el conjunto
de todos los [p, s] obtenidos de tomar p en un entorno de pp en M, y s en un entorno
de sy en R.

M se llama espacio suspension de M en realcién al homeomorfismo f. Sea en M el
siguiente flujo: ¢([p, s|,t) = [p,t + s].

Demostrar que estd bien definido, y que es un flujo en M.

Sea [p,s] € M. Probar que si s es entero, entonces existe un tnico p’ € M tal que
[p/,0] = [p, s] en M. Probar que para todo [p, s] en M, existe una tnica pareja (p/, s') €
M x Rcon0<s <1y tal que [p,s] = [p/.s'] en M.
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(d) Sea My, = {[p,s] € M : s — s es entero } definido para cada sq fijo de [0,10 C R. Sea
IT : My — M definida por II([p,0]) = p. Probar que II es un homeomorfismo. Probar
que f: M — M se obtiene como f(p) = 7o ¢([p,0],1) para todo p € M.

(e) Concluir que todo sistema dindmico de variable entera en M se obtiene, a menos de
homeomorfismo, como la transformacién de tiempo uno de un flujo, definido en otro
espacio tildeM que contiene a M (mejor dicho, a una copia homeomorfa My de M).

(f) Sea M un intervalo de R, f : M ~— M la simetria central respecto al punto medio del
intervalo. Describir la suspensién M de M respecto a f. Describir My, y el flujo ¢ en
M. Sugerencia: es un flujo en una banda de Moebius).

(g) Idem parte anterior para M una circunferencia, con f la simetria axial respecto a un

didmetro. (Sugerencia: tildeM es la botella de Klein).

7. Sea M un espacio métrico (dotado de una distancia d entre dos puntos cualesquiera).

(a) Sea f : M — M un homeomorfismo. Probar que dados py € M, ¢ > 0, y dados
k < N, ndmeros enteros, existe § > 0 tal que si d(pg,p) < 0 y si k < n < N, entonces

d(f"(po), f*(p)) <e.
(b) Sea ¢(p,t) un flujo en M. Probar que dados py € M, € > 0, y dados T' < S reales,
existe ¢ tal que, si d(pg,p) <0 y si T <t < S entonces d(p(p,t), d(po,t)) < €.

(¢) Probar que si M es compacto, se puede elegir ¢ en las partes anteriores, independiente
de Po-

8. Sea f: M — M un homeomorfismo y pg € M.

(a) Probar que a(pg) y w(pp) son invariantes por f.

(b) Probar que a(pg) = a(f™(po)) vy que w(p,) = w(f™(po)) para todo n entero.
(c) Probar que los conjuntos omega y alfa-limites son cerrados en M.

9. Sea f: M — M un homeomorfismo y pg € M.

(a) Probar que si la adherencia de la semidrbita positiva por py es compacta entonces el
conjunto omega-limite de pg es no vacio y compacto.

(b) Probar que en las hipdtesis de la parte anterior, el conjunto omega-limite no puede
descomponerse en dos partes disjuntas, compactas, no vacias e invariantes.

(¢) encontrar algin ejemplo en que ot (pg) sea compacto y w(pg) sea no conexo.

10. (a) Dibujar esqueméticamente las érbitas y los conjuntos omega y alfa limites del sistema
dindmico asociado a la solucién general de las ecuaciones diferenciales siguientes:

i. p= X(p) donde X : R? — R? esta dada por
X(z,y) = (—y+ (1= plz,z+ (1 —p)y) donde p(x,y) = (2* +y*)"/?

Sugerencia: en coordenadas polares queda p = (1 —p)p, ¢ = 1.
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11.

12.

13.

14.

ii. En M = {(z,y) € R?: |y| < 1} sea la ecuacién diferencial (7,9) = (1 —y*) X (z,y),
donde X es la funcién definida en la parte anterior.

(b) Sea h : M + R2, donde M es el cuadrado de la tltima parte anterior, y h(x,y) =
(z,y/(1—y?)). Probar que es un homeomorfismo. Sea 1)(zq,vo,t) = h(¢(h~(z0,%0),1),
donde phi(pg, t) es la solucién general de la iltima ecuacién de la parte a). Verificar que
1) es un sistema dindmico en R%. Dibujar esqueméticamente las érbitas, ylos conjuntos
alfa y omega-limites.

(a) En R™ sea ¢(p,t) un sistema dindmico de variable real ¢ y sea py € R™. Probar que
w(po) es compacto y no vacio si y solo si la semidérbita positiva de py tiene adherencia
compacta. (sugerencia: w(pg) compacto y no vacio, estd contenido en algin abierto U
acotado, con adherencia compacta. Si la semiérbita no tuviera adherencia compacta,
existiria ¢, — 400 tal que ¢(po,t,) tiende a un punto del borde de U.

(b) Probar lo mismo que en la parte anterior para un sistema dindmcio por iterados de un
hoemomorfismo f en R™.

Probar que las érbitas del flujo irracional del toro no son curvas cerradas, y que las se-
midrbitas positivas y negativas son densas en el toro. Deducir que los conjuntos omega y
alfa-limite son todo el toro. (Sugerencia: tomar como seccién de Poincaré una circunferencia
generatriz del toro, ver que la tranformacién de Poincaré es una rotacion de angulo irracio-
nal. Identificar cada punto de la circunferencia con un nimero complejo €2™* de médulo
1 y observar que el mapa de Poincaré se puede traducir como f(z) = = + a con a real fijo
irracional. Ver que si se demuestra lo que se pide para la 6rbita por el punto que corres-
ponde a x = 0, entonces vale para cualquier otra 6rbita. No existen n y m enteros tales
que f"(0) = m, entonces la dérbita por 0 no es cerrada. Ademds, el conjunto de complejos
{e?"™a : p natural } es denso en la circunferencia y entonces la semiérbita positiva es densa
en el toro.)

Sean M y N dos espacios topoldgicos homeomorfos entre si. Y sean f: M — My g :
N — N dos homeomorfismos. Se dice que f y g son conjugados si existe un homeomorfismo
h: N — M, llamada conjugacion , tal que hog = f o h.

(a) Verificar que h(og4(po)) = of(h(po)), h(w(po)) = w(h(po)), y que po es periddico seftin g
si y solo si h(pp) lo es segin f.

(b) Verificar que la conjugacién es una relacién de equivalencia en el conjunto de los ho-
meomorfismos de M en M.

Sean M y N espacios topoldgicos y sean f : M — M y G : N — N homeomorfismos. Se dice
que f es semiconjugado con g si existe una funcién h : N — M llamada semiconjugacion ,
tal que es continua, sobreyectiva, y cumple foh=hog

(a) Verificar que h(og4(po)) = of(h(po)), que h(w(po)) C w(h(po)) (;vale la igualdad?), y
que pyg es periddico segin g implica que h(pg) es periddico segin f.
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(b)

Se considera en N la relacién de equivalencia p es equivalente a ¢ si h(p) = h(q).
Sea N el espacio cociente (cuyos elementos son las clases de equivalencia [p] cada una
representada por algin p de N). Sea §: N — N, definida por §([p]) = [¢(p)]. Verificar
que g estd bien definida (es decir no depende de la eleccién del representante p en la
clase de equivalencia [p]). ; Es h un homeomorfismo en N. Es h conjugado a f7?
(Sugerencia: ver si h: N — M dada por h([p]) = h(p) es una conjugacion).

15. Sean M y N espacios topoldgicos homeomorfos, y sean ¢ : M x R+— M y ¢ : N x R— N
sistemas dindmicos. Se dice que son conjugados si existe un homeomorfismo A : N — M
llamado conjugacién, tal que

ho(po,t) = ¢(h(pp),t) para todos pg € N, t € R

Se dice que son equivalentes topoldgicamente si existe un homeomorfismo : N — M y una
funcién continua s : N X R +— R, llamada reparametrizacién, tales que:

(a)
(b)
()

s(po,-) : R— R es biyectiva y mondtona creciente

d(h(po),t) = h(¢(po), s(po,t)) para todos pp € N,t € R
Probar que si son conjugados, entonces son equivalentes topolégicamente, y que si son
equivalentes entonces o4 (h(po)) = h(oy(po)), y w(h(po)) = h(w(po)), para todo pg € N.

Probar que dado un sistema dindmico ¢ en M, siempre existe uno v que sea conjugado
con ¢, en un espacio homeomorfo a M.

Probar que dado un sistema dindmico ¢ en M, dado un esapcio N homeomorfo a M,
y dada una funcién t : M x R +— R, continua, biyectiva y creciente en ¢, y tal que

t(qo, 51 + s2) = t(qo, s1) + t(¢(qo, t(qo, 51), 52)
para todos s1 v s3 en R, y para todo qp € M, entonces existe un sistema dindmico
en N que es equivalente topolégicamente con ¢ con reparametrizacion t.

Probar que las reparametrizaciones uniformes, (esto es, que no dependen de py) de
sistemas dindmicos que tienen algtin punto no fijo ni periédico, son las lineales s(pg, t) =
kt.
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TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES

Eleonora Catsigeras.

Octubre de 1998.

CAPITULO III
ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV

1 Definiciones

Sea © = X (z,t), con X : Q C IR" X IR — IR una ecuacién diferencial en las hip6tesis del teorema
de Picard. Denotaremos con ¢(zg,to,t) a la solucién definida en su intervalo maximal, que en
t = to toma el valor xg.

Definicién 1.1 La solucién x = z(t) definida para todo t > t( se llama estable en el futuro segin
Liapunov, si dado € > 0 existe § > 0 tal que [|yo — z(to)|| < ¢ implica que ¢(yo,?0,t) estd definida
para todo t > tg y ademas ||¢(yo, to,t) — z(t)|| < € para todo t > ty.

Definicién 1.2 La solucién x = x(t) definida para todo t > ¢ se dice asintdticamente estable en
el futuro segun Liapunov, si es estable (en el futuro) y ademas existe p > 0 tal que ||yo—z(to)|| < p

implica que [|¢(yo, to,t) — z(t)|| —¢—+oc 0.

En forma similar pero sustituyendo t > ¢y por t < tg y t — 400 por t — —o0, se define
solucién estable y asintéticamente estable hacia el pasado, segun Liapunov.

Definicién 1.3 Un punto de equilibrio de la ecuacién diferencial & = X (x,t) es un punto xq tal
que la funcién constante z(t) = xo para todo t € IR es solucién de la ecuacién. A veces se llama
punto de equilibrio a esa soluciéon constante. Obsérvese que los puntos de equilibrio, si existen,
son los puntos z( tales que X (zo,t) = 0 para todo ¢ € IR. La 6rbita por un punto de equilibrio
xg es el conjunto formado solo por el punto xp.

Las definiciones de estabilidad, estabilidad asintética e inestabilidad se aplican en particular
a los puntos de equilibrio, resultando:

El punto de equilibrio z( es estable en el futuro si dado € > 0 existe § > 0 tal que ||yg —zo|| <
implica que ||¢(yo, to, t) — zol| < €, Yt > to.

El punto de equilibrio es asintéticamente estable en el futuro si es estable en el futuro y ademas
existe p > 0 tal que ||yo — xo|| < p implica que ¢(yo, to,t) —t—+o00 To-



Nota 1.4 Trabajaremos también con ecuaciones diferenciales en superficies de IR? o en variedades
de IR"™. En estos casos también valen las definiciones de estabilidad anteriores.

EJEMPLOS

En el sistema & =y, y = —=, el punto de equilibrio x = 0, y = 0, es estable segin Liapunov en
el futuro y en el pasado, pero no lo es asintéticmante. En efecto, las érbitas verifican zx + gy = 0,
es decir la derivada respecto a t de x(t)? + y(¢)? es cero para todo t. Esto implica que para
cualquier solucién, la distancia al origen es constante. Entonces las érbitas estan contenidas en
circunferencias alrededor del origen.

Sea Q = {(z,y) € R? : 1/2 < 2% + y* < 2}. Para (z,y) € Q sea la ecuacién diferencial:

&= 1-p)z+(p—y)y

§=(1-p)y—(p—y)z, con p> =z* +¢*

La ecuacién es de la forma p = X (p) para p € Q y verifica las hipétesis del teorema de Picard.
El vector X (p) puede descomponerse en

X(p) = (1= ") (z,9) + (p — ) (y, —2)
El primer sumando es un vector radial (segin la direccién p — 0 = (z,y)), y el segundo sumando
es un vector ortogonal a la direcciéon p — 0.

La componente radial tiene el mismo sentido que el radio p—0si p < 1, y tiene sentido opuesto
si p > 1, anuldandose si p = 1.

La componente tangencial al radio es cero si p = (0, 1) que es el inico punto de equilibrio del
sistema.

La 6rbita que pasa por p es una curva tangente en p al campo X (p). Si inicialmente la distancia
de p a 0 es uno, y p no es el punto de equilibrio (0, 1), el vector tangente tiene exclusivamnte la
componente tangencial no nula, y del mismo sentido que (y,—x). La drbita es casi toda la
circunferencia de centro (0,0) y radio 1 (a la que le falta el punto 0,1)). Se recorre en sentido
horario (el sentido del vector (y, —x)). Tiende al punto de equilibrio cuando t — 4o0.

Si inicialmente la distancia de p a 0 es mayor que uno, entonces el vector tangente tiene una
componente radial que apunta hacia el (0,0). Eso quiere decir que p va decreciendo. Pero no puede
ser menor que 1, porque esta 6rbita no puede cortar a la otra contenida en la circunferencia de
radio 1. Entonces z(t) se mantiene dentro de la corona €2, y por el teorema de salida de compactos
estd definida para todo t > 0. Andlogamente la érbita que inicialmente estd a distancia menor que
uno del origen, esta definida para todo ¢ > 0 y su distancia al origen va creciendo pero siempre
por abajo de uno.

Un croquis del plano de fases puede verse en la figura.

Todas las soluciones tienden al punto de equilibrio cuando ¢ — +o0. sin embargo el punto de
equilibrio no es asintéticmante estable, porque no es estable. No es estable porque en cualquier
entorno de (0, 1) existen puntos p; = (r1,%1) con x1 > 0, que son tales que ¢(p1,t) se aleja mas
que 1/2 del punto de equilibrio, para ciertos valores de ¢ > 0, antes de volver a acercarse a él. Esto
significa que algunas drbitas no se mantienen a distancia menor que cualquier € > 0 arbitrario que
se dé del punto de equilibrio, aunque inicialmente estén tan cerca del mismo como se desee.

Como comentario final cabe recordar que el hecho de que todas las 6rbitas tiendan a una dada,
no implica que ésta sea asintéticamente estable, porque puede no ser estable.



2 Estabilidad de puntos de equilibrio en sistemas auténomos.

FUNCIONES DE LIAPUNOV

Sea # = X (z) en las hi[6tesis del teorema de Picard.

Llamaremos ¢(x1,t1,t) a la solucién, como funcién de ¢, cuyo grafico pasa por el punto (z1,t1)
dado como condicién inicial. Como el sistema es auténomo, se verifica que ¢(x1,t1,t) = p(x1,0,t—
t1). Usaremos la notacién ¢(x1,t) para la solucién ¢(x1,0,t1).

Sea xp un punto de equilibrio, es decir, un punto tal que X (z¢) = 0. Se tiene ¢(zg,t) = zo y
su intervalo maximal es todo IR.

De acuerdo con las definiciones en la seccién anterior, el punto de equilibrio g es estable en
el futuro si dado € > 0 existe § > 0 tal que ||yo — zo|| < § implica que ¢(yo,t) estd definida para
todot > 0y ||¢(yo,t) — zo|| < € para todo ¢t > 0. El punto es asintéticamente estable en el futuro
si, ademds de ser estable, existe p > 0 tal que |lyo — wo|| < p implica que ¢(yo,t) —¢—+c0 To-

Definicién 2.1 Sea & = X (z) en las hipdtesis del teorema de Picard, y sea zg tal que X (z¢) = 0.
Una funcién real V : U +— IR definida en un entorno U de zq se llama funcion de Liapunov si
es continua y ademds existe la derivada respecto a ¢t en t = 0 de la funcién compuesta V(¢ (x,t))

para todo z € U, y resulta ser una funcién continua de z. Esta derivada se denota como V(x).

Se observa que V() puede existir aunque V (z) no sea diferenciable. Solo se est4 pidiendo que
exista, cuando h — 0 el limite del cociente incremental

Observaciones:

1. Sea V una funcién de Liapunov. Entonces, para todo T en el intervalo maximal de la
solucién ¢(z,t) se cumple que V(¢(x,T')) es la derivada respecto a t en t = T de la funcién
compuesta V(¢(z,t)).

En efecto, por definicién

. d

Vo, T) = &

V(g(o(x,T), )

t=0
Como el sistema es auténomo se cumple que ¢(¢(x,T),t) = ¢p(x,T + t), de donde

. d

V(o) = &

Vig(x, T +t)) = di
t=0 U

V(o(x,u))

u=T

siendo u = T + t, como se queria probar.

2. Sea la ecuacién # = X(z). Si V(z) es una funcién diferenciable, se puede calcular V sin
necesidad de conocer las soluciones ¢(z,t). Resulta V(z) = VV(x) - X(x) donde - indica el
producto escalar usual en IR". (Ver ejercicio 2).



Definicion 2.2 Una funcién H : U — IR definida en un entorno U del punto zg es definida
positiva (para o) si se cumple H(xg) =0y H(x) > 0 para todo x € U tal que = # xo.

Es semidefinida positiva si H(z¢) =0y H(z) > 0 para todo z € U.

Andlogamente se define H definida negativa, y H semidefinida negativa, sustituyendo las
desigualdades H(z) > 0y H(x) > 0 respectivamente por H(z) <0y H(xz) <O0.

TEOREMAS DE LIAPUNOV

Teorema 2.3 (Teorema 1 de Liapunov) Si existe una funcion de Liapunov V definida positi-
va en un entorno del punto de equilibrio xo y si V' es semidefinida negativa, entonces xg es estable
en el futuro.

Prueba:

Dado € > 0 (tomémoslo de modo que la bola B(zg), de centro zg y radio €, esté contenida en
U) hay que hallar § > 0 tal que ||yo — zo|| < ¢ implique que ¢(yo,t) esté definida para todo ¢t > 0
y cumpla ¢(yo,t) € Be(xo) para todo t > 0.

Sea m = min{V () : ||z — zo|| = €} > 0.

Como V es continua en x y como V (zg) = 0 existe 6 > 0 (que puede tomarse menor que €) tal
que ||y — zo|| < 0 implica que V(y) < m.

Fijemos o tal que ||yo — xo|| < 6. Tenemos que yo € Be(xo).

Consideremos la funcién V' (¢(yo,t)) definida para todo ¢ en el intervalo maximal de ¢(yo,t)
tal que ¢(yo,t) € U. Para esos valores de ¢ se cumple:

SV (6l 0) = V(6(u0,1)) <0

Por eso, como funcién de ¢, V(4(yo,t)) es continua y decreciente (no estrictamente), siempre que
P(yo.t) € U.

Consideremos la ecuacién diferencial restringida al abierto U. Sea b el extremo derecho del
intervalo maximal de ¢(yo,t). Como, para todo t € [0,b) se cumple V(¢ (yo,t)) < V(yo) < m, y
ademds yo € Be(xo), tenemos que ¢(yo,t) € Be(zo). La solucién estd acotada dentro de la bola de
centro xg y radio €, dentro de U. Por el teorema de salida de compactos esta definida para todo
t > 0. (Es decir b=+00).

Teorema 2.4 (Teorema 2 de Liapunov) Si existe una funcion de Liapunov V : U — IR para
el punto de equilibrio xg, definida positiva, con V definida negativa, entonces xg es asintdticmante
estable en el futuro.

Nota: Lo mismo vale si se encuentra una funcién de Liapunov U definida negativa con U
definida positiva. Basta tomar V = —U.

Prueba: Por el teorema anterior x es estable en el futuro. Dado € > 0 (que puede conside-
rarse tal que Be(zg) € U), sea § > 0 de la definicién de estabilidad en el futuro. demostraremos
primero que V(¢(x,t)) —¢—+00 0, para todo z € Bs(xg), y después que ¢(z,t) —¢— 400 To-



Seay # xo, y € Bs(xo). La funcién real F'(t) = V(¢(y, t)) positiva y diferenciable para todo t >
0, es decreciente estrictamente porque F(t) = V(¢(y,t)) < 0. Entonces existe a = limy_. ;o0 F(t)
y es mayor o igual que cero. Por absurdo supongamos que o > 0. entonces F(t) > a > 0 para
todo t > 0.

Por la continuidad de V, existe v < € tal que ||z — zo|| < 7 implica que V(z) < o. Como
F(t) =V(é(y,t)) > a tenemos que ||¢(y,t) — xo|| > gamma para todo t > 0.

Entonces ¢(y,t) estd en la corona compacta C = {z € R" : v < ||z — xo|| < epsilon}. Sea
—r = max{V (z)talquez € C} < 0. Tenemos que F(t) = V(¢(y,t)) < —r < 0 para todo t > 0.
integrando entre 0 y ¢ se tiene F(t) = F(0) + [{ F(t)dt < F(0) — rt —;_ 400 —00. Pero esto
contradice que F'(t) > 0 para todo ¢ > 0. Hemos probado, por absurdo, que a = 0.

Tenemos entonces que V(¢(y,t) —i—4o00o 0. Ahora, para finalizar la prueba, veamos que
&Y, t) =100 To-

Dado €’ > 0 (que podemos suponer menor que €), sea m = min{V(x) : € < ||z —z¢|| <€} > 0.
Como V(¢(y,t)) tiende a cero cuando t — 400, existe T' tal que para todo t > T se cumple
V(o(y,t)) < m. O sea, ||¢(y,t) — xo|| no puede ser mayor o igual que € para ningtn ¢t > T.

Hemos probado que dedo € > 0 arbitrariamente pequeno, existe T' tal que para todo t > T se
cumple [|¢(y,t) — zo|| < €. Esto es, ¢p(y,t) —¢— 400 To como se querfa demostrar. m

Ejemplos:

1. Sea © = —2% en IR. El origen es asintéticmante estable en el futuro pues V(z) = 22 es
definida positiva con V(x) = —22? definida negativa.

2. Sea & = —x, § = —y + 2. tomando V(z,y) = 2% + y? se pureba que el origen es

asintoticamente estable en el futuro.

3. El péndulo con rozamiento 0 = —w?sinf—ab con a y w constantes positivas, se escribe como
sistema de primer de orden: 6 = z, % = —.wz sin® — az. tomando V (6, 2) = (2%/2) +w?(1 —
cos #) se demuestra que el origen (6 =0, § = 0) es asintéticmante estable en el futuro.

4. & =y—a3, = —x —y> tiene a (0,0) como punto de equilibrio asintéticamente estable en
el futuro. Basta tomar V(x,y) = 22 + y2. Sin embargo para la parte lineal del sistema, que
est =y, y=—xel(0,0) es estable pero no asintéticamente estable en el futuro.

Observaciones:

1. El reciproco del teorema 2 de Liapunov es cierto (teorema de Massera, que se demuestra
més adelante). Sin embargo el reciproco del teorema 1 de Liapunov es falso (ver ejercicio
5).

2. Dada la ecuaciéon # = X(x), considérese la nueva ecuacion & = —X(x). Si ¢(zo,t) es
la solucién general de la primera, entonces ¢(zg,—t) es la de la segunda. Los puntos de
equilibrio de una y otra ecuaciéon son los mismos. El punto xp es un punto de equilibrio
estable hacia el pasado de la primera ecuacién si y solo si es un punto de equilibrio estable
hacia el futuro de la segunda, y viceversa. También es cierto para la estabilidad asintética.



Si V' es una funcién de Liapunov definida positiva cerca de xg, lo es también para la otra
ecuacion. Sin embargo la funciéon V relativa a la segunda ecuacién es opuesta a la que se
obtiene usando la segunda ecuacién.

Con esas consideraciones se obtienen los siguientes corolarios:

Corolario 2.5 Si existe una funcion de Liapunov V para el punto de equilibrio xq, definida
positiva con 1% semidefinida positiva, entonces xqg es estable hacia el pasado.

Si existe una funcién de liapunov V definida positiva, con V definida positiva, entonces xo es
asintoticamente estable hacia el pasado.

Definicion 2.6 Se llama fuente a un punto de equilibrio asintoticamente estable hacia el pasado.
Se llama pozo a un punto de equilibrio asintéticamente estable hacia el futuro.

Definicién 2.7 Sea la ecuacién ¢ = X (z), X campo en M, (M variedad o subconjunto abierto
de R¥). Sea E : M — IR una funcién continua no constante tal que E(x) = %\tZOE(gb(x,t))
existe y es cero para todo x € M. Una tal funcién E se llama preintegral de la ecuacién.

Se observa que, cuando existe una preintegral F, esta es una funcién de Liapunov con E=0.
Entonces los puntos de equilibrio que sean minimos relativos estrictos de la funcién E son estables
en el futuro, y los maximos relativos estrictos son estables hacia el pasado. Como la preintegral
E, por definicién, no es constante, esos puntos de equilibrio estables no lo son asintéticamente
(ver ejercicio 8).

Ejemplos:

1. La energia de los sistemas mecénicos conservativos es una preintegral.

2. Sea & = f(z) con © € IR. Se puede escribir como & = y, y = f(z). Se obtiene que
yy = @ f(z). Integrando respecto a t se tiene (y?/2) — [ f(z) dz = constante . La funcién
E(z,y) = (y*/2) — [y f(z)dz es una preintegral de la ecuacién.

TEOREMA DE CETAEV

Definicion 2.8 El punto de equilibrio xg es inestable en el futuro segin Liapunov, si no es estable
en el futuro.

Asi como el teorema 1 de Liapunov da una condicién suficiente (pero no necesaria) para la
estabilidad, mediante la existencia de alguna funcién de Liapunov adecuada, el siguiente teorema
da una condicién suficiente (tampoco es necesaria) para la inestabilidad, también mediante la
existencia de funciones de Liapunov adecuadas.

Teorema 2.9 (Cetaev) Sea & = X (z), X(z9) =0.

Si existe una funcion de Liapunov V' para el punto de equilibrio xg, tal que V(xg) = 0, V es
definida negativa y para alguna sucesion x, # xo que tiende a xo se cumple V(xy,) < 0, entonces
o es inestable en el futuro.



Prueba:

Sea € > 0 tal que B¢(zg) C U, donde U es el entorno de zy dominio de la funcién de Liapunov
V.

Por absurdo, si x fuera estable, existiria ¢ > 0 tal que ||z — yo|| < ¢ implica ¢(yo.t) € Be(x0)
para todo t > 0.

Como z,, — g, puede elegirse n tal que ||z, — ol < §. Entonces ¢(xy,t) € Bc(zp) para todo
t>0.

siendo V' definida negativa, y x, # o, se tiene que V(é(z —n,t)) < 0 para todo ¢ > 0. Como
para t =0 V(z,) <0, se deduce que V(¢(zp,t) < —k < 0 para todo ¢t > T, para cierto T > 0.

Como V' es continua, existe p > 0, p < € tal que ||z — xo|| < p implica |V (z)| < k. Por lo
anterior, tenemos que para todo ¢t > T el punto ¢(z,,t) estd en la corona

C={yeR":p<|y—xzol <e}

~ Siendo V definida negativa, tiene un maximo negativo —r en la corona C, y por lo tanto
V(p(xn,t)) < —r para todo t > T.
Integrando respecto a t se obtiene:

V(6 1)) = V{9l 1)) + [ V(@en, 0)dt < V(§(on,T)) = 7l = T) 100 —o0

Esto es absurdo, porque siendo V' continua, estd acotada en la bola de centro xg y radio e,
donde se mantiene la semitrayectoria ¢(x,,t). m

TEOREMA DE MASSERA

El recirpoco del teorema 2 de Liapunov asegura que la existencia de funciones de Liapunov
adecuadas es equivalente a la estabilidad asintética del punto de equilibrio. Es el siguiente teorema,
debido al profesor uruguayo José Luis Massera.

Teorema 2.10 (Massera) Sea una ecuacion © = X (x) en las hipdtesis del teorema de Picard.
St xg es un punto de equilibrio asintdticamente estable, entonces existe, en un entorno U del punto
de equilibrio, una funcion de Liapunov V definida positiva con V definida negativa.

Para la prueba necesitaremos algunas definiciones y un lema previo.

Definicién 2.11 Un punto de equilibrio g es uniformemente asintdticamente estable (en el fu-
turo) si es asintéticamente estable y ademads existe p > 0 tal que ¢(z,t) converge uniformemente
en x € B,(xg) a xo cuando t — +o00.

Esto es, dado € > 0 existe T independiente de x, tal que ¢ > T implica ||¢(x,t) — x¢|| < € para
todo « € By(zg). O equivalentemente,

lm  sup [4(z,t) — 2ol = 0
t—+oo z€B,(z0)

Lema 2.12 Sizg es un punto asintdticamente estable de un sistema autonomo & = X (x) entonces
es uniformemente asintdticamente estable.



Prueba: =z es asintéticamente estable. Entonces es estable y ademas existe p > 0 tal que
|z — x0|| < p implica que ¢(z,t) —¢— 100 Zo-

Por absurdo, si zp no es uniformemente asintéticamente estable en B,(xg), entonces existe
una sucesién de tiempos ¢, tendiendo a infinito (que puede elegirse tal que ¢, > n) y existe un
nimero real € > 0 que cumple: sup,ep (4,) 16(2, tn) — 2o > € >0

Por definicién de supremo, existe para cada n natural un punto x, € B,(xo) tal que

|\d(zn,tn) — zol| > €/2 > 0 para todo n natural

Por la estabilidad de xg, existe 6 > 0 (que puede elegirse menor que p), tal que ||z — xg|| < 6
implica ||¢(z,t) — xo|| < €/2 para todo ¢t > 0.
De lo anterior, y observando que ¢(zp,t,) = ¢(d(xp,t),t, —t) se deduce que

|p(zn,t) — xo]| > 6 para todo t € [0,t,] y para todo n natural

En particular se cumple la desigualdad anterior para todo t € [0, n] porque t,, > n.

Sea Tp; una subsucesién convergente a T € B,(xg) de la sucesién de puntos x,. Se tiene
17— 2ol < p.

Tomemos T' > 0 cualquiera real, y consideremos los naturales n; > 7. Se cumple T" € [0, n;],
y por lo tanto ||¢(zy,,T) — xol| > 0. Haciendo j tender a infinito, se obtiene |¢(7,T) — xol| > J
para todo T" > 0. Entonces ¢(Z,T) no tiende a zp cuando 7' — +o0. Pero ||T — x| < p, y lo
anterior contradice la eleccion de p debida a la estabilidad asintética de zg. m

Prueba del teorema de Massera:

No es restrictivo suponer que xg = 0 (pues de lo contrario se harfa el cambio de variables
y =x — xp). Tomemos p > 0 tal que ¢(z,t) converge uniformemente a xy cuando t — +o0o para
x € B,(0).

Construyamos una funcién de Liapunov del tipo:

v = [ gllote ) ds

definida en B,(0), eligiendo g : [0, 400) — [0, 400) de modo que:
1. g sea creciente estrictamente, y g(0) = 0.
2. g sea continua
3. J5 9(supgep,(0) [|¢(z, 8)||) ds sea convergente.

Esas tres condiciones aseguran lo siguiente:

a) La existencia y continuidad de V(x): en efecto g(||¢(x, s)||) es continua y estd mayorada para
todo # € B,(0) por una funcién de integral convergente. Entonces [;"° g(||¢(z,s)|) ds converge
uniformemente para z € B,(0). Luego V() es continua.

b) V(z) es definida positiva, pues V(0) = [,;F*° g(0) ds = 0 y si z # 0 entonces g(||¢(x, s)||) > 0
y V(z) > 0.



[ atotes e+ 9ds= 5 [ gt wlldu= gl
t=0/0 t

dtli=o

es continua y definida negativa.

Basta entonces construir una funcién g que cumpla 1. 2. y 3.

Sea h(s) = sup{||¢(x,s)|| : € B,(0)}. Debido a que 0 es uniformemente asintéticamente
estable, se cumple que lims_, 1o h(s) = 0. Entonces existe una sucesién ¢, — -+oo tal que
h(t) <1/msit € [tn,tnt1].

Elijamos ntimeros a;, con 0 < a; < 1/(2%(t;11 — t;))

Sea g : [0,+00) — [0,+00) una funcién creciente tal que g(0) = 0y 0 < g(t) < a; sit €
(1/(i+1),1/4).

Se tiene

1)

00 t1 t3
/ g(h(s))dsg/ g(h(t)) dt + g(l)dt+/ g(1/2) dt + ..
0 0 to

= [ g e+ Y g0/ tir 1) < [ gty ar+ Y12 = K
0 i=1 0 i=1

Lo anterior prueba el teorema. Se observa que goh es integrable porque es continua. En efecto
g es continua por construccioén, y h es continua porque

|h(t) — h(to)| < supjz|<plld(z,t) — @(x,t0)]| <€

La tltima desigualdad es cierta para todo x en el compacto B,(0) por la continuidad de ¢(x,t)
respecto de (z,t). m

3 Estabilidad de la parte lineal de los sistemas auténomos

Consideremos el sistema lineal £ = Az donde A es una matriz n X n y x es un vector de IR"™. 0
es un punto de equilibrio del sistema. Consideremos la funcién V : IR™ — IR definida mediante:

V() =Mz -x

donde - indica el producto interno usual en IR" y M es una matriz simétrica real. La funcién
V(z) es una forma cuadratica en IR", y es una funcién de Liapunov.
Estudiemos V : IR" — IR. Llamamos x(t) a la solucién que en t = 0 toma el valor z. Se tiene:

V(z) = % Maz(t) - 2(t) = Mi -z + Mz - Az = MAz -2+ A'Mz-o = (MA+ A'M)z -z
t=0

La matriz M A+ A*M es simétrica, y la funcién V(z) es también una forma cuadrética en R"™.



La manera de pasar de la matriz simétrica correspondiente a la forma cuadratica V(x), a la
matriz simétrica de la forma cuadratica V' (z) es:

M— MA+ A'M
donde A es la matriz de coeficientes del sistema lineal dado.

Lema 3.1 Si la matriz A tiene todos los wvalores propios con parte real negativa, entonces la
transformacion T que lleva una matriz simétrica M en otra simétrica N mediante:

T(M)=N=MA+ A'M
es una transformacion lineal biyectiva.

Prueba: 7T es una transformacién lineal de un espacio vectorial de dimensién finita en si
mismo (el espacio de las matrices reales simétricas n x n). Basta pues demostrar que el nicleo de
T es 0.

Sea M en el nicleo de T'. Eso es:

MA+ A'M =0

Se sabe que la solucién de la ecuacién diferencial © = Az con el dato inicial z(0) = 0 es
z(t) = eMzy. Ya se vio que como los valores propios de A tienen todos parte real negativa,
entonces 0 es asintGticamente estable en el futuro. (Capitulo I). Entonces z(t) —¢— 400 0.

Consideremos V(z) = Mz -z donde M estd en el nicleo de T. Entonces V(z) = (MA +
A'M)z - x = 0 para todo z. Es decir V(z) es una preintegral de la ecuacién, porque es constante
sobre las trayectorias.

Entonces V(zg) = V(x(t)) para todo ¢ y es igual al limite de V(x(t)) cuando t — +o0, que
es cero. Tenemos V(zg) = 0 para todo zg. Es decir, la forma cuadratica V(x) es idénticamente
nula. Esto es: la matriz simétrica M es nula. m

Teorema 3.2 Sea la ecuacion diferencial £ = Ax. Si todos los valores propios de A tienen parte
real negativa entonces:

a) Dada una forma cuadratica cualquiera W (x) = Nx - x existe una unica forma cuadrdtica
V(x) tal que V =W.

b) Si ademds W (x) es dada definida negativa, entonces V (x) resulta definida positiva.

Prueba:

a) Dada W(x) = Nz -z, con N matriz simétrica, sea M = T~1(N) la matriz preimagen de
N por la transformacién T' del lema anterior. La forma cuadrétrica V(z) = Mx -  verifica lo
deseado. La unicidad se debe a la inyectividad de la transformacién T'.

b) Supongamos que W (x) es definida negativa, y por absurdo existe algin z; # 0 tal que
V(z1) < 0. Tomemos z,, = (1/n)x;. Entonces tenemos V(zy,) = V((1/n)z1) = (1/n?)V (1),
porque V es una forma cuadratica. Como V (z) = W (x) es definida negativa, aplicando el teorema
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de Cetaev se deduce que 0 es inestable. Esto es absurdo por lo demostrado en el capitulo 1: como
todos los valores propios de A tienen parte real negativa, 0 es asintéticamente estable. m

Nota: El teorema anterior da un método para construir funciones de Liapunov (cuadraticas)
de sistemas lineales asintéticamente estables.

Consecuencias: Para el sistema lineal £ = Ax con todos los valores propios de A con parte
real negativa, se cumple:

1. Existe una tinica forma cuadratica V (z) tal que V (z) = —||z||? y resulta ser definida positiva.

2. Dada un forma cuadratica V' definida positiva, existe una tnica forma cuadratica U (que
resulta ser definida negativa) tal que U = V. (Basta aplicar el teorema anterior con W =
_V)

3. Dada un forma cuadratica W definida positiva, existen tnicas las formas cuadraticas U y V
tales que U =V y V = W, y resultan U definida positiva y V definida negativa.

APROXIMACION LINEAL

Los resultados anteriores que fueron probados sdlo para sistemas lineales, pueden aplicarse a
sistemas auténomos no lineales cuando la parte lineal tiene todos los valores propios con parte
real negativa.

Teorema 3.3 Sea & = X (z) con X de clase C'. Sea xo un punto de equilibrio, es decir X (zg) =
0.

Si la matriz jacobiana X'(xzg) tiene todos los valores propios con parte real negativa, entonces
existe una funcion de Liapunov V' para el punto de equilibrio xg, que es una forma cuadrdtica en
(z — xo) definida positiva y tal que V es definida negativa en un entorno de o . Por lo tanto x
es asintdticamente estable en el futuro.

Prueba:

No es restrictivo considerar que zg = 0 ya que mediante el cambio de variables y = x — x¢ no
se modifica la matriz jacobiana.

Llamando A a la matriz jacobiana de X en 0, se cumple: X (z) = Az + f(x) donde f(z) =
X(z) — Ax.

Por la regla de Barrow

1 1
X@ynmmzoz%a@@MUZAxwmmm

Luego:
1
flz)=X(x) — Az = / (X' (uz) — A)x du
0
1
1 (@)l S/O 1X" (uz) — X7(0) ||| du
Como X' es continua, porque X es de clase C!, dado € > 0 existe § > 0 tal que

X (uz) — X'(0)]| < e sillz]| <4, 0<u<1

11



Entonces:
[f(@)]| < ellz| silz| <o

Sea V(x) = Mx-z la tinica forma cuadrética definida positiva tal que (M A+A*M)x-c = —||z|?
Se cumple ‘
Vieg)=Mz -z+ Mz -z =MX(x) v+ Mz-X(z) =

= M(Ax + f(z)) -z + Mz - (Az + f(z)) = (MA+ A'M)z -2+ 2Mz - f(z) =
= —flef? (1 - 2225 0)

]2

Por otro lado sabemos que

(M- f()[ _ [M]]lz]}]]f ()]

[/ ]2

< |[[M]le si [z]| <6

Como € es arbitrario, podemos elegirlo de modo que 2||M||e < 1, y resulta:
V(z) < —|al*(1 - 2[|M|le) <0 si0< ||z| <d

Entonces V es definida negativa, y por el teorema 2 de Liapunov, el punto de equilibrio es
asintéticamente estable. m

Ejemplos:

1. Sea la ecuacién & = —sinz + 22/2, con = € IR. El punto de equilibrio 0 es asintéticamente
estable, ya que la parte lineal es & = —x.

2. El péndulo con rozamiento § = —w?sinw — aw, con a < 0, se lleva al sistema de primer

orden: 0§ =y, ¢ = —w?sinf — ay. El campo X es X(0,y) = (y,—w?sind — ay). El (0,0)
es un punto de equilibrio asintéticamente estable en el futuro, pues la matriz Jacobiana en

(0,0) es
N

con valores propios de parte real —a/2 negativa.

Nota: Un sistema lineal & = Az es asintéticamente estable si y solo si todos los valores
propios de A tienen parte real negativa. Pero en un sistema no lineal & = X(z) las partes
reales de los valores propios de X'(z() negativas es condicién suficiente pero no necesaria para la
estabilidad asintética en el futuro del punto de equilibrio xy. (Ver ejercicio 13).

Ejemplos:
1. Sea el sistema & = —y + 23, ¥ = z +y>. El punto de equilibrio (0,0) no es estable por el

teorema de Cetaev, usando V(z,y) = 22 + 32. Sin embargo la parte lineal del sistema es
& = —y, y=x que tiene al (0,0) como punto de equilibrio estable.
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2. Sea el sistema @ = 23, ¢ = —2. El punto de equilibrio (0,0) es estable, como se deduce
del teorema de Liapunov, usando la funcién V(z,y) = 2% + y* con V = 0. Sin embargo el
sistema lineal es £ = 0, ¢ = —z que tiene a (0,0) como punto de equilibrio inestable.

EJERCICIOS

1. Para la ecuacién diferencial # = ¢t — 22 (estudio cualitativo del capitulo I), jqué soluciones
son estables en el futuro?, ;qué soluciones son asintoticamente estables en el futuro?

2. Sea V(x) una funcién de Liapunov para i = X (z) en R". Probar que si V' es diferenciable
entonces V(z) = VV (z)- X (z) donde - indica el producto interno usual en R", y VV (z) es el
vector gradiente de V', esto es VV (z) = (0V/0x1,...,0V/0xy), para © = (x1,...,x,) € R™.

3. Sea la ecuacién del péndulo sin rozamiento:

d20
a2 = —w?sind

donde € es un dngulo y w? es una constante positiva.

(a) Probar que admite una preintegral

(b) demostrar que 6 = 0,9 = 0 es un punto de equilibrio estable pero no asintéticamente
estable en el futuro. (sug. probar que si las condiciones iniciales estan cercanas a (0, 0),
entonces las érbitas son periddicas, observando que la preintegral igual constante es la
ecuacién de una curva cerrada).

4. Sea & = X(z) con X(z9) = 0. Se sabe que existe una funcién de Liapunov V definida
positiva en un entorno de xg tal que V(¢(x,t)) es estrictamente decreciente con ¢, para todo
x # xo (y para todo ¢ tal que V(¢(z,t)) esté definida).

(a) (Es zq asint6ticamente estable en el futuro? (Sugerencia: reemplazar V por V (¢(z,1))—
V(z)

(b) Probar que (0,0) es asintéticamente estable en el futuro en & = —y — 3?23, § =12 —19°

(c) Probar que (0,0) es estable en el futuro pero no asintéticamente estable, en el sistema:
i = —y—y2®, §=ax—y* (Sugerencia: tomar una trayectoria y ver que mientras
estd en el semiplano y > 0 la distancia al origen decrece. Ver que todas las érbitas
son cerradas, observando que son simétricas respecto al eje de las z: si se tiene una
solucién, invirtiendo los tiempos y el signo de las y, se obtiene otra solucién).

5. Sea X : (—1,1) = R definida por X (z) = 2®sin?(1/x) si x # 0, X (0) = 0.
(a) Hallar los puntos de equilibrio y dibujar las 6rbitas. Verificar que 0 es estable pero no

asintéticamente, en el futuro.
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10.

11.

12.

(b) Probar que no existen funciones de Liapunov definidas positivas en un entorno de 0 con
V semidefinida o definida negativa. (El reciproco del teorema de Liapunov 1 es falso).

. Sea zp un punto de equilibrio asintéticamente estable de & = X (z).

(a) Probar que exsite un entorno V de xg tal que, si z € V entonces ¢(x,t) es estable en
el futuro.

(b) Ver que la afirmacién anterior no es cierta si se pide sélo que zg sea estable. (Buscar
un ejemplo en R, de la forma & = A\(x)x donde A(z) se anula en una sucesién z,, — 0.

Croquizar las érbitas de algin sistema dindmico en R? que tenga un tinico punto de equilibrio
o inestable en el futuro, pero que ¢(x,t) — xo para todo x € R?.

. Sea E : R" — R una preintegral de & = X (z), con X(x¢) =0, FE(z) > E(xo) para todo

x # x¢ en un entorno U de xg.

(a) Demostrar que z( es estable en el futuro y en el pasado.

(b) Demostrar que zp no es asintéticamente estable.

(c) Estudiar la estabilidad en el futuro y en el pasado de (0,0) en & = siny, ¢ = —a°

R

en

. Probar que los pozos no son estables Liapunov en el pasado, y que las fuentes no son estables

en el futuro. (sugerencia: teoremas de Massera y Cetaev).

Sabiendo que existe una funcién de Liapunov V con V definida negativa en un entorno del
punto de equilibrio x, demostrar que las afirmaciones siguientes son equivalentes:

(a) V(z) — V(z0) es definida positiva en algin entorno de zo.
(b) xg es estable en el futuro

(¢) xo es asintdticamente estable en el futuro.

(Sugerencia: b) implica a) por Cetaev).

Deducir que cuando V es definida positiva o negativa, el estudio del signo de V(z) — V (x0)
en un entorno de zg da la afirmacién precisa sobre la estabilidad del punto de equilibrio,
tanto en el futuro como en el pasado. (Es el caso de los sitemas mecénicos disipativos).

Demostrar que si existe una funcién de Liapunov V con V definida negativa en un entorno
del punto de euilibrio xg, entonces existe € > 0 tal que, para todo = € Bc(xp) con = # xo,
existe algin t € R en que ¢(z,t) no pertenece a B¢(xp). (La tnica érbita que permanece en
el entorno B.(zg) para todo t es la de xp).

Probar esta versién més general del teorema de Cetaev:

Si existe una funcién de Liapunov V para el punto de equilibrio z( tal que

{2 # x0; V(z) < V(wo)} C{x:V(z) <0}
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

y si existe x,, # g, con x, — xo tal que V(x,) < V(xg), entonces xg es inestable en el
futuro.

Probar que (0,0) es asintéticamente estable en & = —y — 23, § = z — 9, aunque la parte
real de los valores propios de X’(0,0) no son negativos. (X (z,y) = (—y — 23,2 — y%)).
Probar que el sistema @ = —y — y?23, ¢ = 2 — y° tiene (0,0) asintéticamente estable,

pero no existe ninguna funcién V de Liapunov cuadratica, definida positiva con V definida
negativa.

(a) Encontrar una matriz A en que la transformacién T definida en el espacio de matrices
simétricas por T (M) = M A + A'M no sea biyectiva.

(b) Demostrar que para tales matrices A el sistema @ = Ax admite una preintegral.

Sea A una matriz invertible real n X n, cuyos valores propios tienen parte real negativa.
Demostrar que existe un producto interno en R" tal que con respecto a él, la norma de la
matriz e es menor que 1. (Es decir, que existe A > 0 menor que 1, tal que |[eAz| < A|z||
para todo x € R").

(Sugerencia: elegir el producto interno usando la forma cuadratica Mz - x definida positiva,
que es funcién de Liapunov para el (0,0) en la ecuacién diferencial & = Ax).

Demostrar que (0,0) es asintéticamente estable en grande en & = f(x) —y, = f(y) + =,
siendo f : R — R una funcién continua, lipschitziana, impar y tal que f(z) < 0 para todo
x> 0.

Demostrar el siguiente teorema:

Si existe una funcién de Liapunov V : R™ +— R definida positiva en 0, tal que V(z) — +oo
cuando ||z| — oo, y tal que para todo x # 0, V(¢(z,t)) es estrictamente decreciente con ¢
(donde esté definida), entonces 0 es asintéticamente estable en grande en el futuro.

Probar que si 0 es el inico punto de equilibrio de & = X (), y existe una funcién de Liapunov
V definida positiva, tal que V(z) — +oo cuando ||z|| — oo, y tal que V es semidefinida
negativa que se anula solo en un cerrado ) de puntos aislados, entonces xg es asintéticamente
estable en grande en el futuro.

Demostrar que x( es asintéticamente estable en grande en el futuro si y solo si zg es un
pozo y toda Orbita es estable. (Sugerencia: los puntos del borde de la cuenca no pueden ser
estables).

(a) Dar un ejemplo & = X(x) en R?, en que (0,0) sea punto de equilibrio asintéticamente
estable en grande en el futuro, pero que la parte real de los valores propios de X'(x) +
X'(X)! no sean todos negativos para algin .

(b) Idem pero que la parte real de los valores propios de X’(x) no sean todos negativos
para algin x.
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22.

23.

24.

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.

Sea & = f(z) en R, con f: R~ R continua, f(xg) = 0. Probar que z( es asintéticamente
estable si y solo si V(z) = (z — x0)? es definida positiva con V definida negativa en un
entorno de xg.

(a) Demostrar que si zg es punto de equilibrio asintéticamente estable y K es compacto,
contenido en la cuenca de atraccién de xg, entonces xg es uniformemente asintéticmante
estable en K (sugerencia: usar lema).

(b) Demostrar que la funcién V(z) que se construye en la prueba del teorema de Massera,
puede extenderse a toda la cuenca de atraccién C. (Sugerencia: g(u) estd definida para
todo u > 0. Para todo z¢ € C la integral [~ g(||¢(x, s)||) ds converge uniformemente
en un compacto que contiene a ).

Demostrar que si xg es un punto asintéticamente estable en grande, entonces la funcion
V(x) construida en la prueba del teorema de Massera, se puede definir de modo que cumpla
V(z) —= oo cuando ||z|| — oo.

Si la cuenca C de atraccién de un pozo zg no es todo R, entonces investigar qué com-
portamiento tiene la funcién V(x) construida en la prueba del teorema de Massera, cuando
r, — T € 0C.

(Sugerencia: Dado K compacto en C, y dado T, existe N tal que para todon > N: z, no per-
tenece a Ky {¢(zy,,t) : 0 <t < T} no corta a K. entonces V(z,) = [5° g([|¢(zn, s)||) ds >
Tg(diam K) para todo n > N).

Demostrar los teoremas de Liapunov para homeomorfismos.
Demostrar el teorema de Massera para homeomorfismos.
Enunciar y demostrar una versién del teorema de Cetaev para homeomorfismos.

Si f: R" — R" es un difeomorfismo tal que f(0) = 0 y f/(0) tiene valores propios con
médulo menor que 1, probar que 0 es asintéticmante estable. (Sugerencia: Utilizando la
norma adaptada del ejercicio 16 , con la matriz A = log f'(0) escribir f(x) = Az + A(z) con
[A@@)|/]lz]] —2—0 0.)

Seai=y+ (1—-p*z, y=—x+ (1 - p?)y donde p? = 22 + 3.

(a) Verificar que la circunferencia unitaria S! es una érbita periédica.
(b) Probar que S! es orbitalmente estable.

(c) Probar que todas las érbitas son estables.

(Sugerencia: En polares p = p(1 —p?), ¢ = —1, entonces p(t) —;— 100 1 y todas las érbitas
se recorren con la misma velocidad angular).

Sea

donde p = (22 + y?)1/?
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(a) Verificar que la circunferencia unitaria es una érbita periddica, y que es orbitalmente
estable.

(b) Probar que S! no es estable y que las demds 6rbitas sf lo son. (Sugerencia: En polares
integrando queda p(t) —i—to0 1y (1) = po+t+1/([lpo =1 (1= (1 —=2¢([|po —1])'/?))
si pg # 1, pero p(t) = o+t si pg = 1)
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Cepftulo 3  ESTABILIDAD segin LIAPUNOV

1 DEFINICIONES

Sea =-x(xb; X: SLcRXR—3R"  en las hipdtesis del teorema
de Picard. Denotaremos con q.'J(-zo,to, t) a la solucién definida en su

intervalo maximal, que en +&=t_, toma el valor L .

DEFINICION 1
Uha solucidn perticular x{t), definida para todo ¢t > t, , se llama

ESTABLE EN EL PUTURC (segin LIAPUNOV), ei
dado £>0 , existe $> 0 tal que Wi = =D § =t~
¢5(y°'£-ort) ectd definida pera todo t = %, y cumple:
t Blgo,to, ) - = < £ VERt,
DFFINICION 2
soluecidn perticular x(t), definida para todo t = t, =e dice
ESTABLE ASINTOTICAMENTE EN EL FUTURQ, ei a) es ecstable en el futuro

y b) existe §> 0 tal que |y, - %l P =
b, o 18040t k) ~ >l =0
DEPINICION 3

Una esolucidn perticular x(t}, definida para todo t < E, ge dice
ESTABLE EN EL PASADO (segﬁn LIAPUNOV), ei

dedo £> 0, existe § > 0 tal gue o - 2t <€ § =
5{(’?0“ to, 4 eotd definide para todo t < %, ¥ cumple:
¢ lyo, to, £) - =lE) || <& vt <&,

En forma similar, para t < t, » @e define solucidn ASINTOTICA-
MZNTE ESTABLE EN EL PASADO.

EJEMPLO )
En el sistema: %, » %2 la drbita x, =0 Vi

12 = =Xy X = 0O
ez estable pegin Liapunov en el futurc y en el pasado, pero no lo
es asintdticamente. En efecto:

Lae drbitas verifican ':E‘ =,

2
2 (R4 w?) =0
2
o sea, le funcidn ZM)*+%)" ee constente. Entonces las érbitas estdn
co ntenidas en ecircunferencias slrededor del origen.

+ XXy = O

EJEMPLO z
. et
Sea S = (x,g) €R ’ “;'_' 4"'*3:<2}

x = (4- ?t)x +(P "J)J
156wy -t

La ecuacidn verifice lar hipdtesis del teorema de Picard.
El vector X(p) = ({-¢Y) =+ (P-9)1 G-y - ($-)=)

puede descomponerse en -9 (‘t,y) + (5= (J, - %)

El primer sumando es un vector radial (segin{p=(x,y)), y el segundo
sumando es ortogonal af=(x,y).

La componente radial tiene el mismo eentido que'ﬁ’;..-. {x,y), =i F< 1
y tiene sentido opuesto gt ¥ >1 , La componente ortogonsl aljp es
cero solo si P = {0,1) , que es el Unico punto de equilibrio.
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Ladrbita que pasa por P, ee una curva tengente en p, al vedtor

Xx(p). £i la norma deﬁB es 1, entonces el vector tangentd a la drbite
es ortogonal sl vector radial p-0. La érbita se mantiene contenida en
1a circunferencia de radio 1.

Si 1la norme deDp es mayor que 1, el vector tangente tiene una com-
penente radial que apunta hacia 0. La drbita, pare tiempos % 270,
tiene una distancia a O deereciente con t, pero siempre mayor que 1
Eporque 1la drbita por p no puede cortar & otra drbita distints en el
circunferencia de radio 1). ZIuego { (p, &> 7 +>o0 § estd acotado
dentro de L , y por el teorems del intervalo maximel, estd definide
pera todo t 2 O . andlogamente, cuendg HPH<1 .

Un croguig de lms Srbites es:

drbitas,

Todes lme frbitas tiendem a p, = (0,1) cuando t —>+oo . Sin
embergo, P, no es egptable (ni asintét. eestable) porqueen cualquier
entorno de p, , existen puntos P = (% 1§+) , com X, PO .

La semidrbita ﬂh,t) pera t = O , Be aleja mée que 4 de p, , snies
de acercabse nuevamente & p, - 2

1.2 Puntos de equilibrio
Un punto de equilibrio de la ecuacidn diferencial xe x(xt)

es una solucidn @Flwe,to, t) = % para tode t en el int. maximal.
(Como la solucidn e2 conetante, la derivada respecto de t es cero,
¥ por lo tanto %, verifica: k(u, 'E) =0 ¥4t en el int. maximal)

Lasc definiciones 1 y 2 me amplican en particular pera puntos
de equilibrio:
% es un punto de equilibrio estable en el futurc, ei ¢('!o,{7n,’t) = Wy
pare todo t = t, , ¥ 81 dado E >0 existe §>o0 tal que

gt DY -w)<$S ‘entonces (1o, o, t estd definida
para todgotzt,_y cumple: ¢ dor Vou )

I plgo,bo, £) - %o | « € VEZEo

eg un punto de equilibrio agintéticamente esteble en el futuro

si ee estable en el futuro y ademds existe >0 tal que
o - % i< § : '
Jo I = 95(30,{-9}4:) — %
=340
Nota:

Trabajaremos también con ecuaciones diferenciales autdénémas,
definidas en superficles de R> , o sobre variedades de (cap, 1).
En eetos casos también se generalizeqn las definiciones 1, 2 ¥ 3.
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2. ESTABILIDAD DE FUNTOS DE EQUILIBRIO EN SISTEMAS AUTONOMOS

2.1. FUNCIONES DE LIAPUNOV

Sem 2 =X(x) en las hipdtepis del teorema de Picard.
Como ek esistema es nutdnomo e verificm ? ,0, k- )
Usaremos la notecién gﬁ(m t) pare la tolucién gg(qg o, b) .

Sea >, un punto que verifica Xf‘(,)’-'a Entonces d{'o,{)= Xo ¥ Bu
intervalo maximal er¢ todo R. Luego, es un punto de eguilibrioc.

El punto de equilibrio *» es estable en el futuro Ea(gdn Liepunov,
&b dedo £ >0 existe §> 0 tal qud Mo-%l< s == P (70, £) estd
definide pars todo t =0 y ademds Idlyeb) -l <& W2°EL punto

es peintdt., estable en el futuro, si ademfs de lo anterior, existe

$ >0 tal que Ao, £) = %]l —2© n E—a+a0 .
BEFINICION
Sea ==X()en 1as hipétesie de Picard, y >0 ! x(xe)=0,
Una funeidn V: U— R definida en un entorno U del punto x, , se

1lema FUNCION DE LIAPUNOV para el punto de equilibrio x, o Bi es
¢ ontinua y edemdr .
LESH ) V(o) g (V) - VOV
3t temo e existe y es continua
para todo x en U,

DEFIRICION

Una funcidn H: U.»R es definida positiva prce gel punto * € U
2l H{x)=z=o ; H(x)>0 Vx#x en U. (Andlogamente pera mer definida negagi
va psre el punto x,). Es semidefinida positive, cuando () =0
y M zo & wx en U,

Observacién . V(B {

1~ %es V une funcidn de Limpunov. Entonces Vv (B, 7)) = JJE ’eprqu( 'U)
pare tode ¥ en el intervalo maximal de ls solucidn B, k)
En efecto: '

Por definiecidn: \}(tﬁ(-r,‘f)) = d%/ v (‘}5 (¢("cT) t ))
Como el sistema es m:ténomo, se cum-p1e° P (P(x Tht) = f(x, T+ ‘E)
de donde:

dau

v(;:i(,-r))- lv(yé(xnt)) < ul_, V($(x,42)) 'JI’

AL z=T t=0
d"“‘d‘ JUg,T""k V(¢(1'T))- J::Ls.r V(¢ (v,u)) R.E.D,
2 Sea 1la ecuacidn % = X(%} y la funcién V(x). Si V es una
funeidn deferenciakle, se puede calcular VY(x} sin necesidad de

conocer las soluciones 95(-:,{—) . Resulta:

.\'/'(m): <vv(-“_)’ x (%) > (ver ejercioio 2 ).
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2.2 TEOREMAS DE LIAPUNQV

TEQRENMA 1 de Liapunov
51 exiate una funcidn de Liapunov V :U R para el punto de
eyailibrio X, , definida positiva, con V semidéfinida negagiva,

~entonces % es estable en el futuro (segin Liapunov).

. (Nota: ei existe una funcidn de Liapunov V definida negagiva, con

V semidefinida positiva, vale la misma teels, pues basta considersr la
funcidn -v). '

Pruebn
- Dado £ >© (tomémoslo de modo due Bs(wca) < U, dominio de defini-

cién de la funcidn de "Limpunov V). Hay que hallar S >o tal gue fl;fo-x,,'ks
= ¢(3°'b) definida para todo t = o ¥ ¢(;to,t) < E:E(xo');dt-}.o

Sep m = min{V(x)aﬂ"‘---!gi:E} =0
Como V es continuam en x¢ y - como V(x, } = 0, entonces, existe $>o tal
que  Ily-wj <5 = (y) < m.

Fijo un y, que cumple la condicidn anterior, consideremos 1la
funcidn V{ﬁ(y., t)) , definidam para todo t en el intervalo maximal de

(;‘5(;0, t) + ¥y tel que ¢(yo, +) € U, Para esos t, se cumple:
2 Vb)) = V(#pt)) <o

Aef que ¥ ¢5 {(%)t)), es continua y decreciente (no es~trictae-
mente) pera todo t tal que ¢5(ga,f:) e v,

Consideremos la ecuscién diferencial, restringida al abierto U.
Sea b el extremo dereclho del intervelo maximal de definicidn de
Hgort) en U.  Cuando Pl t) € U, V(Plyo b} & V() < m .
Entonces ugﬁ(ya,-b) -%|| £ € . La eolucién estd acotada. dentro de
una bola de radio £ , dentro de U. Luego, estd definids para todo
t 20 . Aslbd . s+ .

Hemos probado que , YE>0 3§ tal que Hgo-wll<e =,
se tiene gdf;,,'t) definida pars todo t =0 Y Hdf,b) -2l €
Ego es la estabilidad en el futuro segn Liapunoy, del punto
de equilibrio x, .

TEOREMA 2 de LIAPUNOY

Si existe una funcidn de Liapunov V¥ JU~—=R para el punto de
equilibrio x, y definids poeitive, con V definida negakiva , entonces
x, es asintéticamente estable en =1 fupuro.

{Nota: 1o miemo vale si se ‘encuentra uhj funcidn de Liepunov
V¥, con V definida negativae y V definida positiva).

Prueba:

Por el teorema anterior, %, es estable en el future. Dado € >o(que
lo elegimos de modo que B.(x) € U), sea § >0 de la definicidn de
es:sabil dad en el futuro {definicidn 1). Demostraremos rie;uero que
v x,t 0 3 después que x, L) — 7,

(® ( '4:-)-3«,1_’ Y € B.(x) 3 ¥ después q A

Sea $7#% en  Bi(x)  : .

F(t) = V{$ (y,t)) es decreciente sstrictemente, porque F(H)= V(¢(31)) <o

F(t) es voeitiva. Entonces, {i,. F (&) etiste y es mayor o igual que O
t 30
Por sbsurdo, supongsmoe que Lan FiE)=ed > o,
Entonces P(t) > e{>o0 VYi20, £ 2+e0
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Por la continuided de V, exiete T< £ tal qe hre-%l<¥=0 V(«_)..ﬁo(.

Como F(t) = V(¢(y,t))‘;°¢ Y= 4, , entoneces
NP - =iz vezt _
Por lo tento ﬂy,’c) entd en la corona ¢ -2'*—'— “64\1'*"'“’“.& &3‘

- Sea -r = mdx de v (x)‘ﬁgra x en la corona compactz anterior,
Tenemos .
FlE) = V(g‘ﬁ(y,{:\\ & —-' vt =0
F = 'F(")'l"(t F(b) at < Fl@)-rbt —>-® taondo b day
k-]

Pero F(t)> 0 VEZO. Hemos llegado a un absurdo, y por tanto

hemos probado que ¥( ¢ (4,t) )} —=o .
oo

Ahora veamos que ¢(§,b) > %o Cov bdteo |
pado E&'>0 (€'<€) Sea m= minV(x) : g'llx-wllE £} >0

como V(g(y,& )) —>0 &> s existe T tal que wE=T
vid(y, b)) < ~»m .
De 1o snterior:  &(yt) estd fuera de la corona Vi =T .
como desdé el principio elegimos § de modo que ng/;,f:) e B (%)
ntoncest ) &
§ g - %ok < € vtz T
Hemos probade gue dade ¢! arbitrario eximte T, talque Y&E2T
ge cimnle - ! . 0 rea £} —» %0
Ig0 - % I € 3,0 3 %0
QED
EJEMPLOS

1 % . -x? . ' . 2
o es @sintdtivamente estsble en el futurc, pues vix) = x

verifica el teorems 2. _
2 r . gy -
* =% d=-d** Tomando V{x,¥} = —»="+y‘ ge
prueta que (0,0) es mintdticamente estable en el futuro.

S . . ‘e \.z X
3] En el ‘pdndylo cdn rogamiento: &gs-w\me ag (a o)
ik’i’\ &w‘-&\gy- I‘\ \-"\ \ \"".\ x\
ndo (

hS

. - 20N g, T

“#Qr: Ve, « ) = %\4' w ("“‘??9) ’ ee\demu'a_\atra'que N
ez peintéticamente estable en o), fu\'mro. A

PR S e T A
Tomando V ( x,¥y) = 'x"-rg" ge muestra gue (0,0} es apintédti-
cemente estable, munque para 1a parte 1ineal del siateme e

. J:-x

{(0,0) no ke es.

Observaciones
1-F1 reciproco del teorema 2 as cierto {Teorems de Massera, que £e demues -

tra mée sdelante). Sin embargo el reciproco del teppema 1 es falso (ver

ejercicico. 5 ). .
2- Dada la ecuacién *= x(x) . Considérese la nueva ecuecidn

72,_‘-);(-;:) ., 81 (o) es solucidén general de la primera, entonces
¢(n'-{:) , es solucién de 1s eegunda. Los punto & de equilibrio de una y
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otra ecuacidn son los mismos. Es sencill$ ver que Xa es un

punto de 8yilibirio estable hacia el futuro de la ecupcidn priemera,
ei ¥y solo si =, , e8 punto de egquilibrio estable hacia el pasado de
la sefunde ecuacidén {y viceversa). También es cierto paras la egtn-

bilidad asintética.
Si ¥ es una funcidn de Lispunov definida positiva_cerca de x,

+1lo ee también para la otra ecuafién. Pero a funcién V relativa
ela primera ecuacidén es didtinta a la que se obtiene usande 1a
seganda ecuncidn (verifiquese gye son opuestgs)

Con eepes conpideracionee, =e obtienen loe sig uimates corelarios

COROLARIOS

Si existe vna funcidn de Ligpunov ¥ para el punto de equilibrio
" o, definide positive, con V semidefinide positive, entonces x,
es eatable hacis el naessdo.
51 existe una funcidn de Liapunov V definida poeitiva, con V definida
poritiva, entonces % er asintdéticamente estable hacier el passdo.

3
DEFINICIONES
Se llema FUENTE, & un punto de eguilibrio asintdétivemente estable hacia
el peosado. Se llama POZQ, a un punto de eguilibrio asintdticamente estable
hacia el futuro.

« k
DEFINICION Sea le ecume idn x = X(x) ; X cempo en M {variedad de R .
o abieprto de Rk). Sea E: M —> R une funecidn continua no constante, tal

que :
E(’*—) ot d‘ E(?ﬁ("‘; :‘:)) ' existe y es cero pers todo x& M.

Une tal funcidn se llema PREINTEGPAL DE. LA ECUACION.
Obe., Une preintegrel E, (cuando exiete) cumple:

Es una funcidn de Liapunov con E®) = 0.

Loe puntoe de equilibrio establem en el futuroc se obtipnen para
los minimosrelativos de la funcidn E. Si alrededor de un punto de
equilibrio, la preinteg ral E no er constente, entonces el punto de

equilibrio no es ssintéticamente estable (ver ejercicio 8 ).

EjemploS?
l.1La energia en los eistemes mecdnicos conservativos &8 una preinteg ral.
2. Sea x - ;Gﬁ) » gque se puede egcribir comeo ‘i

tovdinaae ' 3 = F(x)
Se obtiene: ”
§g = 0% fJJd'* fJ‘”’““ =+ J f:f:(x)d:r. = ole
o

La funeidn E(x,y) = _a?'_ j $(a) I
z [

es una preintegral,

2. TEQRF. "
3 ORFMA DE CETAEV % = x() x(xs) = 0
DEFINICION % es inestable en el futubo {seg’n Liapunov), cuando

no es egtable en el futuroe (eegin Lispunov).

As{ como el teoreme 1 de Liapunov d» una condicidn sufiviente (pero
no necesaria) para la estabilided en el futuro, el teorema de Cetmev
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ds une condicién suficiente {tgmpoco ee necesaria)} para la inestebilidad
en €1 futuro. '

Reorepn de Cetaev
x= X(%) X(x0)=©

3i exiete una funcidn de Liapunov V, con \/(’xo') =0 , 4 \4 defi-
- nida negativa, y tal que para alguna sucesién X, ;! *o que tiende

8 x,se cumple V(x,) £0 , entonces
x, no es esteble en el futuro segin Liapunov.

Pruebe
Sea £ tel que B (%0 [ U, dominio de definicidn de la

funcidn de Liapunov V.

Por ebgurdo, i % fuers estable, exietirfa 530 tel que lg-wl<s

= Plyt) € B(%) VE2O .

Como %, —»% . existe N tal qie 1 % —Yoll < s Ya>n
Luego: P(x, &) € Belx) | YA j¥E=o0 .
, Fijemoe n > N: siendo V definida negativa y *nyd%e , ge tiene
V(Qs('t..,t)) <O . Tuego '-V(¢( x,, 1t}) es decreciente con t estrictamente
y en t=0 vale V{x ) £ 0 . luego, para + =T se tiene

Vig(r, ) < -& <0

1 1
Como V ea continua, existe E<E tal que Hx-nll <€ =o lv("),d‘ﬁ

Luego (&2 ) %] = e’ vt = T, '
Tengnmos que  P(% t) estd en lm coronas '{,}'3 £= ‘t{”‘?“é 8}
Siendo V¥ definida negativa, elcanza un mdximo negail vo -r en

esa corong, y por lo tanto \?(95(?.,,{:)) < - <o ye=T

V(d(x ) = Vﬂ"n‘b + §\}(¢(w.,'t)) dt < Vq-x,,{) - N> - (t-4)

Esto es sbsurde, porqué V estd acotada en 1l bola cerrrda de centro

x, y radio & , donde ee mantiene la semitreyectoria D=, ) -
...... QED

2.4 TEQREMA DE MASSERA

El reciproco del teorems -de Lispunov , esegura _que la existen-
cia de funciones de Liapunov definida positivas con V definide negati-
va es equivalente s la estebilided eeintdtica en el futuro.

Teoreme de Massera Ses una eguscién % = >{x) en les hip. del
teore mo de Picard. S5i x, e5 un punto de equilibrioc meintdticamente
estable en el future, entonces exinte ung funcidn de Limpunev V defi-
nide positiva con ¥ definida negativa, en un entorno de x_ .

Pera la prueba necesitaremos amlgunae definiciones y un lema

previo:
DEFINICION >
Un punto de equilibriov¥es uniformemente aeintdticamente estable {en el

futuro), ei es asintéticam. estable, y ademds existe £ >0 talque
P(x,t) converge uniformemente a x ., cuando t — 4@ , para todo
x en  Be(xo) .
(Eso ea: ¥E»O , JT tal que  {IP(x,b)-xo I} <€ VST \d::éE}(z;,)).

-~

LEMA

- S1 % es8 punto de equilibrio ss. estable en un sistema autdnomo
* = X (%) , entonces es uniformemente srintéticamente estable.

Pruebe
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' te0) |
. Sen §70 tpl que Mx-vl&S = P(xt) > (t —34e0)

Por abeurdo, £i no es unif. asintét. estable‘ entonces:

existe slgin & =0 » ¥ para
todo netural n , existe algin punto %, € BS(%) ¥y un tiempo £, >n
tales que “4’(1“' ) - o I =&

Por le estabilidad de % , existe S <5 tal que llg-*o“<§'
=i (5, £) -%V €€ V£>0 gntomces  lIP(x,,t) - %ol >&' vara todo t € [on].

Sen {zn‘} uns. subsucesidn convergenpe de -’_x.,} » QuUe converge
e un punto X °. Resulte 2 -]l £ &
Tomemos T cualgquiers. Para todo "_]' > T , Be cumple
”¢(’Cnﬂ ,f) - % | = at Para todo t £ [o! ”J‘J
En particular para t=T: llt;ls('”u-,'r)" %l = 8!
Haciendo 4 —>ico H¢(-z'1-).. 21| = &' gy
Entonces B(FE,T) 74 %, con T40 ; IR-%I£$ Eato contradice 1a
gonetruccidn de S . QED
egre ¢ Massera

Ne ee restrictivo suponer que x, = 0 (Pues de lo contrario, =e haris
el cembio de varimble y = x ~ x, ). Tomemos ©>0 de la definicidn de
punto asintdt. uniform. estable.

Congtruyamos una runcién de Liapunov del tipo:

V(2 = f g (U (%, »l I3

definida en By (0]. eligiendo g 1[0, +%) = [0,+a3), de modo que:
1) g sea creciente estrictamente, g(0)=0.
2) g sea continua

3) :
ﬁ ( 4;25?(0)" F(%1) f) ds sea convergenge. _.

Eeas tree condicionee aseguran:

a) La existencia y continuidad de V(x), pues gfﬂ'd("ﬂ)”) es continua y
estd mayorade, para tode x € B (o) por una funcidn de integral cons
vergente. Entonces converge uniformemente

L5 (1401 42 8

para todo x & B}.- )] . Luego ¥{x) es continua.
b) V(x) es definida poeitiva, pues V(0) =f§(0) ds =0 ;s ¥ 8l
x £ 0 , entonces 9(#?5(?,4)#) >0 o 0 V) >O
¢) V(x) = d/o‘é'b-oﬁ(uf“xvt*ﬂ)") do = &I . g(ifx, )l ) au = —g(lxl)
-

es continua y efinida negativa.

Baste entonces construir la funcidn gque cumpla 1,2y3.

See W(s} = sup {19 (x,8)ll : x€Bg(0) ¥

Debide & que O s &sbint. unif. estable, =e cumple;

¥€>0 J T>0tal que I ¢ (x,t)U CE ¥ )T ¥xé Bf(o); luego:

0 < h(a) L€ Ys>1T : 1im K(8) = O cuando s -»49D
44l

Entonces, existe una sucesién ¥ 40 con h{t) < A " ¥t e[th ,t“,‘ Y.
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' 4
Elijamos nimeros a,. DEay £ .f_ .
T o, -t
Sea 9 : [o4e5) = Lo +62) una funcidn continua creciente tal que

‘g“’)= o ¥ o< g(“:) < Bi % 6(;.:‘.4_-4 , f—] .

- . == &

Se tiene: { 3("\.{4))44 éf ‘g(&{é))df:-i—ftzgﬁ)‘;&+fz¢j(fi)db+...
o € &

2 =)

= t‘ -
{ 3.(&{&))-:{& +‘£ ?(:1-) (€., -5 é/cé(fm)u—q- Z i =k

=/
10 cual prueba el teorema. Q@.e-D.
Nota: &
&) dE
'£ ﬂ( ) exiete, porque §° f  es la composicidn de
dos furiciones continuas. En efecto, para ver que h(t) es continue

(-G £ e o Nty - piw, EH| < € 4 (E-b[<E’

La {ltime desigualdad es vélida para todo == en el compacto %,(03 ”
debido & la continuided de @ (x,£) respecto a t.

3. FUNCIONES DE LIAPUNOV_PARA_SISTEMAS 1, INEALES_CON COEF. CONSTANTES.

Congideremor el sirtema linedl %x=Ax donde A es una matriz nxn

y x¢& R" .
0 es un punto de egquilibrio del sistema.
Consideremos la funcidn Vi R"-5 R definida mediante:

V() = < M x>
donde M es una matriz simétrica real. Ia funeién V(x) es una funcidn
de Liapunov, forma cuadrdtica en R" . '
Betudiemos V, ¥ R"—R .

i) = gl <), x> = Lndy e i> =
' (m::,x? + {mx px> = LYAx, x> + <abmx,x> =
L (MA+h MIx,x>> o

La matris mm\tn o simétrica, y le funcidn G(x) es también una

forma cusdrdtica. ) .
1La manera de pasar de la matriz simétrica correspondiente a la

forma cuadrdtica V(x) , a la matriz gimétrica de la forma cugdrdtica
vi(x) , es: L
|} —— HA +A M
donde A es la matriz de coeficientes del sistema lineal.

LEMA tadeg fos

81 la matriz A tiene'valores proples con parte real negative,
entonces la transformacién T gqque 1leva uns metriz simétrica M en otra
gimétrica N, medisnte ¢

) o) =N=MA+AbN

es una transformacidn lineal Piyectiva.
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" Pruebs :
T es una transformacién lineal de un espacio de dimeneidn finita en
s{ miemo. Besta demostrar que Ker T = 0.

Sea M en Ker T. Eso es: e
MA+A"H=20

- A
Se mabe que la solucién de la ecuacién x=Ax ee x{(t) = e X

Sea -/ un nimero negativo, mayor que la parte real de todos lo®
valores propios de A. Entoneae:b
Ixl £ke’ k=0
+hi00

Resulta que O es aeintéticamente estable.
Congideremos V(x) = (M x , x>  donde NEKer T.

Se tiene: V (x) =L (m+A¥M) x, x> = 0.
Luego, V es una preintegral {conetante sobre las trayectorias).

Tomemoa x £ 0 : ¥ (qS (x,0) ) = Vix) = ¥ ( gé (x,%t)}) para
todo %+, luego ee lgual a

li;E v ( ¢ (x,t)) = ¥(0) =~ 0 . La forma cualrdtica Vix)
: SN )

ragulta per id “enticamente nula, ¥ por 1o tanto la matriz K es Q. QED

PEQRENA _ :
Sea le ecuacidn == Ax , Si la parte real de los valores propios
de A son todoe negativos, entonces
a) Dada una forma cuadrdtica cualquiera W(xl = <N’x,x> 7 existe
une dnica forma cusdrdtica V{(x) tal que V(x)=W(x).
b) 5i W(x) es definida negativa, entonces v(x) queda definida positiva.

Prueba W
a) Dade W(x) = 4x,x> , con N matriz simétrica, sea M =T (R}
donde T ee lg transformecidn lineal biyeciiva del lema anterior,.
La forma cuasdrdtica V(x)= {Wx,x> verifica lo deseado.
1a unicidad me debe a la inyectivided de la transformacidn T.

b} SupongamoB gue W{x)} ee def. negativa, y por abpurdo, que

exiete algin x4 # 0 tal que v(x,)<0 . Tomemos X, =% X4
V(xn )=V (4 x4 ) = -,-",-)“" Y(>, ) < 0, porque V es una forma cundrdtica
tomo V{x) = W(x) es def. negativa, por el iteorema de Cetasev, lo anterior
implica que 0 no es estable . Absurdo QED.

Nota: E1 teorema anterior da un método para construir funciones de
Liapunov {cuadrdticas) de sistemes tineales con 0 asintdticemente es-
table.,
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OBSERVACIONES
2= Ax ; con la parte real de loe val. prop. de A negatiw
1) Existe una dnica forma cuadrdtica V{(x) tal que V(x) =-] xﬂz . (V(x) eB
definida positiva}.
2) Existe unp tnica forma cuadrdtica U(x) (que resdltiard definida negatiw)
. tal que UG = V(=) donde V({x) es una forma cuasdrdtica dedm, defi-
nida positivae. (Basta aplicar el teorema a -V(x))}.
3} Exiesten , dada une forma cuadrdtica W(x) definida positiva,

las formas cuadrdticam  U(x) y  Vix) teles que
ﬁ'(x) = ¥ (x) ¥ ¥V (x) = ¥ {x) y CON
U def. positiva 3 V def. negat. H W def., positive.

3.2 APROXIMACION LINEAL

Losresultados anteriores; que valen adlo pars sietemas line;ales, pueden
aplicaree n sistemes autdnomes, cuando la perte lineal tiene todos lo=
valores proplee con parte real negatival

_AOREMA .
Sen x = X(x) ; X(0)=0 , % de clare Ccl.
S5i 1a matriz jecobiana x'(o) tiene todoe los valores propios

con parte real negativa, entonces 0 es asintdtic. estable.

Prueba
X(x) = Ax + f(x)} donde n:' = x'(0) y Plx) = Xx(x) - Ax.

4
Se tiene X¥fx) - X(0) = J 4 (X (ux)) du = ]""(M‘x)-x dee =g»
. it

| A o . A ° 4
'-F("Q':- X6)- Ax = IX'[ux)x du — JA-x;elu = j(x‘(»-lx)-x’(o))xclu

4 o
L] Q'LHX'(ux) -x0)f flxl  au . Como X’ es continua
uee X es de clese C'), entonces VYE>O 35 tald g

IX'(a=y- X € € s xS g ofmbd

L4

4
Asf Jf(x)) £ J € fxll du = &=l ;4 Ixlic s

Sea V(x) = {Mx,x> donde V es la dnica forma cuadrédtica
definida positiva, con matriz M tel que E . 2
{(MA+A M)x, 2> o -fx|

Entonces
VY= (M, x> ¢ (axy R > = LMXEH x>+ M, %()> =
= (Mex-r ;F(x))’ x>+ {Mx, Axt £GO> = |
~L@ar Ay ey <>+ 2w, SO o -l (4o 2o, 5005
. Wl =
| 500> £ IIMII:x::tHf(-x)H < IMIE s ug<s
w

T
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Como & eg arbitrario podemos elegiriko zmi € < 1
yresulte: oo lx® ( 4. 2HIE). £ O

Luego, V(%) es definida negagiva, y por el teorema

Ade Liapunov, 0 es esintéi. estable en el futuro. Q. Ed.
EJEMPLOS .
1) s 2

AN TV B A% il

- 2 x€Rk 0 eg asintdt. estable.
2) En el péndulo con rozamiento o = - Wi - =) (a. > o)
8= k] -
'i j:gw‘ma -ay ><(9,;').= (3:'“““‘9 43)
§ o i
X(OIO) =0 X(O‘,O) :( - ) -— A
. \w* -a

2 2
Losvalores propios de A son las rafces de A4 "—'~>‘-|"-‘U s que
tienen parte real - /O . Entonces {0,0) es asintdt. estable
en el futuro.

NOTA: En un sistema lineal > =Ax , O es asint. estable en el futuro
g1 y solo 81 la parte real de los veloree propios de A son negefivas.
Pero en un skstema no linesal = X(2) y la
condicién: perte real de los valores propios de x' (0) negatives

es suficiente pero no necesaris para la estabilidad asintdtica de O

en el futuro (ejercicio 43 ).

EJ EMPLOS
. 3

b {t =4 -1-115 (0,0) no es estable por el teorems de
Jd ==+ d ' Cetaev usando v(x,y) = -x,’—.,.?z

Pero 1a parte lineal del sistema ‘F._—-} _‘j::c. tiene a (0,0)
como punto de equilibrio estable.

2)'{72-.-. 233 . La parte lineal es *=0 J=-x ¥ sus

4rbitas son como en la figura: X

El (0,0) no es estable para la parte lineal, pero si lo ee para
el sistema dado, pues tomando V{x,y) = x"+24 resulta \'f&,g)za
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4. ESTAPIVIDAD ASINTOTICA EN GRANDE

pefinicion .
Sem e un punto de equilibrio para 1s ecuacién 2= x(=) .

se dice que %, es asintéticamente estable en grande {en el future), =i
es ssintdticamente estable en el futuro y pdemfe pera todo = en el
deminio de definicidn de X , s=e cumple: gs(x’e) def. ¥t =0

;ﬁ('x({:) —» Xo
2400

TEOREMA DF LIAPUNOV EN GRANDE % = X() eer"

N X(%a)=0 ‘

#u ©B esint&‘biﬂcamente estable en grande si existe una funcidn de Liapu~s

nov ¥V, ea todo R <\al-quet ~ - ’

V es definida positiva

vV es definida negativa

iim V(x) =+

By > 40

Prueba _
Por el teorema ? de Lispuncvy, % e agintdticamente estable {localmente).

Tomemos un punto ¥, cuslquiera, y se€a (L) = V(é(y,,t)) (:r.;é X0
Como V es def. Negat. entonces f(t) es negagiva, ¥ f{t) es decreck

ciente. Entonces ¥(t) £ £(o) = V(Jo) para todo tydonde estd definida.
Sen K = {x s VO & V(ja)} Tenemos, por lo anterior, que
o
: 9{3(30'{-.) € K : para todo t7donde est# definida.

El conjunto X es cerrado perque ¥ es continua,y acotado porque

g, V() =t n
=>4 ., Entonces K es un compacto de R . La solucidn

_§15(5!o,l:),- tzo estd contenida en ese compacto, ¥ entonces, por la ppopiedad
del intervalo maximal, estd definide para todo t =0 .

1a funcidén £{t) estd definida para todo ¥ > O ., ¥y €8 decreciente
stric: temente . Entonces existe 1im £(%) . 1a prueba de gue este
limite es cero, y de alli que P 3*‘_"';_) o , son igueles a las
del teorema 2 de Ljspunov. il

EJE MPLO
Sem el sistemat { = _ _ v - x>
i J-™=

d

Consideremos la funcién V(x,y) = wryy? definida positiva.

- -JWj

Resulta V(x,y)} =-2 ('lq +3$*MH) es definida negativa en un entorno
de (0,0), pero en todo el eepacic vixgy<o el (x,y) # (0, nT0)

Probemos que (0,0) es asintéticemente estable en grande.

Prime\x‘o obsérvese que = - el teorema 2 de Liapunov, admite la Biguiente

versidn, un poco més que generals
3i existe una funcidn de Liapunov V definida poritiva en un entor-

no del punto de equilibrio %, ¥ 8i v *-H) es estrictamente decreciente
pars ‘todo x,tel que ¢(~x,b) permanece en el dominio de definicidn

£
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de V, entonces x, 88 asintdticemente estable en el futuro. (la
pruebg de eate teorema ems como la del tgorema 2 éde Liapunov, pero
el final, cusndo =e utiliza la funcidn V , hay que sustituirla por
V(d(x,t44)) « “V(F(=t})e ) (ver ejercicio 4 )

El teorema de Liepunov en g rende también admite una versidn

“como la enterior:
8i exiete una funcién de Liapunov ¥ definida poritiva. con

rele cidn al punto de egquilibrie x, , @efinida para todo R y ¥ tel
que, para todo x A %, la funeidn V(@(=, £} es estrictemente
decreciente con t, y.leifuncidén V(x) tiende a +oo  cuando

llxil 2+ , entonces x, es amrintéticamente estable en grande (en el
future). (yep ejercicio 1B ).

En el ejemplo planteado, veamos que V(¢(ﬁ97), f:)) es eetrictamente
decreciente con t,paba cualquier (S(,J)f (0,0) . En efecto, para los puna¢

' tos (x,)) tales que A nt  la funcién \'/(ar;g) es L O , ¥y
entonces V(& tles estrictamente decreciente., Para-el punto (('.‘J,n;y: Pin#(G9)
eeg t >0 tal qie {p’(Pm{;)i o(ltlét} ne corta a ningin '.Pa-

La funcién Vﬂﬂ(r,,,{: )), tiene derivada nuda en t=0, pero deriveda
estrictamente negativa para 0 < |E] &4 4+ . Entonces:

V(Ga ) < Vi) < VBGartY)  Vi: oclblLE
Entonces 1a funcidn V($(p.,£)) es estrictemente decreciente
con t , en.todos los puntos de R” que no son (D0) .

Como ¥ (%) es definida positiva y V("")u:?._m s
endonces (OfO) es asintéticamente estable en grande en el futuro.

4.2 Cuence de atraccidn de un pozo
Definicidn Sea 7o un pozo ( un punto de equilibrio msintdti-

camte esteble en &1 futurc (localmente)). Se llama cuenca de
atraccidn de 7» &1 conjunto de loe puntos ?. talea que
‘ﬁ(q ) entd definifda para todo t 20 ¥y ¢5(,?, £) —»po
, +t -3 +00

Proposicidn
La cuenca de atraccidén de un pozo es un conjunto abierto.

Prueba
" Sea £70 tsl que Yx¢€ B (%) = b(x, k) 2 %o com t>too

5i Yo estd en C, cuenca de atraccidn de % , entonces
existe T tal que Pl t) € B (o) Y ERT

En particular ¢($T)e. By (xo) « Como é(J.T) e8 vantinua
respscto a , ¢ existe un enterno v de y,, tal que

JEUVU wo b (37) € B (%)

. - = ALtrm 9{( 4) =
Luego:%wf?:;‘q?(q‘ (3,7),1&) = *ﬂv;w_,;f.(a‘;”f) s 9 ) =
Ast YEU pn gé-c; « Se ha probmdo que todo punto de ¢, estd
contenide en uh entornc contenido en C. Luego C es abierto QED.

-
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Observaciones

51 o es un punto as. estable en grande, su cuenca de
atraceidn es todo el espacic M {donde esté definide la ecuacidn
diferenciel, o el sistema din "mico).

51 % es un pozo, ¥y =i el punto ¥y, ectd en le frontera de la
cuenca C de atraccidn de x , entonces Yo g£C .5 Jo no
es estable en ¢l futuro(segin Liapunov).

Si % es un punto asintdticamente estable en el futuro (locelmente)
¥y todo purito del espacio Hhes estable en el futuro {(segin Liapunov),
entonces % es agintdticamente esteble en grande ,

{ver ejercicio z20 ).

4.3 Conjetura de AJZERMAN y criterio de estabilidad en g rande de
HARTMAN -

Una condicidn suficiente para la estabilided asintdtica en grande,
qu e preescinde de las funcioner de Limpunov, y snalize la parte lineal
e 1s ecuaciédn diferencial, estd dada en el aieg uiente teorema
debido e Hartman:
TEOREMA . n "

. Sea en R 1la ecuacidn * = X () con X: ® —=»R de clase
c’, ¥y tal que X({0)=0.

Sea J{x) = X’(x) la matris jacobiana de la funeién X, calculeda
en &l punto x t

Si log valores propios de TGO+ T {como es una mabriz

real simétrieca, todos sus valores propioe son reales), son
todos negafiivos, entonces (@) esz gsintdticamente estable en grande.

FPrueba:
“Probaremos las giguientes afirmaciones: |
1) 81 x€R” =xgfo , entonces I\Cf(ﬁ*‘)ué para todo t£ {0, t‘:)
ii) 8t xeg® » entoncee  cp(~, {:) — O .
3o

Obsarvemoa que 1) ==11):

1} = Bl < Bl s t€(0R), pare cualquier x. Significa que
1s distancia de 4&563 0 es decreciente con 't estrictamente parme
todo x . En el pardgraefo 4.1 se cbeervd que esta condicidn es
euficiente para le estabilidad en grande del punto ©  {pues

f i es definida poeitiva, estrictamente decreciente sobre les
trayectoriae, y cumple: Liwm Ixll =40,
1xh 4oo

Demoetremos 1}%
Ser K unse bole cerrada de centro 0, y eean 31, Jz doe puntos
cualquiers de K.

24 = 146, &) - FuOV = LEGu,O-F0,0) ) Host0; (30 >
\< x(’)ﬂ— x(l?z,), Ji'21> + <34= 3 "'(3‘5) = x(34)>

X)X = x) (ga- 3 Mg = TGDGr3) + 2007
FOY = LGN+ TGN -0y T-0D> 2 LA(P3), =T
315 |

<N



Como X es tina funcidn de clase ¢’ ge tiense:

AGs 20 Sy = © con Ho,-al=>0

Por lo anterior, y porgue K es compecto, existe S>o tal gque

0éllgy-ull €8y v W1 €K =P lla(m.am/m < M4

donde - A es un nfiero <O , mayor que todos los valores propios

de ‘as matrices J‘(a).g'f(ﬁcuando 4 eztd en el compecto K.

Sustituyendo en }(O) , Be ohtiene:
|
5(0)4 47(3’4)*31’34) (34 3) a1 ~o > ¥ “?‘ 3:“ 2 Eﬂ%]l
< “34'?:."?' ("‘)“4- 2 “&l{uaf'glu) = '*2[—.{‘ "34'?2.“ L O

Como f{t) es continua con %, exite b : ta2l que:

() co VR o lti<h
. L{:L'l: ;o
> | fo, 0 - @D < V- Th 20 P iyl < 5

D-40 ahora z € Rh , cualguiera, elijamos una bola K centrada en 0O,

que contenga a z. Tomemoe puntoB %y, %, .-.c- - ¥ €N el segmenfio
Oz  takes que -4—0 %2t -+,."‘<cli-’-""31¢

Entonces:
Wz t) | £ 'Z yq&(x RO ERZEROT

Por lo demosztrado recién:

P(x,, B - $ (= 0N < b - | | pera o4t <k,
Wby 6) = ¢ (3, ) & Hxy - %) para 04 &< Ey

B (% 4q, ) - (o, N & Mxegn =% para O<E LT,
Mz M < =) para oLt Bt &

Iuego ge ha probgﬁo 1), como gqueriemos.
ged

316



Obaervaciones:

1. 51 A+ At tiene vsloree propios negapipvs, entonces A tiene
valores propios con perte real negativa, pues:
el sistema lineel = = Ax s aplieando el
teorema anterior, tiene a 0 como punto de equilibr io aseintdticamente
estable en grande. Te sabe admde, del cepituleo 1, que un sisteme
lineal Z=AX , tiene & 0 como punto amintdt. estable en el futuro
gi y 2olo si la perte real de los valoree propios de A son negativas.

2. Si la parte regl de loe valores propios de A, ee negativa, entonces
no ese puede afirmar nada sobre el signo de loe valores pr opios de :&+A?
. En efecto: A [..4 3
= O -4

tiene valor propio tdnico -1 <O .
4 -2 3 -5
= tiene valorsesg propios 4 .
At A [ 3 -2 P

3. S1 1a parte real de los valores propics de A es negsfiva, entonces
el O er arintdt. estmble., en el futuro (localmente} pare cumlquier
sistema x = X(®%) con jacobisno X'(O) = A , (ver 3.2)g X(o)= ©

: - 0 meintdt. ewtable en grande?

La conjeturs de AJZERMAN, que enunciamos a continuacidn, es atn un problenr
abierto {no se conoce demortracién de ellam, pero tampoco un contrejem-
plo que pruebe que es false):

Conjetura : En ujn sistema + = X( (con X que %tiene derivadas de
todos loe 4rdenem), x{0)=0 gea J(x) = X' (x) la metriz
jacobiana de X en el punto x. 3Sabiendo due lo parte real de todos
los valores propios de J(x), para tode x , e8 negativa,
entonces 0 es asintdticamente esteble en grande {en el futuro).

Hay une prueba, agrngando la siguiente hipdtesis:
se trabaja en R
existen constantes § 3 ¥ tales que Ixll v =+ WxXCON =9
{Teorema de Olech—  On the global stebility of en autonomous syetem on
the plane- C. Olech Contributione to differential equetions vol. 1 HNo.3).
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£. BESTABILIDAD EN STSTEMAS DINAMICOS DE PARAMETRO_ENTERO

Lo visto en pardgrafos anteriores, fue presentado én un contexto
gue lo refiere 2 goluciones de ecuaciones diferenciales gutdénomas.
Pero puede presentarse también en forme mée abstractay refiriéndoee
a un siwtema din‘mico de parédmetro real en un espacio topolégico de
Bausdorff, o en una variedad diferenciahle.

pars-eyetenas dindmicos de perdmetro entero; tembién pueden
goeneralizarse la mayoria de lo® teoremas enunviador entes (aunfue
la generalizacién puede no ser ten directa):
5.1 Funclones de Liapunov
Sea f: M—> M un homeomorfismo en un espaclo topoldgico de Hauedorff.
Consideraremos el sistems dindmico en M , por itergdos de f. {cap. 2}

x, es un punt o fijo o de equilibrio sl $() = X
DEFINICION El punto fijo % s estable en el futuro {segoun Liepunov)
ai dedo un entorno U cuelquiers de % o, oxiete un entorno V  de

% tale gue veV =t $"(Hev ¥nzo.
DEFINICION El punto fijo 7% es agintdticamente eatable en el futuro

(aegin TLispunov}, ®i
a) es estable en el futuro "
b) existe un entorno E de x , tal we €V > §(x?‘_-:?(;:a .

DEFINICION 51 % es un punto periddico de periodo N ; se
dsce que es estable (o ssintét. entable) en el futuro, ai lo es respecto

al homeomorfismo f” .

En un eepacio métrico M, puede darse una definicidén de estebilidad

de drbitas cualquiera, que comprende las definiclones anteriores parg

puntos fijos o periddicosi

DEFINICION

La trayectoria de un punto X { o el mismo punto ﬁj ge dice

que es estable en el mentido de Limpunov, e€n el futuro, =i dado £ >0

existe §>0O tal que daxe) < & = 4 (5%, 5'x) < € yn =0
En forme simider e define estabill ded asintética.

DEFINICION Sije
Una funcién de Liapunov para el punto x, , &8 una funcidn continua
ViU —> R definida en un entorno ( del punto 3 -

Ee definida positiva cerce de x, &l es VY=o V() >o L k)
Andlogamente se define: semidefinida peeitiva ¢ negative.

\'4
Deda ung funcién de Liapunov para un punto X, , se construye
otra funcidn de Liapunov, heciendo: o1
o) V(50 - VO gz € UDNE(V)

Los teorema 1 ¥ 5 de Liapunov, en este contexto, se expresan pel:

~
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TEOREMA___DE_LIAPUNOV (para homeomorfismos)
e Haus JorfFF
Sep M un espaclo topoldgico localmente compacto ( o semnt todo punto
de M tiene algin entorno con adherencia compacta), por ejemplo R :

Sea f : M~—>M un homeomorfismo , ¥ % un punto fijjo.
Si existe una funcidn de “impunov V pere el punto fijo X, , definida
poeitiva, con LV pemidefinide negativa ( o definida megativa),

enfonces %, es estable en el futuro (asintdét. estable en el futuro, resgc-
tivamente).

Prueba
Habrd que reiterar las ideas de la prueba le teprema 1 y 2 de Lispunov,
sustituyendo ¢{%o,t) vor f(») ' Y v por OV .

(ejercicio 26 )

TEOREMA DE MASSERA  (para homeomorfismos).
Sem £: R —> R" un homeom. con f(0}=0.

5i & ee wintdticamente estable en el futuro , entonces existe
una funcidn de Limpunov V definida pde itiva cerca de 0, con AV definida
negativa.

© Pruebs

T wbién ce reiteran las ideae del teorema de Massera para flujos, con las
adaptaciones del casc {ver ejercicilo 2:,1).

5.2- FUNCIONES LINEALES Y TOGATITNO DE UNA MATRIZ

Sea f'una transformacidn lineal en r" , invertible con matriz A wnxn

Veremos en este geccidn que O es peintdticamente esteble #i y solo Fi
loe valores propions _deAtienen médule menor que 1.

FROPOSICION
S A ez una matriz nxn , invertible , entonces:
existe alguna matriz B nx n  tal que e =A , ylos
valores propios de B son A: , donde N; son los velores propios de A,
(Nota: aunque A sea real, quizds B es complejm}.
Prueba :
' -1 Q rTQF
Siendo P @ P> € , alcanza probar lo prapuesto cuando
A= J Torma candnica de jordan - -
T
J= 1 IL
7,
donde I, -\, (1, +Ng Ng nilpotente y I: identidad)
o= (3 4rl) A, es valor propio de J,(y de A) | A\ #¢@
QI
Alcanza hallar Q, tal que € ‘= T
LOS A es valor propio de Q; .
_ @ vt Nk
Sea R: = :;- Gy N (8; es nilpotente, luego R
es una sume finita de potencims de N ). (R = tombibn  mipotente)
. sl
Consideremos 1a matriz hn = =V Re 4o w R {

N: es nilpotente, luego 5;..,9.5 une euge finita . Sea entonces la
m triz -g'R"’ , que estd bien definida (cap. 1).
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£ ka4
121- — (Z—-Q+H“)1—
€7 = lim s T e Nkmt T WigL ¢
o 2, ¢
= ‘&Nlﬂ a.: - + ‘::N‘a N *a'” M‘: = o.o_’CL*a.W_b -\‘».c,‘l“Q-el\.b'.€
v =30 . <

Reordenando los términos, se obtiene-

dmde } -&m-.a,

h-—)m

Por separado consideremos un nimero real = , con {x]<7 ,
cuslquiera, y la serie 2’.( '9kff ke
- =

K= [ '
que converge pbeolutamente a L(”‘*)

k1 k
Entonces, su reducida cumple: Z (') —_—p "-(’”‘7-)
k= k £aico
de donde: £ k41
>0 K '
Kt K L{4+x)
e —_— @ = A+2X
{-Hao
l et1
Luego: L Z )
g 6—5409 ( N 3400 J:a (k—co = _'T
dbe — -&mq (b (a. +¢ X 4. ..-f-?.”z//
€00 =0
Los coeficientes buscados son
o —
a=4 at= 1 a*za®z . . _..=¢l.£:.—.0
Re

Por lo tanto, la matriz R‘: verificep! e = .I;_ -J-AL-
Tomemoe ahorag.(log A.) I + R «Cumple:

. bYAY o1 :

ﬁa"__ e_G‘ai HES Q.R - )“:Ic (I“:-ff\',:).—_

come gquerfiamee probar.

DEFINICION 'I.I.amaremoa Log A a una matriz B (compleja) tal que
®

e = A y los valores propios de B son Log;\,_:. donde )‘.c: son

los valores propios de A { A invertible)

TEOREMA "
Sea #: R —»R el homeomorfismo lineal de matriz A invertible.
Entonces 0 es agintdticemente estable en el futuro si y eolo ei
los valores propioe de A tienen médule menor gue 1.

Prueba . "
Tomemos B tal me € =A con los valores proplos de B

L03 A, donde )\;, gon loa val. propios de A,
Lo ecuacidn * = Bx con xe C" , tiene a O como punto de equilibrie
asintétivamente estable en el futuro (porque loe valoresepropios de B
_tienen perte real menor que cero). ok

Luego, la esolucidn general m e % — D
+t 4o
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(o
Como 5“(%)= e X , entonces 5(%) “_) .

Rec{procamente, si A tienme algin velor propio-. con médulo = 1,
conrideremos en <™V .am’ vector propio correspondiente, &£ €C”

Entonces, o bien %‘a parte reel, o bien la perte imagineria v~
de At , cumple en R . Al o . Buego O no esa psintét.
estoble . Lishd :;/:oo QED

L

PROPOSICION

51 los velores propios de une matriz A invertible, tienen todos
médulo menor gue 1, entoncem existe en R” un: producto interno

tal que ) “A """“ é K “"‘t“ (para cierta constante
I menor que 1). .

Prueba:

Tomando B = Log A , ¥ la ecuacién diferencial x = Bx , resulta

0 seintéticamente estable. Bxiste una forma cumdrdtica en r" , defini-

da positiva £ > . decreciente estrickam ente sobre las

érbitas de la ecuacidn.
Basta verificar gque eea forma cuadrdtica, em el producto

‘nterno buecado en 7 . (ver ejercicio Aé ).

OBSERVARION

Es vdlido también un teorems de linealizacidn:

Sea F: R +— un difeomorfiemo { homeomorfismo diferenciable con
inverea diferenciable) tal que FHO)=0O y £'(0) tieme vabdores

propioe con fiddulo menor que 1. Entomces O es aaint&ticamente estable.

(ver e;}ercicio 29 ).

6_ESTAPILIDAD DF OREITAS PERIODICAS

Cosideremos una érbita periddica 95(20 £) de pefdodo Ten R"_
6.1 ESTAPILIDAD ORBITAL

Una érbita periddica puede ser estable, péro nunca asintdticamente
estable, como se demuestra en el teorema siguiente/:

jorema
Una drbita periddica no puede ser asintéticamente estsble.
Prueba:

Sea ((uo,t) periddica de perfodo T. Si fuera amsintdticamente
astable en el futuro, existirfa S >o talqe pars tedo yGBS(wo)
se cumple 1804 ,6) - ¢k Dl ~—>0 L3400 .

Por la ceontinuided de ¢(rol)reapecto a t, existe -+ So T<T

tal que  {t]€E = ||@lxok) - %]l < S
Entonces, en particulat: . 56(10!'5) & 55(.,(0)
o seéa I $6(°Co!-£ +4) - qS(‘x.o’d) | >0 4400
pero, pars ta nT II gﬁ(m,z-s"n"l') _ ?5(”' W = if 4,(10"&) - 2|l 4:;,;

El miembro de la izquierda ep constante conr, -
Se tiene entonces: ¢('*~.T=)= %o 04"{;41-

lo cual contradice la definicidn de perfodo T.
Q'EIP.
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Nota
La idea de que otras Srbitas, cercenas a la drbita periddica
¢(hn5), sean tales que se acerquen, cuando t—=>+a>, a la drbita
periddica, es formalizada a travée de la giguiente definicidn:

DEFINICION _ agukebicam.
_ Una drbita periddica Q_é‘(%,l:) ge dice orbitalmente egtable en

€1 futuro, si -. - Tl

B)YE 3 §0 T M EB () 2 dt(Plyt), o(r))<E YE2O
b} existe ¢>0 talque St (P(g,t), p(w) >0 cuando £2+a> \ge E}{’v)
(donde o’("xo)_-_ _{cf('no,b) : ter } " es la érbita por :s).
b. ocbe
Nota: Puede cumplirse 1e e‘.tq." pc‘?"ﬁ?fsin cumplirse la . eatabilidad

(ejercicio 334 ).

6.2- BRANSFORMACION DE POINCARE

Sea x = X(x) , econ X un campo de clase ¢’ en M.
Cousideremos una érbita periddica (définida pars toda t, con periodo T).

(%o, £) -
La drbitas, en t=0 , es tangente al vector X{x,) # O -
S5ea H- el hiperplano ortogonal a )((-xo) por %y .

B= 1yt e X(0)>=0>
Consideremos la ecuscién F(xY2L 95(7‘;{'-)- Xo , x(%e) > = O

Se satisface para x= %, t=T « El teorema de la funcidn
implicita, asegura que, si 26454 lx=2 #£0O , entonces existe

t= £(x) definida en un entorno de ¢ s que toma valores
en un entorno de T s ¥ t2l gue

F) £G) = < B, 10D ~ %0, X ()> =0

Si F es de clase ¢ , entonces 1a funcién t{(x) también e= de
clase C? . :

2
En muestro caso Splxgxe = X(%), X0 = I x(x)*#£0
Entonces, para todo x suficientemente préximo a g s &xliste
t(‘n) tal que ¢(’x,{:(x)) c H y conr t(x) cercano a 7.
La transformacidn -~ —y f(x) es de clase ' . Entonces
la t ansformacién - ¢(x t(x)), tembikn es de clmse C ¢ , toma
valores en un entorno de %o ¢ E8 1o transformecidn que, a cada
punto x suficientemente cercano'a %% , le heace corresponder
el punto del hiperplano H, al que llega ﬂ%‘f)despuéa de dar una vuelta.

DEFINICION
Je llema trsnsformacidédn de Poincard asociada a la érbita periddice
¢C"’*?,t) + 8 la traneformacidn == —» ?5(*-, f("t))GH, definida

en un entorno [y de % y como se dijo antes.
Notm: La transformacidn de Poincard tiene a X, come punto fijo.
DEFINICION

La orbita periddica =e 1lama ATRACTOR HIPERPOLICO, si los
valores propios de  P'(%) (donde P indica la ttaneformacidn de
Poinceré asociada a 1a drbita periddica), tienen mddulo menor que 1.

Nota: Segln 1o observado al final de 5.2, cusndo se tiene un stractor
Rip€rvélico, su transformacidn de Poincerd puede itererse hacim adelante
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en un entorno de V,{o en el hiperplano H, y el punto *y es asintdti-
cemente estable en 81 futuro. Lo dicho es un coroldric de la siguiente
propoaicién:

PROPOSICION

51

(%0,t) es un atractor hiperbdlico, entonces existe un entorno U

de =, , ¥y una norme en H , ¥y un nimero <1 A>0 tales

Tomande U tal que

ge tiene

e 3

WPy ey & X W méel, ¥ EV
donde P o Lo Bawad, de Pomcarg

Prueba

Segin 1a d"ltima pr::rposicidn de 5.2, existe una norme en H y
un mimero XN <41 X>o tales que R (-x-'xo)h"c N e - ol

Sed  PLl) mng = Plae) (- %3) + B
donde \\%(__l"olﬁ — O cuando §j%- %40 (pomque P es de clase 7 ).
- Aol :
- Luego, para todo « en H:

Wed-olly £ N e -l + 100N,

¥x EU ¥ AGOW A=

—

ey, =2

' | - \ “érx\\u e ~ gl
IP() - ol & Bemoeoll, (v Tﬁ“‘-‘iﬁﬂ) < Ml

14‘,1

devide k;>‘+1;225
QED

ESTABIDIDAD DE 103 ATRACTORES HIPERBOLICOS

Los stractores hiperbdlicos tienen propiededes fuertes de estabilidad

en el futuro:

TEORENA

Los atrectores hiperbdlicos son estables y orbitalmehite ectablesa

en el futuro.

FPRUEBA
Veamos priimero 1m emtabilidad orbital:
Vamos » demostrar lae siguientés afirmaciones:

i)

ii)

Dado £70 exiete Sotal que, si > €H con fl>-1jl<5 ,» entoncer
dit ((£), 0w)) < E  VE2O !
Daldlo £>0 existe $>0tal que Il\J -l © = ¥
sk (F(8), R)LE Vipo 4 admi tiewde @ O b1
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>
i) Elijamos § “de modo que, 8i x€H y »i le-x,ﬂH( $ , entonces:

= e U/ donde U es el entorno de x en H, de la proposicién
anterior.

(D) - Blva)| = Jbe) =T| < -:(r_o
I¢xo - Pl llce  ve€ [0THI]

4.

L]
Dado un tal x<H, ¥y dado t =0 , sea T (%) el dltimo punto
del arco de drbita {95(16)! , que estd en H. 0 sea:
Lack

D) = (P, T) @ 0T LE(Px)

5e tiene:

[REPEEY Jpd N - %o, €6 = 1EPIx) - T) <%
=D oL 'aé.T-l-I = dut(Peb), o(uo))AQ[.,{((;S(Px T), b0 E)< E

ii) Como la funcidn ¢( '&( \) es continua, dedo el S conetruido antes,
existe §3>0 , tel que “3 '10“4.? =p | 95(3!{:(9)) '»:,,” <85

J dedo HD-TICT o Mgk - eI LE wte[o,w};]

Entonces, ee cumple g-jt(ﬁ‘;lt) U(’tn)) < £ vt 7A_-]

Por la parte i), existe, para cada &,=-2. , un § .

LLamemoa x= ?5(3.*‘“7]) €H » ¥ elijamos V;jm(x) € H
tel aue i -} < 8" fx-oll, < S
Entonces 17'"'(1)= 95(;,1;{3)) daot(;é(P" ), t) , s{xo}) <L vt=zo
Hemos probado que existe T, tal que dwt(ﬂy 1) a(xo)){i VasT
t 9] v v

Ego en

ok (P39, 50)) —> 0

qed
Veamor shora la estsbilidad en el fuburoc . La estabilidad orbital

ya democtrada, dice que hay acercamiento a la érbita, pero no dice

neda respecto 2 log tiempos en qug ee producen . Ahora hay que
probar que, para tode inetante t% el punto $Ly, t) dista menos de

del punto $P(xo,t) , pere el mismo %; (cuando b estd suficiente-
mente cercano de x, ).

Lo demostraremos también en doe partes:

i) Dade £ >o exinte S >0 talge si x& H y 8i HI-!.,” <5 ,
entonces ”q‘(xr{;) - (‘Ko, -(:)n L2E vEz o

if) Dado £>0 , existe ¢ >0 tla que “3"‘""“‘ P =t

18(4,8) - p(ra)] <36 VitzoO

.
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1'} Sea o/>> O un ndmero tal que [;gée( ﬂllﬁ(xe, t+s)-¢‘(xo,t)\[<.€ 9yte R.
{exirte por la continuidad de (x,,t) respecto a 8, ¥ por 1a

compacidad de 1la érbita periddica).

La funcidén t(x) , definida para todo x en un entorno de x, , @B

¢ ge clame C' , entonces [t(x) - ¥{x )| < K f\x-x,\{; pera cierta
constante X > 0,. para todo x donde estd definida t(x).

Sea AL 1 , el nimero cuya exiptencia fue msegurada en la tltima
proposicién de 6.2

DadoE> 0 , elijamos 3> 0, de modo que cumpla las miemap condiclones

pedidas en i}, ¥ ademds que S < of .
kf),"

£=O
Entonces, gl xEH, ¥y 81 i x-%ll,, < S 4 me tiene:

¢ (x,t) = ¢(P“x,t-t(x)-..._tcp""x)) = ¢ (P, ¥-nl .

L d(eot)- (0 ]l ¢ PxB- D] ]l P (x5 b (x, »t-n)]

-4 . o~

donde ¥ = t-nT+ 3 T-t(Fx) 04 T < t(Fx)g 147/10
J=e

For lo tento, €l primer sumando €8 menor gue £

et »
‘ifo T-t(P'x))

(igual que en i)
wed )

w-[ - -
Y = t-nT +5 donde |8 & 2. ‘t(PJxo}-t(P)x)l{:K >N nx_x,nH £ X
J=° ) j=o

Luego, el segundo eumando es menor que £ .

it') Con el mimero & »©O conotruido en i'), elijamos £ >0 que
cumpla les miemas condiciones pedidas en 1i), ¥ ademds trl que

hy - xli<® = |#x) -T1<

Pare tmles puntos ¥y, 8¢ cumple:

g tre) - 4 50l € If ¢ ¢ rrme-stn) - ¢ G, RRT)|
] B xpat-ta)) - ¢ (x, +t-1) ||

Llamsndo Xx =¢ (ro8(y)) e B Ux-xl, < S

El primer sumando ee menor gue £ porgue, Hx-x,n <S .
El segundo sumendo eg menor que € , pues t-t(y) = Y5 40 con |e}< el

QED

Nétese que la hipStesis de atractor hiperbdlico es edhcial para
demostrar que la guma de los corrimientog

Z (7= t(Fx))
\.. J-‘O
es convergente. (La hifdtesis de atractor hiperbdlico se emplea
a través de las exiretencia de una contraccién en el hiperplano

§ tranevereal a la drbita periddica, definida por la traneformacidn
de Poincaré).
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Capitulo 4 DINAMICA TOPOLOGICA

Consideraremos un sistema din‘mico ?f(ﬁb) de pardmetro real
o uno de pardmetro entero I (p) , en un espacio topoldgico de
Hausdorff(para fijar ideas un subconjuntoc de RM).

Eestudiaremos propiededes topoldgicas generalee de estos eistemas.
1. RECURRENCIA

DEFINICION
Un punto p se dice que es recurrente positivamente, o también

que es "eptable positivamente segin Poimson", 8i p€ w (p) . (donde
w (p) es el omega-limita de p).

Se dice que es recurrente negativamente, 8i pe€of(p) (alfa-

1imite de p).
Se dice que es recurrente i eB a la vez recurrente poeitivamen-

te y negativamente.

Notma: :
1) p recurrente positivamente, es decir gque existe tn*-’*“’ tal que
pl(py t,, ) > p . Ia Srbita por p pasa infinitas veces para tiempos
erbitrariamente grandes, tan cerca comc se desee de p.

Dado cualquier entorne U de p, el conjunto {teﬂ: Plp,t) EU}

no estd mootado superiormente.

positivamente
2) p es recurrentevesi y solo si dado U entorno arbitrario de p,

exigte t>1 tal que P@At) € U (ver ejercicic 4 ).

3) 8i p es recurrente Dpositivamente, entonces ¢(p,t) también lo esn
para todo t (ejercicio 4 )

PROPOSICION. - —

p es recurrente poeitivamente si y =olo ®i a_f(?f_) = wp) .
w w» Negativemente " " " * o(p) = «(pp .
Prueha

p es recurrente rh’f.gp PE wp)a= r(pyc wip) «= 0‘\’]’) =wi(p)

Corolario

p 68 recurrente bi y solo si OI((P) = wip) = o-:Z;) E

EJEMPLO- DINAMICA LINEAL EN EL TQRQ {FLUJO IRRACIONAL).

2 : .
Consideremos el toro T en R2 (superficie generada por ls circunferen
cia y=0 (x-a)*+ 2°=r® (0<r<a}; al girar alrededor del eje oz.)

Cada punto del toro T? puede identificarse con dor coordenadas
que son log arfigulos de la figura:

peT
p={{rcosta)cosy, (rcoaﬂ-c-a.)aen‘f, reend)
Sea (u,v)e lftz ¥y Bea
'n’;R'Z-—g.TQ deda por

4‘4



T R T2
x = (r.cos 2fv+a)oos 2T u ¥y=(r cos 2Ty + a) sen 27 u
ge r gen 2Mv. :
La funcién T: RZ-» 12 88 llama proyeccidén de R> mobre el toro.

A la rectanv = % » le corresponde la circunferencia contenida en el
panc z conetante. A la recta u =4,y le corresponde una circunferen-

cie meridiant:; r- - _I(u”,u' ) A= ahg -
1 1 r 4
RZ -(:;ﬁ, 162 . I.uu.i.d, '\fo) \_/’.ﬂ'/_) -
“,;"fé) P R

Tray,
Dado un punto RGTZ ¢l conjuntc preimagen 'n'"‘(h,) 88 un conjunto
de infinitos puntos, tales que G‘h"'o) G‘T‘_?:(I’ﬂ)}*(‘“;;”; - gggegog o
Corvo) €T (po) ) St n, 4m)

81 M me reatringe a un cuadrado abierto cualgquiera en R, de
lado 1 o menor, entonces queda inyectiva, y s un homeomorfismo sobre

su imagen (se dice que ee un homeomorfismo local).

) Se puede definir en R®1a relacién de equivelencia (o) Vo) ~ (asp, V1)
i)

. “9"”9=ﬂ

Ve~ vozm ¢ A cade clase de equivalencia [_-uo,'v,;] s+ corresponde un
unico punto del toro, ¥ reciprocamente.

Dar uha curva p=p(t) en el toro, equivale a dar une curva u=u(t),
v=v{t) en B2 , y tomar p(t) = ¢ (u($),v(t))

Dar una ecumacidn d@iferencial en el toro, equivale a dar una

ecuacidn 4 F) s X, v) ew RZ :
()¥) = X(«,v) » donde X sB°—s R, es periddica

de perfodo (1,1), ee decir: X{uen,vem) = X(u,v) ¥V n,m enteros.
Si{u(t), v(t)){verifica la ecuacidén diferencial (_41,-1}).-.- X{ut, v)

entonces (u(t)+n, v(t)em ) es otra curva de rZ s que tamblén verifica
la ecuacién diferencial, y que da, al egdicar JT, la misma curve en T% .,

e ttay,
V= Q.t*""ﬁ

{rectas

Sea 4= 1 La solucidn general en R° es;
za
todas paraelelams, de pendiente a) , (rectas a(u ”j‘"c) =V )

T,
Se llama flujo 1ineal en el toro a ¢(P°rt)= 7]’({;4-40;4& °?
flujo racional, si a es racional; y flujo irracionsl en caso wontrario.

TEOREMA

Todas las Srbitas del flujo racional del toro Bon periddicas.
Todas las drbitas del flujo irracional del toro s#on densas.

: b2 LR
[ ‘ -

Pruebsg M “ :
5i a= "/N €Q hey que provar, paras (4, ) cualquiers en R°

que existe T tal que T> g g+ = Ta, Vrm=aT +1 n,m tudens
Tomendo T=N resulta p= N" Mz M como se guerfa.
; 2



Si a es irracional: hay que probar que dado (/-‘o, vp) ¥y dado
un abierto {J arbitraric en T2 , existe TER tal que

T (w,+T, V3#aT) €Y

Ses (A_,“-‘!f,,) ¥y 020 tales que " E:;(‘“y"i) cy .

Basté halbar T iuim real ¥ m,n enteros tales gue

(«"‘-D+T+M'-_,"ﬂfo'+', aT+n) € BS (aey, V)
Ilft,ﬁrfm-ﬂ” wp +taT+n - < &

con u ,Y , S, u ,v, . dados.

-wr’R.z

Alcamza probar gque existen enteroe m y n tales que
l"va-!-d(u,,—ﬂp -m)+n-u | £38 ; [V - Faf g -my-am nf<$

(pues basta elegir T a Ay “HMg-m )

Ilamemos r = T’E,-'U:-I-tt(-u’ -#5) . supongemos por absurdo que
para tode n y m enteros: fr-—amenf =8
Entoncesa, todos loer elementos del conjunto
G myttm=-nNn €Rvnm entarosj— estdn fuera del intervalo
(‘!"-5 ,‘l’+$ ) -
G ee un subgrupo de reales (pues 9€q geq =+ -9 €] 843'&6).

8i hubiers almin g& G 0 L gL & , tomando k = ent (r/g)
rakg+u con 0Lucgeg s .+ Tendrfamos kgé& G
kg € {r-g ,r+3)
Lege:
LT Y el g€ G ¥y Bl g0 , entonces g23
51 g~ g estdn en G , entonces g-g' $S . Los puntos de G estdn
ajislados.El conjunto 3 €G ; 8)0} eg acotado inferiormente por §
Seefummg{ge@ ; 9>0 }>0 £>0 fegs Cpor gue 2)
Probemos que todo g€ ¢ o5 miltiplo entero de P:
dado g€ G ses k= ent{g/F) g= L 4+ u con OLucl

u=g-k£€G L=mn {u)(},‘uec}- 0£u<?f spu -=0.
En particular: '

Por definicién del grupo ¢ , & = a1 - O € ¢
Iuego, ask £ para algin enterc k.

Ademdm 1 = 14, (0) + 1 é G ' luego l=h e para algﬁn ‘entero h f 0.

ha = hkP = hik = k =~ a = k/h racional, contradiciendo la hipdtesis.
' Q. e.D
Nota: Segin el flujo irrec. en Tz. tedoe loe puntos gon recurrentes {ejerc.?2 )
2. CONJUNTOQ NO ERRANTE

DEFINICION Un punto p +«~ se llsma NO ERRANTE, i V ¥ entornc de
P ¥ para todo real T, existe t>T tal que U N & (Wt) * ¢

Observacidn Los puntoes recurrentes son no errantes, pero el

reciproco es falso, como se ve ' en fa,ufa“-o 3 : ! .
f
DEFINICION \ )

Se 1lama CONJUNTO NO BRRANTE, al conjunto de todos los puntos no
errantes .  ~ ~
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NOTACION - L2 indica el conjunto no errante,

Obs'ervacionel

1) p e2 no errante .42 dado T existe t £~T tgl que U N ¢(U;ﬂ 7‘95
Frueba '
Supongamos que existe s>T tal que Un@(u,s)##. Entonces Hy-s)n U=

9‘(&!0 ?5(:1,4) ; -4) # ’ﬁ » Sea t = —g. Entonces t£-T "y cumple Unﬁ(@f)fﬁ

El reciproce se pruebs en forma similar.

¥ -
)y LLOoF UP (donde P* es o1 conjunto de los puntos recurrentes
positivemente y P~ el de los rec. megativamente). (%uwm 3)

3) 2 es igvariante f-%uona.a 4)

4) J2 es cerrado (puem, si 9 no pertenece a f1 , existe un entorno
U de ¥ un real T, tal que (Un@ud=d Y4t> T. Tambiém cumplen
le mieme propiedad todoe los puntos de U. Luego U ¢ complem. de S2
Aef, el complem. de 2 ee abierto).

5) p€ w(9) oparaalginq => p es no errante. .
Prusba: Dado U entorno de p , existe ¢(§,q)e.u. Dado T
existe & , con k-t > T , talae ¢@rt—,‘)eu. ntonces:

Pl,tn) = B(B3,6), t-t) € B(G 6,-t) N U A
6)Si hay alguna semidrbita contenide en un compacto, entonces -Q;(Q(
(pues algin w-1imite u ofifmite es no vacio).

EJEMFLO 2 2 2
Consideremos la funcién P: K -» R* , dada por F(u,v)= serf 21 u + sers 2v
Se considera un numero & irrasciogal , y el flujo en el toro dado
per .

u = Flu,v) (no e un flujo lineal)

v = P{u,v) a

Ias érbitas en T estdn contenidas en lae rectas vev, = a(u-u, )
Aunque no es un flujo lineal, eus Srbitas eatdn contenidas (como conjun—
tos) en lae del flujo irracional del toro. Hay un punto fijo (0,0)
La velocidad con que se recorren las drbitas se aproxima a cero, cuando
1la dérbits se mreoa sl punto (0,0) en el toro.

Los puntos de 'J'l‘( g v)ER? v=au g A-L;vo} son recurrentes poeitiv.
Pero no negagivamente. Loe puntos de 'Tl’{v-:an;'ﬂdo} Bon recurrentee negativ.
rero no positiv. Los demds son recurrentes en ambos sentidos

Todo el toro es el conjunto no errante 2 (ejercicio 5 ).

3. CONJUNTOS MINIMALES

DEFINICION

Un conjunto M de un espacio topolégico, donde se tiene definido un
sistema dindmico, me dice MINIMAL, si es cerrado, invariante , no
vac{o, y no contiene subconjuntos propios (subc. prople es un subconjun-
to no vac{o y que no coincide con M),fque sean cerradgs @ invariantes.

Note: En buena parte de i}3a bibliografis se pide ademds que M sea
compacto. Nesotres distinghiremoe loe minimalee ds los
"minimales compactoa™.
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TEQOREMA '
81 M ee no vacfo, entonces -

M ea minimal ®8i y solo si para todo PENK, la drbita por p
es DENSA EN NX.

“y
(densa en M quiere decir que todos los puntos de nq':on de la érbita
por p ,4oppuntos de acumulacidn de la Srbita por p;-e8 decir, E’ZF) =N).

Prueba
51 M es minimal, entonces esm cerrade e invariente. Sea p &M ,

¥ invariante = o(p)C M . X cerrado = olplc M .

ol conjunto o{p) es no vacfo , cerrado e invadrante, contenido
en M minimal _, olp) =M .

Rec{procemente:
8i PEM , o{p) =M , entonces N es cerrado, invariante (y no
vacfo por hipétesis). Tomemos G# ¢ » cerrado e inveriante contenido
en M. Fara demostrar que X es minimal, hay que probar que G = M.
Sea g€G . @ invariante =4 o(g)cG i G cerradoa 0{q)C G .
GCM == q €M . Por hppétesie: ;@y= X . Luego Miolq) CGCC N wy> G=N.

EJEMPLOS
1.En el flujo irrecional en el toro, el toro es el dnico minimal.

En el ejemplo de la pdg. 4 (el flujo no lineal irrecional en el $oro
con un unico punto de equilibrio), el idnico minimal es el punto

de equilibrio (0,0); pues si contuviera otro punto p, deberis
contener a Eﬂ'ﬁ'): T2 , pero 72 no es minimal porque contiene un
invariente cerrade ne vaecfo propio (el punto de equilibrio (0,0) ).

3. BEn el ejemplo anterior coneideremos como espacio topoldgico
el toro“pinchadd® (es dscir el toro sin el punto (0,0)).
Todas las drbitas de ese eepacio, quedan ahora, densas . " El dni-
co minimal es todo ege especio (no compacto).

4. En un sietemas dindmico de RZ + cuyes dérbitae sean las de 1ga
figu ra, los Unicos minimales son los dos puntos de equilibrie
{cada uno ss un minimal, la unidn de ambos no lo ea).

e

5. Bn un sistema dindmico de R , cuyas drbitas sean las de la figurs
loe ¥nicoe minimales eon ¢l punto de equilibrio {(que es una
fuente), y la drbita periddica (que es atractora).

COROLARIQ @ '>

Dos minimales distintoes son disjuntos. {eale inmediptemente
de la definicidn de minimal, considerando le interseccidn de doe
minimeles distintos), '
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_FPROPOSICION _ :
8i M es compecto no vaefo, entonces: —

a) X es minimal 8i y solo ei para todo peM w(f’) =M , 8i y s0lo ai
pare todo pE€M d.Cr) =M

b) M es minimsl compacte =t todos los puntos de M son recurrentes
¥ por-ldéctanto no errantes.

- Prge_b_'a: a) E8 une consecuencia de que en conjuntos compactos _____
los w-~1 son no vac{os, cerrados invgrimntes contenideos en olp)
b) Ee consecuencia de a) y de que todo punto que esté en su w y

en su of.&wult , es recurrente por definicidén. (Ejercicioe G . ).

TEOREMA ” -
Todo compactoYinvariante no vecf{o contiene algin minimal.
Frueba

Sea = {1? < K; F compacto inveriante no vacio}

2 a" -
Si P, ‘DPZ‘......?‘I{'.J\.... en & entonces &F €F st Ve
(pues N P, es compacto , invariante, y no vacifo debido & la propie-
dad de intersecciones finitas en compactos)

El lema de Zorn: afirma gque sl toda "cadena ordenada™ tiene un ele-
mento minimal (un elemento "menor", con la relacidn de orden parcial en
el conjunte , que todor loe de la cadens), entoncee exiate en el conjunte
un elemente minimal (un elemento tal que no hay en todo el conjunto nin-
@in otro que sea menor que é1){puede haber varios elementos minimales).

En el conjunto SC + 88a la retacidén de orden parcial
I"‘1 menor gue F + cuando F, C P

2 - it o,
[Fhio o Ly dods oy s oot cepabclesciy ons

Tede cadena ordenada +« tiene. un elemento minimal
de la cadena (/} P; ), en el conjunto & . Por el lema de Zorn, existe
un elemento ': al que ningdn otro F €§ estd contenido en ¥ .

Por definicidn M es minimal (en sentido dinpémico).

CONSEGUENGIAS
En un esm cio compacto , el conjunte no errante L2 es ne vacio ¥ com-~
pacto. Se descdbone en minimales no vacfos, dirjuntos dos m dos .

Estoe minimales no tienen porqud cubrir todo £2., pero lae drbitas
que no cubren psessn infinitas vecer, arbitrarismente cerca de algin
minimal, para tlempoe arbitreriamente g andes y chicos (porque

g w(P)_ y <) - . contienen algin minimal).

Observagionf3

- "-Tﬁuaﬂdo'se e=td trahajando en un espacio compacto , lo=a
minimales eon compactoe, y por lo tanito todoe sus puntos son recurrentes.
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Pero el reciproco es falso: Puede haber puntos recurrentes (adn en
un eepacio compacto), que no estdn contenidos en ningln minimal:
Por ejemplo: ' : :

En el ejemplo de la pdg. 4 (flujo no ligeal en el toro,
con pendiente irracional, y un unico punto de equilibrio (0,0}).,
el dnico minimal es (0,0). El especio es compmeto, y hay drbitas
recurrentes que no son {0,0): todas las drbitas por puntoe gue no
eean los de W’{ (u,)ER? veaw } .

3. BEn particular, interesa caracterizar loe puntos de los minimales.
P € M minimel 4 olp) = M minimal.

En el caso de los minimasles compactos, los puntos cumplirdn una
condieién ein mde fuerte gque la recurrencia:

4 RECURRENCIA FUERTE Y MINIMALES COMPACTOS

DEFINICION
P €8 recurrente fusrtemente si , para todo entorno (/ de p existe
un nimero L > 0 tal que todo arco de trayectorie por p, con dura-

¢cién L, corta a (/ .
Eg decir: {F‘(ﬁt) ; T‘-‘..:téT-i-l—} cortaa U , VYVTER

Obeservacidni

p es recurrente , segin lo visto en 1, si
para todo entorne (J de p , el conjunto
ter . Sptiev
es no acotado inferiormente ni superiormente.

p ews8 fuertemente recurrente, si
para todo entorno U de p, el conjunto {‘66 R 95(}",196 Uj‘ es L-devso.

DEPINICION *
. C - Un conjunto de reales me dice que es L-denso
#i todo intervalo de longitud L , tdene algin elemento del conjunto .

Un conjunto de realee gue smes L-denso, es no acotado superior—.
mente ni inferiormente. Pero la condicidn de L-densidad exige mdemds
que los puntos del conjunto no estén muy separados.

la condicidn de recurrencia 8e expresa diciendo que lg drbitse
por p vuelve infinitas veces a estar arbitrariamente cerca de P

1a condicién de recurrencia fuerte, pide sdemds que no haya que
espérar méds que un tiempo L, entre un regreso y el préximo.

TEOREMA (Birkhoff)

Consideremos p tal que &(p) eetd contenida en un compacto.
Entonces:
o(p) es minimal (y compacto), i y =olo si p &8 recurrente fuertemente,

Prueba,
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FPfueba

See p recurrente fuertemente, con o(p) compacto. Probemos que
o(p’ es minimal.

olp) es cerrade, invariente y no vacfo. Sea ¢ Cof{p) , G cerrado
inveriante no vacio. Hay que probar que G=3(%) .

~ 51i p&. ¢, entonces (;(_-p-) < 6 C olp) =t~ G = 6-(_5) como &8 queria.

~* 81 péG. entonces existenu-: abiertos V y V' , disjuntos,
que contienen a p , y a8l conjunto compacto G reepectivamente.

Por la hipétesis de recurrencia fuerte de p, existe L>0, tal que
todo arco de trayectoria de p, con durgeidn L, corta a V. (1),

Tomemos q&€ & < o(p) . Como @ ee inwvariante, ¢(q,t) € GV’ Vte[o,lj
Por la continuided d e ¢(q.t) respecto a(q,t): existe un entorno
Udegq, tal que G (U,8) V' Vit elo,5] (2)

Como q & 07;) s+ ¥ U eB un entorno de q: exiete T tal que ¢(p,T)e 4]
Luego, por (2): P (p, T+t) & V' V +€(0,L]
Pero V y V'son diejuntos: ¢ {p)T+t) no corta a V Yte fo,n}
Lo anterior contradice (1).
Entonces, el camo peG es general, y 6 = O(p) ~ €n eee caE0, COmMO

ya se probd.

RECIFROCO:

Sabiendo que o{p) es compacto y minimal, probemos que p es
recurrente fuertemente.

Como o{p) es coompacto, entonces o{{p}) ¥y w(p) eon no vacios,
{cerrados ¢ invariantes )eontenidos en el minimal 5(p)

K (p)= w (p} = Tolp) . Luego p ses=rarecurrente.

Supengamos, por absurdo, que no es fuert. recurrente: Para todo L0,
hay un arco de trayectoria de Py con duracién L, que no corta & un entor—
no dade U de p.

Sea para eada n , t, tal que {¢(P,'l‘-) ;. bt s ELE4 "‘}
no corta a U, — _
Como o(p} e8t’a contenida en al compacto o(p): existe una
subsucesién PP tn;)  convergente a q .
Come @i{pyt, )f U’ mp g ¢ U

Sea T 0O .. ..+ Pp T+t )-995(5],7) por la continuidad de ¢
Pare todo hgque sea mayor qie T: ths & 'l:,,:}- +T & -b,,j, + vy
Luego: (p. T+ . U ¢ ¥ pasendo al lf{hite:
£, "3) £ #laT) du vTz o0
Entonces:
PETU } = w
Pero q & ;G;) por_construccidn, y o{p) es minimal.
BEntoncee w {g)= ofp) - =t p € w(q) contradiciends lo anterion
/ QED
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Un conjunto minimal, se dice no trivial, cuando no es un
punto fijo, ni una drbita periddica, ni todo el espmclo. Veremos mas
adelante, ejemploe de minimales compectos no triviales.

En resumen, se estsblecen las siguientes realciones :

CONJUNTO NO ERRANTE

.- v}
UKION DE TOPOS L0S of-Limites ¥y w-Limites.

Conjunto de puntos recurrentes positivemente o negativam.
conjunto de puntoe recurrentes (pos. yneg.)
Unidén de minimeles compactos

i
Conjunto de puntos fuertemente recurrentes con drbitas

contenidas en :.algin compacio.

(5i el espacioc es compscto, o Bi hay alguna semitrayectoria que
ge mantiene en un compacto, el Yltimo de emas categorias ee no vacio).

En el ejerecicic 7 se pide encontrer ejemplos gue muestren que
laa inclusiones anteriores son estrictas.

5 _MINIMALES COMPACTOS EN ESPACIOS METRICOS

Coneideremoe ahora un espacioc topoldgico, cuya topologia
proviene de una métrica d(distencin}.
La definieidén de recurrencia fuerte, puede traducirse en:
DEF. p es fuertemente recurrente si y solo ei dade T >0 , exirte
I >0 {que depende de p y de £ ), tel que todo arco de drbita de p,
con duracién L, pasa por BE {p).

Otra forma de enuncipr lo mismo es:
p es fuertemente recurrente si

dado £> 0 , el conjunto de reales {JtE&R dJ(PpE), P) <& }

es relativamente denso.

(Un conjunto de remlas se dice relativemente deneo, cuande es L-denso
para algin n’mero L>0). : ‘

El ndmero I en la definicidn de recurrencia fuerte, depende de
€ y del punto p. Todo arco de érbita de p, con duracidén L
dista menos que € de p.
DEFINICION
p es fuertemente uniformemente recurrente, si dado €20 , existe
I >0 {que depende de & , y de la érbita de p), tal pe todo arco
de Srbita de p, con duracidn I dista> menos que & , de cualquier
punto de la érbita por p. :
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En aparieéncia esta condicidn es nds axigenéé que la recurrencis

fuerte, pero en realidad no lo es:
_PROPOSICION o
Si oipi &8 compacto, entonces: :
p ea fueriemente recurrente ei y eolo ei lo es uniformamente.
Pruseba '
Se deja como ejercicio 41 ,
(sugerencia: p fuert. recurrente =4 q también para todo q€ o(p).

Cubrir o(p) compacto, con una centidad finita de bolas Bgy (q0)

eon q, ... q.° € O(p). Parga cada q; exiete L; tal que todo arco con
durac;6n Licorta a Be, (ac) - Sea I = mdx L . Mudstrese qie todo
‘arco con durecidn L dorta.a B.g (a) para todo qe& 0{p). )

Otro enunciado del teorema de Birkhoff; resulta:
5i o(p) ee compacto, entonces; olpj e8 minimal (¥ compacto), si
¥ solo si p ee unif. fyertem. recurrente.

Notgo:
En espacios métricos compi.e tos, se demuestra que :
P unif: fuertem recurrente :b-6T53 compacko. {ejercicio 412 ).
De all{ sale este otro enunciado del teoreme de Birkhoff:
Bn un espacio métrico complebo, o{p) es minimal compacto ei y
golo 8i p es unif. fuertemente recurrente.

(es decir: dado £€> 0 v existe L > 0 , tal me ol conjunto
.[t.- Sﬁfp.i)éBs(q)} es 1- denso ¥ q € o(p) ).

6. ORBITAS CUASI-PERIODICAS

DEFINICION
Un punto p se llama CUASI PERIODICO, si dado £ 0, existe >0

tel gque {"C'; M(¢(Ptt+t)l ¢(ﬁe))4g‘aféﬁ,;}

es un conjunto l-deneo en 1ls recta R,

3ea un siet. dindmico en un esps méirino

CRMENTARIO .

Se pide que para cada punto de la 4rbita por p haya'instantest
de regreso a menos 48 € - del punto de partide, que esos inetantes
forman un conjunto l-deneo (recurrencia fuerte), pero ademde:

que sean loe MISMOS inetantee "L que sirven para regresar
& menca de £ del punto de partide, cualquiera sea €ste en la drbita
por p. :

CONSEQUENCIA -
- "~ -’

kn un espacio métrico completo, o(p) caei periddica =
e, e T +~- 3(p) minimal compacte. (ver ejercicio 13)



EJEMFPLO

Definamos en el toro fz la sigiente dietancia:
Si py, ¥ p, son dos puntos de Tz s ¥ o80T RzLa-T? as la proyeccidn
definida en (1, -1
d (p » P, )% min -gll( w-w oy Y-V, )} pare ‘1%""4)&7@1’41 y
(u, v, ) € 7 (p)

"(Pu‘ede _v'erificarsa”que se cumple d (P, p.) 20 9% = 04p> p=fz
- d(E' T2) = d‘?z'f“ Y 3 ¥y la propiedad triangular).

Todas las Srbitas del flujo lineal irracional del toro son casi
periddicas.

En efecto: .
¢ Lo o winimal cowpads ewrateo 2doo o
@,atiom MW’}M ero FL K
) g d o & o e 2, L_'-J£50L9&5 . _
W(‘.owﬁeiw »(’(ig‘;.m ’Jj M-‘dﬁﬁ‘frb—e‘ (‘r’s@:&)aiﬁ(@ft)

WEER | Cnbinm fr cr. & (¢ UorttT), ge 1)) <€ vé-f%} 2
QED

COMENTARIO

En un espaciec métrico completo, si p es casi periddico, entonces
olp) es minimal compecto. Pero (hodas 1lms trayectorias de minimales
compectoe son casi periddices? La respuesta 88 no, ComMo Veremos mds
edelante en un ejemplo. '

* 4Cudndo un minimal compacto t lene trayectorias cmsi periddicas?

PROPOSi Cionm
PrineFo observemos que si el minimal compacto C tiene una trayectorie

crei periddice, entonces todas sus trayectorias son cael periddicars.
En efecto:

P£€C € minimal = m) - c q e :'J_(;) ‘g=‘> q capi peridd.peas;
p casi peridd
S He{T d($CpeD), Het) £EF L p e pendd = el devio
q € o(p) q=1in PPty
¢ (g,t+T) = lim ¢ {p, t+ T % tp ) YCeH.

aist( g (a,t+7T )y P (a,%)) = 1im diss @ (pyts T +t.) 3 (Ditet)
L€ NT e{t:d(;é (pe+T), () <E }
Entonces 57-': d(gﬂq,bi-t),#(q,&)) € & ‘S“ es rel. denmo .

TEOREMA
Enw espacio métrico '~ ., sea C un minimal compacto.

Entonces:
C es estable Limpunov s8i y solo ei las trayectorias por € son

casi-periddicas.

DEFINICION .
Un conjunto invariente C se dice gque es estable LIAPUNOV , sun el

futuro, ai dade £ 0 , existe §> 0 , talque
diet{x.g)u} = aist( ¢ (x,t), Sﬁ (y,t) ) £ € para todo t20

XY
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DEFINICION

Un conjunto © inveriante es estable Limpunov en el paesado, si dedo

¢ >0 4+ existe §>o0 tal que X,y
T A Y diatffiiztg' BNLE

Un conjunto invariante C se dice estable Liapunov, cuando es est.en
el fuburo y en el pasmdo, es decir, dado £> 0 , existe £> O tal

que
di:f:rx'é-) E’-sj = dist (;é (x,t), F5 (y,¥)) <€ VY teR

Prueba del teorema de estabilldad de minimales compactosn.

Sea C un minimel compacto estable lLiapunov. See p&£C. Probemos que
p es capi-periddico.

Dado £» 0 , existe $>0 tal que qQ&EC d(?‘i‘(p,t),?‘(q.t))ié
Como p@aC minimel compecto, entonces p es fuertem. recurrente:

{T. ;{L;;t(?’ gﬁ(ﬁt)) < 5 _]f e un conjunto relativamente denso.
S8i T pertenece a ese conjunto, enbonces:
J(#ﬁat) p)<$ }¢A(¢(p,t’+t) P(pE) 2 ¢ VtER
(pt) €
{t : d"’t(ﬂscf’!t"'b);‘#(ﬂt))é‘ S V{-'S'es rel. denso

de donde p es casi periédico.

Luego:

RECIPROCO

Sea C = oip} wjin minimel compacto con trayectorims casi-periddicas.
Frobemos que { &8s estable Liapunov.

Dedo £ >0, existe L tal que el conjunto
H= {tt’ J(ﬂﬁt"’b) ¢(r|b))4% Vk} es8 L-denso. {l)
Si q & C= o(p} » entonces q = lim sé(p. - Sea Teg H VEER:
AP lat +T), Flast ) ) = Lin a(B(pyte b e v Je dlry t+8) Vg E/3,,

Sea $>0 tal que g(qéq)d,s > d(?ﬁ(ﬂht) ?5(!:[,1:} Y T©/3
: q.eec : para todo se(o, 1] (3}

Tcmemoa'a'eﬁ'ﬁ) con diet{q,f) < &

H. ‘. L c:le,r\SQ M
Sea ten cualquiera, y escribamos t = T + € donge T& (0, E]

Por (2):dist (q,t), (g ,6)) < £/3
dist Y%(q -t)-ﬁ(q'zt)) &£ &£/3

Luegor = diet( $% (a,%), ﬁ(q y8) )L E Nt CR
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NoTh o
1o definido hasta ‘ahora para aistamas “dindmicos con param centinuo,
puede generslizaree pars 8ist. dindmicoe con parémetro entero.

(giccivo 48D

EJ EMPLO . p
En la cirfunferencia s , 8en f+ S —>» 8, dado por
f(z) =2z e s dondeg’ es un adgudo con o t>(/2_'1fl’ M irracional.

n(z) - ze|I.n<:»( Ze ?_

Como o(/zn' es irracional,
entonces oln +m2M s con n ym enteros, es denso en R. Luego
dados %651 e R g §> 4] , exigten n ¥y m enteros tales que

An smewe(P-9, ?4- é‘jm
ind sm27) < B a-UP

Ly

L
5 e(<")
£ (z2) = 2 e
Luego if (%)} es densa en §8° .
Para todo 2 & S , ;—(—;) = g" =t> 8%es minimal.

Veamos que todae lap érbitam son estables Liapunov:

Dado £>(Q, =sea S £ < % :

dist(z,2' Y& = 2z = ot 2! = au{' o 1Y \:{' >

dist (" (2), £" (') =[nq v § -no -4’ | = [P-¥|< 6<&

1
Todas las drbitas son estebles Liapunov, & es minimal =i tedas lms
érbitas son casiperiddicas.

Ahora veremoe un ejemplo de minimal A _ " con drbitas que
no son casiperiddican:
7. EJEMPLO DE MINIMAL . ...~ NO ESTABLE LIAPUNOV
Sea ¢ el toro '1'2' - Rz' Vs z* qr Rl—s 1 1a proyeceidn
Counsideremoe la matriz 12 b
Ax Y b | un vector de R .
o 1 ) 2 -
Coneideremos la transformacidn g: Rz—_; Rz '~ dada por

a{x,¥y) = A [;14- [:]- (x+2y+ L1 ’ y-u-bz).

Sea pET -Definamos F1 T*—» 2%  de 1a siguiente manera;:

f(p) = £ (Wix,y)) = 57 ( al(x,y))

12) rirhen? '

estd bien dafin}dd, porgye no depende del punto (x,y)
elegidc en la preimegen s (p)? , puesm:

ex' 4 Py
o ;-3' = :2:::2}* a{x,y) - a{x',y') = 4 [J']{F enteros,

= M (al(x,y)) = W {al(x',y"))
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. 7z 2
2 ) f1 T T eg invertible, pues:
-4 - C -1
A - [1 2] a :Rz-,- R2 definida por

o 1 b
- =11
2" (u,v) = 4 [:j_ b:]

. - - 2 2
Ba fdeil verificar que sfinduce une funeién £ ¢ T 7,
mediante la definicidn

00 = £ (T rry) ) %S 7 (5 x,3)).

También es fdeil verificar que £ e la inverss de f.

-4
3) f: Tz-—-j r? e8 continua, y su inversa f tambi’n €8 continua.
Entouces £ es un homeomorfiemo en el toro T2 .

Consideremos el sistema dindmico por iterados de f.

fh( 7)’(1.}'))=‘J’f(a" (x4¥) ) i b,
alx,y) = - A x}-l- t:] 'ag(x,z.y) = Az 74-1 [b;] + ["2. .
n - by » h-d i
a (x,y) = A"[: +AD '[;";]h...a [sz-u-[“' = A [;] + ‘2'—6 A3[bz‘]

donde 1 o J=
oy e

1} VEAMOS QUE 1° po gs ESTABLE LIAPUNOV

Sean p 5 peT” p =gfix,y) p' = g (x’',¥")
aist (£"(p) , £ (p') ) =il &M= 3) - a'(=%y") + (_‘ﬁsﬁ) =
. k4 entenss ¢

“(x -x! + 2n{y-y') , 7 - ) o+ (‘%,&‘) [

5i T fuerm estable Liapunov, existirfa o< 1/2 tal qe
rara todos p y p'en 12 con dist{p,P') < 5 , se cumple;

diet (" ()t "(p") ) & 42‘5 rara todo n entero,

En particular eligiendo x=x' e ¥~¥' irracional con OCy-y! < §<12
existen enteros m y h talks que YaZ2an(y-y*) + m 71/4
" {porque an+m es denso en R cuande a ee irracionel)

Entonces .se tiene: diet (£" (p) , £" (p') )
= Wix-x'42n(yoys ) 4m , oy (AT I

- -
Y-

dist (" (p) , t° (') = | (x-x"+2n(y~y" ) +msk s ¥Y-y' s+n)il
con k ¥y h enteros: :

2 ]2n(y—-y') +m ¥ kIh - eon %<2ﬂ(3-3") +m <
' ll 14 k entero



Si k ee entero k30 , resubta a4 (£ (p),f" (p'})> 1/4
3i k ee £ -1 , resulta a {f" (p), £" (p")) > 1/2

Entonces, p ¥ p son puntos de Tz que distan menoe gue s ’

¥y teles que para algin n entero
a(f" (p)y £ (p') ) > 14 > &
Luego, T° no es estable LIapunov.

- 1II) Veamos ahora que 2
TCDAS LAS ORBITAS SON DENSAS en T™ .

(Entouces T es minimal compacto, y por (I), sus érbitas no
pueden ser cami-periddicas).

Para que las drbitas sesn densas en Tf habrd gque elegir
un vector (by, b,) adecuado.

Primero buscaremos un vector ‘b,.,,b?) tal que con 41, la dorbita
por (0,0) sea densa en T . Luego demostraremoe que , con ese vector
elegido, todae laa otras érbitas también son densas en T .

L) . La érbite por el origen es .
n=4 4 L
A

" (0,00 = T (A" (3) « Z ("z)

n 1" 2m J7° s g {1 250 /o n(n-l)
donde A = (0 4) | :J__Zo_n -Jg o 1176
7 (0,0) = (nb" + n(n-l)lsz , R 1’2 } .

Buscaremon lﬁn‘nz =b de podo que f"(0,0) sea denso en Tz

£" (0,0} = 77 (nb, ub) . Dados (%,7) €R®
Dado™ '™ g> 0 , debe exietir n entero tal que
Il (&b -x +h, nb -y +kINLS

nteros

dist (77‘ (n*b,nt) , :n"(x,y)) - pip o

resulta: min 2 _ Q)Vz
aist ( £ " (0,0) , W(x,y) ) £piP -anb ~xvhl 4+ jovey 4+ K
EN RESUMEN: Hay que elegir un niréro réal b fijo para que:

Dados {x,y) " ST ¥y §2.0 cualgquiers, debenexistir ",' K 3‘
n enterostelXque i K
- ,nzb -Ki‘ﬂl( 5/2 ¥ : 'nb -y*_‘d 5/2 .

——

Ordenemos todes las parejas de recionales entre 0 y 1 :
(x, 43 ) (x, .’yz‘) (x ,3[3) sevee (x:3¥,)eees  con X, ¥ €90(0,1)
(se pueden ordenar porgue e=2 un conjunto numerable).

Elijemos el siguienke mimero b; dando 1las cifras de su desarrollo
decimal:
4015



b = 0,000... donde en el lugar 1 al 10 después de la coma hay un cero, en el lugar 11 estd
la primera cifra decimal de y; + 1. En los lugares 12 al 100 después de la coma hay ceros. En el
lugar 101 esta la primera cifra decimal de zy + 1. En los lugares 102 hasta 1000 hay ceros. En
los lugares 1001 y 1002 estan las dos primeras cifras de y; + 1, en los lugares 1003 hasta el 10%
incluidos hay ceros. En los lugares 10% + 1 y 10% + 2 estan las dos primeras cifras de z3 + 1, etc.

Veamos como seguir: se toma Ja sucesién siguiente:
hy=Lhy=3,... hjp1 =2k +1,...

Las cifras de & después de la coma de las que no se diga nada son ceros.

La cifra en el lugar 10% + 1 es la primera cifra decimal de y; + 1. La cifra en el lugar 10%%1 4+ 1
es la primera cifra decimal de £, 4 1.

Las dos cifras en los lugares 10*2 4 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales de
¥2 + 1. Las dos cifras en los lugares 102*2 4+ 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales
de z2+ 1.

Las tres cifras en los lugares del 10% 4 1 al 10" + 3 son las tres primeras cifras decimales de
¥3+ 1. Las tres cifras en los lugares del 1025 4 1 al 10?52 + 3 son las tres primeras cifras decimales
de z3+ 1.

En general: Las j cifras en los lugares del 10% 41 al 10%s 4 § son las j primeras cifras decimales
de y; + 1. Las j cifras en los lugares del 1024 4 1 al 102" + j son las j primeras cifras decimales
de z; + 1.

Dado (z,y) € [0, 1} x [0, 1] y dado & > 0, elijamos ¥ > 1 tal que 1/10V < §/8, y luego elijamos
(j,y;) con j > N tal que [z — z;| < /4 y también |y — y;| < 6/4.

Basta probar que existen n, h, k enteros tales que [n?b— z; + h| < §/4 y nb—y; + k{ < 4/4.

Sea n = 10%. Se cumple nb — y; = b10% — y; tiene parte decimal con todos ceros en las

primeras j — 1 cifras. A continuacién hay o bien un cero, o bien un uno:

2 2 é
dec (ﬂb—yj)< T[')? << Iﬁ“ﬁ < Z
Ademas n%b — z; = 10?%b — z; tiene ceros en las primeras j — 1 cifras, y a continuacién tiene

in Cero 0 un uno:

2 2<f
4

2 K
dec (n b“ﬁj)(‘m( TN

como se querja.
Elijamos (b, b) tal que {f™(0,0)},¢z sea densa en T2.

ii) Probemos que o(¢(e,0)) es densa en 7. El nimero « es real cualquiera.

(@, 0) = 1(ANa,0) + 3 A6, 8)) = 7

=0

a+nb
nb

4,16



' 2
Dado ¥ (x,y) cualquiera en el toro T , y dadoe o >0 ,
rabemos, por la parte i) que existe n tal que:

diet{ o (n*d,nb) , 7 (x-a, ¥)) < o .
Pero esg distancia es min -z |[( nb+8~x44,, nb-y+k)]] con k,h anteroa}

= @dist (Jr(nzb + 8 , nb) y M (x,y) ) = dist ( f'h(‘ﬂl-(a,())), x,y)).

Entonces, la drbita por cualquier punto de la forma 7r(a,0) es
tambidn denea en el toro.

iii) Pinalmente} probemos que la drbits por cualguier punto ’J’T/(x ,y,):ﬁ,

ea también densa en el toro.
avd -

Ty ) = T,y ) ¢ T A (b)) -

oo

= T7 (% +n?b+2ny, r ¥,+0b)

En la parte i) se probd que dec(nb) se pusde Iecer tan cercena
como se desee a cualquier ndmero y¢€ [9,1]

Entonces puede elegiree una sucesidn h.J tal que

Ju(»ob) -> 0
Los mimeros dec( nb + 2113 Yy ) € [0 1) Existe una
subsucesidén de {-n }J T
tal que -

dac('i:l? b+2nJ-y) — ae\'_OJ.]

Entunceg: '
f Jk(j‘l’"(x py } )} =>7a,0) = T7{a,0) & O(P‘,J

Luegos o m (2,0)) C O(P.) -
of o1 (a,0)) C 3(p,) < T2
En il) se probd que | 1a 6érbita por J7°(a,0) es densa en T , entonces

of 7 (a,0)) = 1%

Luego: of(p,) =% . La érbite por cualquier punto p,ET ee denea en el
toro, como se gqueria probar.

De alli que r%es minimal ¥y compscto. Como no es estable Liapunov
¢ entonces las 4drbitae no son caei periddicas.

NOTA

Bn el préximo capitulo ee dardn ejemplom de Bintemas-dindmicos

con minimales no trivimles,

4,17
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b = 0,000... donde en el lugar 1 al 10 después de la coma hay un cero, en el lugar 11 esta
la primera cifra decimal de y; + 1. En los lugares 12 al 100 después de la coma hay ceros. En el
lugar 101 estd la primera cifra decimal de z; + 1. En los lugares 102 hasta 1000 hay ceros. En
los lugares 1001 y 1002 estan las dos primeras cifras de yo + 1, en los lugares 1003 hasta el 10°
incluidos hay ceros. En los lugares 10° + 1 y 10% + 2 estén las dos primeras cifras de 3 + 1, etc.

Veamos como seguir: se toma la sucesién siguiente:
hy :1,h2:3,...,h]‘+1 :2hj+1,...

Las cifras de b después de la coma de las que no se diga nada son ceros.

La cifra en el lugar 10" + 1 es la primera cifra decimal de y; 4+ 1. La cifra en el lugar 102"t +1
es la primera cifra decimal de x1 + 1.

Las dos cifras en los lugares 10" + 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales de
yo + 1. Las dos cifras en los lugares 102" + 1 y el siguiente son las dos primeras cifras decimales
de zo + 1.

Las tres cifras en los lugares del 10" + 1 al 10" 4 3 son las tres primeras cifras decimales de
y3+ 1. Las tres cifras en los lugares del 10273 +1 al 102" 43 son las tres primeras cifras decimales
de xz3 + 1.

En general: Las j cifras en los lugares del 10" +1 al 10" + j son las j primeras cifras decimales
de y; + 1. Las j cifras en los lugares del 102" 4 1 al 10%% + j son las j primeras cifras decimales
de z; + 1.

Dado (x,y) € [0,1] x [0,1] y dado & > 0, elijamos N > 1 tal que 1/10¥ < §/8, y luego elijamos
(xj,y;j) con j > N tal que |z — x| < /4 y también |y — y;| < 0/4.

Basta probar que existen n, h, k enteros tales que [n?b —z; +h| < 6/4y nb—y; + k| < §/4.

Sea n = 10%. Se cumple nb — Y = b10" — y; tiene parte decimal con todos ceros en las

primeras j — 1 cifras. A continuacién hay o bien un cero, o bien un uno:

dec (nb—y;) < 107 < H)iN < g
Ademés n?b — ;= 102050 — x; tiene ceros en las primeras j — 1 cifras, y a continuacién tiene
un cero 0 un uno:
dec (n%b — z;) < —= < 2 < 0
100 " 10V "4
como se queria.
Elijamos (b, b) tal que {f"(0,0)},cz sea densa en T2.

ii) Probemos que o(¢(a,0)) es densa en T2. El nimero a es real cualquiera.

! a+ n?b
[ (w(a,0) = 7(A™(a,0) + > A'(bb)) =7 nb
i=0




TEORIA CUALITATIVA DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES
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CAPITULO IV
DINAMICA TOPOLOGICA

EJERCICIOS

1.

Probar que p es recurrente positivamente si y solo si para todo enotrno U de p, existe ¢t > 1
tal que ¢(p,t) € U (sugerencia: considerar entorno de p que no corte al arco {¢(p,t) : 1 <
t<T}).

Demostrar que el conjunto de los puntos recurrentes es invariante.
(a) Demostrar que si a es irracional el grupo
G = {an+m € IR : n,m enteros }
es denso en IR y que el conjunto
H = {an+m € IR : n,m enteros con n > N}

es denso en IR con N entero fijo.

(b) Probar que el flujo irracional en el toro T2 tiene todas las semiérbitas positivas y
negativas densas.

(¢) Probar que en el flujo irracional del toro todos los puntos son recurrentes.

. Demostrar que los puntos recurrentes negativamente o positivamente son no errantes.

Sea en IR? el sistema dindmico 1 del ejercicio 10 del capitulo intermedio entre el II y III,
parte b). Ver que tiene puntos no errantes que no son recurrentes.

. Probar que el conjunto no errante es invariante.

Probar que los alfa y omega-limites de todos los puntos estan contenidos en el no errante.

Buscar un ejemplo en que haya puntos no errantes que no estén en el alfa limite ni en el
omega limite de ningin punto.

. Sea & = F(u,v), © = F(u,v)a (u,v) € IR? con a irracional constante y F(u,v) =

sin2 27w + sin2 27v.

Esa ecuacién diferencial induce un sistema dindmico en el toro 72 a través de la proyeccién
7 : IR? — T? como se cio en la seccién 1 de este capitulo.

Sea Pt = {pg € T? : py es recurrente positivamente }

y sea P~ = {pg € T? : py es recurrente negativamente }
Verificar que hay puntos en PT que no estdn en P~ y viceversa.
Probar que PT N P~ es denso en el toro.

Probar que el conjunto no errante es todo el toro.



10.

11.

12.

Sea K un compacto no vacio. Demostrar que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
i) K es minimal

i) wp) =K, V/pe K

iii) a(p) = K, Vpe K

Probar que si K es minimal compacto, entonces todo punto de K es recurrente.

Encontrar un ejemplo en que haya un punto recurrente que no esté contenido en ningtin
minimal.

Dar ejemplos de:

a) punto no errante que no esté en ningun alfa ni omega limite.

b) punto que esté en un omega-limite pero que no sea recurrente ni positivamente ni nega-
tivamente.

c¢) Punto que sea recurrente positivamente pero no negativamente.

d) Punto recurrente que no esté contenido en ningin minimal (ver ejercicio anterior).

. Sea M un espacio topolégico con base numerable {V;} de abiertos (esto significa que todo

abierto del espacio se puede escribir como unién de algunos de los V;, y que la familia de los
Vi es numerable).

Sea f : M +— M un homeomorfismo.
Para cada V; se define V;* =V, — Up>of~"(Vi).

Demostrar que U;V;* es el conjunto de los puntos que no son recurrentes positivamente.

. Sea M un espacio topoldgico y ¢ un flujo en él. Se dice que un conjunto A es recurrente

positivamente si dado T existe ¢ > T tal que AN ¢(A,t) # (. En forma similar se define
conjunto recurrente negativamente.

(a) Probar que A es recurrente positivamente si y solo si lo es negativamente.

(b) Esta parte del ejercicio requiere conocer de teoria de la medida:
En M se define una o—aélgebra A y una medida p. La medida es invariante si para
todo A € Ay para todo t € IR, se cumple ¢(A,t) € Ay u(p(A,t)) = u(A).
Probar que si p es una medida finita, entonces todo medible con medida positiva es
recurrente (Teorema de recurrencia de Poincaré). si la medida es de Borel, jc6mo es el
conjunto no errante?

Demostrar que el conjunto de los puntos fuertemente recurrentes y el conjunto de los puntos
uniformemente fuertemente recurrentes son invariantes.

demostrar que si o(p) es compacto, entonces p es fuertemente recurrente si y solo si p es
uniformemente fuertemente recurrente. (Ver sugerencia en la seccién 5 de este capitulo).

(a) Probar que si p es uniformemente fuertemente recurrente entonces o(p) es totalmente
acotado (Esto es: Dado e > 0 arbitrario, existe una cantidad N finita de puntos
¢; € o(p) tal que o(p) C cup¥,Bc(g;)). Sugerencia: Si q € o(p) entonces la distancia de
¢ a un cierto arco compacto es menor que e.

(b) Deducir que en un espacio métrico completo, si p es uniformemente fuertemente recu-

rrente entonces la adherencia de la érbita por p es compacta. (Sugerencia: recoradar
que en espacios métricos, K es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado).

(c) Demostrar la siguiente versién del teorema de birkhoff en espacios métricos completos:
o(p) es minimal compacto si y solo si p es uniformemente fuertemente recurrente.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Demostrar que en un espacio métrico completo, si p es casi-periédico entonces o(p) es minimal
compacto. (Sugerencia: usar el ejercicio anterior).

En el flujo irracional del toro (con pendiente a irracional) se probé que para todo € > 0
existen M y N enteros tales que 0 < aM + N < e. Demostrar que para todo pg del toro el
conjunto

{re R: dist (¢(po,t +7),0(po,t) < €}

es IN-denso. Deducir que todas las érbitas son casi periddicas.
En un espacio métrico M, sea f : M — M homeomorfismo.

(a) Definir recurrencia, recurrencia fuerte, minimal, y casi periodicidad, para el sistema
dindmico por iterados de f.

(b) demostrar que si o(p) es compacta entonces es minimal si y solo si p es fuertemente
recurrente.

(¢) Demostrar que un minimal compacto tiene todas sus drbitas casi periddicas si y solo si
es estable Liapunov.

En Q= {(z,y,2) € R?: (x,y) # (0,0)} sea

i = 3 (-2by—azzrt —ar (r—1)(w-— %))
= 3(2z—ayer™t —yrl(r—1)(w— i))
io= alr—1)—z(w—1)

donde r = 22 +y? y w = (r—1)2+22, y a y b son constantes reales tales que b/a es irracional.

Demostrar que la superficie w = 1/4 (que es homeomorfa a un toro 72) es un invariante
minimal, con flujo casi periédico. (Sugerencia: con el cambio x = \/rcosp, y = /rsing
queda ¢ = by luego con el cambio r — 1 = yJwcosf, 2z = /wsinf queda § =a, ¢ =
b, w=(-1/2)(w—1/4)w).

Demostrar que en un espacio métrico los puntos estables Liapunov en el futuro y recurrentes

fuertemente son casi periédicos.

Sugerencia: Dado € > 0 sea § de la definicién de estabilidad. Si ¢(p,7) € Bj/s(p) elijase
tp — —oo tal que @(p,tn) € ¢_(Bs/2(é-(p))) y pruébese que para todo t > ¢, la distancia
entre ¢(p,t +7) y ¢(p,t) es menor que e.

Sea M un minimal compacto.

;Puede ser M estable Liapunov en el futuro y no serlo en el pasado?
Se considera en C? el conjunto
Q={(z,w)€C?:|z| =1, |w| <1}

llamado toro sélido. Es el producto cartesiano de la circunferencia S' = {|z| = 1} por el
disco D? = {|w| < 1} y es homeomorfo a la componente conexa acotada de R? que queda
en el interior de la superficie de un toro.

Sea f: C? — C? un homeomorfismo tal que f|o(z,w) = (22,(1/2)z + (1/4)w)

(a) Verificar que f(Q) C Q

(b) Dibujar la seccién plana {z = 20} N f(Q) y {2 = 20} N f2(Q).

(c) Probar que A = NS, f"(Q) es compacto, invariante y no vacio. Demostrar que para
todo p € @ el conjunto omega-limite de p es no vacio y esta contenido en A.
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¢apftulo 5 BJEMPLOS NOTABLES Y FENOMENOS CAQTICOS

Comenzaremos describiendo un ejemplo debido a S.Smale: un homeomor-

fiemo en RZ que define un eietema dingmico por iterades, con una aantidad
infinita de puntos periédicoe, con un conjunto no errante que es un conjun-
to de Cantor en R? s ¥ que tiene minimalee no triviales.

Nota: Un conjunto de Cantor en un espacio topoldgico, ee un

——

conjunto compacto, Itotalmemte désconexo, y perfecto (por de-

finicidn).
‘Totalemte desconexo: los dnicos subconjuntos conexoe son los

puntos, :
Perfecto: todos los puntos del conjunto son de mcumulacidn (es
decir, el conjunto no tiene puntos aislados}.

Ejegplo de conjunto de Cantor en R: Considerar los abiertos:
7]

by = (1/3,2/3)  Gu=(/3 0y v (273 +1/3) e
07 0/33,) v(e/3 /3 0,) a
Sea K = {'x (4 [0,1] ;X ¢HU‘,} . Se puede probar gue
K es un conjunto de Cantor. '
Ejemplo de conjunto de Cantor en A Considerar Ki‘Con;junto de
' de Centor en R :(para i=l;j2;...}n) :
Sea K = 5(?,1 21X, pe v e Xy )& R": tal que x: €K, Vi = 1;2..nj—
Es un conjunto de Cantor en R . C"'i'

: %
R

1. HERRADURA DE SMALE ' - & isf-
1.1 DEFINICION DEL HOMEOMORFISMO

Primero - enunciaremos un teoreéma de "pegado " de funciones
continuaa =.\‘ .;'-"‘. '; =:‘-_'"'_.."1:,-_ . . S
Teorema HSIE . .
Sean M y N espacios topoldgicos . Se tiene en M dos cerrados
Ny, y¥2 cualasquiera, y dos funciones
f,tlﬂ.g——)N f,+ M, —> N -

continuas y talep que coinciden en M N My. Entonces:
exiete una dnica funcidn continua f: GV > N que coincide
conify en My y con f, en My .

Aaemds, 8l £, ¥ f, s8on homeomorfismos Bobre sus imfgenes, Yy
gl f, (M,,) N £,(8) = 1'4( ¥ N My Y entonces f es un homeo-
morfisme sobre su imagen. : _

Sea en R<la bola gerxeda B de centro O y‘rqdio 4, y en ella la

vecapsula” G, cerrada, formede por el cuadrado Q de centiro 0 y lado 1,
y dos semic{rculos D, y D, de didmetro 1 , como en la figura.

1) coinoidan enza_B":""'lf ' I N -

2)
3)

Definiremon fq R_z-—':n R?f _ _conatruyendo lo8 homeomorfismos

f:,BI:' B -~ :f(_B)_I. E | :tf? ; af(ﬁz)' tales que:

£(B) N £(FF) = £(3B) \-l1
18U 8(F) = B2 G .J,,

5.1
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Supongamos que sme tuyiera definido un homeomorfismo

. . )-"'“--\
Cmsum o . 5 A
P lg ST . ] /I
. . \ :
. P"‘- {(FJ.}-'\_- ?',
Entonces, en particular estd definido f(q) ¥ qe OB y fa)eye

Definamos f|— : B — E-E y tomendo pera todo p & B
de§ 4 - SRR
f(p) = lLP_L4\ JHa) , donde q = 4 TL € OB
| - lipll

"Palta a&bq definir ahora f; B -—a- C que eea un homeomorfismo.

Sea H 1 . 1la “herradura” formads como en la figure, por

una semicorona 'R; ¢ dos rectengulos R“'l R; ¥ los cuadrados
12'3 R;_ :y._los; qer.n?.q.:fz:culqa. D Dy .
La herradura cerrada H,:eaté .oo‘ntenida én el interior de la cdpsula €
de modo que 1los rectdngulos R% R estdn en Q) y dividen s éste
en cinco franjas verticales iguales.
. _ T D

2

O

\\\\Q \3’_\
OSS
v
0

QV
Se define f:B ~»C por medio de una deformacidn continua, inver—
tible que lkeve, B.=3 C ' yque ldeve C—>»H , como en la figura

L




]

Nds precisemente : . f er un homeomorfiemo tal que.

£(D, ) = D‘: c ,;f":‘II:F es una traalacién gseguida de una homotecia de
' 1 razén 1/‘5 :
f(Il',1 ) = R; es una traslacidn aeguida#a una transformacit n lineal
" con metriz: [1/5 0]
f(RZ') - R es una traslacién eeguid e una transformacidn lineal
2 con matriz  [=1/5 ]
. -5 ‘\

7ANANE QR el Uk, € Q
&=V
W udl RD < DZ
C’p;-_n‘ _ bl R, URY UD UD
. t' R# 3
Ry s |
S : . “:ﬁ'.‘ £ Dy P2
ol o‘1 ) . . -4
Obséx‘vese que f(Q)ﬂ Q @Nag ;3 £ @QNQNEW)
sou loe conjuntoe seﬁaladoa on la figu rede abajo :
. i
En general Jbﬂ : i? (Q )_.,_.; 'Y la union de 4.+ cundraditos
disjuntos, de lado :1'1 " ' f
. 4 . 4
R ! —
TT._-_ . | 17/17/ 2 Iy‘r’
| VRN /#7172
_ Y \
A0

Tieas -,'! G .-s r:@: -

1.2 CONJUNTO NO ERRANTE

PROPOSICION ' ' :
En R2 - Q (los puntos de RZ que no estén en 0) , existe un Unico

punto fijo q, © - Todo punto p de Q.UD “tiene u(p) = .[qo}

Con sgcuenc ina: RE :i_gs.-‘

1) q,es up pozo_ que atras a todae las érbitas @ = que
- e PMM prt D uvub, a‘la

2) €i una 6rbita no es atraida por q,, entonces runca sale
de Q (en el futuro) = .. - s

|- ‘.

Prueba . _
Sea D, . Por construccién fl. D,~ D, es una semejanza de razén 1/5

(luego, es uga contracﬂién de D, en D, )}

Sea K =nq " ('D4 ) . Es compacto, invariente . E# no vacio por

la propiedad de intersecciones ﬁnitaa de los compactoa.

dism K £ diem £"(Dy) Wnpo;diam £ (Dy) = diem (D)) » Yen —>O @mn
2 diam K = 0 => K estd forma.do por un tnico punto q,

Como K C D 193 1nvariante -.1, q, & D, es un punto fijo.



Por construccidn: si p¢& R%- Q. » existe n tal que £" (e ¢

=D, VD, LUQ . 2

Si p fuers un punto fijo de R~Q , entonces p< D, U D, . Pero
Asf{: todo punyo fijode R"-Q; debe estar en D, , luego

debe estar en f" (D4) ¥n , 0oseaen [

P " i
n/;;gf (D" .) ’.[q"}

= p=4q, = q,6 es el dnico punto fijo _dal?z-v-_Q

Sea ahora p& R4 U D, , como o*(p) C D, /D, compacto,
entonces w(p) es compacto no vacio, contenido en D, D, , e inve-

riante: w (p) C- " (n,) Vonap wip)c Qf“ (p, ) _n{qo}
w (p) =fa} g "7

Nbta .
En Q existen otros puntos filjos, como veremos mde adelante.

Observacién En resumen se tiene que
w (p) To bien ee el pozo ¢, , cuando o(p) pasa por D, Dy
o bien es un conjunto invariante no vecio, que debe estar
en el cuadrado Q (porque toda érbita llega aC =QUD,U Dy ,
¥y no lo abandona, y suponemos gue o{(p) no pasa por D, & D, ).
Si w(p)cC Q, como w (p) es invariante=pw (p) c £ (4) ¢n
wiplc N £7 Q) =A L
- ncntq-o,l . : ﬂ"t‘-‘*""‘-i

P11

PROPOSICION sa0
Bea Ax ) f" (@).
El conjun"l;omf\ es compecto, invariante y no vacio, y ademds
el oonjunto no errante _W.(f)paté contenido en A U { qho}.

_got:: Mis ai:lantel ae;varé que 4 = AN U '{qo }.

ueba _

Sea. Ay =nQH £ (Q) , o8 compacto no vacf{o (formedo por 4" cuadra-
ditos de lado 1/5N). . v a0 . .

A DAL D‘.ANDA”'*__“"' A"..;Q Mo, Por la propiedad de
intersecciones finitas de compactons: . N es compacto no vacio.
p&A=> £ (p)€ Q@ ¥n entero=p " (ia(p).)é Q ¥Yn entero VJ'&.J;em

=» AP}EA =p A es invariante.

Sea ahora p no errante (toflo entorno U de p tiene =algin iterado
£" (U) , con n erbitrarismente grande, tal qie unt"(U) ¢ & ).
Por 1a construccidn de f, todas 14e drbitas, desde algin n en adelante
estdn en C . -: p no errante =p» pE ¢ = DU D,UQ
Si p€ D,, entonces M(pl D ¥n 21. Luego: p no errante —p
pED U Q . - ,
q S5i p€D, , entonces £" (p) = q, con n>+®, Luego p no errante =t~
pE §9JVQ . = Q(f)c {afe =P Q) }< Q. "
- El conjunto UL (f)~- q, es invariante =p g (f) - q, < f
para todo n entero = - 00000 L1 (f)- LA =

2 e,y un - - QED

(Q}




: ! . .' #.-
PROPOSICION o
i A ‘es un oonjunto de ‘Cantor en R” .

Prueba "
" Sea K el oonjunto de Ca.ntor en [0, 1] que se obtiene haciendo:

K= [0,1) (U U') i (kson los a.biertos-
Uy = (.'o.l/js) U (2/5,3/5) V (4/5 1)

Up= Y5+ 1/5 1) /5 +1/5 n“f)
Uppy= '-' Y5 +« 1/5 U + 1/5 ue)
Sea K, = (m)n(p )‘”‘fnntonce .
Por oonstrucoién de 1a f de herradura- "" _ :
2 . _ . _ :
FLae £ (Q). 68 19. unién de 'tl_'\.l cuedraditos Jque se proyectan
sobre los ejes en los compactos Ky . '
Luego: (x,y) € A= ﬂf(ﬂ}&» (xs¥) € {7 :F(a) Vil 21 <= .
le-n
(I uy)ékﬂka.VNaid;.-p. '):Gﬁku JGMQKN

De donde .

Comentarioa EARTARY

Pmbarsmos que en A hay 3 ) K
- puntos no recurrentes - '
- puntos recurrentes, pero que no estdn en minimales
- minimeles no triviales '
- orbitas periddicas de todos los perfodos
- unsa cantided densa de puntos periddicos

. Para probar estos resultados, veremos gue el homeomorfismo
'f reatringido al conjunto A , es conjugado & un "SHIFT DE BERNOULLI"
¥y que esa tranai‘ormacidn "shift", tiene las propiedades enunciadas.

i
L

1.3 CONJUGACION corv UN_SHIFT = A= N 5‘(@) So Si

Ses. Q N £ (Q) =. Por conatruccidn, e8td formedo por dos I% g
franjas vertivales, disjuntas, que llamamos 8, ¥y5, . 4 fd
pEN ab SP) ER ¥n tnbero. "

81 pE A , entonces p € QNFE (Q) r f (p)€ anf (Q) para
todo n entero, Entonces f“‘(r) pertenece a uno de los dos rectdng:los
S, o 8, .. .

Pijado u.':l punto pEA .
Sea i el nymexro ew-IO 1} definido por ol (p)e S‘-h

Queda determinada, para cada p et iy una sucesidn i ..} de ceros
y unoe mediante =~ " {p) € 8;, . (para todo n entero). {Es una
sucesidn bi-infinita, porque esté defimd& §, para todo n negativo
¥ poaitivo). . o

.Sea ' 2 " el con;ju.nto de todas las sucesiones bi-infinitas de

ceroeg g u.n.OB .
Sea es: A —9»2 la fulicién gue m cada punto p € A

hace corres_po_nde_r in sucesidén : B(p= {cns con " (p) g S; ¢n

L e T o m it
W a .
. e s o




PROPOSICION 2 e |

La funcian O: th—»2" definida antes, ea biyectiva
{es decir, dada cualquier pucesidn bi-infinita f:lh} de ceros y
unos, existe y es Linico un punto PEN tal que

o . (p)G S- ' pa.ra todo n entaro. )

Pruebas ?

Por construceidn de la transformacién f de herradura:
Qn f (q) = B,US (dos fra.n;]as verticales disjuntas en Q)
(Q) N Q =5 f"‘ (S ) Y. f (S,) (dos franjas ‘horizontales disjuntas)

nados 1,1 en §0,1F -
(S ) N 3. " es uno de los cuatro cuadraditos de ledo 1/5

4 que forma £ n Q nf Q).
Andlogamenq:e puede observarss que: | i
ﬂ :t‘m' (s; ) es uno de los cuadraditos de lado 1/5M
n ' que forma- ﬁ " (@)
Por 1a propiadad de interaeccione;‘}initas-
hf-] £° (8, ) = NO n/l.q: £ (S) es compacto no vacfo
¥ eu‘didmetro es manor que didm, "?\ (q_) =, ,‘E‘/ 5N para
todo N dican n £ (5, \’ N n=-N S \

S oo -0

o estd formado por un ﬂnico puntop(es un

conjunto no vac:[o de diime'l:ro 0 ). ? €5( ) Vw € E =t
ﬂ

§ (?)65-' ' V-n&d‘ﬂra QED

» TOPOLOGIA EN EL ESPACIO DE LaAS SUCEQIONES BILATERALES
! Conaidaremos en el con;]unto 2" la siguienfe topologia:

A C 2 es ablerto si y solo si. 1(A) es abierto en N

(o sea, 9(4)05 la interseccién de un abierto de K> con A ).
Entonces H-es un hnmeomorf:lamo. Como A es campacto, y 2*= B(A): enton-
ces 2% ES COMPACTO. '3

+ SHIFT:Coneideremos en’' 2 1la siguiente traneformacidn: G % '2 "*2

"shift" a la izqugierda:

Dada 1le Bucesién {0-'.} se define G‘T‘({"‘"}) como 1 bng
la sucesidén talqe b, = “-n+4 . (en el lugar n,la nueva sucesién
tiene 01 término que eataba en el lugar n+1 de la vieja sucesidn).

PROPOSICION . °

. Sa: Qumpls: P LQ::: 9.. fﬂ 9 jooe
o sea, 01 aiguienga diagrama "oonmuta."
v ' AR R B .lihlh . -t . T
_ Conaocuenciaz Uf 68 un " : 2 ""—"9 2
T 'homno,‘morfismo.p“ i ,. JELE
it / S 2 e
Prueba: . R P :

A -———-—-9 A



z .
Sea i*ﬂ} una suoasién en 2 , y sea p el punto de A

ocbtenido como ? e (.{:.,,}) o Bea 9-(p) = 2(.:.',,} , O Sea:
(p) & S;n para todo n entero.
De al}f: £ (8(p)) =" (p) € s ¥ n
44

Sea b, 1a suceeién G(4(p)) Por definicidn
| (#(p) € 5, . Vw
n

Como dos rectdngulos Sojaon disjunto®s; y el miemo punto
£ (f(p)) pertenece a 3. ¥ Sb —
L
n+44 m

n4Aq "
’
Entonces la auces:.on-z 5— es n})

lo
' ggrog%&irg.’!.cién se obtuvo G"(-{ n}) =

L = b » pera todo n entero

a(f(f))\- o($(s'4: }))
e(f(P)) G'(G'(P)) y 0 sea: OoF=0-6

QED. ,
DEFPINICION .
S3i se tienen dos espacios topoldgicos tM' N '

Y en ellos homeomorfismos fiM oM
| Y g'n N — N respectivamente,

se dice que son conjugados, 8i exiete una funecidn 8: M=N
{(1lamada conjugacidn), que sea un homeomorfiemo, y tal que
B Bef = ? e 0

PROPOSICION A g
Si dos homeomorfiﬁmos'réon conjugados por una conjugacidén 6 ,
entoncesn:
p(es periddico Begun f 8i y solo =i 6(p) lo es segin g

ee fijo o : : ' :

es racurrente

88 fuertemente recurrente

estd en un minipal

‘68 no errante

Pruebs
Se deja como ejercicio .

En resumen

“Hemos probado que la transformacién f de herradura, reetringida
al compacto invariante /\ y 8 conjugadd. con el shift en el espacio

de sucesiones bilaterales de ceros y unos (Shift de Bernoulli).

Veremos que esta transformacidn shift, tiene 1las propiedades
anunciadas para f (existencia de minimalea no trivisles, infini-
dad de puntos periddicos, etec). .

"

AR



Lo

2 SHIFT DE BERNOULLI .
|

. ' -
Conajideremos el espacio 2 = §sucesiones bilaterales
de ceros y unoa}, con la eiguients topologia:

P
AN w

Definicidn B
Deda la sucesidén P , llamsmos N-entorno de P (donde N es un

natural), al conjunto de todas las Bucesiones en 22:, tales gque

los términos.entre el lugar ~N'y Ni coinciden con los respectivos de P

Consideraremgg los ab%ggtqg“pn el eespacio 22','60mo las interseccio-
nege finitas de“entornos +" -~ . recidn definidoe, y uniones cuales-
quiera de intersecciones finitas de ellos.( Esto define una topolo-
g{a que coincide con la definida sn 22 en el.pardgrafo anterior.

En efecto, baata-xer que '
5 { jQN o (Scj } ) = N~ entorno de {'-',..} en 2E ).
(Luego, 2° es COMPACTO, como ya se dijo 0“%1-3)
Sea en 2T el shift a la izquierda: T 2% _, 0%

Cof) = {n} [em  bymanes
(Es un homeomorfismo _Bn. vZE Je |

h"-’:

TEQCREMA

En 2% » el sietema dindmico por iterados del shift, tiene

las siguientes caracter{sticas:
1. Todo punto p € 2%, estd en el w- 1{mite de algin punto g .

1.1 Consecuencia: E1 conjunto no errante es todo el espacio.

* 2. Hay puntos no recurrentes,

3. Hay puntos recurrentes gue no estdn en ningin minimal (no son
fuertemente recurrentes).

4. Hay compactos minimeles no triviales (que no son drbitas periddices
ni puntos fijos).: '

5. Hay puntos periddicoe, con cualquier peiodo natural dada.

6. Los puntos periddicos son un conjunto denso.

7. Hay 80lo dor puntos fijos.

COROLARIO -,
Sea el conjunto invariante compacto A definido en la transfor-
macién de herradura de Smale. Restringida a A esa transformacidn tie-

ne las mémmas propiedades enunciadas m€s arridba.

Prueba del teorema
DadB. 1a Bucesidn p n 'é L a;n seaa 8-'-4"0 ,a1,...an .ou}
Construyamos la sucesidn q como sigue:

q tiene los mismos términos que

. BEntre el lugar ¥ el lugar ’
. : I F_:I estdn entre el lugar .. y T de p.

: v
<10 16 -10 10
100 3300 -100 100
10° 3 x 103 -103 103
10? 3 x10% ~104 104

s etg. _
Vamos a:probar lo siguie nte: "
Dado un N~ entorno cualquiera de p, existe un iterado de q U'(q) cm

5.8



. ) n .II '_ IIl-
v . ~ con a.(3) perteneaiente al Nientorno de p. (Eso es: los términos
de. q entre el luger n-N y el lugar neN , coinciden con los de p en-

tre el lugar -N. y +N”) Bn afeeto, dado N, baata elegir j natural

ta.]-,' que 10j > N, ¥y tomar n = 2x 10‘1 .
2. '
Hay puntoa no recur_rentaa. En efecto:
. Jea P = ..-1.1.1.0,0,0,0,... . w(p) 5000 2] 0,.-}
A (p) = .-14141y.. k> pgwlp) p;é«'(p) =t~ p no es
SRRSO N SN A : .recurrente
3. -j. ’ ..".

Hay puntos recurrentes Jue no eatdn en m.ngdn minimal (no
son fuertemente recurrentes)

Por ejemplo, la siguiente sucesidn veri“ica ef0:
C.)onatruyamoa la sucesidn p como sigue:

Son "unas” los términos entre el lugar =10 ¥ +10. . ¥
y también entre el lugar 1U =10 ¥y 10 +10
y entre '~ 10" =10 y -10" 410 ¥n2
' Son "’ceroa los ‘demés términoe entre el lugar -100 y 4-100.
Los términos de p (ya- determinados) antre 8l lugar -100 ¥ +100
. Bon copiados entre el lugar 10 —10 ¥ 10"" +10
y entre : -10" -10% y _ 10" +10 ¥nz3
' Son ceros 109 demés términoa Ontre"lo b4 103
i ' etc. | v yLn EECEN . <A

Dado un natural ¥, sea e}k con;junto: -

. | _ ‘{ - 0'(?)6(103. an‘corno de p)j' -{109M ,13+.L..}U

.'10"‘ -104"%... u{o}

' Este oonjunto eB no acotado inferiormente ni auperiormente,
' entonces p € (p) p& w(p) =>p es recurrente.
Pero el conjunto mencionado no es relativamenie denso —t>
"~ p no estd en un minimal (no es fuertemente recurrente).

4. " Hay con1untos'ginimalea no triviales:
Tendeemos gue encontrar un punto fuertemente recurrente que
no sea periddico ni fijo.

Sea p la sucesidn conatruida como sigue:

Son "unos™ loa términoa entre el lugar -10 y +10 ,
¥ tembidn entre los lugeres 1r 102 -10 y n 10° 410 ¥n

Felrgiod
S-cr.:&a-noe los deméa éérminos Ientre el lugar ~100 y 100.d vad=
: b vo o poachitn b ger oy 40 g aaot

Los 'l:érm:lnos de p (ya determinados) entre el lugar -100 ¥y 100
son copiadoes entre el lugar n 103 :5 n 1 +10% Yn.

Sm los demés lérminos entre ~10 103 de oo pt
) B N S e
otc G . oLt

Dado un natural j, sea el conjuntos

| {n: | “(?) é 10%-entorno de 1}-{,;,101 ';"‘.‘_entero}

es un conjunto . relativamente denso de neturales
=b p es fuertem. recur_zjente olp)- e8 minimsl.




5. Dado N, sea uha N-upla de N-1 "ceros" y un "uno": la sucesidn que
repite esta N-upla e® periddica de perfodo N por el shift.

6. Dada una sucesidn q cualquiera, y un N- entornc de ella, sea p la

sucesidn periddica formada repitiendo los términos de q que estdn
entre el lugar -N'y N. Bntonces p es periédioa y estd enel N- ens
torno dado. Los puntos periddicos en 2 ea un conjunto denso.

7. Los dnicos puntos fijos son las sucesiones constantes (pars gue
sean invariantew por el ehift). Hay solo dos, una formada sélo
por "unos" y otra esdlo por "cerocs".

QBD

3 PENOMENOS CAOTICOS.

S

Sea M un espacio métdico y ﬁ'”(p) un sistema dingmico de pardmetro
entero ,. dq:inido‘pornippraﬁoa_de unlhqmeomorfiamo f1 M—MN .

DEFINIGION - = T

Sea p un punto de H. Se 11ama "conjunto estable de p* a:
' n

s (p) -?q: diat( f" (p), £ (q) —3» 0 }
&,qi

¥y 86 llama “conjunto ineatable de p" a:

*(n), 'f-___icu dist(f (q) £ (p) )—:r 0 }

Observaoioness*,a.

1. Si p es un punto de equilibrio aaintéticamente estable en el futu-
ro, entonces ws £p) contiene a un entorno dep , ¥ wS {(p) es
la “cuenca de a@gaocién" del pozh Pe c

2. 81 p es periédico de periodo N, entoncee we (r) . ¥ W“(p) BON CON“w
juntos invarisntes por Mg W, -

3. Se cumplen las aiguiengee propiedadea.'

a)péﬂ‘s(p) .

b) ge W 5. (p) 4==¢-§€H (q)
'.‘

DI e ert o

ot _:;_

. 'i" ' cen . o
T vy .

DEPINICION'

Un homeomorfismo es topoldgicamente transitivo, si
‘dados doa abiertos v y V cualquiera, exiate algdn n¢>0 tal que

" (UU corta a Yoo

Nota_1 RS o |

“Una definicién equivalente ‘e 18 uiguzente: £ es top. transitivo
Bidados dos abiertos U y V cualesquieras, existen iterados n tan grandes
y tan paqueﬁos como_see qniera, tslea que £ (u)
L ) noET '._ ', L -." ; ) ) A

~corta a Y .




DEFINICION' =~ © '+ r' °
Unrhomeomorfismo T ee TOPOLOGICAMENTE MIXING , si dados dos
abiertos cualesquiera, exiate algﬁn New.{h'o ta.l que g% (U} corta
a V para todo n> N.__ .

Comentario™
'Es ‘inme EI fo que la condicic’m tdp. mixing = top. transitivo.

El siguiante teorema da una eondicidn suficiente pare que un

homeomorfismo en un ospacio métrico presente una dindmica *cadtica®.
'TEOREMA g S AT :
Sea f° ¥ --a- H homeomorfismo en un eSpacio métrico M

conexo. yy con in.finitos'*pﬁntom
81 f cumple:
1) Los puntos periédicoa de f forman un conjuntc denso en M.
2) Existe un cubrimiento de M por abiertosi U,(} tales que;
si RS estdn en un mismo U -, ‘entonces W 2 (p) N W (p )/—‘?5

Entonces: A ' L
1)} El1 conjunto no errante e H '
2) Pare todo punto P que sea pariédico W (p) ¥ W (p) =on
densos en M." -
3) £ es topolégicamente mixing. _
4) Dados Vg4 ,Vz ,.3,V,, una cantidad finita de abiertos
cualesquiera, axiate uns trayeotoria periédica que pasa por
todos ellos.
5) Hay puntos pariédiooa con perfodo arbitrarimmente grande.
6) Si M tiene base numerable, entonces kay un conjunto residual
de puntos con trayectorias densas,
_(Gonjunto residual. que contiene a una interseccidn
. ; . numerable de abiertoe densos}.

. '

1) Sea Per(f) el conjunto de les puntos periddicos de f., y S2(f)
el con;}unto no errante de f. Es claro que Per(f)c <2 (f) .
Como.ﬁ_(f) es cerrado, entonces Per(f) Cf) c n

, Siendo por. h}pd_jl_:e_ails- Perif) = M) pe obtiene O (f) =

Prueba

3 ek . N
2) Tomemos p periddico. Para ver que Ws (pr) = M , besta

de; + 6 —
MOSIrar que ¥ (p) es abiarto en M .

Dado qe Ws - (p), sea U_< 3 q, segin la hipéteals. Demostre—
.moe qug_ C'.’ Hs (p) (C‘on 10 cual W5 (p) 68 ablerto)

_ Sea q G U.( . Alcanza probar qua VE}O » existe un punto
en " (p) n B {q') . (an eignifica que e WS (p) ).

Tenemoa dados qe‘ﬂ"' (p) ' qE Ui aq eu £>0 .
_T°m°".’°3 '$> 0 tal que Bg, (a') C 4 NB.(3)

Como q € W% (p), ¥ J, ee un entorno de g, existe p'€ wS ()N U,
‘  Como Per(f} es deneo en M, existe q" periddico en (q }e

Los puntos q" y p* eat:in -e1 [y . Por hipétesis, exiate
o 5'11 '




3)

4)

’urﬂ, . l ‘ _..,_: -

axiste p"e Wg (p’ J n !f (q") .
Entoncea: p"e ws (p}) L opr e v (p)-,l_de donde p" & ws (p)

Tomemoa k un m'ﬁltiplo comin de los peficdos de p y q":

e W @) = diat(f”" (p")ya") — 0
n—.-;-co

Luego: Exiete -N-( 0 tal. que .' “. (p") € Bs/(q").

| °°'“°q"63y (‘1). :pr (p"JeBS (qJCB (a*).
Por otra parto' QERERELAR A '
p*e WS (p) , p pariddico ‘."‘k'"miltiplo del perfodo de p ={>

N
w > (p) 1nvariante porf"fk - f I p") <. ¥ (p).

~Nk
.Hemos encontrado un punto f : (p") en . B (q ') N ws (p) como querfamos.

Lo anterior muest_ra que R s (p) e densa en M. Analogamen;te se
prueba para 'II’ T Ap)eii S A

Dados U y V a.biertos,} exists p peri6dico en U’ (porque Per(f) = M)
y existe ge WS (p) N v (porque w2 (p) es denso en M).
Siendo k f pez_-iodo de P diat( ol m(q), p)—>"0
' . !i-‘-. : : n —H-l{D

k
Existo m taque 'V‘n> N '_I_.__I.uego t UN fh (V);-éff’
o ' ; S pare todo n2 N .

i ‘l:‘, .‘1| -‘-"_'.-"'!'- T

Sea.n ahora .._f(V); \' - f (V);...; v

-d
t k 4 ”’ £ ("-'VJ H Voz v
For lo anterior, existen ” anteroa N N“ ey de tales que
para todo n2 N W
'. FR, N ' ) yﬁ i=0.1,...,k—l.
i !
Saaﬂ = mﬁx N‘, Pa.ra todo n.> N: Ui __n : hk (f < (v)) ;4525
para tOdo i'o.l,-...k-l _ ; é E ’?‘ .
B L _,.,I. ':‘""‘ S J :
0 sea , pare todo m .- kN" mn e (v) ;!gﬁ QED.
:‘ - —' -‘. _;_;A,?“_:;J:,:, .'.r.i.::;_;‘:: ‘?:'\1 L-'-__’_ ﬂ,\-u:-'qf.a“.,:‘f'?;'i '.: it -ru- Pyt e -
Dados ¥, ;V, j. ' - '
: . exiaten nlimeros entaroa n‘, tales ques
(v)nv #ff (l"""(v)nv) N v, #F
m
' ‘(r ‘m 0 = u;w (\9 n n ) N ' Yo #P
En definitiva, exi ten mimeroa enteroe m,f PR, oy oess g W tales
que O TR !i-, i e e L=

m,, (V)nf (v f\.... f) f (Vf),.(‘ v, ?“?6 o8 un abierto no vacfo.
Por la deneida do 103 puntoa petéd;cos- exiate P periodico en ese

conjunto' Sy R

965 (V = f (p) < V ’ ::bla trayectoria poy p yaca por todos
512 - Rl
F



Basta elegir N ahiernos diajuntoa y aplicar 4.

_Sea: e B g

:,2

una base del . espacio (que tiene base numerable).
+gfljado el abierto V¢ "de la beme, gea:
L) s (v.) es abierto (por ser unidn de abiertos), y

Nzt - ea. denso (porque todo abierto de M tiene algin

V4 V. -'.o.--o.--' V‘: srana

iterado n1>.03wm que corta al_abierto \ﬂ, ¢y entonces, ese
abierto corta a 5 (V ) ).

”.-~_- 09 m i
Sea mg n:vrsn (v~)‘_,‘.'
Todmg Bzea T G S - :
Entonces, H es la interseccidn de una cantidad numerable
de abjertos densos. Por dafinicién H,y cualquier conjunto que
contenga a H es residual..-

31 P e H " entoncns P e U:f (V,,:) para todo iz1,2,....
0 sea, rara cada abierto V- de la baae, axiste algin n enters
tal ?ge ‘p 6& f }(V. 3l ‘o 1o qua en lo miamo
‘ . (p) é V' ) -'-3'-5 , . . ‘ ) oo .:. ’.' P

Luego, la trayectoria por'p pasa por todga los abiertos de la base

Y por lo tanto ,_ea densa. 'T;

== Todos loe puntos de H .tienen trayectorias densas en M.
El conjunto de los puntos que tienen trayectorias densas, contiene
a H r Y entonoen, o8 raaidual :

QED

4 EJEMPLO DE FENOMENO CAOTICO EN EL TOROQ

SR '! ;.\ IR

COnaideremoa ol toro Tz"y la proyecci6n T Ro—s T2

Sea " ﬂ "[: ir:] s y sea. f: T —3 T definida por
£B) ot () = (A (;]J - sr(am.m)

el

1) f estd bien definida: es decir, .
f(p) ' no depende de 1a paraja (x.y) alagiﬂa en'Tr(p)
En efecto: TR
s si (x',y') - (x,y) + (h k) ~con h y k enteros,
entoq es: . S : R . -

5[“

= €8 una pareja de enteros.

Luogo : gr(A[ J} ”.‘D"‘( B[aJ) f(..ﬂ‘ (x? ,3»"))“AI f(n- (x..Y)).

2) f es invertible; -

Basta verificar que 1la natriz A e 1nvertible ¥ que la inver-
sa de A también tiene términos enteroe (eeo es porque det(A)=1)
Entonces A"1 define ung funcién de T 2 en T 2, que,zsegin

5'._13




o Ca ‘.

g6 verifict fécilmente, es la imreraa de f.

1) f o8 un homeomorfismo, worque f ee continua,(al gerlo

.en R la’ tranaformacién 11neal, con matriz A), ¥ f tembién
por 1a miama razén. o ?i

Estudiemos los puntoa periddiooa de f, y loeg conjuntos estables
8 inestables. Verificaremoa que P cumple laf hipétosis del teorems

anterior.,_‘: T e .

PHOPESICION

1) El1 ¥nico’ punto ﬁ.jo ‘de f es (0 o)
2} El conjunto de puntos periddicos de f es el conjunto de puntos
(x.y) . eonxey racionales

Prueba R -
1) £ (7 (o, o)) -r(a[ﬁmo.o) = I7 (0,0) es punto fijo por f.

f (T"(I 'Y, )) T( -7,) .'17.,—.'.(’5,._',30__) _:_,'entoncesz

[.?J [;:] [k “:.i: | conhyk enteros:

CA -I [;:] [ 1 __','-. Pero A no ‘biene valor propio 1, entoncea

A-I es 1nverti'b10" A-I' [:]L_ (1,] | (M’-I) [:L -1

) ﬁ ,' B
(_}, (A I) Bk ‘. en'l_;gro?.! -br(x A ) =Ji'(0 0) WED

2)Primoro vaamgs que si e y 8on racionales, entonces JT (x,y) es
un punto peri dico, por en. el toro,' -

f ( '-n/(xt?)) JT(A (xly))

8l x e y ‘son racionalaa, B8 puedon expresar con un denomina-
dor comin m natuAral n > 1, ¥ queda “xm h/m ¥y = k/m con
h y k- enteros. w3 ff - '

A(x,y) - l/m n(h k) = son, doa rs.c:l.onalea con denominador
comin m. . '

Entonces f(T'Qx,y)) = JT‘(A(x,y)) admite una pareja de represen-
tantes en RZ que son doa racionales en. el intervalo [0 4) con
denominador comlin me L

. i.‘." i

- Sea -Q Sltodaa llm pare;]aa de racionalea entre 0y 1 que
' tienen danominador comtin m } ‘

ai (x.,y)etl .' entonoea f( :I"(x,y)) = :TJ"(x'.y ) con (X'sy')é Q,.,

Como el conjunto Q es :t’in.l.to, tiene que haber uns iterhdo de
I (x,¥)..- . que se rgpita. Entoncea :T‘(x,y) es periédico.

Ahora, rociprovcamenta: T
8% g (x,y) es periédico =l> A (x.y) = (x,y) + (h,k) con

—r""""" L T Pt ae] ...;.: *

hy, k entoroa. o 'f-” ; e LR




(Al_h- -_I)_ (x,'y) = (h k) ente-ros.

! J
! A tiene doa valorea propioar uno < 1 y otro> 1 (ambos posl’tivos)
= A" tiene la miema propiedad.

Entonces (A"‘. -I) o8 imrertible.

I-a inveréa de una matriz con términoa enteros, a8 una matrig
con términos raoionalea. _- . : :
- _(x,y) .3- (A - I) h (h k) " ' son racionales. QED

S PSR A
o R

*

- El conjunto de loe puntos periddicos en 72 por £, es denso.

(es una consecuencia inmediata delteorema anterior, porgue
el conjunto.derpgpejqq_de;pacionalea, es denso en R2 ),

." i ..i‘ .
pnorosmmw _' PP

" Sesn - (ol s@‘ (°( , @) vedtoroa propios de A
con valor prop:lo <1 Y ,‘)1 respectivamente. Entonves:

o eon irraoionales. o

f’-‘ T et
Ademés la imagen por'.T.l’ R -)We la rectn en R:

é« x = X kS * ‘gg (t P&Ef“' )% e el eonjunto estable
del punto ) N 4]\’(;;‘, : 'Ya ) 9_“ el toro.

anbtoemmsnin: W(5,). 2 f xx 5, ¢ ._w‘ AR

-.o_'.-'.'t-.

Ca.lculando 103 valoras Y vectores propioa de A, resulta:

B o -\l_ )/a

Coneideremos: un rpun‘l:o"- (x,y} en la recte de R que paea por
) ("o ’yo) con vactor (o( )Jl(de pendiante Arracional).

4 (71— (qu’)) JT A"(xd’)) I‘(A (X, :Y )ﬁk ’l:-(ﬂ\’ P)) donde X es el
valor propio & X'¢ 4 wes

f@-(,i ,yo)) 'JI'(A (x sb’o)) _
dist( £ |(x.y) ,i“r(x -Yg))é HA (x.:fo - An (%, »¥, )"
" 'u )\ \t“( 0‘ (b )" —éo porque N<1.

. ly__.‘l..(lg(l 4+ 5)/2 ', que son irracionales.

Entonces ﬂ(’*;g) C. \\'5 (Po) como queriamos probar.

La otra afirmaoidn coneernienta a ‘Il’ (po) se prueba en forma
COROL&RIO T

1) ws (po) y \\f (p) son denaa.s en T para todo punto *Poé T

2) Dados dos puntoa cualquiera P y q €T y 8xiste

entonces: me cumple: (p) N wt (a) # ‘9?5 {porque las

_rectas con vector ( 1 ) 'y con vector («',(') se cortan
j" 5- 7 e,,, sz



i P : .
GOROLARIO

. 2 C 2 1 -
f: T — 7 de;‘ini,da por la matriz A=, 1 cumple:
es topoldgiamamente mixing
tiene puntos peridédicoe de periodo arbitrariamente grande
‘tiene un conjunto residual de 4rbhitae densas.

P

FB

Comentario .: .
Bl ejemplo anterior es también un ejemplo de dindmicsa

hiperbélica (hey una dir@coidn en que los vectores se agrendan

y otra en la que Be achican, hacie el future), loe conjuntos

estables e inestables se corten transversalmente, y lo®

puntos periddicos eson densos. Este tifo de dindmica, cadtica,

es estructuralmente estable (si se cambia 1la funcidén £ vor

otra que msea tqmmbién un homeomorfismo diferencimble con inversa

diferenciable, y que ses préxima a £, enctyces la dindmica presenta

la misma complejidad que la de £)
5 EXPANSIVIDAD il | !

Sem M un espacio !léjbrico: y # M{>M un homeomorfismo.

DEFINICION I : '

_ f se lbdame expansivo,: ei exiete una constante 0{) QO tal que
: Cdiet (£ 4x) 1, £ (¥) ) LA ¥n entero =P X =y

fes decir: dos t;aygctoriaa diptintas, =iempre se separan
p 10 menos una distancia & ).

N

e b

B St .I_.\l:'l‘ L
CepiETY ot “.T_l":f‘
"

D e fonibaie Liapuey"snix . 3 os una fonsidn
continua VI TR, donde” U ¢4 el abierto de WX dado
por U = §r (X, yErm XN 3 dgist(x,y) < S}

(U es un “entorno de’la I:_t_\li_ggqnlgl'_'_gn'n_‘ XH ). ' -, l

Una funcidén de Liepunov en M N es definida poBi~
tiva cerca de la dimgoral , si P( x,x) = O weM;V (x,¥)>0
para todo (x,y).€ U@ gom x #¥ -

Deds una funcidn de Liapunov en M- N, g puede definir
~otra de la, piguiente forma:. Lo

";':'.w(x.y] ' ,_ v(ﬂ(i)?f(y)) ....\'(x.y) K definida en
IR nenn s seungs ssnte(n), ()8 s




TEOREMA |
Sea M un espacio métrico compacto, y fiM -—): M un homeomorfismo.
Si existe una funeién de Limpunov V en Mx M. , tal que

V(p,p) =0 YpeN , y Wpa) = v(f(p),f(a)) -Vip,a) es

definida positiva (en donde estd definida), entonces:

f a8 expansivo.

Prueba ST ' ' '
Sea 0( tal que ' 445 ' diat(p,q) dist(f(p) f(q))< &
(existe tal o{ porqua f es continua en el compacto K).

[a‘- 1: v

nuego. para todo (p.q) 2 n_diat(p,q)éo( , estdn definidams
Vip,a) ¥y Wlpya) « " 050 AR TRERENE o

! ‘h\ K

Probemoa que Qéon ese mimaro °< . la. tra.nsformacién f verifica
la definicién de expansividadz R
' Por ahsurdo, .si existen p 5.*.‘-q talee que .

diet( T (p) ,f (a)) 49{ ¥ n entero,

entoncea vi£™ (p)s£R (q)) '”_y o 'H(fn (p) f” (q)) estdn definidas
para’ todo n entaro. SRR _ T

Siendo p‘-rfq,:__ o £ (P) )‘ f (q) para todo n..
\\'(fn (p) £ h.. (CI)) > 0 -Vn enteroﬂporque W es def, pOBlth&)

Entoncea : \'(f" (p) f” (q)) > V(f(p) f(fi))) V(p-q)>\'(f (p),f (a)
: pg.ra todo n )Jl._-- :

'-w\x

I I;Lamemos ax Vﬁp.q )
CA SO 1)51 &> 0, entonces V(fn(p) f‘(q)))q_ pere todo n31.

Siendo V continua. Y v(e,8)}=0 ¥s & M, entonces, existe g
tal que diat(r,q)cs = Vvir,s) < a/2

Entonceszd*et(:n (p) fh (q))‘;s pgra todo n >1

Sea m= mip{:(r,s)) ." S"- dist(r,s) S } . Como W es defi-
nide posit. éntoncee m > Q" - i '
De lo anterior 3 ,h‘(f" (P) £ (q)) > w ¥

Iuegos et 1
vi£" (p), Ful (q)) =Lt (o), £=1 (q)) + W™ ()" @)

2V{(f(p), £(q)) + (n—l) B —>+a  cuando n -a+a .
BEsto es abpurdo, porque v toma un méximo en el campacto

{(_x'}f)é—l)(n dist "( fx{ S y) < o(}
donde eatén RS (p) B f"‘ (q) ° pera todon > 1.

CASC 2) ei a =20, “entonces 8 = V(£(p),f(q)) > O. Vale la
mima demostraoidn usando a' en luga.r de a. .

CASO %) ‘ei ad O
Es unsa demostraoién similar usando que

- V\(__f_. (p) f h (q)) < 8 L0 ~ para todo n < 0.

Coa,




."r '-. . "»T nq -.d" H_’M’]E-‘}

;t

Ejemplo

El homeomorfismo en_ei torq dado por la matriz en Rz~

- 2 .1l :

| __&ja[; , Ilil’f;ugs;o;papaivo.  |

En efecto, dados p,q en T2 tales que dist{p,q) < 1/2,
podemos elegir enn RZ parejas (x,y) (x*,¥" en

jT‘*(p) y gr'(q) raapeotivamente, talee que
‘ (x’y) (x'.y' ‘ 4 1/2 _ ‘

Definamos V(p,q) - (y'-y)(y'-x'-y+x) donde‘(x,y)) (x*',y') son
parejas de reales que cumplen lo dicho antes.

(BEsta func%én /¥ estd definida sélo para los puntoB p ¥ q
del toro T tales que dist(p,q) £1/2).

-¥fasan '~ gque para esos puntos esid bien def1n1da (es decir
no depende de la eleccién de los reales (x,y) (x',y'), riempre
que éatos se. elijan do modo quen(x,y) -(x' ,y )“( 1/2)

Y as oontinua; . ' '
W(pyq) = V(£(p), f(q))-V(p.q)a ¥

f(gﬁ = f( (X.y)) = (2x+y,x+y) I f(q) = (2x +YXT4Y")

V(£(p),£(a)) = (x'-x +y'-y) (x* +x) o - y'-y)(x'-x) —(xt-x)2"
v(£(p), f(q))-v(pﬁq) -.-(x'-xJ = (¥ -y b

Bntonces W( }p;, ‘q.) es definida negativa, y por el teorema
anterior. f es expansiva b
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CAPITULO V
EJEMPLOS Y FENOMENOS CAOTICOS

EJERCICIOS

1. En la transformacién f de herradura de Smale sea A = N,z f™(Q).
Probar que A es el conjunto de las parejas (x,y) € R?con0<z<1, 0<uy<1 talesque
los desarrollos de x e y en base 5 tienen sélo las cifras 1 y 3 después de la coma.

2. Sea f: IR? — IR? dada por:

Si (z,y) €Qo={lz[ <1, [yl <1} entonces  f(z,y) = ((1/3)z,3y)
Si (z,y) € Qu={lz] < (1/2), [y —2| < (1/2)} entonces f(z,y) = ((2/3) — (1/3)z,3(2 - y))

(a) Hallar todos los iterados de (2/3,0) y verificar que f™(2/3,0) — (0,0) cuando n — 400
y cuando n — —oo.

(b) Sea Q = Qo U Q1 dibujar QN f(Q); fTHQ)NQ; QN AQ)NFQ)y N2, (Q).
Demostrar que el conjunto K = {p € IR? : f*(p) € Q¥n € Z} es compacto, invariante
y no vacio.

(c) Sea {in{nez una sucesién bi-infinita de ceros y unos tal que i, = 1 implica i,4+1 = 0.
demostrar que exsite un tnico p € K tal que f"(p) € Q;, para todo n € Z.

(d) Demostrar que f tiene minimales no triviales (Sugerencia: elegir una sucesién apropiada
de ceros y unos).

3. Sea f : M +— M un homeomorfismo y g = f* donde k es entero.

(a) Probar que Q(g) es invariante bajo f y que Q(g) C Q(f).

(b) Si p es fuertemente recurrente segin g, entonces ¢lo es segin f?7

()
)

(d) Sea K minimal compacto de f. jExiste A minimal compacto de g tal que K =
UnEan(A)

Sea A minimal compacto de g. Probar que U,cz f™(A) es minimal compacto de f.



4. Sea f : IR™ — IR™ un homeomorfismo. un punto ¢ € IR" se llama homoclinico de pg si
w(q) = a(q) = {po} para py diferente de gq.

(a)
(b)

()

Probar que pg es un punto fijo, y que todo punto de la érbita por ¢ también es ho-
moclinico.

Sabiendo que existe un entorno @ de pg tal que f(p) = Ap para todo p € @), donde A
es una matriz diagonal real, probar que A tiene algin valor propio de médulo mayor
que uno, y otro de médulo menor que uno.

Sea f : IR? — IR?, ¢ un punto homoclinico de (0,0), f(z,y) = (ax, By) con B > a, para
todo (z,y) € @ = {|z|] < 1, |y| < 1}. Probar que existe N natural arbitrariamente
grande, tal que para todon > N se cumple f~"(¢) = (0,y,) € Qy f"(¢) = (zn,0) € Q.

Ademss de la hipétesis de la parte anterior, se sabe que exite un entorno Q1 de f~(q)
tal que para todo (x,y) € Q1 se cumple f2N(x,y) = (zn,y_n) + H(x,y) donde H es
una matriz real diagonal. Demostrar que f tiene un minimal no trivial. (Sugerencia:
existe un rectdngulo U y un entero m tales que f™(U) N U tiene por lo menos dos
componentes conexas que son rectangulos con igual altura que U. Probar que f"* tiene
un minimal no trivial).

5. Probar que 24 con la topologia definida por los N-entornos, es un espacio totalmente des-
conexo, perfecto, compacto, metrizable con la distancia:

dist ({an}, {ba}) = 3 lan — bal/21"

nez

6. En el espacio del shift, probar que hay un conjunto denso de minimales no triviales.

7. Sea f: M +— M un homeomorfismo.

(a)

(b)

Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:
i. f topoldgicmante transitivo.
ii. Para todos U y V abiertos no vacios, existe nj — +oo tal que f*(U)NV # 0.
iii. Para todos U y V abiertos no vacios, y para todo N natural, existe un entero
n < —N tal que f*(U)NV # 0.

Encontrar un ejemplo de un homeomorfismo topolégicmante transitivo pero no to-
poldégicmante mixing.

8. Sea f: M — M topoldgicmante transitivo. Probar que:

(a)
(b)

Qf) =M

Si Uy es abierto no vacio, entonces:
Hy={pe M: f"(p) € Up para algin natural n}

es abierto y denso.



(¢) Si M tiene base numerable, entonces hay un residual de puntos cuya semiérbita positiva
es densa.

(d) Si M tiene base numerable y todo residual de M es denso en M (espacio de Bai-
re), entonces la condicién de la parte anterior es también suficiente para que f sea
topolégicmante transitivo.

9. Sea A una matriz 2 x 2 de términos enteros con determinante igual a uno, con un valor
propio mayor que uno, y otro menor que uno, y tal que los vectores propios forman con los
ejes un angulo de pendiente irracional. Demostrar que f(7(z,y)) = w(A(x,y)) define en el
toro un homeomorfismo f que es topolégicmante mixing.



