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CAPITULO I
ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

Sea
z = X(z,t)

una, ecuacién diferencial ordinaria, con x € IR". Es de primer orden, porque concierne solo a la
funcién desconocida z(t) y a su primera derivada. La varible z es espacial tomando valores en
un espacio n-dimensional, llamado espacio de fases. Es la variable dependiente. Depende de la
variable real ¢, usualmente el tiempo. La dependencia de z en funcién de t es desconocida. La
ecuacién diferencial es una ley dada X que determina, en funcién del tiempo t y de la posicién
espacial z, cudl es la velocidad % en el espacio de fases.

Observamos que una ecuacién diferencial de orden k£ > 1, esto es

2®) = F(z, 2,23, ... 2" 1)

con z € IR™, puede reducirse a una de primer orden en el espacio de fases IR¥", mediante el cambio
de variables: y = (z, 2,2, ..., 2#,~1), obteniendo:

Y= (a’c,x@), oY) Pz, g, ,a:(k_l),t)) = X(y,t)

Resolver la ecuacién diferencial es encontrar la funcién desconocida x = z(t), que da el punto
del espacio de fases en funcién del tiempo. Debe verificar la ley dada por la ecuacién diferencial,
es decir: %(t) = X (z(t),t), para todo t en algin intervalo.

Bajo ciertas condiciones de regularidad, puede demostrarse que existen soluciones. A pesar de
la existencia de soluciones, probada teéricamente, no siempre es posible encontrar explicitamente
estas soluciones z = z(t). En este curso veremos cémo estudiar la evolucién del sistema sin
necesidad de tener explicita la variable espacial x en funcién del tiempo ¢. Ese es el propdsito de
la teoria cualitativa.

En las primeras dos secciones enunciaremos los teoremas de Picard, y de la dependencia
continua de las soluciones de las condiciones iniciales y de los parametros. Suponemos conocidos
estos teoremas de los cursos anteriores.



1 Existencia y unicidad de soluciones

Definicién 1.1 Sea & = X (z,t) una ecuacién diferencial ordinaria, donde X : Q — IR", Q es un
subconjunto abierto de R™ x Ry (z,t) € Q.
Una solucion es una funcién ¢ : I — IR", definida en un intervalo abierto I C IR, tal que:

(p(t),t) € Q para todo t € I

%‘P(t) = X (p(t),t) para todot € I

Nota: Un intervalo es, o bien toda la recta real, o bien una semirrecta, o bien un segmento
en la recta real.

Obsérvese que, por definicién, la solucién esta definida en un intervalo abierto. No es solucién
una, funcién de ¢ que verifica la ecuacion diferencial, pero estd definida, por ejemplo, en la unién
de dos intervalos abiertos disjuntos. Por ejemplo, para la ecuacién diferencial £ = —z2, la funcién
z(t) = 1/t, definida para ¢ # 0, no es solucién. Si son dos soluciones distintas z(t) = 1/¢, para
t<0,yparat>0.

Definicién 1.2 Una solucién ¢ (pasa) por (zg,to) si ¢(tg) = xo. Es decir, la grdfica de la solucién
pasa por el punto (zg, ).

Una solucién ¢ : I — IR™ que pasa por (zg,ty) es unica cuando cualquier otra solucién
¥ : J — IR™ que pasa por (xg,to) verifica ¢(t) = 1(t) para todot € INJ.

Una solucién ¢ : I — IR™ que pasa por (zg,ty) es mazimal (e I se llama intervalo mazimal),
si toda solucién 9 por (zg,ty) definida en un intervalo J D I, y tal que ¢ = |y, verifica I = J.

El teorema de Picard da condiciones suficientes para la existencia y unicidad de soluciones por
cualquier punto de (.

Definicién 1.3 La funcién X : Q — IR" es globalmente lipschitziana en Q, respecto a la variable
z, si existe una constante K > 0 tal que

| X (zo,t) — X(x1,t)|| < K||zo — x1]| para todo (zo,t) y (z1,t) € Q

La funcién X : Q — IR"™ es lipschitziana en Q, respecto a la variable z, si cada punto (z,t) €
estd en algin entorno V' C Q tal que X |y es globalmente lipschitziana en V.

Si X es diferenciable respecto a = con derivada continua, entonces es lipschitziana respecto a
T.

Teorema 1.4 (Picard) Sea X : Q +— IR" continua y lipschitziana respecto a la primera variable
z. Entonces la ecuacidn diferencial © = X (z,t) tiene, por cualquier (zg,t9) € 2, una tinica
solucion.

Corolario 1.5 Si X es continua y lipschitziana respecto a la variable x, entonces la ecuacion
diferencial & = X (z,t) tiene, por cualquier (zo,t0), una dnica solucidn mazimal.



Nota: El intervalo maximal de la solucién maximal por (zg, %) se denotard como

(a'wOatO’ bmoyto)

donde a y b son —o0, +00, 0 nliimeros reales.
La solucién maximal por (zg,%) se denotard como

(pm01t0

Sus valores para cada t € (agq ty, bzg o), SETAN g 4, (t) 0 también ¢(zo, o, 1)

Teorema 1.6 (Salida de compactos) Si X es continua en Q, y si la ecuacion diferencial & =
X(z,t) tiene para cada (zg,ty) € Q una dnica solucidn, entonces, dado cualquier compacto K C €,
existen nimeros a y b tales que to < b < byg 1y, Qoo <a <ty ,y, para todot>bot<a, en
el intervalo mazimal, se cumple

(‘pzo,to (t)v t) € K

El teorema anterior asegura que las soluciones se prolongan hacia la izquierda y la derecha de %,
de tal forma que la gréafica se sale de cualquier compacto contenido en (2.
Consecuencias:

1. SiQ = IR" X IR y si ¢y 4,(t) estd acotada para t > ty, entonces by, = oo. En forma
similar, si estd acotada para t < to, entonces az, 1, = —00.

2. Si Q) es cualquier abierto, y si by, , = b finito, entonces:

e o bien, para toda sucesién t, — b, se cumple lim(pyz, ¢, (tn),tn) existe y estd en el
borde de €2,

e 0 bien limy ;- [|5,.4,(t)]| = o0.

El resultado andlogo vale cuando ag, ¢, es finito.

2 Dependencia de las condiciones iniciales y de los parametros

Sea z = X(z,t,p), = € IR",t € R, € IRP, una ecuacién diferencial ordinaria que depende del
pardmetro u. Para cada valor fijo del pardmetro u € IRP, se tendra una ecuacién diferencial, que
supongamos tiene una tnica solucién maximal por (zg,%9). Esta solucién maximal, ahora, ademds
de depender de (zo,t), depende del pardmetro u, y es funcién, como siempre, de la variable ¢,
respecto a la cual verifica la ecuacién diferencial. Denotaremos como

¢($07 th Ly t)

el valor de la solucién maximal en ¢, por (zg,ty), de la ecuacién diferencial que se obtiene al fijar
el parametro y.



Teorema 2.1 Sea X continua en un conjunto abierto Q C IR™ x IR x IRP, y tal que para cada
(zo,to, ) € Q emiste una unica solucion mazimal ¢(xg,to,u,t) de la ecuacion diferencial & =
X(z,t,p).

Entonces ¢ depende continuamente de xg,to, 4, en su dominio de definicion. Ademds dicho
dominio es abierto.

Ejemplo: Paraz € R,)\ € R,t € IR sea i = Az?. Se tiene

Zo
¢(wo,t0, A, 1) = T A(t—to)70
El intervalo maximal es:
Cuando Azg < 0 : I 400 = (to + 1/Azo, +00)
Cuando Azg > 0 : I, 4.0 = (—00,%0 + 1/Azp)
Cuando Azg = 0 : I, 4, » = (—00,+00)
El dominio de definicién de ¢ es {(zo,t, \,t) € R*: t € Lo ton}-

3 Lema de Gronwall

El lema de Gronwall, que enunciaremos y demostraremos a continuacién, ademas de ser util para
demostrar el teorema 2.1, permite acotar las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales, y por
ese medio, estudiar, en muchos casos, los intervalos maximales.

Lema 3.1 (Gronwall) Si una funcién continua real u definida en un intervalo [tg,t1] verifica

0<u(t) <a+ ttkz(s)u(s) ds

con o> 0 y k(s) > 0 continua para todo s € [ty,t1], entonces
t
u(t) < aexp [ k(s) ds para todo t € [to,t1]
to

En particular, si a =0 entonces u =0, y si k(s) es constante u(t) < aek(t=to),

Prueba: Supongamos primero que a # 0. Entonces se tiene 0 < a < a + ftz k(s)u(s) ds, y
por hipétesis:

u(t)k(t)
T a+ ftﬁ k(s)u(s) ds < k()

Integrando ambos miembros entre ¢y y t resulta:

t ¢
log (a + [ Ek(s)u(s) ds) —loga < [ k(s)ds

to to
de donde ] .
a+ [ k(s)u(s) ds < aexp | k(s) ds
to to



Como u(t) < a+ ffo k(s)u(s) ds, resulta la tesis.
Veamos ahora el caso a = 0. Sea ¢, — 0, €, > 0. Por hipdtesis se tiene:

t t
0<u(t) < [ k(s)u(s) ds < e, + [ k(s)u(s) ds para todo t € [tg, 1]
to to

Por lo demostrado antes:

¢
u(t) <epexp [ k(s)ds
to

Fijando ¢ y haciendo n — oo resulta u(t) <0 m

4 Ejemplo de estudio cualitativo

Veremos cémo, sin resolver la ecuacién diferencial, pueden croquizarse las gréaficas de las soluciones:

Sea la ecuacion diferencial

&=t—2?
paraz € R,t € IR.

Dibujaremos esqueméticamente en IR? las grificas de las soluciones maximales ¢z,0(t) para
z € IR, y t en el intervalo maximal I o.

Primero, analicemos el signo de #. Si t < z(t)? entonces la grifica de la solucién z(t) es
decreciente, porque z(t) < 0. Sit > z(t)?, la grifica es creciente. En el punto donde la gréfica
corta a la pardbola ¢ = 22, hay un minimo relativo. No toda solucién tiene que cortar a esa
parabola, pero si lo hace, en el punto de interseccién presenta un minimo relativo, y solo en la
interseccién con la pardbola puede anularse la derivada. Luego, si la corta, no lo puede hacer mas
de una vez. Entonces, las soluciones que cortan a la paribola, tienen intervalo maximal infinito
hacia la derecha (ya que tiene que salir de cualquier compacto, son crecientes, y no pueden tener
asintota vertical porque estdn por abajo de la pardbola).

Puede demostrarse, a partir de la ecuacion diferencial, que todas las soluciones tienen intervalo
de definicién acotado por la izquierda. También puede probarse que existe una tinica solucién que
queda entre el lugar de los minimos y el lugar de los puntos de inflexiéon. Y finalmente que todas
las soluciones que no cortan la pardbola lugar de minimos, pero que cortan el lugar de los puntos
de inflexién tienen intervalo de definiciéon acotado. Para hacer esas demostraciones se compara el
segundo miembro de la ecuacién diferencial con una funcién mayor (o menor) que ella, que tenga
soluciones facilmente calculables. Se observa que eso implica que la solucién de la ecuacién dada,
para t > to estd por abajo (por arriba) de las solucién de la otra ecuacién diferencial, con mismo
dato inicial. Si la de esta otra ecuacién tiene asintota vertical hacia abajo, y la de la ecuacién
dada esta por abajo de ella, entonces la solucién buscada también tiene asintota vertical.

5 Sistemas lineales

Sea en IR" la ecuacién
z=Alt)r+0b(t), teR, z€ R"



- _ _ lugar de inflexiones

rama superior

t

lugar de inflexiones

rama inferior

Figura 1: Soluciones de & = t — z?



donde A(t) es, para cada t € IR, una matriz real n X n, que depende continuamente de ¢, y b(t) es
para cada t € IR un vector de IR" que también depende continuamente de t.

La ecuacién anterior se llama lineal. Si A(t) es independiente de ¢, entonces es a coeficientes
constantes. Si b(t) es nulo para todo t, la ecuacién se llama homogénea.

Se observa que A(t)z + b(t) es lipschitziana en z, pues

[A®#)z1 — A()z2|| = [|A(E) (21 — z2) || < [J[A@) /|21 — 22|
donde la norma de una matriz A se define como
| Al = max{||Aul| : v € R", ||ul| =1}

Entonces, si v # 0 en IR", se cumple

[Av[| = [v]]

4 ()| < a

Luego, para todo v € IR" se cumple || Av| < ||A]|[|v]]-

Proposicién 5.1 Las soluciones mazimales de la ecuacion lineal homogénea (que ezisten y son
dnicas para cada condicidn inicial), estdn definidas para todo t € IR.

Prueba: La existencia y unicidad de la solucién maximaly,, ¢+, (t) por cada punto (zg,%9) €
B"+1, definida en el intervalo maximal I, ¢,. es una consecuencia del teorema de Picard.

Supongamos, por absurdo, que el extremo derecho del intervalo I, :, sea el numero real h.
Sea

0,to

M = max{||A(t)|| : to <t < h}, B =max{||b(t)]|:to <t<h}

Los ntimeros reales M y B existen porque A(t) y b(t) dependen continuamente de ¢, y los mdximos
se calculan en un intervalo compacto.

Para abreviar llamaremos z(t) = @y, 1, (%)-

Como #(t) = A(t)z(t) + b(t), integrando respecto a t, entre to y t € [to, h), se obtiene

() =20+ [ A)w(t) + b(t)

Luego, para todo t € [to,b): .
=0l < o]l + [ Ml=(o)] at
Por el lema de Gronwall se tiene
lz(@®)]] < ||lzolle™ %), para todo ¢ € [to, b)

Luego, [|lz(t)|| < [|zo[|e" =70
tomando en IR™*! el compacto

K ={(z,t) € R"" : ||z|| < ||z[|eM®) ¢y <t < b}



la grafica de la solucién maximal, a la derecha de ¢ no se saldria del compacto K, contradiciendo
el teorema de salida de compactos.

Para probar que el extremo izquierdo es —oo nétese que z(t) definida en (a, h) es solucién de
z = A(t)x + b(t), solo si z(—t) definida en (—h,—a) es solucién de §y = —A(—t)y — b(—t), que
también es una ecuacién lineal. Por lo demostrado antes —a = co. ®

Definicién 5.2 Se llama matriz fundamental de la ecuacién lineal & = A(t)z + b(t) a una matriz
®(t), invertible para todo ¢t € IR y tal que

®(t) = A(t)®(t) para todo t € IR

La igualdad anterior es entre matrices cuadradas n x n, y la matriz (I>(t) es la que se obtiene
derivando respecto a t todos los términos de la matriz ®(t).

Proposicién 5.3 Si ®(t) verifica ®(t) = A(t)®(t), entonces es fundamental si y solo si
det q)(t()) 75 0
para algun to € IR.

Prueba: Basta demostrar que si det ®(ty) # 0 entonces det ®(¢) # 0 para todo t. Esto es
una consecuencia inmediata del siguiente teorema. m

Teorema 5.4 (Liouville) Si ®(t) = A(t)®(t) para todo t € IR, entonces

t
det (t) = exp (/ traza A(s) ds) det ®(tp)
to
Prueba:
Indicaremos con A; a la i-ésima fila de la matriz A, con ®; a la i-ésima fila de la matriz ®(¢),
y a dichas matrices como

A= (A1,...,Ay), B(t) = (Dr,...,3,)

El determinante de una matriz se calcula sumando con signo apropiado, todos los productos
que se obtienen de elegir un y solo un término de cada columna y cada fila de la matriz. Si estos
términos dependen de ¢, la derivada del determinante respecto de ¢ se obtiene, por la regla de
derivacién de un producto, como

(det B(t)) = det(®y1, Do, ..., By,) + det(B1, Do,..., B,) + ... + det(®y, Do, ..., By)
n .
(det ®(t)) =) det(®1,...,D4..., Bp)
=1

Como, por hipétesis, ®; = A;B(t), resulta que ®; es combinacién lineal de las filas de ().
Ma3s precisamente )
<I>Z' = aﬂ@l +...+ aii<I>Z~ + ... am@n



donde la fila A; es a;1,...,ai,
Como el determinante de una matriz no cambia al restar de una fila cualquier combinacién
lineal de las demds, resulta:

(det ®(t Zdet ®1,...,04iP;,...,D,) = traza A(t)det ()

Sea
t

f(t) = (det ®(t)) exp <_ /t

0

traza A(s) ds)

Derivando respecto a t se tiene

F(t) = exp (— /t " traza A(s) ds) ((det B(t)" — (trazaA(t))(det B(2))) = 0

0

Luego f(t) = f(to), es decir

det ®(t) exp (— /t traza A(s) ds) = det ®(t9)

to

como se queria demostrar. m

Teorema 5.5 Las soluciones mazimales de una ecuacion diferencial lineal homogénea & = A(t)x
forman un espacio vectorial de dimension n.

Una matriz ®(t) es fundamental si y solo si sus columnas son una base del espacio de solucio-
nes.

La solucion que pasa por (xo,to) es ¢(xo,to,t) = ®(t)P(tg) Lo.

Prueba: Si @i(t) y w2(t) son dos soluciones de la ecuacién, entonces awi(t) + Bpa(t)
también verifica la ecuacién, y es maximal porque esta definida para todo ¢t. Luego, las soluciones
maximales forman un espacio vectorial. Veamos que tiene dimensién n. Para ello probaremos que
las columnas de cualquier matriz fundamental ®(t) forman una base del espacio de soluciones.

Sea ;(t) la columna i-ésima de la matriz ®(t). Como det ®(¢) # 0, sus columnas son lineal-
mente independientes para todo £.

Ademss ®(t) = A(t)®(t), si y solo si cada columna ;(t) verifica la ecuacién diferencial & =
A(t)z.

Lo anterior prueba que ¢;(t) son soluciones linealmente independientes de la ecuacién ho-
mogénea. Falta ver que p;(t) generan el espacio de soluciones.

Llamemos z; = ¢;(tg). Como det ®(tg) # 0, los vectores 1, ..., x, son una base de IR".

Sea ¢(xg,to,t) una solucién. El vector zy es combinacién lineal de la base de R™: z1,...,z,.
Es decir: zo = Y1 | ajz;.

Consideremos la funcién Y7 ; a;p;(t) definida para todo ¢. Es solucién de la ecuacién dife-
rencial porque las @; lo son. En t = ¢y toma el valor zy porque @;(tg) = z;. Por la unicidad, es
entonces la solucién maximal por (zg, %), es decir

:L'Oath Zaz‘Pz



Con lo anterior probamos que las columnas de ®(¢) son una base del espacio de soluciones. En-
tonces este espacio tiene dimensién n.

Reciprocamente, si una matriz ®(¢) tiene sus n columnas que son una base del espacio de
soluciones de la ecuacién homogénea, entonces la matriz verifica & = A(t)® (pues sus columnas
lo verifican), y su determinante es no nulo (pues sus columnas son linealmente independientes).
Es decir, la matriz es fundamental.

Finalmente falta probar que la solucién ¢(zg,%o,t) es ®(t)®(tg) 'z En efecto, como ®(t)
es matriz fundamental, derivando respecto de ¢ a la funcién z(t) = ®(¢)®(ty) 'zo se obtiene
i(t) = A@t)®(t)®(to) tzo = A(t)z(t). Luego z(t) es solucién. Ademds z(ty) = zo. Por la
unicidad z(t) = ¢(xg, to,t) como queriamos probar. B

Definicién 5.6 Una matriz fundamental ®(¢) se llama principal, si ®(0) es la identidad.

Es facil ver que la matriz principal existe y es tnica.

En la dltima parte del teorema anterior se enuncia como resolver totalmente la ecuacién lineal
homogénea, teniendo una matriz fundamental. En particular, si la metriz fundamental es la
principal, entonces cualquier solucién z(t) se obtiene como ®(t)z(0).

Resolvamos ahora la ecuacién lineal no homogénea.

Teorema 5.7 (Variacién de constantes) Sea ®(t) una matriz fundamental.
La solucion de la ecuacion

T = A(t)z + b(t)
que en t =ty toma el valor xg es
¢

B(w0, L0, 1) = B(1)B(to) "m0 + B(1) / B(s)~"b(s) ds

Prueba: La solucién de la homogénea, por el teorema anterior es ®(¢)C donde C es un
vector de IR"™ independiente de t.

Busquemos ahora soluciones de la ecuacién no homogénea, sustituyendo el vector constante C
por un vector u(t) a determinar. Es decir probemos con

Derivando respecto a t y sustituyendo en la ecuacién diferencial no homogénea, se tiene:
z(t) = <I>(t)u(t) + ®(t)u(t) = A(t)@(t)u(t) + D(t)u(t) = A(t)z(t) + D(t)a(t) = A(t)z(t) + b(2)
Luego
u(t) = ®(t)71b(t)
Integrando respecto de ¢ entre ty y ¢, se obtiene:

u(t) — u(ty) = t;@(s)_lb(s) ds

10



Como u(tg) = ®(ty) "'z, se tiene:

t

(1) = B(t) (@(to)—lxo + [ ®(s)"1(s) ds)

to

6 Sistemas lineales a coeficientes constantes.

Matriz exponencial.
En los cursos de ecuaciones diferenciales basicos se demuestra que la matriz principal de la
ecuacion diferencial
T = Ax

donde A es una matriz k x k de términos constantes (independientes de t), es la matriz exponencial
e, donde
o0
A'H
>

nl
= n!

(En esta serie A? es por definicién la matriz identidad).

Esta serie converge absolutamente (es decir converge la serie de la normas, porque estd mayo-
rada por la serie de términos positivos ||A||"/n!), y por lo tanto converge en el espacio normado
de matrices k X k, cualquiera sea la matriz A.

Consideremos
. Amn
=3
e =
n!
n=0

Por lo anterior, converge (y lo hace absolutamente) cualquiera sea la matriz A y cualquiera sea
el nimero real t. Ademds, usando el criterio de la mayorante de Weierstrass, no es complicado
demostrar que la serie de las derivadas

o A" X AT
=4 = Aeft
ngl (n—1)! 7;) n!

converge uniformemente en cualquier intervalo [— K, K|, cualquiera sea K > 0. Entonces, su suma
es igual a la derivada de la matriz e4t, y esto vale para cualquier ¢ real (ya que dado ¢ puede
elegirse K de modo que t € [—K, K]).

Entonces (e4?)” = Ae?*, para todo t real. Teniendo en cuenta que e
deduce que:

A0 65 1a identidad, se

Teorema 6.1 et es la matriz principal de la ecuacidn © = Ax.

11



Calculo de la matriz exponencial.

Es facil verficar, a partir de la definicién de matriz exponencial, que si A es una matriz diagonal
con valores propios );, entonces e es también una matriz diagonal, formada por las funciones
elit en la diagonal principal.

También es ficil verificar que si N es una matriz nilpotente de orden p (esto es, N? es la matriz
nula, siendo p el minimo natural para el cual esto ocurre), esntonces e’¥! es una matriz polinémica
en t de grado p — 1 (todos los términos son polinomios en ¢ de grado maximo p — 1).

Dada una matriz cuadrada A, existe un cambio de base, tal que A es semejante a la forma
canénica de Jordan J, es decir A = PJP~!. Esto implica que (At)" = P(Jt)"P~!, y aplicando
la definicidon de matriz exponencial

oAt — peltp-1

La forma canonica de Jordan J esta compuesta por bloques cuadrados Bi, By, ..., B, ubica-
dos a lo largo de la diagonal, siendo los demds términos nulos. Se observa que entonces J" también
estd formada por bloques cuadrados, del mismo tamano que los de J, que son BY, BY,..., B,y
aplicando la definicién de matriz exponencial, resulta que:

J Bit eBQt Bt
)

La matriz e’t estd formada por los blogues cuadrados e ye.,e0mb

Cada bloque B; de la forma canénica de Jordan es igual a A\;I 4+ N;, siendo A; un valor propio
de A (real o complejo), I la matriz identidad y N; una matriz nilpotente de orden p; (igual al
tamarfio del bloque).

Se observa que tanto la matriz ef son matrices principales de la

ecuaciéon & = (A 4+ N)z. Por la unicidad de la matriz principal, se obtiene entonces que:

AT+N)t At Nt

como la matriz e

Descomponiendo cada bloqgue B en M + N, se cumple ePt = eMelNt siendo eV

polindmica en t de grado igual al tamano del bloqgue menos uno.

t una matriz

Sistemas lineales no homogéneos, a coeficientes constantes
Sea el sistema,
T = At + b(t)

donde A es una matriz de términos constantes (independientes de t).
Por lo visto en la seccién anterior, se tiene la solucién general

¢
(0, to, 1) = A (A1) g 4 Al / (%)~ 1(s) ds
to
Por un lado se tiene que la identidad I es la matriz principal de la ecuacién & = 0. Por otro, se
verifica que también las matrices efe— At y e~ 4*e* son la matriz principal. Entonces la inversa
de et es e=At = eA(=Y) Eg decir para invertir la matriz exponencial e basta sustituir ¢ por —t.
Repitiendo el razonamiento, las matrices e”A(t=) y ete~A4% verifican la ecuacién diferencial
4 = Ax y en t =ty coinciden. Por la unicidad de la solucién deben coincidir.
Reuniendo lo anterior se tiene:
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La solucion de & = Az + b(t), con dato inicial (tg, o) es

t
B(zo, to, 1) = eAlt=t0) gy 4 eAt/ eA=9)b(s) ds
to
Estabilidad de los sistemas lineales
Dada una ecuacién diferencial £ = X (z,t) tal que existe solucién tnica por (%o, zg), llamemos
z(t) a esa solucién, y supongamos que estd definida por lo menos para todo ¢ > .

Definicién 6.2 Se dice que la solucién z(t) es estable (en el futuro, en el sentido de Liapunov),
si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que ||yo — z¢|| < ¢ implica que existe solucién tnica y(t) por to, Yo,
definida por lo menos para t > tg, y se cumple ||y(t) — z(¢)|| < € para todo ¢ > t.

Se dice que la solucién z(t) es inestable si no es estable.

Se dice que la solucién z(t) es asintdticamente estable (en el futuro, en el sentido de Liapunov),
si es estable y ademds existe p > 0 tal que |lyo — zo|| < p implica que ||y(t) — z(?)[| —t—00 0.

Estas definiciones se pueden aplicar en particular a los puntos de equilibrio de la ecuacién
diferencial (es decir, a las soluciones constantes z(t) = z( para todo ¢ real).

Teorema 6.3 Todas las soluciones de la ecuacion diferencial © = Ax + b(t) tienen la misma
estabilidad. (Es decir, o bien son todas estables, o bien son todas inestables, y si son estables,
entonces o bien son todas asintéticamente estables, o bien no lo es ninguna).

Prueba:

Basta demostrar que la estabilidad de una solucién z(t) cualquiera es la misma que la del
punto de equilibrio 0 del sistema homogéneo & = Az. Para ello basta observar que dada la
solucién z(t) de la ecuacién & = Az + b(t), una segunda funcién y(t) es también solucién si y solo
si z(t) = y(t) — z(t) es solucién de & = Az. Como la norma de y(t) — z(t) es igual a la norma de
z(t) — 0, basta aplicar las definiciones para obtener que z(t) es solucién estable (asintéticamente
estable, inestable) de la ecuacién = At + b(t), siy solo si 0 lo es de la ecuacién & = Az. m

Ahora veamos como la estabilidad del sistema lineal se puede deducir de los valores propios
de A:

Teorema 6.4 Sea la ecuacion diferencial lineal a coeficientes constantes: & = Ax + b(t).

Si todos los wvalores propios de A tiemen parte real negativa, entonces las soluciones son
asintdticamente estables (hacia el futuro, segin Liapunov).

Si alguno de los valores propios de A tiene parte real positiva, entonces las soluciones son
inestables (hacia el futuro segun Liapunov).

En el caso que resta, es decir, si todos los valores propios de A tienen parte real menor o igual
que cero, y alguno tiene parte real 0, entonces las soluciones son estables pero no asintoticamente
(en el futuro, segin Liapunov), si la multiplicidad geométrica de todos los valores propios con
parte real nula, es igual a la multiplicidad algebraica respectiva. En caso contrario, es decir,
si para algin valor propio con parte real nula, las multiplicidades geométrica y algebraica son
diferentes, entonces la soluciones son inestables.
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Prueba:

Basta estudiar la estabilidad de 0 en el sistema homogéneo & = Az, siendo A = PJP~!, con
J (quizds matriz compleja) la forma canénica de Jordan de A. Haciendo el cambio de variables
x = Py, se obtiene el sistema equivalente y = Jy. Como un sistema se obtiene del otro mediante
un cambio de variables que deja fijo al punto de equilibrio 0, la estabilidad de ambos sistemas
es la misma. Como las matrices A y J son semejantes, sus valores propios, y sus multiplicidades
geométricas y algebraicas son la misma. Entonces basta demostrar el teorema para la matriz J
en lugar de A.

La solucién de & = Jz es z(t) = e’!zo. Si la norma de la matriz e’? estd acotada para todo
t > 0, entonces ||z(t)|| < K||zo|| para todo ¢ > 0, donde K es una constante positiva. Dado € > 0
basta tomar § = ¢/ K para verificar que se cumple la definicién de estabilidad del 0.

Sabiendo que 0 es estable, como z(t) = ez, entonces 0 es asintéticamente estable si y solo
si la matriz e’t tiende a la matriz nula, cuando ¢ tiende a +oo.

Por otro lado, si existe algtin término (en la fila i y columna j) de la matriz e’*, que en médulo
tiende a +o0, podemos elegir un vector zy con su componente j-ésima no nula (que puede elegirse
con norma tan pequefia como se desee). Se obtiene que el producto z(t) = e’!zq tiene su término
i-ésimo que tiende, en mddulo, a infinito. Entonces no se cumple que ||z(t)|| es menor que € para
todo ¢t > 0, a pesar que zy pudo elegirse con norma menor que cualquier §. Esto implica que 0 es
inestable (hacia el futuro).

Resumiendo, si todos los términos de la matriz e’* estdn acotados para ¢t > 0, entonces 0 es
estable (en el futuro). Siendo 0 estable, entonces es asintéticamente estable si y solo si todos los
términos de e’! tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito. Por otro lado si algtin término de e’?
tiende en médulo a infinito, cuando t tiende a infinito, entonces 0 es inestable.

Ahora analicemos la matriz e’ calculada mds arriba. Todos los términos de ella son de la
forma e*i’p; ;(t) donde ); es un valor propio de J, y p; ;(t) es un polinomio de grado maximo igual
al tamano del bloque de Jordan al que pertence, menos uno.

Entonces, si todos los valores propios de J tienen parte real negativa, todos los términos de la
matriz e’! tienden a cero cuando ¢ tiende a infinito, y por lo tanto estan acotados para ¢t > 0. Por
lo visto antes esto implica la estabilidad asintética del 0.

Si algtin valor propio de J tiene parte real positiva, existe un término de e’! que tiende, en
mdédulo, a infinito, cuando ¢ tiende a infinito. Por lo visto antes, esto implica la inestabilidad del
punto de equilibrio.

Finalmente, en los casos que quedan, observemos que los términos de la matriz e’* que corres-
ponden a valores propios con parte real negativa (si los hubiera), estdn acotados para t > 0, y que
los términos que corresponden a valores propios con parte real nula, no tienden nunca a cero, y
estdn acotados si y solo si los polinomios p; ; tienen todos grado cero. En caso contrario tienden
a infinito. Como el grado maximo de esos polinomios es igual al tamano del bloque menos uno,
obtenemos que 0 es estable, pero no asintéticamente, si todos los bloques de Jordan de los valores
propios con parte real nula tienen tamafno uno. Si alguno tiene tamano mayor que uno, entonces
el 0 es inestable.

Pero, la cantidad de bloques de Jordan para cada valor propio es igual a la multiplicidad
geométrica del valor propio (porque para cada bloque hay una sola direccién de vectores propios).
Ademas la multiplicidad algebraica es igual a la cantidad de veces que aparece el valor propio en

J
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la diagonal de J. Entonces los bloques asociados a un valor propio, tienen todos tamano uno si y
solo si la multiplicidad geométrica es igual a la algebraica, para ese valor propio. m
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EJERCICIOS

1. Encontrar ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias con soluciones maximales en in-
tervalos del tipo (—o0, +0), (—o0,b) vy (a, +00).

2. Sea la ecuacién diferencial © = X (z,t) con X de clase C' (es decir, continua, diferenciable
y con derivada primera continua), definida en  C IR"™ x IR, con valores en IR". La tnica
solucién maximal por (zg, ty) se denota como ¢(zg, to, t). La derivada respecto a zg se denota
como ¢'(zg, tp,t). Es una matriz n x n, cuyo término general a; ; depende de zg, o, t, y es
la derivada parcial de la i-ésima componente de ¢ respecto a la jésima componente de xg.

Demostrar que la matriz ¢'(xg, to,t) verifica:
a La ecuacién diferencial Y = J(¢)Y, donde J(t) es la matriz jacobiana de X, es decir

J(t) = X'(z,1)] X'(z,t) indica la matriz n x n derivada de X respecto a
x, con t fijo.

J":(;9(370 at07t) ’

b La condicién inicial ¢'(zg, to, o) = Id.
3. Con la notacién del ejercicio anterior:

Probar que la funcién real f(z,1q,t) = det(¢'(zg,to,1)), verifica

a La ecuacién diferencial f = a(t)f, donde a(t) = traza J(t).

b La condicién inicial f(zo,t0,%0) =1

Sugerencia: Si A(t) es una matriz cuadrada cuyos términos son funciones derivables de t,

entonces %(det A(t)) es la suma de los determinanates de las matrices que se obtienen

sustituyendo cada columna de A por su derivada. Si A(t) verifica la ecuacién diferencial
Y = JY, entonces cada columna de A(t) verifica y = Jy.

4. En IR sean las ecuaciones diferenciales:

i = f(z,t), 9=g(y,1)

con f y g continuas y lipchitzianas definidas en un mismo abierto Q C IR x IR.

Sean ¢(zg,to,t) y ¥(xo,to,t) sus respectivas soluciones maximales.
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a) Probar que si f(z,t) > g(z,t) para todo (z,t) € 2, entonces
o(xo,to,t) > 1(xo,to,t) para todo t > tg
o(xo,to,t) < (o, to,t) para todo t < tg

t tal que ambas soluciones estén definidas.

b) Probar que si f(z,t) > g(z,t) para todo (z,t) € Q, entonces
o(xo,to,t) > P(xo,to,t) para todo t > tg
o(zo,t0,t) < P(zo,t0,t) para todo t <t

t tal que ambas soluciones estén definidas.
(Sugerencia: Elegir f\ — f tal que f) > f).

. Investigar si es cierta la proposicion siguiente:
Sea u(t) una funcién real continua definida para t € [tg, 1] tal que:
¢
u(t) > a+ | k(s)u(s) ds >0
to
donde k(s) > 0 es continua para todo s € [tg,t1].
Entonces

t
u(t) > aexp ( k(s) ds) ,  para todo t € [to, 1]
to

. Sea A(t) una matriz n x n que estd definida para todo ¢ real y depende continuamente de ¢.
Sabiendo que A(t) y A(s) conmutan para todos ¢ y s reales, probar que

efot A(s)ds

es la matriz principal del sistema & = A(t)z. Sugerencia: Si B(t)B(t) = B(t)B(t) para todo
t, entonces la derivada de eB®) es BeB®)

. Sea A(t) una matriz n X n que estd definida para todo ¢ real y depende continuamente de ¢.

a) Se define |A(t)|| = sup{||Az|| : z € R",||z|| = 1}. Demostrar que ||A(.)|| : r — R es

continua.

Sea & = A(t)z.
b) Verificar que ||z(t)|| < ||z(0)| + fg IlA(s)||||z(s)]| ds para todo t > 0.
c) Probar que

t
la(tl < la(@)]leo 141

. Se da & = A(t)z, con A : (a,b) C R — M™*". ;Cudl es el intervalo maximal de las
soluciones?

. Demostrar que la matriz principal en ¢y de un sistema lineal & = A(t)z es tnica. (Se define
por las condiciones ®(t) = A(t)®(t) y ®(t9) igual a la identidad.
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