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CAPITULO V
EJEMPLOS Y FENOMENOS CAOTICOS

EJERCICIOS

1. En la transformacién f de herradura de Smale sea A = N,z f™(Q).
Probar que A es el conjunto de las parejas (x,y) € R?con0<z<1, 0<uy<1 talesque
los desarrollos de x e y en base 5 tienen sélo las cifras 1 y 3 después de la coma.

2. Sea f: IR? — IR? dada por:

Si (z,y) €Qo={lz[ <1, [yl <1} entonces  f(z,y) = ((1/3)z,3y)
Si (z,y) € Qu={lz] < (1/2), [y —2| < (1/2)} entonces f(z,y) = ((2/3) — (1/3)z,3(2 - y))

(a) Hallar todos los iterados de (2/3,0) y verificar que f™(2/3,0) — (0,0) cuando n — 400
y cuando n — —oo.

(b) Sea Q = Qo U Q1 dibujar QN f(Q); fTHQ)NQ; QN AQ)NFQ)y N2, (Q).
Demostrar que el conjunto K = {p € IR? : f*(p) € Q¥n € Z} es compacto, invariante
y no vacio.

(c) Sea {in{nez una sucesién bi-infinita de ceros y unos tal que i, = 1 implica i,4+1 = 0.
demostrar que exsite un tnico p € K tal que f"(p) € Q;, para todo n € Z.

(d) Demostrar que f tiene minimales no triviales (Sugerencia: elegir una sucesién apropiada
de ceros y unos).

3. Sea f : M +— M un homeomorfismo y g = f* donde k es entero.

(a) Probar que Q(g) es invariante bajo f y que Q(g) C Q(f).

(b) Si p es fuertemente recurrente segin g, entonces ¢lo es segin f?7

()
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(d) Sea K minimal compacto de f. jExiste A minimal compacto de g tal que K =
UnEan(A)

Sea A minimal compacto de g. Probar que U,cz f™(A) es minimal compacto de f.



4. Sea f : IR™ — IR™ un homeomorfismo. un punto ¢ € IR" se llama homoclinico de pg si
w(q) = a(q) = {po} para py diferente de gq.

(a)
(b)

()

Probar que pg es un punto fijo, y que todo punto de la érbita por ¢ también es ho-
moclinico.

Sabiendo que existe un entorno @ de pg tal que f(p) = Ap para todo p € @), donde A
es una matriz diagonal real, probar que A tiene algin valor propio de médulo mayor
que uno, y otro de médulo menor que uno.

Sea f : IR? — IR?, ¢ un punto homoclinico de (0,0), f(z,y) = (ax, By) con B > a, para
todo (z,y) € @ = {|z|] < 1, |y| < 1}. Probar que existe N natural arbitrariamente
grande, tal que para todon > N se cumple f~"(¢) = (0,y,) € Qy f"(¢) = (zn,0) € Q.

Ademss de la hipétesis de la parte anterior, se sabe que exite un entorno Q1 de f~(q)
tal que para todo (x,y) € Q1 se cumple f2N(x,y) = (zn,y_n) + H(x,y) donde H es
una matriz real diagonal. Demostrar que f tiene un minimal no trivial. (Sugerencia:
existe un rectdngulo U y un entero m tales que f™(U) N U tiene por lo menos dos
componentes conexas que son rectangulos con igual altura que U. Probar que f"* tiene
un minimal no trivial).

5. Probar que 24 con la topologia definida por los N-entornos, es un espacio totalmente des-
conexo, perfecto, compacto, metrizable con la distancia:

dist ({an}, {ba}) = 3 lan — bal/21"

nez

6. En el espacio del shift, probar que hay un conjunto denso de minimales no triviales.

7. Sea f: M +— M un homeomorfismo.

(a)

(b)

Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:
i. f topoldgicmante transitivo.
ii. Para todos U y V abiertos no vacios, existe nj — +oo tal que f*(U)NV # 0.
iii. Para todos U y V abiertos no vacios, y para todo N natural, existe un entero
n < —N tal que f*(U)NV # 0.

Encontrar un ejemplo de un homeomorfismo topolégicmante transitivo pero no to-
poldégicmante mixing.

8. Sea f: M — M topoldgicmante transitivo. Probar que:

(a)
(b)

Qf) =M

Si Uy es abierto no vacio, entonces:
Hy={pe M: f"(p) € Up para algin natural n}

es abierto y denso.



(¢) Si M tiene base numerable, entonces hay un residual de puntos cuya semiérbita positiva
es densa.

(d) Si M tiene base numerable y todo residual de M es denso en M (espacio de Bai-
re), entonces la condicién de la parte anterior es también suficiente para que f sea
topolégicmante transitivo.

9. Sea A una matriz 2 x 2 de términos enteros con determinante igual a uno, con un valor
propio mayor que uno, y otro menor que uno, y tal que los vectores propios forman con los
ejes un angulo de pendiente irracional. Demostrar que f(7(z,y)) = w(A(x,y)) define en el
toro un homeomorfismo f que es topolégicmante mixing.



