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CAPITULO 1
DINAMICA QUE PRESERVA MEDIDA, RECURRENCIA Y TRANSITIVIDAD.

1. Dinamica de los automorfismos de medida.

Sea (X, .A) un espacio medible y sea T : X + X una transformacién medible, es decir 7-1(A) €

A VA e A.

Definicion 1.1 Se llama sistema dindmico por iterados de T a la aplicacion que a cada n € IV
le hace corresponder la transformacion 7" : X — X donde T" =T oT...oT nveces,sin>1y
TY = id. Si T es invertible entonces sistema dindmico por iterados de 7' es también la aplicacién
que a cada n € Z le hace corresponder T™.

Se observa que T™™ = T™ o T™. Esta propiedad algebraica se llama propiedad de grupo.
Significa que el sistema dindmico es una accién del grupo de los enteros (si T' es invertible) en el
espacio X.

Definicién 1.2 Se llama drbita positiva o futura ot (x) por el punto x € X, y z se llama estado
inicial de la drbita, a la sucesién {T"(x)}nen. Si T es invertible se llama dérbita negativa o pasada
a la sucesién {T7"(z)}nen y se llama drbita o(x) a la sucesién bi-infinita {T"(z)},,. 7 -

Se observa que T""™(x) = T"(T™(x)) y por lo tanto el iterado T™(x) es el estado inicial de
la orbita por x que se obtiene corriendo el instante 0 al que antes era instante m.

Definicién 1.3 Punto fijo (o periédico de periodo 1) es xq tal que T'(xg) = xo. Punto periddico
es xo tal que existe p > 1 tal que TP(xg) = x¢. El periodo es el minimo p > 1 que cumple lo
anterior. Se observa, a partir de la propiedad de grupo, que si un punto es periédico de periodo p
entonces su orbita esta formada por exactamente p puntos.

Definicién 1.4 Sea T medible en un espacio (X,.A). Una medida p se dice que es invariante
por T, o que T preserva u, (se dice también que T es un automorfismo del espacio de medida
(X, A p)), si

(T ™H(A) = u(A) vAe A

Se observa que pueden no existir medidas de probabilidad invariantes para cierta T : X +— X
transformacion medible dada, como se muestra en un ejemplo méas abajo, pero:



Teorema 1.5 Si X es un espacio métrico compacto, A es la sigma-algebra de Borel y T es
CONTINUA, entonces ezxiste (frecuentemente infinitas) medida de probabilidad invariante. Este
teorema se demuestra en el capitulo 6.

Ejercicio 1 Sea T : (X, A, u) — (Y,B,v) un isomorfismo de espacios de medida. Esto es una
transformacion bimedible (medible, invertible con inversa medible) tal que preserva las medidas,
es decir v(B) = p(T~Y(B)) VB € B. Mostrar que la inversa T~ también es un isomorfismo de
espacios de medida.

Ejemplo 1.6 Sea T : [0,1] — [0,1] tal que T'(z) = 1/2x siz # 0y T(0) =1 # 0. Afirmamos que:
No existe medida de probabilidad invariante por T'.

Demostracion: Si existiera, llamémosla p. Consideremos la particién de intervalo (0,1] dada por
los subintervalos disjuntos dos a dos A4, = (1/2""! 1/2"] para n € IN. Se cumple T~!(4,,) =
A,—1 para todo n > 1. Como p es T invariante se deduce u(A,) = pu(Ap) Vn > 0. Se tiene
p((0,1] =37, 5o u(An) = 37,50 #(Ao) < 1. Luego p(Ag) = 0, de donde p((0,1]) =0y p({0}) = 1.
Luego u(T~1({0})) = 1 lo cual es absurdo porque T-1({0}) = 0. O

Ejemplo 1.7 Sea en S la rotacién T'(e2™®) = (?™)(#+2) donde a es una constante real. Si a es
racional, T se llama rotacion ractonal en el circulo, y si a es irracional, T' es rotacion irracional.
A través de la proyeccién IT : IR +— S! dada por II(x) = €2™ la medida de Lebesgue m en IR
induce una medida m.. en S' dada por m~(A4) = m(II=1(A4) N[0, 1]). Esta medida m.. se llama
medida de Lebesgue en el circulo. Como m en IR es invariante por traslaciones, es facil probar
que m., es invariante por las rotaciones.

Ejercicio 2 Probar que para la rotacién racional en el circulo todos los puntos son periédicos
con el mismo periodo. Probar que la rotacion irracional en el circulo no tiene puntos periédicos.
Probar que la medida de Lebesgue en el circulo es invariante por las rotaciones.

Observacién 1.8 Aunque no es inmediato, se puede probar que todas las drbitas de la rotacion
wrracional del circulo son densas. Lo probaremos en el capitulo 3.

Ejercicio 3 Probar que si 7' : X — X es medible entonces T' preserva la medida p si y solo si
para toda f € L'(u) se cumple
[remaun= [ sa

Proposicién 1.9 Sea T : X — X una transformacion medible en un espacio medible (X, A). Si p
es una medida sigma-finita y Ag es un dlgebra que genera a A tal que u(T~(A)) = u(A) VA € Ay
entonces p es invariante por T

Demostracion: Sea v(A) = u(T~1(A)) definida para todo A € A. En la subalgebra Ay la preme-
dida v coincide con la premedida ;1 (ambas restringidas a la subdlgebra son premedidas). Como
existe una unica extension de una premedida dada en un algebra a la sigma &algebra generada,
entonces 4 = v en A. O



Corolario 1.10 SiT : R¥ — IR* es una transformacién Borel medible y 1 es una medida o-finita
tal para todo conjunto A que sea union finita de rectingulos de R* se cumple p(T~(A)) = u(A)
entonces p es invariante por T en toda la sigma-dlgebra de Borel.

Ejercicio 4 Tent map Sea el intervalo [0,1] dotado de la sigma algebra de Borel. Sea T": [0, 1] —
[0,1] dada por T'(z) = 2z si z € [0,1/2] y T'(z) = 2 — 2x si € [1/2,1]. Probar que preserva
la medida de Lebesgue en el intervalo. (Sugerencia: graficar T y probar que la preimagen de un
intervalo I tiene la misma medida que I. Usar el corolario anterior.

2. Dinamica topolégica y diferenciable.

Decimos simplemente T : X +— X continua cuando X es un espacio topoldgico, A es la sigma-
algebra de Borel y T es una aplicacién continua. Decimos simplemente T : X — X diferenciable
(resp. T es un difeomorfismo de clase C*) cuando X es una variedad diferenciable, A es la sigma-
4lgebra de Borel y T es una aplicacién diferenciable (resp. difeomorfismo de clase C¥).

Definicion 2.1 Sea T : X +— X Borel medible en un espacio métrico X. Decimos que un punto
periédico xy de periodo p es un atractor si existe un entorno V' de zg invariante hacia delante por
TP (es decir TP(V) C V) y tal que

dist (T (20), T"(Y) )n—t00o — 0 Yy €V

Cuando T es invertible con inversa medible decimos que un punto periédico xg de periodo p es un
repulsor si existe un entorno V' de z( invariante hacia atrds por T? (es decir T7P(V) C V) y tal
que

dist (T"(x0), T"(¥))n——00o — 0 Yy €V

Afirmacién 2.2 Si f : S +— S! es un difeomorfismo de clase C' que preserva la orientacion
(i.e. f'>0), yxo es un punto periddico de periodo p tal que la derivada (fP) (xo) es menor que
1 entonces xq es un atractor, y si (fP) (xg) es mayor que 1 entonces xy es un repulsor.

Demostracion: Demostremos la primera afirmaciéon renombrando como f a la transformacién fP.
Entonces x( resulta fijo. La segunda afirmacion se obtiene de la primera usando f~P en lugar de
fP. Grafiquese f(z) para z € S! ~ [0,1] del intervalo [0, 1] en sf mismo, en el que se ha identificado
el 0 con el 1 en el punto en el punto zg. La grafica de f corta a la diagonal por lo menos en el
punto 0 ~ 1 = zy Graficamente los iterados futuros de y en un entorno de xg suficientemente
pequeno, se obtienen trazando la vertical de abscisa y, cortdndola con la gréafica de f, trazando
luego la horizontal por ese punto, cortandola con la diagonal, trazando la vertical por ese punto,
cortandola con la grafica de f, y asi sucesivamente. Si la funcién es continua con derivada continua,
y la derivada en el punto fijo g es menor que uno, entonces los sucesivos puntos en la grafica de
f obtenidos por la construccién anterior tienden mondétonamente al punto fijo xg. [

Definicion 2.3 Un punto periddico xy con periodo p de un difeormofismo f : X — X se dice
hiperbdlico si los valores propios de la derivada de fP en xg tienen todos mddulo diferente de 1.



Consecuencia: Si z( es un punto periédico hiperbédlico de un difeomorfismo de clase C' del
circulo, que preserva la orientacién, entonces es un atractor (si (f?)'(xo) < 1) o es un repulsor (si

(f7) (o) > 1)
Exponente de Lyapounov negativo significa contraccion exponencial: Si f es un

difeomorfismo de clase C' en S' y xzo es un punto fijo atractor hiperbolico (i.e. f'(xo) < 1),
entonces

lim log dist (f™(x),xo)

= —A <0 Vzen algin entorno de xg
n—-4o0o n

donde —\ =log f'(x0) < 0 se llama exponente de Lyapounov en xy.

Ejercicio 5 Demostrar la afirmacién anterior. Sugerencia: Probar que

dist (f”+1(ac),a:0) _
dist (f(x),70)  ©

Interpretacién: La distancia de f™(x) al atractor hiperbdlico se contrae exponencialmente con
tasa asintotica igual al exponente de Lyapounov —A < 0.

Exponente de Lyapounov positivo significa expansién exponencial: Si f es un difeo-
morfismo de clase C* en S' y xg es un punto fijo repulsor hiperbdlico (i.e. f'(x¢) > 1) entonces

lm log dist (f™(x), zo)

n——oo n

= p >0 Vzen algin entorno de xg

donde p = log f'(zg) > 0 se llama exponente de Lyapounov en xg.

Ejercicio 6 Demostrar la afirmacién anterior. Sugerencia: Probar que

dist (f"+1(z), zo)
dist (f™(x), xo)

Interpretacién: La distancia de f™(z) al repulsor hiperbdlico se dilata exponencialmente con tasa
asintotica igual al exponente de Lyapounov p > 0.

Ejercicio 7 Llamaremos seccién de flujo polo norte-polo sur a un difeomorfismo f : S' — 8! de
clase C', que preserva la orientacién, y tal que existen solo 2 puntos fijos N y S, y son ambos
hiperbdlicos, N repulsor y S atractor. Dibujarlo en [0, 1],,041 tomando 0 ~ 1 = N. Demostrar que
todas las orbitas excepto N y S son mondtonas y convergen a S. (Sugerencia: ver prueba de la
afirmacién 2.2.) Demostrar que las unicas medidas de probabilidad invariantes son las combina-
ciones lineales convexas de dn y dg. Sugerencia: considerar una particién numerable del intervalo
(0,5) formado por A, = (z,,Tnt+1) para n € Z donde zg se elige cualquiera en (0, S). Usando
argumento similar a la prueba del ejemplo 1.6, probar que p(0,.5) = 0. Andlogamente probar que
w1(S,1) =0 de donde pu({N,S}) = 1.

Definicién 2.4 Un difeomorfismo f : S! — S se dice que es Morse-Smale si existen exactamente
una cantidad finita de puntos periédicos (todos del mismo periodo) y son ellos todos hiperbdlicos.



Ejercicio 8 Probar que en un difeomorfismo f Morse-Smale que preserva la orientacion en el
circulo las unicas medidas invariantes son las combinaciones lineales convexas de las medidas

Oxo + Of(ag) + -+ Opr-1ag)
p

donde x¢ es un punto periédico de periodo p. Sugerencia: Graficar fP en S' = [0,1]/ ~ donde
0 ~ 1 es un punto periédico de periodo p. Probar que los atractores y los repulsores se alternan.
Probar que para toda medida invariante el arco entre un repulsor y un atractor consecutivos tiene
medida cero, usando el procedimiento del ejercicio 7.

Definicion 2.5 Recurrencia topolégica. Sea T : X — X una transformacién Borel medible
en un espacio topolégico X. Sea x € X. Se llama omega limite de x al conjunto

w(z) ={y € X : In; — +oo tal que T (z) — y}
Cuando T es invertible se llama alfa limite de x al conjunto
a(z) ={y € X : Inj; — —oo tal que T" (x) — y}

Un punto x se dice recurrente si
z € w(z)

Dicho de otra forma x es recurrente si existe una subsucesiéon n; — +oo tal que 7" (z) — x.
Luego para todo entorno V' de z existe una subsucesién n; € IN tal que T (V) NV # .

Definicion 2.6 Conjunto no errante. Sea 7' : X — X una transformacién Borel medible en
un espacio topologico X. Un punto x € X es no errante si para todo entorno V de x existe una
sucesion n; — +o0 tal que 77 (V) NV # (). El conjunto de los puntos no errantes de T' (que puede
ser vacio) se denota como §2(7) y se llama conjunto no errante.

Ejercicio 9 Sea X un espacio topolégico y T' : X — X Borel medible Probar que el conjunto
de los puntos recurrentes estd contenido en el conjunto no errante (7"), (el reciproco no es
necesariamente cierto como se verd mds adelante). Sea p una medida de probabilidad invariante
por T. Si X tiene base numerable de abiertos probar (sin usar el enunciado del teorema de
recurrencia de Poincaré que viene mas adelante) que pu(Q(7T)) = 1, es decir: casi todo punto
es no errante para cualquier medida de probabilidad invariante por T'. Sugerencia: Probar que
para todo V de la base de abiertos que tenga medida positiva la sucesion de conjuntos medibles
T-™(V), n € IN no puede ser de conjuntos disjuntos dos a dos a partir de un cierto ng en
adelante. Deducir que existe una subsucesién n; — 400 tal que 77" (V) NV # 0 y esto implica
V NT" (V) # (. Un punto es errante (no es no errante) si estd contenido en algin V' abierto tal
que no cumple lo anterior. Deducir que los puntos errantes forman un conjunto de medida nula.

Definicion 2.7 Transitividad topoldgica Sea X un espacio topolégico y T : X — X Borel
medible. Se dice que T es transitiva si dados dos abiertos U y V no vacios, existe n > 1 tal que
T"(U)NV # 0.

Supdngase que X es de Hausdorff sin puntos aislados. Es facil probar que si existe una orbita
positiva densa entonces T es transitiva. Y si ademads, T es continua y el espacio topolégico tiene



base numerable de abiertos y es de Baire (esto es: toda interseccién numerable de abiertos densos
es densa) entonces T es transitiva si y solo si existe una drbita positiva densa.

La transitividad significa que para cualquier abierto U, por pequeno que sea, los iterados
positivos de U transitan por todo el espacio desde el punto de vista topoldgico (es decir, por todos
los abiertos del espacio).

Observacion 2.8 Se observa que para dos conjuntos cualesquiera U y V:
T U)YNV £Qsiysolosi T~ (V)NU # 0

Es fécil ver que si T es continua y transitiva, entonces dados dos abiertos U y V no vacios, existe
nj — 400 tal que 77" (V) N U # (. En particular, tomando U =V > x, se deduce que:
SiT: X +— X es continua y transitiva entonces Q(T) = X.

Definicion 2.9 Ergodicidad 1

Sea (X, .A, u) un espacio de medida de probabilidad y T': X — X medible que preserva p. Se
dice que T es ergddica respecto a la medida p, o que p es una medida ergodica para T, si dados
dos conjuntos medibles con medida positiva U y V existe n > 1 tal que T"(U) NV # (.

Nota: La ergodicidad es similar a la transitividad topoldgica pero en un contexto medible.

Definicion 2.10 Ergodicidad II

Sea (X, A, ) un espacio de medida de probabilidad y T': X — X medible que preserva p. Se
dice que T es ergddica respecto a la medida p, o que pu es una medida ergddica para T', si todo
conjunto medible A que sea invariante por T (es decir T~(A) = A) tiene o bien medida nula o
bien medida 1.

Teorema 2.11 T es ergddica sequn la definicion I para la medida de probabilidad p si y solo si
es ergddica segun la definicion II.

Demostracion: Si A es invariante por T y tiene medida positiva distinta de 1, entonces el
complemento A¢ de A es también invariante por Ty tiene medida positiva. Entonces toda 6rbita
positiva con estado inicial en A estd contenida en A; luego no existe n € IN tal que T"(A)
intersecta a A¢ y T no ergddica segun la definicién I.

Reciprocamente, si todo conjunto A invariante por T tiene medida o bien nula o bien 1, y si
Uy V son conjuntos medibles con medida positiva tales que U, NT (V)N U = () entonces el
conjunto

A=0,NT (U, ewvT (V)
es medible, invariante por T' y tiene medida positiva, pero no intersecta a U que también tiene
medida positiva. De lo anterior se deduce que A no puede tener medida 1, con lo que encontramos
un conjunto invariante con 1T que tiene medida positiva menor que 1, contradiciendo la hipédtesis.
O

Definicion: Una medida de Borel i en un espacio topoldgico se dice positiva sobre abiertos
si u(V') > 0 para todo abierto V' no vacio.

Ejercicio 10 Sea X un espacio topoldgico y T : X — X Borel medible que preserva una medida
de probabilidad p que es positiva sobre abiertos. Probar que si T es ergddica respecto de p entonces
T es transitiva.



Ejercicio 11 Probar que los difeomorfismos Morse-Smale en el circulo tienen medidas ergédicas
pero no son transitivos topolégicamente.

En el capitulo 6 probaremos que si T es continua en un espacio métrico compacto entonces
existen (usualmente muchas) medidas ergédicas para T'.

En otros capitulos demostraremos que la medida de Lebesgue es ergodica para la rotacion
wrracional del circulo. Luego existe alguna orbita densa. Es facil ver, usando que la rotacién en el
circulo conserva las distancias, que al existir una érbita densa, todas las orbitas son densas.

También probaremos que el tent map en el intervalo es ergddico respecto a la medida de
Lebesque. Luego es transitivo.

3. Recurrencia.

Observacion 3.1 Recurrencia topolégica Sea T : X — X Borel medible en un espacio
topoldgico X . Si un punto x es recurrente (ver definicion 2.5), entonces para todo entorno V
de z existen infinitos iterados hacia el futuro de x en V. Mejor dicho: existe n; — +oo tal que
Tmi(z) € V. Si el espacio topoldgico tiene base local numerable entonces también vale el reciproco.

Definicién 3.2 Sea T : X — X medible en un espacio medible (X, A). Sea E € A. Un punto
x € FE vuelve infinitas veces a E st existen infinitos iterados hacia el futuro de x en E. Mejor
dicho: eziste nj — +o0o tal que T" (x) € E.

Ver enunciados y demostraciones de los siguientes dos teoremas de recurrencia de Poincaré en
las pédginas 32 a 35 del libro Introducao & Teoria Ergddica, de Ricardo Mané, Ed. IMPA Projeto
FEuclides, Rio de Janeiro, 1983.

Teorema 3.3 Teorema de recurrencia de Poincaré. Versién medible
Sea T : X — X medible que preserva una medida de probabilidad u. Sea F un conjunto
medible tal que p(FE) > 0. Entonces p-c.t.p de E vuelve infinitas veces a E.

Ver demostracion en el libro de Mané: paginas 33 y 34.

Teorema 3.4 Teorema de recurrencia de Poincaré. Versiéon topologica
Sea T : X — X Borel-medible en un espacio topolégico X con base numerable. Si T" preserva
una medida de probabilidad u, entonces p-c.t.p. es recurrente (es decir z € w(x) p-c.t.p. z € X).

Demostracion: Sea {V;},c v una base de abiertos. Por 3.1 z ¢ w(x) si y solo si x € U; v 4;
donde A; = {x € V; : x no vuelve infinitas veces a V;}. Por 3.3 p(A4;) = 0 Luego, la unién
numerable de los conjuntos A;, que coincide con el conjunto de los puntos no recurrentes, tiene
medida nula. [J

Ejercicio 12 Sea (X,.A) un espacio medible. Sea T : X +— X medible que preserva una proba-
bilidad p. Sea E € A tal que p(E) > 0. Probar que

> xe(T(2))
nelN

diverge u- ct.pr € E



Ejercicio 13 Sea T : X — X Borel medible en el espacio topolégico X compacto , y preservando
una medida de probabilidad p. Sea supp (u) el soporte topoldgico de p (i.e. el minimo compacto
con medida p igual a 1). Probar que () # supp(p) C Rec(T') siendo Rec(T) el conjunto de los
puntos recurrentes de T.

Teorema 3.5 Teorema de Hopf. Sea T : IR* — IR* Borel bimedible (medible, invertible con
inversa medible) que preserva la medida de Lebesque m. Entonces casi todo punto de IR™ o bien
es recurrente o bien tiene omega limite vacio.

Ejercicio 14 Demostrar el teorema de Hopf enunciado antes. Sugerencia: IR* = U ;e INXi donde
X, es una bola abierta de radio r; — -+oo creciente con i. Sea Xz- ={z € X, : Tj(x) €
X; para infinitos valores positivos de j}. Sea T, : )NQ — )N(Z- la transformacién que a cada = € XZ-
hace corresponder el primer retorno a X;: T'(z) = TV(x) € X; para el minimo j = j(z) natural
positivo que cumpla lo anterior. Probar que m(f’,f(,) = m(f(z), luego c.t.p. de X; estd en la imagen
de T;. Probar que T} preserva m. Aplicar el teorema de recurrencia de Poincaré para deducir que
m-c.t.p de X; es recurrente. Probar que c.t.p. de X; o bien es recurrente o bien su omega limite
no intersecta a Xj.

4. Automorfismo lineal en el toro.

Sea el toro T? = IR?/ ~ donde la relacién de equivalencia ~ est4 dada por:(a,b) ~ (c,d) en
T? si c—ay d— b son enteros. (Otra notacién que se usa para IR?/ ~ es BQ|modz2 = R?/Z*)

SeaIT : IR? — Z* la proyeccién del espacio de recubrimiento IR? del toro definida por II(a, b) =
(a,b) 7> donde esto tltimo indica la clase de equivalencia de (a,b) € IR?.

Sea f : T? — T? dada por

sy =m(( )@

11
el toro”. Abusando de la notacién a un punto z € 7?2 lo denotaremos con cualquier representante

suyo (a,b) € IR?: (a,b) € I ({x}).

Llamaremos a f automorfismo lineal de matriz < i 1 ) en el toro, o simplemente “< 2.1 > en

11
toro. Probar que {(1/5, 2/5), (4/5, 3/5)} v {(3/5, 1/5), (2/5, 4/5)} son dos drbitas periédicas
por f y que son las unicas de periodo 2. Probar que {(1/2, 1/2), (1/2, 1), (1, 1/2)} es una orbita
periodica de periodo 3.

‘ ‘ L, 2 1
Ejercicio 15 Probar que (0,0) es el dinico punto fijo por la transformacion f = ( ) en el

La topologia en el toro es el cociente de la topologia usual en IR?. Es metrizable y la métrica
estd dada por dist (z,y) = min{/(c — a)2 + (d — b)2 : (a,b) € I 1(z), (c,d) € TI"}(y)}.

La medida de Lebesgue en el toro es la medida de Borel /m definida por m(B) = m(II"1B N
[0,1]?) donde m es la medida de Lebesgue en IR?. Se observa que la medida de Lebesgue en el
toro es una medida de probabilidad. Si no diera lugar a confusién renombraremos como m a la
medida de Lebesgue en el toro.




Proposiciéon 4.1 La medida de Lebesque m en el toro es invariante por la transformacion f =
(i)
Demostracion: Sea B un boreliano en el toro.
mlt 1 B) = [ g (@) dmla) = [ xao (o) dmia)

Haciendo el cambio de variables lineal e invertible z = f(z) en la integral anterior resulta

m(f~1(B)) = / x5(2)J(2) dm(2)

donde J(z) = |detDf~1(z)| = |detDf(z)|~! es el jacobiano del cambio de variables z = f(z).
Como en nuestro caso J(z) = (detA)™! =1 Vz € T?, resulta

m(f~L(B)) = / x5(2) dm(z) = m(B) O

Dinamica del isomorfismo lineal en el toro.
Estudiemos la dindmica por iterados de la transformacién lineal F' : IR? — R? que tiene como

) 2 1
matriz A = ( 11 )

F se llama levantado de f a IR? y f se llama proyeccién de F en el toro. La dindmica de F
esta relacionada fuertemente con la dindmica de su proyeccion f en el toro.

En efecto la proyeccién II : IR% — T2 cuando restringida a un entorno suficientemente pequerio
del origen (0,0) es un homeomorfismo sobre su imagen.

IT transforma la dindmica de F' en la de f. Més precisamente

[MoF = foll

Luego, aplicando IT : IR? — T? a una 6rbita de F se obtiene una érbita de f. Y la preimagen
por II de una 6rbita por f es una infinidad numerable de 6rbitas por F' tal que una se obtiene de
otra trasladandola en IR? segiin un vector de coordenadas enteras.

El comportamiento topoldgico local de las érbitas de F' en un entorno suficientemente pequeno
V' del origen es el mismo (a menos del homeomorfismo II|y/) que el de las érbitas de f en el abierto
(V).

Variedades invariantes.

Los valores propios de la matriz A son (3++v/5)/2 > 1y (3—v/5)/2 < 1y las direcciones propias
respectivas tienen pendientes irracionales, la primera positiva y la segunda negativa. Se deduce que
las dos rectas que pasan por el origen y tienen direcciones segin los vectores propios de la matriz
A son invariantes por I’ en el plano. Entonces sus proyecciones en el toro son curvas invariantes
por f y se cortan transversalmente en el origen (y en todos sus otros puntos de interseccién en el
toro).

F restringida a la recta r; que tiene direccién propia de valor propio mayor que 1, expande
las distancias exponencialmente con tasa log(3 + v/5)/2 > 0. Proyectando 71 en el toro se obtiene
una curva W*(0,0) inmersa en el toro, que se llama variedad inestable por (0,0).



W®(0,0) pasa por el origen, es densa en el toro (esto se puede demostrar usando que la
pendiente de r1 en el plano es irracional y usando que la rotacién irracional en el circulo es densa
en el circulo), es invariante por f y cumple:

WH0.0)={y € T lim_["(y) = (0,0)}

Esto tltimo se debe a que r1 = {(a,b) € IR? : lim,,_,_o, F™(a,b) = (0,0)}.
Andlogamente F restringida a la recta ro que tiene direccién propia de valor propio menor que
1, contrae las distancias exponencialmente con tasa log(3 — 1/5)/2 < 0. Proyectando 73 en el toro
se obtiene una curva W#(0,0) inmersa en el toro, que se llama variedad estable por (0,0).
W#(0,0) pasa por el origen, es densa en el toro (porque la pendiente de 7o en el plano es
irracional), es invariante por f y cumple:

We(0,0)={y e T%: lim f"(y) = (0,0)}
Esto tltimo se debe a que 73 = {(a,b) € IR? : lim,,_ ;o0 F™(a,b) = (0,0)}.

Definicion 4.2 Punto hiperbdélico tipo silla y sus exponentes de Lyapounov.

Sea f : X — X diferenciable. Se llama punto fijo hiperbdlico a un punto fijo xg tal que los
valores propios D f,, tienen todos médulo diferente de 1. Si la variedad X es de dimensién dos,
un punto fijo se llama punto silla si un valor propio es real mayor que 1 y el otro es real menor
que 1.

El logaritmo de los valores propios de D f(xz¢) se llaman ezponentes de Liapunov en el punto
ﬁjO Zg-

: 2 1

En el ejemplo del ( 11
positivo y el otro negativo. El origen es un punto fijo hiperbdlico tipo silla.

El exponente de Liapunov p = log(3-++/5)/2 > 0 positivo se interpreta como la tasa (asintética
hacia el pasado) exponencial de dilatacion en un entorno suficientemente pequeno del punto fijo
a lo largo de la variedad inestable por ese punto. Més precisamente

i 108 dist ("), 0.0))

n——oo n

> los logaritmos de los valores propios de A = D f(0,0) son dos, uno

=pu Yy € W*(0,0)

El exponente de Liapunov —\ = log(3 — v/5)/2 < 0 negativo se interpreta como la tasa
(asintética hacia el futuro) exponencial de contraccién en un entorno suficientemente pequeno del
punto fijo a lo largo de la variedad estable por ese punto. Mds precisamente

108 dist (7(2). (0,0))

n—-+oo n

= -\ Yy e W5(0,0)

2 1
11 ) e el toro. Probar que m- c.t.p es recurrente
pero que hay puntos no recurrentes (Sugerencia: y € W#(0,0) \ {(0,0)} no es recurrente). Probar
que dados dos abiertos U y V cualesquiera en el toro, existe una subsucesién n; de naturales tales

que fU NV # (). (Sugerencia: Usar que W*((0,0)) es invariante por f y admitase que para

Ejercicio 16 Sea f la transformacién
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cualquier arco compacto K C W*(0,0) la unién de sus iterados hacia el futuro U, _pf"(K) es
densa en el toro.)

Deducir que f es transitiva.

Probar que todo punto es no errante. Concluir que si bien todo punto recurrente es no errante,
no necesariamente todo punto no errante es recurrente.

2 1
1 1> en el toro es

ergodica respecto a la medida de Lebesgue, luego es transitiva topoldgicamente.

En los capitulos siguientes probaremos que la transformacién f = <

5. Transformacion de Billar

Los billares proveen ejemplos de transformaciones medibles en superficies cilindricas de dimen-
sién 2 que preservan una medida natural que es absolutamente continua a la medida de Lebesgue
en el cilindro. Ver paginas 20 a 21 del texto Introducao a Teoria Ergodica, de Ricardo Mané. Ed.
IMPA Projeto Euclides, Rio de Janeiro, 1983.
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