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CAPITULO 2-COMPLEMENTO
DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS ERGODICOS.

Las hipotesis generales para este capitulo complementario son las siguientes:
(X, A) es un espacio medible, T': X +— X es una transformacién medible que preserva una
medida de probabilidad p. f: X +— C' es una funcién compleja medible.

Observacion 0.1 Como la medida p es finita, entonces para todo p natural, p > 1, se cumple
LP(p) C L' (p).

Demostracion: Basta demostrar que si [ |f|P du < 400 entonces [ |f|du < +oo. Sea |f| = g+h
donde g(x) = |f|(z) si |f|(z) < 1y g(z) = 0 en caso contrario. Basta probar que g y h estdn en

L)
/gduﬁ/lduzu(X)<+oo

[ran= [ wdu= [ idus [ ippdes [ifPdu<te O
{h>0} {If1>1} {IfI>1}

1. Teorema ergédico maximal

El siguiente teorema es un lema para demostrar el teorema ergddico de Birkhoff-Khinchin.
(Teorema I1.1.2). A diferencia del teorema de Birkhoff-Khinchin, este no se refiere a los promedios
temporales de una funcién f a lo largo de la 6rbita por un punto x € X, sino al maximo o supremo
de las sumas acumuladas de los valores de f a lo largo de la 6rbita por «.

Lema 1.1 Teorema ergdédico maximal. Version 1.
Sea f € L'(u) real. Sea, para n > 1, la sucesion creciente de funciénes:

fo=méx{f, f+foT,....f+foT +...+ foT" !}

Sea .
E(f)y={z e X :sup fu(zx) >0} ={ze X: supioTj(a:) > 0}
n>1 nzl,2
Entonces

/ fdu=>0
E(f)



Demostracion: Sea E, = {z € X : f,(z) > 0}. Se cumple E,, C Ep+1, y E(f) = Up>1En.
Luego:

/ fdu= f+d,u—/ f_du::h'm/ f+d,u—h'm/ f_d,u:lim/ fdu
E(f) E(f) E(f) En E, En,

Luego basta demostrar que fEn fdp >0 para todo n > 1.

Sea
1= [ rau= | fan [ fdp T
n {fn>0,fr,0T<0} {fn>0,fnoT>0}

Tenemos
fulx) = max{f(z), f(x) + f(Tx),..., flx)+ f(Tx)+ ...+ f(T" '2)}

fu(Tz) = méx{f(Tz),..., f(Tx)+ ...+ f(T"  a), f(Tx) + ...+ f(T"z)}

Por un lado, si f,(T'z) < 0 las igualdades de arriba muestran que f,(x) = f(z)
Por otro lado, si f,(Tx) > 0 entonces

f(@) + fu(Ta) = méx{f(x) + f(Ta),..., f(z) + f(Ta) + ...+ f(T""2),
@)+ f(Tx) 4. 4 f(TM2)} >

> max{f(z) + f(Tx),..., f(x)+ f(Tz)+...+ f(T" ' z)}
Ademas, si f,(Tz) > 0 entonces

f(@) + fu(T) > f(2)

Juntando ambas desigualdades cuando f,(Tz) > 0 se obtiene que:

f(@) + fo(Tz) > max{f(z), f(2) + f(T2),..., f(x) + f(T2) + ...+ f(T"'2)} = fu(z)

En resumen:

fu(@) = [(@) st fu(Tz) <0, f(2) 2 fa(z) = fu(T2) si fu(Tz) >0

Sustituyendo en [1] resulta

> / fn du+/ fn=fnoT dp = / fn du—/ fooT du  [2]
{fn>0,frnoT<0} {fn>0,frnoT>0} {fn>0} {fn>0,fnoT>0}

Por otro lado como p es T-invariante resulta

/gdu=/gonu Vg € L' ()
De donde

/{fn>0}fndﬂz/(X{fn>0}OT)-(anT)dM:/(X{fnoT>0})~(fnoT)d,u:/{ frnoTdp

fnoT>0}

Sustituyendo en [2] resulta:

12/ fnonu—/ fnonuz/ fanoT du>0 O
{fnoT>0} {fn>0,fnoT>0} {fn=<0,fnoT>0}



Lema 1.2 Teorema ergdédico maximal. Version 2.
Sea f € L' () real. Sea, como en el lema 1.1 el siguiente conjunto:

n—1

E(f)={rzeX: supioTj ) >0}

n>1

Sea A C E(f) medible, tal que T~*(A) = A. Entonces

/AfduZO

Demostracion: Sea g = xaf. Por el lema 1.1 se tiene

/ XAfdMZ/ gdu >0
E(g) E(g)

Basta demostrar que E(g) = A. En efecto, siendo 77! A = A se cumple
XaoT? = xp-say=xa Vj>0
Luego:

E(g) = {z € X : supz a0 T9(2))(f o T (x)) > 0} =

= {re X :sup D (xa(@)(f o T/(@) > 0} =
n> i—0

n—1

={zecA: supioTﬂ )>0l=ANE(f)=A O

Ahora veamos que el teorema ergddico maximal permite obtener resultados sobre los promedios
temporales de la funcién f.

Lema 1.3 Corolario del teorema ergédico maximal.
Sea f € L'(u) real. Sea o un miimero real cualquiera. Se define el siguiente conjunto:

n—1

Go(f)={reX: hmsuplzfoTJ (x) > a}

n—-+oo T

Sea A C Go(f) medible, tal que T~1(A) = A. Entonces

/ fdp > ap(A)
A



Lema 1.4 Corolario del teorema ergédico maximal.
Sea f € L'(u) real. Sea 3 un mimero real cualquiera. Se define el siguiente conjunto:

n—1

. ;
Gs(f) ={reX: ggign§foTj(w) < 8}
Sea A C Gy(f) medible, tal que T~(A) = A. Entonces

[ #an < puta
A

Demostracion de los lemas 1.3 y 1.4: B
Demostracion del lema 1.3: Basta probar que Go(f) C E(f — @) ya que por el lema 1.2
T7YA) = A C Ga(f) C E(f — «) implica

/A(f—a)d,uZO = /fd,uza,u(A)

En efecto z € Gq(f) implica imsup,,_, , o, = Z ( —a)oT¥(z) > 0, de donde

supz —a)oT?(z) >0

n>1

Luego = € E(f — o) como querfamos probar. [J

Demostracion del lema 1.4: Observemos que G4(f) = G_g(—f). Por el lema 1.3 se tiene
entonces

/ (—f)du > (~B)u(A), de donde / fdu<Bu(d) O
A A

Lema 1.5 Los conjuntos A; = Go(f) y Az = Gj(f) definidos en los lemas 1.3 y 1.4 son invariantes
con T, es decir T~1(4;) = A;.

Demostracion: )
1 n—
Ai={reX: hmsup E foTi(z) > a}
n——+00 ] —0
n—1
1 1
(A))={zeX : Tx)e A1} ={zr e X: hmsup E foT] (T'(x)) > a}
n—-+00

Basta demostrar que

lim sup — ZfoTJ = limsup — Zf o TH(T(x))

n—+o00 n—+oo M

0, lo que es lo mismo, probar que

n——+o0o n+14

1 n
lim sup g foTi(z)= hm sup E foTi(x) [1]
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En efecto
n

1 7 _f(.'l?) ° 7
n+1j§fOT(x>_n+1 <n+1> Zf ™

Comon/(n+1) — 1y f(x)/(n+1) — 0 se cumple [1] como querfamos probar.
Por otro lado para probar que Ao es también invariante con T basta observar que también
vale [1] escribiendo limite inferior en lugar de limite superior. OJ

2. Demostracion del teorema I1.1.2 de Birkhoff-Khinchin.

Parte a) Para toda f € L'(p) existe p -c.t.p.

f( = lim ZfoTJ

n—+oo N

Demostracion:
Basta demostrarlo para f € L!(u) real.
Sea para todo n > 1:

1 n—1
i J
= Z foT!(x)
7=0
Sea F'={z € X : liminf f,,(x) < limsup f,(x)}. Basta probar que u(F') = 0.
Se cumple
F= U Ga(f)mgﬁ(f)

a>p racionales

donde los conjuntos G ( f (f) son los definidos en los lemas 1.3 y 1.4 respectivamente.
e

)y Gg
Basta demostrar que A = G, (f) N Gﬁ f) tiene p medida cero, para todos o > [ racionales

fijos.

El conjunto A es invariante con T, es decir T-'(A) = A, ya que Go(f) y G5(f) lo son (ver
lema 1.5).

Por el lema 1.3 y por el lema 1.4 se tiene entonces:

[ nzana. [ gdu<oua)
A A
Siendo « > (3 esto implica p(A) = 0 como queriamos. [

Parte b) f(z) existe si y solo si existe f(Tx) y en ese caso f(Tx) = f(z). Luego f = foT p-
c.t.p.

Demostracion: Basta considerar f real. Por el lema 1.5 se tiene, para todo x € X:

n—1 n—1
1 - 1 .
h’msupﬁ E foTJ(x):limsupﬁ E foT!(T(x))
J=0 J=0



nl nl

hmlnf—ZfoTj —hmlnf—ZfoTJ x))

Luego, para todo = € X, existe ji(:x) si v solo si existe f(T x) y en ese caso son iguales. Por la
parte a) el conjunto donde existe f tiene p medida igual a uno. Luego, p-c.t.p. f = foT. O

Parte c1) Para toda f € L' (1) la funcion f también pertenece a L* (1) y ademds la conver-
gencia de f, a f es también en L' ().

Demostracion: Basta demostrar la siguiente parte c2):

Parte c2) Si f € LP(u) para algin p > 1 natural entonces la funcidn f también pertenece a
LP(1) y ademds la convergencia a f de fn = (1/n) > f o T es también en LP(u).

Lema 2.1 Si f € LP(y) para algin p > 1 natural entonces las funciones f y fn = (1/n) Z?:_ol fo
T7 también pertenecen a LP(u) y cumplen

Lfallp < 1l fllps £l < 1411y

Demostracion: Sea I,, = [|fy|P dp. Probemos primero que I,, < || f||5 con lo cual quedard de-
mostrado que f, € LP y que || fullp < ||f]lp-

n—1
1 ; 1

L= [ rerrans [ Zmondu—u—ZmoTﬂ Ip < nZHfoTJHp
§=0

Basta observar que ||f o TV||, = || f||, para todo n > 1. Resulta I, < |||,
Ahora solo resta probar que I = [|f|Pdu < || f||p. Por el lema de Fatou tenemos:

1= [ tim ol du= [Yim] 1, dp < it [ 17, de = timint 1, < .71

Demostracién de la parte c2):

Por el lema 2.1 se tiene fe LP(u). Solo resta probar que f,, — ]?en LP(p).

Primer caso: f € LP(u) es acotada, es decir [f(z)] < K Vx € X. Tenemos entonces que
|fu(z)] < K Va € X y pasando al limite g—c.t.p. resulta |f| < K u— c.t.p., de donde |f, — f] <
2K p — c.t.p.. Por el teorema de convergencia dominada se tiene:

i [ 17— P d = [ 161, — 7 da =0

Segundo caso: f € L¥(u) cualquiera. Las funciones simples son acotadas y densas en L (u).
Luego, dado € > 0, existe g simple tal que

If—all, <e



Por la propiedad triangular de la norma || - [|,, se tiene:

[ = Fllp < Ifn = gnllp + llgn — gllp + 19 = fllp 1]
Segun lo probado en el primer caso, como g es acotada se tiene:
lgn — 9llp < € Vn suficientemente grande

Por otra parte, el lema 2.1 implica:

[fn = gnllp = I(f = @ullpy < IIf —gllp <,

1F = Gllo = i (fn — ga)llp = 1Em(f — g)allo = 1(F — 9)llp < 1f — gllp < ¢

Sustituyendo en [1], se deduce que
| fn — fHP < 3¢ Vn suficientemente grande

de donde || f, — ﬂ|p — 0 como queriamos probar. [

Parte d) Para toda f € L' () se cumple

[ ran= [ Fau

Demostracion: Por la parte c1) se tiene que || f, — f1 — 0. Luego:

[ dudu= [ Faul < [1fa= Flau= 12~ Tl —o0
/fnduﬁ/fdu
Por otro lado:

/fndMZif/foTjduz;nz_:l/fduz/fdu Vn>1
=0 =0

Concluimos por un lado que

Reuniendo ambos resultados se obtiene [ fdu = [ j?du, como queriamos. [

3. Caracterizacion de la ergodicidad.

En el capitulo I, Definicién 1.2.10 definimos:

Definicion 1.2.10

La medida de probabilidad p invariante con T, es ergddica para T si todo conjunto A medible
tal que T 1(A) = A tiene u medida igual a uno o a cero.

Recordemos que en el capitulo I, teorema I.2.11 demostramos lo siguiente:



Teorema 1.2.11
La medida de probabilidad p invariante con T es ergodica para T si y solo si para todos
A, B C X medibles con p medida positiva, existe n > 1 tal que T""(A)N B # 0.

Demostracion: Ver capitulo I, Teorema 1.2.11.
Ahora demostraremos el teorema I1.2.1, que caracteriza la ergodicidad de varias otras formas:

Teorema 1I.2.1.

Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) p es ergddica respecto de T'.

(b) Para toda f € L' (i) el promedio temporal f(z) es igual al promedio espacial [ fdu para
p—c.tp. z e X.

(c) Si f € L' (u) cumple foT = f p—c.t.p. entonces f =cte p—c.t.p.

(d) Para algin natural p > 1 las dnicas funciones f € LP(u) que son invariantes con T (es
decir que cumplen foT = f pu—c.t.p) son las funciones constantes p-c.t.p.

(e) Para todos A, B C X medibles se cumple

lim ZMT] B) = u(A)u(B)

n—4+oo N

Primero probaremos la siguiente:

Afirmacion: Sip es ergédica y f : X — C es una funcién medible tal que f(T(z)) = f(x)
para todo x € X, entonces f = cte pu—c.t.p.

Demostracion: Basta probarlo para f real. Sea a un nimero real cualquiera y sea A, = {x €
X:f(x)<a}={r e X:f(Tz)<a}=T"1A,). Como u es ergédica, por la definicién 1.2.10,
1(A,) es cero o uno.

Sea

ap =inf{a € R: p(A,) =1}

(A priori ap podria ser —oo 0 + 00.)

Por construccién (A, ) es creciente con a.. Entonces se cumple p1(A4,) = 1 para todo « racional
mayor que «g. En otras palabras, u -c.t.p. € X verifica f(z) < a para todo « racional mayor
que ag. De lo anterior se deduce:

flz) <ap p—ctp.

Por otro lado de la construccién de ag se cumple p(A,) = 0 para todo « racional menor que ayg.
En otras palabras, p-c.t.p. € X verifica f(z) > « para todo « racional menor que ag. De lo
anterior se deduce:

fl®)>ap p—ctp. 0O

_Demostracién de que a) = b) en el teorema II.2.1: Por el teorema de Birkhoff-Khinchine
f f dp = [ f du. Entonces basta demostrar que f es constante p=c. t.p.

Por el teorema de Birkhoff-Khinchine f(z) existe p-c.t.p., f(x) existe si y solo si existe f F(Tz)
y en ese caso f(Tx) = f(x). Dicho de otra forma, el conjunto A = {z € X : f(z) existe } cumple
w(A) =1, T1(A) = Ay paratodoz € A: f(z)= f(Tx).



Sea g : X — C definida como g(z) = f(z) si z € A, g(z) = 0 si # ¢ A. Entonces para todo
r € X se cumple g o T'(z) = g(x). Por la afirmacién demostrada antes g = cte p—c.t.p. Pero por
construcciéon g = f pu—c.t.p., de donde se deduce que f = cte p—c.t.p. como queriamos. [

Demostracién de que b) = c) en el teorema I1.2.1: Si foT = f u — c.t.p. entonces
como /i es invariante con T se cumple para todo j > 0 que f o TVt = f o TJ pe.t.p.. Luego
foTI = f puct.p., dedonde f, = (1/n) Z?:_ol foTV =f p—ctp. Vn>1. Entonces f = lim f,
esigual a f p—c.t.p.. Pero debido a la afirmacién b) la funcién fves constante p— c.t.p., de donde
f también lo es. O

Demostracién de que c) = d) en el teorema I1.2.1: Como para todo natural p > 1 se
cumple LP(u) C L'(i) entonces c) implica la siguiente propiedad aparentemente mas fuerte que
d): Para todo natural p > 1 las dunicas funciones f € LP(u) que cumplen f = foT p— ct.p son
las funciones constantes y — c.t.p. [

Demostracién de que d) = e€) en el teorema II1.2.1:
Obsérvese que u(T7ANB) = I xr-icayxsdp = [(xao T7)xp du, de donde:

n—1 n—1

1 ‘ 1 )
L=~ TIANB) = | (- Th)xp d

n;)m " B) /(n;mo x5 di

Por convergencia dominada (el integrando estd acotado por la funcién constante 1 € L'(u)),

resulta:
n—1

) .o 1 ; ~
lim I, = /nEToo(n ZOXA oT)xpdu = /(XA)XB du [1]
]:

Por la afirmacién d), y el teorema de Bikhoff-Khinchine, observando que x4 € LP(u) y XA es
invariante con T, luego contante p — c.t.p, se tiene que

Xa(z) = /)~(A dp = /XA dp=p(Ad) p—ctpreX

Sustituyendo en [1] resulta
i T, = [ (1(4))xdu = p(A)(B)

Demostracién de que €) = a) en el teorema II.2.1: Por el teorema 1.2.11 basta demostrar
que si A, B C X son medibles con p medida positiva, entonces existe j > 1 tal que u(T~7(A)NB) >
0. Por la hipétesis e):

n—1 n—1
1 - 1 .
1’ _ —J — 1§ — -J =
fm — Z p(T~/(A) N B) = lim — Z w(T3(A)N B) = w(A)u(B) >0
Jj=1 7=0
Entonces .
Z w(T77(A)NB) >0 Vn suficientemente grande
j=1

de donde ;(T~7(A) N B) > 0 para algtin j > 1 como querfamos. [J



4. Otras caracterizaciones de la ergodicidad.
Recordemos la definicién de tiempo de estadia 74(x) de la 6rbita por € X en un conjunto

medible A (definicién 11.1.6):

eIN:0<j<n—1,T7 A 1 & :
ra(e) =l FUENO=T=n LW EAL ey LS i) — Ra(w)
7=0

n—-+o0o n n—+oo N <

Recordamos ahora el teorema I1.2.3 que enuncia la siguiente caracterizacién de la ergodicidad:

Teorema 11.2.3
u es ergodica respecto de T si y solo si para todo conjunto medible A el tiempo de estadia
TA(z) = chia(z) es constante p-c.t.p. x € X. En ese caso Ta(x) = p(A) p—ct.p.

Demostracion: Por el teorema de Birkhoff-Khinchine Y4 € L'(u) y cumple X4 = x40 T p—
c.t.p.
Si x4 = cte p— c.t.p. entonces, aplicando nuevamente el teorema de Bikhoff-Khinchine:

xa(z) = /%A dp = /XA dp=p(A) p—ctp. [l

SiT4 = Xa = cte p—c.t.p. paratodo A medible, tomemos en particular A tal que T-1(A) = A.
Para demostrar la ergodicidad de p hay que probar que u(A) es cero o uno.

A = lim - nz_:l 0T’
XA = 1 n g XA
Pero x4 0717 = XT-i(A) = XA- Luego resulta:
Xa(@) =xa(@) €{0,1} p—ctpzecX [2]

Por [1] y [2] se tiene p(A) € {0,1} y p es ergédica como querfamos probar.
Reciprocamente, si p es ergddica, entonces por la parte b) del teorema I1.2.1. 74 = Y4 =
cte p—ct.p. 0O

Ahora recordemos la definicién I1.2.4:

Definicion 11.2.4:

M = {p medidas de probabilidad en (X, .A) invariantes con T'}

u es extremal en My si la tinica combinaciéon convexa de dos medidas en M que da como
resultado p es 1p 4+ 0. Més precisamente, u es extremal si y =ty + (1 — t)ve, donde vy # v, son
dos medidas en M7 y t € [0, 1], implica que ¢ € {0,1} y entonces o bien p = v o bien u = vs.

Ahora vamos a demostrar el teorema I1.2.5 que da otra caracterizacién para la ergodicidad:

Teorema I1.2.5 y es ergddica para T si y solo si p es extremal en M.
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Demostracion:

Prueba de que i extremal implica u ergddica:

Por absurdo si u no fuera ergédica existirfa un conjunto medible A tal que T-1(4) = Ay
0 < u(A) <1 Seat = pu(A) € (0,1). Sean v1(B) y v2(B) definidas para todo medible B como
v1(B) = u(B N A)/u(A), ve(B) = u(BnN A°)/u(A¢). Como T1(A) = A entonces v y v son
invariantes con 1. Ademads vy # v porque en A una toma el valor 1 y la otra el valor 0. Por
construccién se verifica para todo medible B:

u(B) = u(B N A) + u(B N A%) =ty (B) + (1 Hua(B)
Luego p no es extremal contradiciendo la hipotesis [J.

Antes de probar que u ergédica implica p extremal, veremos el siguiente lema:

Lema 4.1 Si p es una medida de probabilidad ergédica respecto de T, y si v es una medida de
probabilidad invariante con T tal que v << p entonces v = p.

Demostracion: Sea h € L'(p) la derivada de Radon-Nikodym de v respecto de u. Para todo A
medible se tiene

I/(A):/Ahdu, V(X):lz/hdu 2]

Siendo v invariante con 1" se cumple:

n—1 n—1 n—1
1 » 1 . 1 .
CRFIWCR R Jocornan= [ X xao T

Por convergencia dominada la tltima integral tiende a [ Xahdpu. Siendo p ergddica aplicando
11.2.3 y la igualdad [2], concluimos

v(4) = / Tahdy = / (A dpi = p(A) / hdp=p(4) YA O

Prueba de que p ergédica implica p extremal:
Supongamos que existen medidas de probabilidad v y 1o invariantes con T tales que

pw=tvy+ (1 -ty parate (0,1) [2]
Para demostrar que p es extremal en Mr basta probar que v| = v = p.

Por [2] se tiene v << p,vy << p. Siendo p ergddica, por el lema 4.1, se tiene 11 = vo = p
como queriamos. [
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