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CAPITULO 6
MEDIDAS INVARIANTES EN ESPACIOS METRICOS COMPACTOS.

Dada una transformacion T medible en un espacio métrico compacto X, no tiene porque existir
alguna probabilidad de Borel en X que sea invariante por T: véase el ejemplo 1.1.6. Sin embargo,
cuando T' es continua, demostraremos que existe por lo menos una medida T-invariante. Ese es
el objetivo de la seccién 1.

En la seccién 2 se definird una topologia en el espacio de las medidas de probabilidad que lo
transforma en un espacio métrico compacto.

En la seccién 3 se estudiaran transformaciones para las cuales existe una sola medida invariante:
las llamadas tinicamente ergddicas.

En la seccion 4 se estudiaran los grupos topolégicos compactos, mostrando que ciertas trasla-
ciones en ellos son unicamente ergddicas, y se definird la medida de Haar.

En la seccién 5 se definiran las medidas promediales de Birkhoff, y se estudiaran sus propiedades.

En la seccién 6 se demostrara que si existen medidas invariantes, entonces existen medidas in-
variantes ergddicas, y que cualquier medida T-invariante se descompone en componentes ergédicas.

Usaremos la siguiente notacién:
1. X es un espacio métrico compacto no vacio.
2. 1 4 es la funcién caracteristica del boreliano A C X.

3. M(X) es el conjunto de las probabilidades definidas en los borelianos de X. Es un conjunto

no vacio, pues contiene, por ejemplo, a las medidas delta de Dirac.

4. T es una transformacién medible de X en X, no necesariamente continua, a menos que se

pida expresamente.



10.

T M(X) — M(X) es la transformacion que a la medida p le hace corresponder T*u

definida como sigue:
T*u(A) = w(T7(A)), para todo A boreliano en X

Noétese que T* es lineal, en el sentido que mantiene combinaciones lineales convexas de

medidas.

Mp(X) ={pe M(X): T*u = u} es el conjunto, quizéds vacio, de las medidas de probabi-

lidad invariantes por T'.

Dada h : X — @ medible, y dado z € X, B(CL‘) denota el limite de los promedios de Birkhoff

en = de h, cuando este limite existe:

. C%X)={f: X~ continua } con la norma del supremo:

[fllo = sup [f(z)|
zeX

Obsérvese que este supremo es un maximo porque f es continua en X compacto. C°(X)
es un espacio topolégico con base numerable de abiertos (estd demostrado por ejemplo en
el libro Elementos de Topologia Geral, de Elon Lages Lima). Luego existe un conjunto

numerable denso.

. B1(0) = {f € C%X) : ||f|lo < 1} es la bola cerrada unitaria en C%(X).

{gi € B1(0) : ¢ > 1} es un conjunto numerable denso en B;(0).

1 Teorema de existencia de medidas invariantes

Proposicién 1.1 Si h € L' (T*p) entonces hoT € L*(p) y

/h dT*u:/hoT du

Prueba: Por defincion de T*u vale si h = 1 4, para A boreliano. Por linealidad la tesis vale

para funciones simples medibles. Como toda funcién medible real no negativa es el limite en todo



punto de una sucesién creciente de funciones simples no negativas, por el teorema de convergencia
monotona, la tesis también vale para h real medible no negativa. Luego por la linealidad, descom-
poniendo en parte positiva y parte negativa, la tesis vale para h real, y descomponiendo en partes

real e imaginaria, para h compleja. B

Teorema 1.2 SiT es continua en el espacio métrico compacto X, entonces existe alguna medida

de probabilidad en los borelianos de X que es T-invariante.

La prueba del teorema anterior se basa en el siguiente teorema sobre la topologia débil estrella

en M(X), que probaremos en la siguiente seccién:

Teorema 1.3 En M(X) existe una topologia metrizable, llamada topologia débil estrella, tal que:
1. pn — p siy solo si, para todo f € CY(X) se cumple [ f du, — [ f dp.
2. M es compacto.

Primero probaremos el teorema 1.2 de existencia de medidas invariantes, usando el teorema
1.3 de la topologia débil estrella en el espacio de las medidas. Luego probaremos este ultimo.

Prueba del teorema 1.2: Afirmaciéon: Si T es continua entonces 1™ es continua en la
topologia débil de M(X). Probemos que si u, — p entonces T*u,, — T*u. En efecto, para toda
f € C°X) se cumple que foT € C°(X). Luego, por la parte 1. del teorema 1.3 de la topologia
débil en M(X), se tiene:

/fdT*un_/fonuna/fonM_/fdT*u

Lo anterior prueba la afirmacién enunciada.

Ahora tomemos p; € M(X) cualquiera, y consideremos la sucesién de medidas:

n—1

1 .
— T*Z
Un, n ; H1

Por la compacidad de M (X)) existe una subsucesién convergente a una medida p en la topologia
débil, es decir, pn; — p. Por la continuidad de T™, se cumple: 7™ uy,, — T™u. Demostremos ahora
que T™ i, — p1, con lo cual tenemos que p € M (X ) probando el teorema.

Basta probar que para toda f € CY(X) se cumple:

[ v, — [ £
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Como T™ preserva combinaciones lineales convexas de medidas, tenemos

n;—1 ni—1
1 J ) 1 J ) 1 1
Jrarm =23 [ror tan= 3 [rortaps = froman= - [ g an
(e "j 2o % nj

J

> dim [ f ;= [ £
j—00

Como lo anterior vale para toda f € C°(X), se tiene T* fn; — H como querfamos. W

Nota 1.4 En la prueba anterior se demostré que una sucesion de medidas converge a u en la
topologia débil, verificando que para cada funcién continua, la sucesion de integrales converge a
la integral respecto a u. Es falso que para todo A boreliano la sucesion de medidas de A converja

a u(A).Véase el ejercicio 6.2.

2 Topologia débil en el espacio de medidas de probabilidad

Veamos ahora el teorema 1.3 sobre la topologia débil en el espacio de medidas, en el cual se apoya
fuertemente el teorema de existencia de medidas invariantes. Recordaremos el teorema de Riesz,

que estd demostrado en el libro Anélisis Real y Complejo, de W. Rudin:

Teorema 2.1 (Teorema de representaciéon de Riesz) Sea X espacio métrico compacto. Sea
dado A : C°(X) — @, un funcional lineal positivo (esto es: Af >0 si f >0).

FExiste una unica medida de Borel u tal que
Af:/f du  para toda f e CY(X)

Sea {g; : i > 1} un conjunto numerable denso en la bola unitaria cerrada de C°(X).

Precisaremos la siguiente proposicién:

Proposicién 2.2 Dos medidas p1 y pa en M(X) coinciden si para todo i > 1 se cumple

/gi dpy :/gz' dpio

Prueba: Por la unicidad de la medida del teorema de Riesz alcanza probar que para toda

f € C%X) se cumple:
[ #am= [ 1an 1)
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La igualdad (1) vale obviamente para f idénticamente nula. Si f no es idénticamente nula,
basta demostrar (1) para f/[/f|lo. Entonces supongamos que || f|lo = 1. Por la densidad de
las funciones {g;} en Bj(0), existe una sucesion g;, convergente uniformemente (es decir con la
norma del supremo en CY(X)), a la funcién f. Por lo tanto, converge también puntualmente y
estd uniformemente acotada por 1. Cada g; verifica la igualdad (1). Luego, por convergencia
dominada, f también cumple (1). m

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 1.3 sobre las propiedades de la topologia
débil estrella en el conjunto de las medidas de probabilidad en X.

Prueba del teorema 1.3: Sea en M(X) la métrica:

i dpr — [gi d
d(m,m)zzug M12if9 o]

i>1
donde {g; : i > 1} es un conjunto numerable denso en la bola unitaria cerrada de C°(X). Primero
verifiquemos que d es efectivamente una distancia. Las propiedades simétrica y triangular son
inmediatas. La positividad se obtiene de la proposicién 2.2: si d(u1, u2) = 0 entonces para todo
i > 1 se cumple [g; dus = [ g; dp. Luego p = po.
Ahora probemos la parte 1. del teorema 1.3: Si d(up, ) — 0 entonces, como

(fins 1)

se tiene que [ ¢; dpn —n—oo [ 9; du  para todo i > 1.
Queremos probar que para toda f € C°(X) se cumple

/ fdpn —n—oo / fdu (2)

Esta igualdad se verifica trivialmente para f idénticamente nula. Basta mostrar (2) cuando
|fllo = 1. Dado € > 0, sea g; tal que ||f — gillo < € y sea N > 1 tal que para todo n > N,
| [ gi dun — [ gi du| < e. Sumando y restando los términos apropiados, aplicando la propiedad
triangular del médulo de complejos, se tiene, para todon > N que | [ f dun, — [ f dp| < 3e como
queriamos.

Reciprocamente, si para todo f € C%(X) se cumple (2 ) entonces en particular se cumple para
cada g;. Dado e > 0sea M > 1talque Y2, 1 2/2" < ¢, ysea N > 1talque| [ g; dpn— [ gi dpu| <
€, para todon > N y parai=1,2,..., M. Se tiene d(up,u) < 2¢ para todo n > N.

Ahora probemos la parte 2. del teorema (1.3): Como con la distancia d el conjunto M(X) es
un espacio métrico, para probar que es compacto, basta demostrar que toda sucesién tiene alguna

subsucesién convergente.



Sea {fin }n>0 una sucesién de medidas en M(X).

Como para cada i > 1 la sucesién de ntimeros complejos { [ g; djin }n>0 estd acotada en médulo
por 1, cualquier subsucesién de ella, tendra una subsucesién convergente en (.

Sea una primera sucesién de naturales {n;} tal que [ ¢ d,un;_ converge cuando j — oo.

Sea una segunda sucesion de naturales {n”;}, que sea subsucesion de la primera, tal que
[ g2 dpy», converge cuando j — oo. Como es una subsucesion de la primera, también se cumple
que [ g1 dpy»; converge cuando j — oo.

Sea, por induccién, una i-ésima sucesion de naturales {ng)}jzl, subsucesiéon de todas las

anteriores, tal que [ g; dun(i) converge cuando j — oo.
j

Témese finalmente, la sucesién diagonal {n; = n§j )}jzl- Por construccién, para ella se cumple
que [ g; dpp,; converge cuando j — oo, para todo ¢ > 1.

Ahora probemos que para todo f € C°(X) se cumple I f dpin; converge cuando j — co. Para
ello basta probar que para cada f fijo, la sucesién de complejos, [ f dpin,; es de Cauchy. Esta
propiedad se verifica para cada g; por construccién de la sucesién n;. Se verifica trivialmente
para f idénticamente nula. Basta verificarla ahora para f con norma 1. Por la densidad de las
funciones g;, dado € existe g; tal que ||f — gi||o < €. Luego, aplicando la triangular al médulo
de los complejos, existird N tal que si j,h > N, entonces | [ f dpn; — [ f din,| < 3€ , 0 sea, la
sucesion de las integrales de f es de Cauchy, como queriamos.

Sea A el funcional lineal positivo definido en C%(X) por Af = limj_oo [ f dptn; . Por el
teorema de Riesz, existe una medida p tal que Af = [ f du, para todo f € C°(X). Luego, por la

parte 1. del teorema 1.3, se tiene pin; —j o0 p1. M

3 Transformaciones inicamente ergddicas

Definicion 3.1 La transformacién T es dnicamente ergddica si existe una uinica medida de pro-
babilidad que es T' invariante.

Por lo visto en el capitulo de ergodicidad, esta unica medida es extremal, luego es ergddica.

Teorema 3.2 Sea T continua en un espacio métrico compacto. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
i) T es unicamente ergddica

ii) Para toda f € C°(X), para todo x € X existe f(x) y es un nimero independiente de .



iii) Para toda f € C(X), la sucesion de funciones continuas {f,} definidas por

1n—1 A
fn=n§%foTJ
j:

converge uniformemente a una constante cuando n — oo.

Prueba: i) implica iii):

Sea y la inica medida de M (X). Probaremos f,, converge uniformemente a [ f dyen X. Por
absurdo, supongamos que existe ¢ > 0, y una sucesiéon n; — oo tal que sup,.c y \fnj (x)—[ f du| > €
para todo j > 1. Como el supremo es un maximo, existe z; € X, donde se alcanza.

Por el teorema de Riesz, existe una medida p; (no necesariamente T- invariante) tal que:

n;—1

1 .
Vge ' X): /gduj:nZgoTz(xj)

J =0

Por la compacidad del espacio M(X), existe una subsucesién convergente de esta medidas p;.
Por simplicidad seguiremos usando la misma notacion para la subsucesion que para la sucesién

original.

pj = v

Afirmamos que v es T- invariante. En efecto:

njfl

1 )
dT*v = T dv =i T dp; = lim — T (x5
/g v /go v 1m/go 1 1mango (x5)

1=0

n;—1
1 < ;
= lim — Z goT"(z;) :lim/g dtn, :/g dv
"7 o

Como por hipdtesis T' es tinicamente ergddica, se tiene p = v. Entonces

[ran=[1av=ting, @)

Pero por construccién
o) = [ £l =€ paratodo j > 1

contradiciendo la igualdad anterior.
iii) implica ii) porque la convergencia uniforme en X implica la convergencia en todo punto
de X.



ii) implica i): Sea A el funcional lineal positivo definido por
A =T
para toda f € C°(X).

Para toda medida p que sea T invariante, por el teorema de Birkhoff

/fdMZ/fduzsz(f)

Por el teorema de Riesz, existe una inica p que cumple

[ an=a0)

Luego existe una tnica p que es T- invariante. m
Como ejemplo veremos en la proxima seccién que la rotacién irracional en el circulo es

Unicamente ergddica.

Definicion 3.3 Sea T una transformacion continua en un espacio métrico compacto X.
Un subconjunto A C X es minimal si es compacto, no vacio, invariante hacia adelante (es decir:
T(A) C A), y no existe ningtin otro subconjunto de A que sea compacto, no vacio e invariante

hacia adelante.

Es facil ver que un conjunto A compacto, no vacio e invariante, es minimal si y solo si todas
sus érbitas positivas son densas en A (porque la clausura de cada una de ellas es un compacto no
vacfo, invariante hacia adelante, y contenido en A).

Veamos como se vincula la ergodicidad dnica con los conjuntos minimales:

Teorema 3.4 Si T es continua en un espacio métrico compacto X, y unicamente ergodica, en-

tonces existe un unico minimal A, y ademds A es el soporte de la medida invariante por T'.

Observaciéon: El reciproco del teorema anterior es falso: Furnstenberg dio un ejemplo de
transformacion en el toro, para la cual todo el toro es minimal, que preserva la medida de Lebesgue
y ésta no es ergédica (luego la transformacién no es tinicamente ergddica, pero existe un unico

minimal que es el soporte de una medida T-invariante).

Prueba: Sea p la tinica medida invariante de 7. Sea A el soporte de p

A={z € X :VV entorno de z u(V) > 0}



A es cerrado en X compacto, luego es compacto.

Si y € T(A), entonces y = T(z),x € A. Para todo entorno U de y, T~!(U) es entorno de x,
luego 0 < u(T~Y1(U)) = u(U). Esto prueba que y € A, luego A es invariante hacia adelante.

Sea A compacto, no vacio, invariante hacia adelante. Sea T = T |A : Ao — Ag. Por el teorema
de existencia de medidas invariantes, existe U probabilidad que es T invariante.

Sea v probabilidad en X, definida asi:

v(A) =v(ANAy)
El soporte de v estd contenido en Ag. Probemos que v es T-invariante:
V(T YHA) = (T YA NA)) =i{z e Ao : T(z) € A = 5(T"HANAg)) = (AN Ag) = v(A)
Como T es Unicamente ergddica, v = p. Luego
A=soprv CAy

Hemos probado que todo Ag compacto, no vacio e invariante hacia adelante contiene a A. De
ello se deducen dos cosas:
Primero, si Ag ademas esta contenido en A, entonces coincide con A. Luego A es minimal.

Segundo: si Ay es minimal, entonces coincide con A. Luego A es el iinico minimal. ®

4 Medida de Haar

Proposiciéon 4.1 La rotacion irracional en el circulo es unicamente ergddica.

Prueba: En efecto T(x) = = + z9 (mdd. 1), donde z es irracional. Como la medida
de Lebesgue es invariante, ergddica, positiva en abiertos no vacios, T' es transitivo: tiene alguna
orbita densa.

Para todo punto = y para todo j > 0 se cumple T7(z) = 2 + T7(0). Como sumar z fijo es un
homeomorfismo, es facil ver que la érbita por x es densa si y solo si la érbita por 0 lo es. Luego,
si hay una érbita densa, la 6rbita por 0 lo es (y todas las 6rbitas son densas).

Dada f continua, por el teorema de Birkhoff, para algin punto x; existe f (21).

Por el teorema 3.2, basta probar que para todo z en el circulo, existe f(:v) y es igual a f(xl)

Fijemos x. Sea

n—1
Fulz) = %Zf o T (z)
=0
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Probemos que dado e > 0, existe N tal que para todo n > N se cumple |f,,(x) — f(x1)| < 3e. Por
la afirmacién ii) del teorema 3.2, esto implica la ergodicidad tnica de T

Por la continuidad de f en el circulo, que es compacto, existe § > 0 tal que, si dos puntos
distan menos que J, entonces la funcién f en ellos difiere menos que €, en médulo.

Por la densidad de la orbita positiva por 0, existe M tal que
|TM(0) + . — x1 < 6

Luego, para todo j > 0 se cumple | 7™+ (x) — T9(x1)|| < §. Entonces, para todo n > 1, se

tiene
1 n—1 . 1 n—1 .
—g foTMﬂ(:E)—fE foTl(xy)| <e
n n
j=1 j=1

Elijase N tal que para todo n > N la segunda sumatoria difiera de su limite f (z1) menos que e.

Siendo M fijo al variar n, se elije N tal que, para todo n > N se cumple

1 n—1 1 n—1 1 M-1 j=n+M-1
— M+j _ = J < =
S foTMH@) — — 3 foTi@)| < (3 lIflo+ 3 Iflh)
J=1 J=1 Jj=0 Jj=n
2M
_2Mflo _

n
Por la triangular, se tiene

-1
1y :
fooTj(a:) — f(z1)| < 3e
n
como se queria demostrar. W

Nota 4.2 Nétese que esta prueba demuestra también que las traslaciones ergddicas del toro n-
dimensional son tnicamente ergddicas.

Consecuencias:

La medida de Lebesgue es la tinica medida de probabilidad en el toro invariante por todas las
traslaciones. Esto no quiere decir que toda traslacion sea inicamente ergddica, pues las traslaciones
que tienen puntos periédicos no lo son.

Para toda traslacion ergédica del toro, éste es minimal (pues es el soporte de la medida de

Lebesgue). Luego, todas sus drbitas son densas.

Definicion 4.3 Un grupo topoldgico X es un espacio topoldgico, en el que hay definida una
operacién binaria + que lo transforma en grupo (es decir, tiene propiedad asociativa, de neutro

0, e inverso —x para todo = € X), tal que +: X x X — X y —: X — X son continuas.
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El siguiente teorema, que solo demostraremos con hipétesis adicionales, generaliza para otros

grupos topoldgicos compactos, la propiedad de la medida de Lebesgue para el toro n- dimensional:

Teorema 4.4 (Medida de Haar) Dado un grupo topoldgico compacto X existe una inica medi-
da de probabilidad en los borelianos de X que es invariante por todas las traslaciones a la izquierda.

Ademas esta medida es invariante también por todas las traslaciones a la derecha.

Definicion 4.5 La medida del teorema anterior se llama medida de Haar. La medida de Haar

en el toro n-dimensional es la medida de Lebesgue.

Proposicién 4.6 Sea X un grupo topologico compacto abeliano (es decir vale la conmutativa para
la operacion de grupo) metrizable, y T una traslacion que tiene una orbita densa. Entonces T es

unicamente ergodica.

Prueba: La misma prueba de que la rotacion irrotacional en el circulo es inicamente ergddica
(Proposicién 4.1 ), demuestra esta proposicién, con las siguientes modificaciones:

En vez de usar ||y —z|| < 9, debe usarse dist (y—z,0) < . Probemos que si f es continua, dado
e > 0, existe § > 0 tal que, para todos y, z tales que dist (y—z,0) < d, se cumple |f(y) — f(2)] < e.

Por absurdo, supéngase que existen € > 0, y sucesiones y, € z,, tales que

1
dist (yn, — 2n,0) < —
n

[f(yn) = f(2n)| = €

Tomando subsucesiones de y,, y z, convergentes a y y z respectivamente, se tiene que
dist (y — 2,0) =0, esdecir y ==z

Por otro lado, como f es continua:
fy) = f(2)] = €

contradiciendo que y = z.

El resto de la prueba de 4.1 se aplica sin otros cambios.

|

Como consecuencia, se tiene una prueba del teorema 4.4 de la medida de Haar, con las siguien-
tes hipétesis adicionales: el grupo es abeliano, la topologia es metrizable y existe una traslacion
con alguna orbita densa:

Prueba parcial del teorema 4.4: Sea T, una traslacién que tiene alguna érbita densa.

Ty, (z) = x 4+ x9. Por la proposicién 4.6, Ty, es Gnicamente ergddica. Sea u la tnica medida de
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probabilidad que es invariante por 7;,,. Basta demostrar que p es también invariante por cualquier
otra traslacién.

Sea 1 € X y sea Ty, (z) = x + x1. Basta demostrar que para toda f € C°(X) se cumple:

[ ot an= [ fan

Fijemos una funcién f € C°(X). Dado € > 0 sea § > 0 tal que, si la diferencia de dos puntos
dista de 0 menos que ¢, entonces los valores de f en ellos difieren, en médulo, menos que €. Por
la densidad de la 6rbita segin Ty, existe M > 0 tal que d(T2!(0) — x1,0) < 6. Luego

HfOTM_fOT%Ho<6

Siendo p una medida 77, - invariante, la integral respecto de p de f es igual a la integral de

/foTx1 du—/fdu‘<e

Como lo anterior vale para cualquier € > 0 se tiene la igualdad de las integrales de f, como

fo Té‘g . Entonces se tiene:

queriamos demostrar. m

5 Las medidas promediales

Definicion 5.1 Un subconjunto A de X tiene probabilidad total para la transformacién T, si su

complemento tiene medida nula para toda medida de probabilidad que sea T-invariante.

Ejemplo: Sea h: X — C una funcién medible y acotada. Sea
Yo(h) = {z € X : h(z) existe}

Por el teorema de Birkhoff ¥y(h) tiene probabilidad total.
Observaciones:

Vimos que si T' es tinicamente ergddica, entonces

N Zo(H=X

fec?(x)

Sin embargo, (véase ejercicio 6.5), siempre vale que

P= ﬂ Yo(h) = {z € X : x es periddico }
h medible y acotada
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Por ejemplo, en las traslaciones ergddicas del toro, P es el conjunto vacio.

En resumen: para cada h medible y acotada, el conjunto de los x donde existe el limite de
los promedios de Birkhoff de h, tiene medida total. Pero este conjunto depende de h. En cambio
puede ser vacio, y si no lo es, muy magro, el conjunto de los = donde existe, a la vez, el limite del
promedio de Birkhoff de toda h medible y acotada.

Si en vez de tomar todas las funciones medibles y acotadas nos restringimos a las continuas,

se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 5.2 Sea T medible en un espacio métrico compacto X tal que Mp(X) # 0. Sea

So= (] Zo(f)
feco(x)
el conjunto de los x € X para los cuales existe, a la vez, el limite de los promedios de Birkhoff de
toda funcion continua.

FEntonces Xg tiene probabilidad total.

Prueba: Por el teorema de Birkhoff ¥ (f) tiene probabilidad total. Sea {g; : ¢ > 1} un conjunto
numerable denso en la bola unitaria cerrada de CY(X). EI conjunto
Yo = ﬂ Yo(gi)
i>1
tiene probabilidad total, por ser una interseccién numerable de conjuntos con probabilidad total.

Probemos que ¥y = Xo. Sea z € 5. Sea f € CY(X). Basta probar que existe f(x) Existe
trivialmente, si f es idénticamente nula. Si no lo es, dividiendo entre su norma, basta probar que
existe f(z) cuando || f|lo = 1.

Dado € > 0 sea g; tal que || f—gi|lo < €. Como existe g;(x), la sucesién de promedios de Birkhoff,
de g; en x, es de Cauchy: la diferencia de dos términos de esta sucesién con indices suficientemente
grandes, es en modulo, menor que €. Aplicando la propiedad triangular del médulo de complejos,
resulta que la sucesiéon de promedios de Birkhoff de f en x también es de Cauchy, pues la diferencia
de dos términos con indice grande resulta menor que 3e. Luego es convergente, o sea, existe f (x).
|

Consecuencia: Para todo 2 € ¥, estd definido el funcional lineal positivo A, (f) = f(z), en
C°(X). Luego, por el teorema de Riesz, existe una tinica medida u, de probabilidad, para cada
x € X, tal que

/f dpe = f(z) para toda f € CO(X)
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Definicion 5.3 Para cada z € ¥y la tinica medida u, que cumple la igualdad anterior, se llama

medida promedial de la orbita por z.

Observaciones: Es inmediato verificar que para todo = € ¥ la medida promedial u, es el

siguiente limite en M(X), con la topologia débil:

1 n—1
pa = Hm = Ori)
j=1

Las medidas promediales, por definicién, evalian los limites de los promedios de Birkhoff de las
funciones continuas. Pero, como se verd en el siguiente teorema, también lo hacen para funciones

medibles acotadas.

Teorema 5.4 Sea h : X — € medible y acotada. El conjunto

$o(h) = {x € %o : h(x) existe y es igual a /h d,ugg}
tiene probabilidad total

Se observa que el conjunto X (h) depende de h. Puede ser vacia la interseccién de todos los
¥4 (h), como ya vimos.

Para demostrar el teorema 5.4 necesitaremos el siguiente lema:

Lema 5.5 Sea h,, una sucesion de funciones medibles, acotadas uniformemente, y que converge
en todo punto a la funcién h. Si X((hy,) tiene probabilidad total para cada n, entonces 3¢ (h) tiene

probabilidad total.

Prueba: Por el teorema de Birkhoff, el conjunto Xo(h) de los puntos z € X donde existe h(z),
tiene probabilidad total.

Luego S(h) = Xo(h) (ﬂn21 Eg(hn)), tiene probabilidad total.

Si z € S(h), entonces, para todo n > 1, se cumple iLn(:c) = [ hy dpg. Por el teorema de
convergencia dominada [ hy, dpg — [ h du,. Luego, para cada x € S(h) se cumple:

fin () — / m 3)

Dada p € Mp(X), basta probar que existe un conjunto con medida p igual a uno, contenido en
S(h) NXG(h).

Se cumple, por el teorema de Birkhoff y por convergencia dominada, lo siguiente:
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[ =l < [ = dge = [ o~ 1] a0

Luego h,, converge a h en L(u). Entonces, existe una subsucesién n;, tal que

b, () = h(z) p— c.t.p. (4)

Reuniendo (3) y (4), se obtiene que para u-c.t.p. los puntos de x € S(x), cumplen:

o) = [ s

es decir, estan en ¥((h) como se querfa demostrar. m

Prueba del teorema 5.4: Demostraremos el teorema en varios pasos:

1. Cuando h € C%X): Por la definicién de las medidas promediales, para toda funcién
continua f, se cumple X{(f) = Xy, que tiene probabilidad total.

2. Cuando h = U i, para K compacto: Tomando una sucesion de abiertos V,,, cuya interseccion
sea K, se elige una sucesion de funciones continuas f,, tales que 0 < f,,(x) < 1 para todo = € X,
y lim f,,(z) = Uy para todo punto x € X. (Basta tomar f, continua, que valga 1 en K, 0 fuera
de V,,, y tome valores en [0, 1]).

Por el lema 5.5 se cumple la tesis para h = U k.

3. Cuando h = 1 4, con A boreliano: Dada p € Mp(X), elijamos una sucesién de compactos
K, CKyC...K,...C A tales que u(A — K,,) — 0. Entonces

1T — T, I pigy = 1A — Ui, |l 1) — O

Existe una subsucesion n; tal que 1~[Knj (z) — U 4(z) para p-c.t.p. .
Como ya se probé, en el paso 2, que U, (z) = [ Uk, dp, para p-c.t.p. z, tenemos que, para

un conjunto de z con medida p igual a uno, se cumple:

Ty(x) = lim/ Uk, dpe < g (A)
Andlogamente para el complemento de A se obtiene la desigualdad
Tae(@) < pa(A)

Ambas desigualdades implican la tesis para h = 1 4.
4. Para h funcién simple: vale la tesis por linealidad.
5. Para h medible real acotada positiva: vale la tesis porque se aproxima por funciones simples

uniformemente acotadas, y se aplica el lema 5.5.

15



6. Para h funcion medible real acotada, vale la tesis por linealidad, separando h en parte
positiva menos parte negativa.

7. Para h funcién medible acotada compleja, vale la tesis por linealidad, separando h en partes
real e imaginaria.

Las medidas promediales pueden no ser 7' invariantes, como en el ejemplo siguiente: T'(x) =
1/2 -2 si z € (0,1], T(0) = 1. Véase que para todo X € [0, 1] existe la medida promedial de la

orbita por x, que es siempre la delta de Dirac concentrada en 0, pero no es T-invariante.
Proposicién 5.6 (Invariancia de las medidas promediales) .

1. Si T es continua, todas las medidas promediales de las drbitas por puntos en g, son T-

movariantes.

2. SiT es medible, el conjunto X de los © € Yo para los cuales las medidas promediales p, son

T-invariantes, tiene probabilidad total.

Prueba:

1. Si T es continua, para todo f € C°(X) se cumple que f oT € C°(X), y entonces:

[rartm = [ for du=(foTy(e) = FoT() = fw) = [ £ dps

Luego, por la unicidad de la medida del teorema de Riesz, Ty = pig.
2. Si T no es continua, el argumento anterior no es vélido. En este caso definimos ¥ = {x €
Yo: [ fdT*u; = [ f du, para toda f € C°(X)}. Basta probar que tiene probabilidad total.
Para cada f € C%(X) se define el conjunto:

S() = {weSo: [ 1T = [ 1 dus)

Se cumple que ¥ = FECO(X) Y(f). Se deja como ejercicio verificar lo siguiente:

a) Para cada f € C°(X) el conjunto X(f) tiene probabilidad total. b) Si {g; : i > 1} es un
conjunto numerable denso en la bola unitaria cerrada de C°(X), entonces X es la interseccion,
para todo ¢ > 1 de X(g;).

Luego, ¥ tiene probabilidad total. m

6 Descomposicion ergdédica de medidas invariantes

En esta seccién probaremos que si T es medible en un espacio métrico compacto X, y si Mz (X)
es no vacio, entonces existen medidas ergédicas, y toda medida invariante por 1" se puede descom-

poner como un promedio ponderado de las medidas ergddicas.
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La existencia de las medidas ergddicas, y el hecho que estas generen el espacio de todas las
medidas T-invariantes, son una consecuencia directa del teorema de Krein-Milman, que puede
encontrarse en el libro Analisis Funcional, de W. Rudin:

Todo conjunto mo vacto, convexro y compacto contiene puntos extremales, y es igual a la
adherencia de la envolvente convexa de los puntos extremales.

Como Mp(X) es convexo, compacto con la topologia débil (porque es cerrado en M(X)), y es
no vacio por hipétesis, entonces contiene puntos extremales. Ya vimos que las medidas extremales
en M7 (X) son las ergddicas. Esto da la existencia de medidas ergédicas.

La segunda parte del teorema de Krein-Milman, asegura que toda medida T invariante es
el limite, en la topologia débil, de una sucesién de combinaciones lineales convexas de medidas
ergodicas.

Aprovecharemos la teoria desarrollada sobre las medidas promediales para deducir otra prueba
de la existencia de medidas ergddicas, cuando My (X) # (), y también para deducir un resultado
mas preciso que el dado por el teorema de Krein-Milman: cémo se descompone explicitamente

una medida invariante en funcién de las componentes ergddicas.

Definiciéon 6.1 Sea T una transformaciéon medible en el espacio métrico compacto X, tal que
existen medidas T - invariantes. Se llaman componentes ergddicas de T' a las medidas promediales

1, de puntos x, que sean invariantes por T y ergodicas.

Vimos que para un conjunto X de probabilidad total, las medidas promediales son T-invariantes.

Veremos ahora lo siguiente,

Teorema 6.2 (Ergodicidad de las medidas promediales) Para un conjunto ¥1 de probabil-

idad total, contenido en X, las medidas promediales son ergodicas.

Para demostrarlo, precisaremos del siguente lema:

Lema 6.3 Si T es medible en un espacio métrico compacto X, y deja invariante una medida de

probabilidad p en los borelianos de X, entonces son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) La medida p es ergddica.
ii) Para toda f € CO(X) se cumple f(y) = [ f dw, para p-c.t.p. y.

iii) Para toda i > 1 se cumple gi(y) = [ g; du, para p-c.t.p. y.
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Prueba:

Recuérdese que se probé que p es ergédica si y solo si para toda h € L(p) se cumple fz(y) =
J h du para p-c.t.p. y.

Luego se obtiene trivialmente que i) implica ii) implica iii).

Para demostrar que iii) implica ii), se usa la densidad en la bola cerrada unitaria de las
funciones g;. Se deja como ejercicio.

Para demostrar que ii) implica i), se recuerda que las funciones continuas son densas en L' (),
con la norma L' y que los promedios de Birkhoff convergen a su limite, también en L' (). Se deja
como ejercicio. m

Prueba del teorema 6.2

Sea para cada f € C°(X) el conjunto

Ei(f) = {1’ €X: f(y) = /f dp,  para piz-c.t.p. y}

Por el lema 6.3 se tiene que

X = m Y1(94)

i>1
Basta entonces probar que ¥ (f) tiene probabilidad total para cada f € C°(X). Por la linealidad
respecto de f, basta probarlo cuando f es real.
Sea x dado en X (es decir, sabemos que existe la medida promedial u, de la érbita por z, y
que es T-invariante). En lo que sigue dejaremos fijo el punto z.
Por definicién de i, sabemos que [ f dp, = f ().

Luego, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

F)= [ 1 i petp. y
[~ F@)? an =0
[ 7 w27 [ Faw+ e =0
/f2 dpte — f(2)* =0
7 e = o

Pero f2 es una funcién medible y acotada, luego, por el teorema 5.4, el conjunto

Zi(f) = {x €x: /F dpty = f(x)Q}

tiene probabilidad total, como queriamos demostrar. B
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Teorema 6.4 (Descomposicion ergédica de medidas invariantes) Sea p una medida T-

invariante. Para todo A boreliano se cumple

p(A) = /EX pa(A) dp

Para toda h € L' (u) se cumple que h € L'(ug) p-c.t.p. = y ademds:

/hdﬂ_/xex(/hd”‘”) dp

Observacion: Noétese que las integrales del teorema anterior pueden hacerse en x € Y1 en
vez de en todo X, porque 3; tiene probabilidad total. Luego, cualquier medida invariante es un
valor esperado de las componentes ergddicas, o, dicho de otra forma, un promedio ponderado de
éstas.

Prueba: La segunda parte del enunciado implica la primera, tomando h = 1 4.

Primero, demostremos la tesis cuando h es medible y positiva, aunque no esté en L!(u).

h es el limite, en todo punto, de una sucesion creciente de funciones simples positivas h,. Cada
funcién simple es medible y acotada. Por convergencia mondtona y por el teorema 5.4 aplicado a

la funcién simple h,, se tiene:
/h dp, = lim/hn dp, = lim ﬁn(a:) u- ct.p.

Por convergencia monétona nuevamente, ahora aplicada a h,,, y por el teorema de Birkhoff aplicado

/ (/hduz> du:hm/ P () du:hm/hn du:/hdu
zeX reX

Las anteriores igualdades tienen sentido aunque las integrales sean infinitas. Y muestran que si

a cada hy,:

ademéas h € L'(u), entonces h € L'(u,) para p-casi todo punto .
En segundo lugar, probemos la tesis cuando h € L'(u) es real. Descomponiendo h en partes
positiva y negativa, como cada una de ellas cumple lo deseado, por linealidad, A también lo cumple.

Finalmente, si h es compleja, se descompone en partes real e imaginaria. m

Corolario 6.5 Un conjunto A tiene probabilidad total si y solo si tiene medida uno para cada

medida ergodica.

Prueba: Pues, si u;(A) =1 para todo = € X1, por el teorema 6.4, se cumple u(A) = 1, para
toda medida p que sea T-invariante. m

La siguiente proposicion demuestra que toda medida ergddica es componente ergddica:
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Proposicion 6.6 Si p es ergddica, entonces p es componente ergodica. Precisamente p = iy
para un conjunto de puntos x con medida p igual a 1. Luego, en el teorema de descomposicion
ergddica, la unica componente ergédica de T en funcion de la cual se descompone una medida

ergodica (., es la propia L.

Prueba: Como p es ergédica, se tiene, para cada f € C°(X):

fz) = /f du para  p-ct.p. x

Luego, tomando un conjunto numerable denso en la bola unitaria cerrada de C°(X), y argumen-
tando como en la prueba del teorema 6.2, existe un conjunto A de puntos x en X, con u(A4) =1,

tal que

f(z) = /f dp para toda f e (x) (5)

Por otro lado, por el teorema 6.2, y por la definicion de las medidas promediales, se tiene que,

para todo z € 31, la medida u, es ergddica y que
o) = / fdue  paratoda  fe CO(X) (6)

Como ¥ tiene probabilidad total, p(%;) = 1.

De las igualdades (5) y (6), se tiene

For= [ 1 du= [ 1 du,

para toda f € C%(X), y para cada x € A(¥;. Luego u = p, para u- c.t.p. = como se queria

demostrar. m
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TEORIA ERGODICA. Lista 6 de ejercicios

31 de octubre de 1997.

En los ejercicios de esta lista se usa la siguiente notacién:

X es un espacio métrico compacto.

CY%(X) = {f : X — Ccontinua} con la norma del supremo.

T : X — X es Borel-medible, no necesariamente continua a menos que se pida expresamente.
M(X) es el conjunto de las probabilidades en los borelianos de X.

T* : M(X) — M(X) definida por T*u(A) = u(T~1(A)) para todo A C X boreliano.
Mp(X) ={p e M(X): T"p = p}

B(x) es, cuando existe, lim,,_1/n - Z;:& hoTi(x), parax € X y h: X — C medible.

EJERCICIO 1 Supdngase que existe u € M(X) tal que T*u(A) < 2u(A) para todo boreliano
ACX.
a) Probar que 2u — T*u € M(X).

b) Si T es continua, probar que dado pp € M(X) existe p € M(X) tal que 2u — T = pyp.
Sugerencia: Para todo p € M(X) definir G(u) = 1/2 - (T*u + po),  pn = 1/n -

Py G’ (1) y tomar una subsucesiéon convergente en M (X).

EJERCICIO 2 Sea X = [0,1]. Para cada n > 0 sea uy, la medida delta de Dirac concentrada
en el punto 1/2".

a) Probar que existe p = lim,, o0 fin.

b) Encontrar A C [0, 1] boreliano tal que no existe 1imy,_, oo tin (A).
Sugerencia: A = {1/2% : j > 0}.

c) Encontrar B C [0, 1] boreliano tal que existe lim,_.ooptn(B) # pu(B).

d) Encontrar H C [0, 1] boreliano tal que lim,,_oopin(H) = p(H).
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EJERCICIO 3 En el toro X = T" sea T la traslaciéon T'(z) = x + xg, con x¢ dado tal que
<z, k>¢ Z VkeZ"—{0}.

a) Demostrar que T es tinicamente ergddica.

b) Demostrar que Yz € X, la medida de Lebesgue es el limite cuando n — oo de las medidas

EJERCICIO 4 Probar que el conjunto siguiente tiene probabilidad total:
1 n—1 A
z € X : existe limy,_ 00— - Zfon(x) Vel X), Vp>1
n
§=0

Sugerencia: Mp»(X) D Mg (X).

EJERCICIO 5 Sea

1 n—1 A
P=(zreX: existe lim, 00— - Z hoT’(x) VY h:X +— C medible acotada
n
j=0

a) Probar que P es el conjunto de los puntos periédicos de T'. Sugerencia: 1) Inventar
una sucesién {a;};>0 de ceros y unos tal que no exista el limite cuando n — oo de
1/n - Z?:_ol a;. (Por ejemplo: 1 uno, 1 cero, 10 unos, 10 ceros, 100 unos, 100 ceros,
1000 unos, 1000 ceros, etc). 2) Si  no es peridédico mostrar que Y 4(z) no existe para
A={T"z):a; =1}.

b) Sea A C X cualquier boreliano dado. Probar que tiene probabilidad total el conjunto
{r € X : existe lim ,, — col/n - Z;-l;ol xa(T7(z))}.

c) Probar que si T es continua, unicamente ergdédica y existe un conjunto minimal con

infinitos puntos, entonces P = (). Dar un ejemplo de tal T.

d) Sea T el shift de Bernoulli. Probar que P # (), pero u(P) = 0.
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EJERCICIO 6 Sea {g; : ¢ > 1} un conjunto numerable denso en la bola unitaria cerrada de
Co(X).

Sea p € Mp(X). Probar que son equivalentes las afirmaciones siguientes:
i) u es ergddica.

i) f(y) = [ fdp p-ctp.y; Vf € Co(X)

iii) gi(y) = [ gidp pctp.y; Vi>1

Sugerencia: Recordar que u es ergddica si y solo si para toda h € L(u) : iz(y) = [hdu ,

p-c.t.p. y; y que las funciones continuas son densas en L!(u).

EJERCICIO 7 Sea > el conjunto de probabilidad total:
Yo = {x € X : f(x) existe para toda f € CO(X)}

y sea para cada x € Xy la medida p, del teorema de Riesz, tal que [ fddu, = f(x) para
toda f € CV(X).

Probar que los « € g para los cuales la medida u, es T-invariante, forman un conjunto
3. de probabilidad total. Sugerencia: Imitar la prueba de que g tiene probabilidad total,
para demostrar que [ foTdu, = [ fdu, para toda f € C%(X), para z € .
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