subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0000

Teorema espectral para operadores
autoadjuntos
Isometrias lineales

isometrias lineales
00000

Jana Rodriguez Hertz
GAL2

IMERL

19 de octubre de 2010



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0000

isometrias lineales
ortogonalidad

ortogonalidad

@ V e.v. sobre K con producto interno

u]
]
I

n

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0000

isometrias lineales
ortogonalidad

ortogonalidad

@ V e.v. sobre K con producto interno
@ T :V — V operador autoadjunto

u]
]
I

n

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0000

isometrias lineales
ortogonalidad

ortogonalidad

@ V e.v. sobre K con producto interno

@ T :V — V operador autoadjunto
@ )\ # )\ vap distintos

u]
]
I

n

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0000

ortogonalidad

ortogonalidad

isometrias lineales

00000

@ V e.v. sobre K con producto interno
@ T :V — V operador autoadjunto

@ )\ # )\ vap distintos

o — S)\1J_S)\2




subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0000

ortogonalidad

ortogonalidad

isometrias lineales

00000

@ V e.v. sobre K con producto interno

@ T :V — V operador autoadjunto
@ )\ # )\ vap distintos
o — S)\1J_S)\2

@ es decir
(vi,v2) =0

Vv € Sy,




subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000000000000 000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

it
)
»
?)



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000000000000 000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,
@ = (T(v1),2) = (Mvy, Vo)

it
N
»
?



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000000000000 000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,
@ = (T(v1),v2) = (\vy, Vo) = A (vy, Vo)

it
N
»
?



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000000000000 000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,
@ = (T(v1),2) = (Mvy, Vo)

= M (v, Vo)
@ ahora (T(vy), v2) = (v, T(v2

)) (por T autoadjunto)




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)
@ pero (vi, T(v2)) = (v, AaVa)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)
@ pero (v, T(v2)) = (vq, Aava) = Aa(vy, Vo)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)
@ pero (vi, T()) = (1, AaVa) = Aa(vy, Vo) = Aa(Vy, Vp)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)

@ pero (vq, T(v2)) = (v, A2V2) = Aa(vq, V2) = Xa(vy, Va)

@ porque, al ser T autoadjunto, los vap son reales (clase
pasada)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)

@ pero (vq, T(v2)) = (v, A2V2) = Aa(vq, V2) = Xa(vy, Va)

@ porque, al ser T autoadjunto, los vap son reales (clase
pasada)

@ = \(Vvq, Vo) = Ao(vq, V)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)

@ pero (vq, T(v2)) = (v, A2V2) = Aa(vq, V2) = Xa(vy, Va)

@ porque, al ser T autoadjunto, los vap son reales (clase
pasada)

@ = \(Vvq, Vo) = Ao(vq, V)
@ = (A —A2){vy,¥2) =0



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)

@ pero (vq, T(v2)) = (v, A2V2) = Aa(vq, V2) = Xa(vy, Va)

@ porque, al ser T autoadjunto, los vap son reales (clase
pasada)

@ = \(Vvq, Vo) = Ao(vq, V)
@ = (A —A2){vy,¥2) =0
@ = (vq,12) =0



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000000000000 000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos vy € Sy, y Vo € Sy,

@ = (T(v1),v2) = (Mvy,va) = Ay (vy, Vo)

@ ahora (T(vy), vo) = (v4, T(wv2)) (por T autoadjunto)

@ pero (vq, T(v2)) = (v, A2V2) = Aa(vq, V2) = Xa(vy, Va)

@ porque, al ser T autoadjunto, los vap son reales (clase
pasada)

@ = \(Vvq, Vo) = Ao(vq, V)
@ = (A —A2){vy,¥2) =0
° :><V1,V2>:O [



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00@0000000000000

isometrias lineales
ortogonalidad

lema

@ V e.v. sobre K con producto interno, dim. finita

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00@0000000000000

isometrias lineales
ortogonalidad

lema

@ V e.v. sobre K con producto interno, dim. finita
@ T :V — V operador autoadjunto

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00@0000000000000

isometrias lineales
ortogonalidad

lema

@ V e.v. sobre K con producto interno, dim. finita
@ T :V — V operador autoadjunto
@ Ss.e.v. invariante: T(S)C S

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00@0000000000000 00000

ortogonalidad

lema

@ V e.v. sobre K con producto interno, dim. finita
@ T :V — V operador autoadjunto

@ Ss.e.v. invariante: T(S)C S

@ = St s.ewv. invariante: T(St) c St

u]
o)
1l
n
it

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000@000000000000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos w € S+

it
)
»
?)



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000@000000000000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos w € S+
@ = (w,s)=0Vse S

it
N
»
i)



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000@000000000000

isometrias lineales

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos w € St
@ = (w,s)=0Vse S
@ = (w,T(s))=0Vse S

it
N
»
i)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000@000000000000 00000

ortogonalidad

demostracion

@ tomemos w € St

@ = (w,s)=0Vse S

@ = (w,T(s))=0Vse S
@ porque T(s) € S




subespacios propios de operadores autoadjuntos

isometrias lineales
000@000000000000

00000
ortogonalidad

demostracion

@ tomemos w € St

@ = (w,s)=0Vse S

@ = (w,T(s))=0Vse S

@ porque T(s) € S

@ = (T(w),s) =(w,T(s))=0Vse S

u]
o)
I
ul
it




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000@000000000000 00000

ortogonalidad

demostracion

tomemos w € S+

= (w,s) =0Vse S

= (w, (s)>_OVseS

porque T(s) €

= (T(w),s) = < T(s))=0Vse S
= T(w) € St

u]
o)
I
ul
it




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000@000000000000 00000

ortogonalidad

demostracion

tomemos w € S+

= (w,s) =0Vse S

= (w, (s)>_OVseS

porque T(s) €

= (T(w),s) = < T(s))=0Vse S
= T(w) e St

u]
o)
I
ul
it




subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000e00000000000

isometrias lineales
00000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema espectral para operadores autoadjuntos

@ V e.v. sobre K de dimensidn finita

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000e00000000000

isometrias lineales
00000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema espectral para operadores autoadjuntos

@ V e.v. sobre K de dimension finita
@ T :V — V operador autoadjunto

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000e00000000000

isometrias lineales
00000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema espectral para operadores autoadjuntos

@ V e.v. sobre K de dimensién finita
@ T :V — V operador autoadjunto
@ = existe base ortonormal formada por vep

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
0000e00000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema espectral para operadores autoadjuntos

@ V e.v. sobre K de dimensidn finita

@ T :V — V operador autoadjunto
@ = existe base ortonormal formada por vep
@ en particular, T es diagonalizable

u]
o)
1l
n
it

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00000e0000000000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

isometrias lineales
00000

Por induccién sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V
@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
© tomamos wy vep asociado a A\ de norma 1.



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V
@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
© tomamos wy vep asociado a A\ de norma 1.
© sin=1, entonces la prueba ha concluido



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.
si n =1, entonces la prueba ha concluido
si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.
si n =1, entonces la prueba ha concluido
si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n
tomemos S = [w;] (subespacio invariante)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.
si n =1, entonces la prueba ha concluido
si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n
tomemos S = [w;] (subespacio invariante)
por lema anterior T : S+ — S+ bien definido y autoadjunto



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.
si n =1, entonces la prueba ha concluido
si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n
tomemos S = [w;] (subespacio invariante)
por lema anterior T : S+ — S+ bien definido y autoadjunto
ahoradim St =dimV —dimS=n—1



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.
si n =1, entonces la prueba ha concluido
si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n
tomemos S = [w;] (subespacio invariante)
por lema anterior T : S+ — S+ bien definido y autoadjunto
ahoradim St =dimV —dimS=n—1
por hipotesis de induccién tiene base ortonormal de vep
{wo,...,wn}

0000



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.
si n =1, entonces la prueba ha concluido
si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n
tomemos S = [w;] (subespacio invariante)
por lema anterior T : S+ — S+ bien definido y autoadjunto
ahoradim St =dimV —dimS=n—1
por hipotesis de induccién tiene base ortonormal de vep
{wo,...,wn}
como V=S8a@ S, {wy, w,, ..., w,} base ortonormal de V

© 0000



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
00000e0000000000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

Por induccion sobre n = dim V

@ como todas las raices caracteristicas estan en R, A\ € R
vap
tomamos wy vep asociado a Ay de norma 1.

si n =1, entonces la prueba ha concluido

si n > 1, suponemos que el teorema es valido para todo
espacio de dimensién n — 1 y probaremos que vale para V
espacio de dimension n
tomemos S = [w;] (subespacio invariante)
por lema anterior T : S+ — S+ bien definido y autoadjunto
ahoradim St =dimV —dimS=n—1
por hipotesis de induccién tiene base ortonormal de vep
{wo,...,wn}
como V=S8a@ S, {wy, w,, ..., w,} base ortonormal de V
|

© 0000



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000800000 0000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema (reciproco)

isometrias lineales
00000

@ V e.v. sobre K de dimension finita

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000800000 0000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema (reciproco)

isometrias lineales
00000

@ V e.v. sobre K de dimensién finita
@ T :V — V operador lineal tal que

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000800000 0000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema (reciproco)

isometrias lineales
00000

@ V e.v. sobre K de dimensién finita
@ T :V — V operador lineal tal que

@ todos los vap son R

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000800000 0000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema (reciproco)

isometrias lineales
00000

@ V e.v. sobre K de dimensién finita
@ T :V — V operador lineal tal que

@ todos los vap son R

Q@ existe base ortonormal de vep

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000800000 0000
teorema espectral para operadores autoadjuntos

teorema (reciproco)

isometrias lineales
00000

@ V e.v. sobre K de dimensidn finita

@ T :V — V operador lineal tal que
@ todos los vap son R

Q@ existe base ortonormal de vep
@ = T es autoadjunto

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000080000 0000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

isometrias lineales
00000

@ sea 5 la base ortonormal de vepde T

N



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000080000 0000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

isometrias lineales
00000

@ sea 5 la base ortonormal de vepde T
@\, ..

., An € R los vap (contados con multiplicidad)




subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000080000 0000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

isometrias lineales
00000

@ sea 5 la base ortonormal de vepde T
@\, ..

., An € R los vap (contados con multiplicidad)
® = p(T)p =diag(X,...,An)




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000080000 0000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

@ sea 5 la base ortonormal de vepde T
@ )\{,...,\p € Rlos vap (contados con multiplicidad)
® = p(T)p =diag(X,...,An)

@ = hay una base ortonormal donde la matriz asociada es
hermitica



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000080000 0000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

@ sea 5 la base ortonormal de vepde T

@ )\{,...,\p € Rlos vap (contados con multiplicidad)

@ = 3(T)g=diag(M,...,A\n)

@ = hay una base ortonormal donde la matriz asociada es
hermitica

@ T autoadjunto



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000080000 0000 00000

teorema espectral para operadores autoadjuntos

demostracion

@ sea 5 la base ortonormal de vepde T

@ )\{,...,\p € Rlos vap (contados con multiplicidad)

@ = 3(T)g=diag(M,...,A\n)

@ = hay una base ortonormal donde la matriz asociada es
hermitica

@ T autoadjunto



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0O0000000e0000000

isometrias lineales
00000
matriz ortogonal

definiciéon

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0O0000000e0000000

isometrias lineales
00000
matriz ortogonal

definiciéon

@ P € My(K) matriz ortogonal

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000000 0e0000000

isometrias lineales
00000
matriz ortogonal

definicidon

@ P € My(K) matriz ortogonal
@ si

P—1 _ Pt

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000 e000000

isometrias lineales
matriz ortogonal

proposicion

@ P e Mj(R) matriz ortogonal

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000 e000000

isometrias lineales
matriz ortogonal

proposicion

@ P e Mj(R) matriz ortogonal

@ & las columnas de P forman base ortonormal con
producto usual

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000 0e00000

isometrias lineales

00000
matriz ortogonal

demostracion

@ P=(Py,...,Pn)

it
)
»
?)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000 0e00000 00000

matriz ortogonal

demostracion

@ P=(Py,....Pp)

° 1 1
P1 [ Pj [ Pn
P | a1 o ain

: | |
tp— R R .
A1 L/

: o
Pn | an1 1 1 ann

u]
o)
I
ul
it




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000 0e00000 00000

matriz ortogonal

demostracion

@ P=(Py,....Pp)

° 1 1
P1 [ Pj [ Pn
P | a1 o ain

: | |
tp— R R .
A1 L/

: o
Pn | an1 1 1 ann

o — <P,‘, Pj> = gjj

u]
o)
I
ul
it




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000 0e00000 00000

matriz ortogonal

demostracion

@ P=(Py,....Pp)

° 1 1
P1 [ Pj [ Pn
P | a1 o ain
: | |
tp— R R .
o Pl /U
: o
Pn | an1 1 1 ann

°:><Pi7'l3j>:aij
(*] Pt.P:/<:>a,'j:(5,'j

u]
o)
I
ul
it




subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000 0e00000 00000

matriz ortogonal

demostracion

@ P=(Py,....Pp)

° 1 1
P1 \Pj\. Pn
P | a1 o ain

: | |
tp— B .
A1 L/

: o
Pn | an1 1 1 ann

° = <Pi7 'Dj> = ajj
(*] Pt.P:/<:>a,'j:5,'j
@ & columnas de P son ortonormales.



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000 0e00000 00000

matriz ortogonal

demostracion

@ P=(Py,....Pp)

° 1 1
P1 \Pj\. Pn
P | a1 o ain

: | |
tp— B .
A1 L/

: o
Pn | an1 1 1 ann

° = <Pi7 'Dj> = ajj
(*] Pt.P:/<:>a,'j:5,'j
@ < columnas de P son ortonormales.



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00000000000 e0000

teorema espectral para matrices simétricas

00000

isometrias lineales
teorema espectral para matrices simétricas

@ A € Mp(R) matriz simétrica real

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00000000000 e0000

isometrias lineales
00000
teorema espectral para matrices simétricas

teorema espectral para matrices simétricas

@ A € Mp(R) matriz simétrica real
@ = 3 P € M,(R) matriz ortogonal real tal que

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
00000000000 e0000

isometrias lineales
00000
teorema espectral para matrices simétricas

teorema espectral para matrices simétricas

@ A € Mp(R) matriz simétrica real

@ = 3 P € M,(R) matriz ortogonal real tal que
@ P~ TAP =diag()\1,...,\n)

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 e000
teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

isometrias lineales
00000

@ Consideremos T : R” — R tal que Tx = Ax

N



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 e000
teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

@ Consideremos T : R” — R tal que Tx = Ax

@ = ¢(T)c = Acon C candnica (ortonormal)

isometrias lineales
00000




subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 e000
teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

@ Consideremos T : R” — R tal que Tx = Ax

@ = ¢(T)c = Acon C candnica (ortonormal)
@ = T autoadjunta

isometrias lineales
00000



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000000 e000 00000

teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

@ Consideremos T : R” — R" tal que Tx = Ax
@ = ¢(T)c = Acon C candnica (ortonormal)
@ = T autoadjunta

@ 13 base ortonormal de vep tal que



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000000 e000 00000

teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

@ Consideremos T : R” — R" tal que Tx = Ax
@ = ¢(T)c = Acon C candnica (ortonormal)
@ = T autoadjunta

@ 13 base ortonormal de vep tal que

@ 3(T)p =diag(A1,...,A\n)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000000 e000 00000

teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

Consideremos T : R” — R™ tal que Tx = Ax

= ¢(T)¢c = Acon C candnica (ortonormal)

= T autoadjunta

3B base ortonormal de vep tal que

g(T)p =diag(M,...,An)

por teorema de cambio de base, 5(T)s =5 (I)c.A.c(/)s



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000000 e000 00000

teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

Consideremos T : R” — R™ tal que Tx = Ax

= ¢(T)¢c = Acon C candnica (ortonormal)

= T autoadjunta

3B base ortonormal de vep tal que

g(T)p =diag(M,...,A\n)

por teorema de cambio de base, 5(T)s =5 (I)c.A.c(/)s

ahora, las columnas de ¢(/) son los vectores de B
(ortonormales)



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000000 e000 00000

teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

Consideremos T : R” — R™ tal que Tx = Ax

= ¢(T)¢c = Acon C candnica (ortonormal)

= T autoadjunta

3B base ortonormal de vep tal que

g(T)p =diag(M,...,A\n)

por teorema de cambio de base, 5(T)s =5 (I)c.A.c(/)s

ahora, las columnas de ¢(/) son los vectores de B
(ortonormales)

= P =¢ (I)p matriz ortogonal



subespacios propios de operadores autoadjuntos isometrias lineales
000000000000 e000 00000

teorema espectral para matrices simétricas

demostracion

Consideremos T : R” — R™ tal que Tx = Ax

= ¢(T)¢c = Acon C candnica (ortonormal)

= T autoadjunta

3B base ortonormal de vep tal que

g(T)p =diag(M,...,A\n)

por teorema de cambio de base, 5(T)s =5 (I)c.A.c(/)s

ahora, las columnas de ¢(/) son los vectores de B
(ortonormales)

= P =¢ (I)p matriz ortogonal



subespacios propios de operadores autoadjuntos
000000000000 0e00

isometrias lineales
matriz unitaria

matriz unitaria

@ A € Mp(C) matriz unitaria

DA



subespacios propios de operadores autoadjuntos
0000000000000 e00

isometrias lineales
00000
matriz unitaria

matriz unitaria

@ A € Mp(C) matriz unitaria
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@ V, W e.v. sobre K con producto interno
@ 7:V — Wtl esunaisometria

@ si T preserva producto interno:
°

(TV1, TV2> - <V17 V2>
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@ T :V — W isometria lineal

@ < T preserva la norma:
°

v = vl
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(v + Vo, vy + Vo) = ||V |2 + (v, v2) + (v, vy) + || 22
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de la misma manera, para el vector T(v; + v») tenemos:
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(Vi 4 V2, v 4 Vo) = [[v1][Z + (v1, V) + (v, vg) + || ve[?

(Vi + V2, vt + v2) = [[1]|2 + 2R((vy, v2)) + || v2|[?

de la misma manera, para el vector T(v; + v») tenemos:
(T(vi + v2), T(vs + v2) = [| Ty |2+ 2R(Tvy, Two) + || Tva[?
como T preserva norma, tenemos que la dltima linea es
igual a
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comparemos
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© (V1 + vo,vi + Vo) = [ + 2R((vi, v2)) + [|Va 2

® [lvi + vo|[2 = [[v1]® + 2R((Tvy, Tvz)) + || 122
@ comparemos

@ = R((v1, v2)) = R((Tvy, Tva))

@ Si K = R, esto termina la prueba.
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S({vy, o)) = —i(vy, v2)
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@ = (Tvy, Tvo) = (vq, Vo)
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