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@ una funcién
(,):VxV->K

se llama producto interno en V
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@ Ve.v. sobre K
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@ Ve.v. sobre K
@ una funcién

():Vx V=K

se llama producto interno en V

@ si cumple las siguientes propiedades para todo u,v € V'y

a e K
Q@ (u+v,w)=(uw)+(v,w)
Q (au,v) =alu,v)

Q (u > (v, u)
Q (v,u)>0(eR)
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@ Ve.v. sobre K

@ una funcién
():VxV-SK

se llama producto interno en V

@ si cumple las siguientes propiedades para todo u,v € V'y

a e K

Q@ (u+v,w)=(uw)+(v,w)
Q (au,v) =alu,v)
Q (u,v)=(v,u)
Q¢
Q (u

u,uy >0 (e R)
uy=0su=0
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@ Ve.v. sobre K
@ una funcién

Il V' — [0, 00)
se llama norma en V si paratodo v,w € Vy a € K vale:

Q llavii=lallvl
Q|v[=0sv=0
Q ||v+w| <|v| + |w| (desigualdad triangular)
@ cuando V tiene una norma, V se llama espacio normado
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normas /P en R"
V = R" la funcién:

1
lulle = (It [P+ -+ + |un[P)?
es una norma en R"

@ cuando p = 2, se llama norma usual en R"

@ cuando p # 2 la desigualdad triangular no es sencilla de
probar

@ también define normaen V =C"
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@ = V espacio normado con norma:
°

Ivil =

(v,v)
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@ no siempre se cumple que
@ norma — producto interno

@ para que eso pase se tiene que cumplir:
°

v+ wli? +[Jv — wi® = 2||v]|? + 2||w|[?
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@ no siempre se cumple que
@ norma — producto interno

@ para que eso pase se tiene que cumplir:
°

v+ wli? +[Jv — wi® = 2||v]|? + 2||w|[?

@ regla del paralelogramo
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observacion 1

@ no siempre se cumple que
@ norma — producto interno
@ para que eso pase se tiene que cumplir:
°
v+ w(? + v — w|? = 2||v|]? + 2[|w]?
@ regla del paralelogramo

(dato anecdotico)
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de los ejemplos 1-4 presentados antes del teorema (/P y
LP[a, b)), sblo

@ ||.|]2 (norma de ¢?) y
@ ||.|}2 (norma de L?[a, b))
son normas que provienen de un producto interno:
® (X,y)2= X1Y1 + o+ Xnyn
@ (f,g)r = fa )dt
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@ V e.v. con producto interno (,)
@ |.|| norma proveniente de (,)
@ paratodo u,v € V:

[{u, )] < lulfivl]

(desigualdad de Cauchy-Schwartz)
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teorema Cauchy-Schwartz

@ V e.v. con producto interno (,)
@ |.|| norma proveniente de (,)
@ paratodo u,v € V:

[{u, )] < lulfivl]

(desigualdad de Cauchy-Schwartz)
@ la igualdad vale < ul|v
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Primero vamos a tratar el caso V e.v. sobre R
@ estructura de la prueba:
@ Vu,ve VyteR:|v—tul|?> >0 (genialidad de C-S)
@ ||v — tu||? polinomio en t de grado 2 siempre no-negativo
@ = A(]|v — tu||) < 0 (desigualdad de Cauchy-Schwartz)
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v — tu||? (v —tu,v — tu)

IVI[Z = 2t{u, v) + £2]|ul|?
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@ VuveVyteR

lv — tul|?

(v —tu,v—tu)
= [IVI? —2tu,v) + E[|ul* >0
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@ VuveVyteR

lv — tul|?

(v —tu,v — tu)

= || - 2t(u,v) + Elul* >0
@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo
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|lv—tul|?> = (v —tu,v — tu)
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@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo
@ = el discriminante A < 0, donde
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@ VuveVyteR

|lv—tul|?> = (v —tu,v — tu)
Iv[? —2t(u, v) + &ul®> >0

@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo

@ = el discriminante A < 0, donde

® A =4(u,v)? —4|lul?|v|]? <0
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@ VuveVyteR

|lv—tul|?> = (v —tu,v — tu)
Iv[? —2t(u, v) + &ul®> >0

@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo

@ = el discriminante A < 0, donde

® A=4(u,v)®—4|ul?|v|P <0

@ = |[(u,v)| <|u||lv|l (desig. Cauchy-Schwartz)
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YuveVyteR

v —tul]®2 = (v — tu, v — tu)
IVI[Z = 2t{u, v) + |ull> >0

@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo

= el discriminante A < 0, donde

A =4{u,v)? —4|ulP|v]? <0

= |(u, v)| < |lu|| ||v] (desig. Cauchy-Schwartz)
ademas [(u, v)| = [[u[/||v]| <
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v —tul]®2 = (v — tu, v — tu)
IVI[Z = 2t{u, v) + |ull> >0

@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo

= el discriminante A < 0, donde

A =4{u,v)? —4|ulP|v]? <0

= |(u, v)| < |lu|| ||v] (desig. Cauchy-Schwartz)
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@ VuveVyteR

v —tul]®2 = (v — tu, v — tu)
IVI[Z = 2t{u, v) + |ull> >0

@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo

= el discriminante A < 0, donde

A =4{u,v)? —4|ulP|v]? <0

= |(u, v)| < |lu|| ||v] (desig. Cauchy-Schwartz)
ademas [(u, v)| = [[u[/||v]| <

|lv—tu|| =0paraalgint € R < u|v
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YuveVyteR

v —tul]®2 = (v — tu, v — tu)
IVI[Z = 2t{u, v) + |ull> >0

@ = es un polinomio real de grado 2 que es siempre
no-negativo

= el discriminante A < 0, donde

A =4{u,v)? —4|ulP|v]? <0

= |(u, v)| < |lu|| ||v] (desig. Cauchy-Schwartz)
ademas [(u, v)| = [[u[/||v]| <

|v—tul| =0paraalgint € R & u||v 5
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Caso general K = C, tratamos de copiar el caso R
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@ tomamos a = T|§ §| conteR
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@ o sea

v —aul® = (v—au,v—au)
- HV”2 - O(<U, V> - a<V, U> + |Oé|2”U”2

= [IV[[Z = 2R(a(u, v)) + |af?||ul? >0
@ tomamos o = "|ﬂ| conteR

@ entonces queda:
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Caso general K = C, tratamos de copiar el caso R
evVuveVyacC:|v-aul?>0
@ o sea

v —aul® = (v—au,v—au)
- HV”2 - O(<U, V> - a<V, U> + |Oé|2”U”2

= [IV[[Z = 2R(a(u, v)) + |af?||ul? >0
@ tomamos o = "|ﬂ| conteR

@ entonces queda:
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Caso general K = C, tratamos de copiar el caso R
evVuveVyacC:|v-aul?>0
@ o sea

v —aul® = (v—au,v—au)
- HV”2 - O(<U, V> - a<V, U> + |Oé|2”U”2

= [IV[[Z = 2R(a(u, v)) + |af?||ul? >0
@ tomamos o = "|ﬂ| conteR

@ entonces queda:
® |[v|[® —2t|(u, v)| + £2|[ul|* > 0
@ (polinomio de grado 2 siempre no-negativo)
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® [v|®—2t|(u,v)| + [ul® > 0

@ (polinomio de grado 2 siempre no-negativo)

e =A<O0

@ donde A = 4[(u, v)|? — 4||u||?||v||?> < 0 (discriminante)
@ = |(u,v)[ < [luf|v]
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® [v|®—2t|(u,v)| + [ul® > 0

@ (polinomio de grado 2 siempre no-negativo)

e =A<O0

@ donde A = 4[(u, v)|? — 4||u||?||v||?> < 0 (discriminante)
o = |(uv)| < |ull|lv|

o vy |(u,v)|=|u||lv| < |lv—-au| =0paraalgin a € C
< ullv
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o |V —2t(u, v)| + ?||ul* > 0

@ (polinomio de grado 2 siempre no-negativo)

e =A<O0

@ donde A = 4[(u, v)|? — 4||u||?||v||?> < 0 (discriminante)

@ = |(u,v)[ < [luf|v]

o vy |(u,v)|=|u||lv| < |lv—-au| =0paraalgin a € C
e ullv o
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observacion 1

@ Ve.v. sobre R

e v,we V\{0}

° =

(v, w) B
i €T

@ se define: cos Z(v, w) =

(v,w)
vIFwli

teorema cauchy-schwartz
0O0000e0000
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desigualdad de Cauchy-Schwartz aplicada al producto usual
enR" =

(xays 4 Xyn)® < (6 + -4 R) (0 + -+ ¥n)
la igualdad vale sii X||y
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observacion 3

desigualdad de Cauchy-Schwartz aplicada al producto que
genera ||.|2 en L2[0,1] =

1 2 1 1
(/O f(t)g(t)dt) g/o f2(t)dt/o (1) dt
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teorema cauchy-schwartz

observacion 3

desigualdad de Cauchy-Schwartz aplicada al producto que
genera ||.|2 en L2[0,1] =

(/f t)dt) §/01f2(t)dt/01g2(t)dt

la igualdad vale sii f(t) = ag(t) paratodo t € [0, 1]
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@ Ve.v. sobre K
° =

v+ wl <|lv] + [lw]]

DA
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v+ w|? = (Vv+w,v+w)
V]2 + 2R(v, w) + || w|?
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demostracion

lv+wl? = (v+w,v+w)

= IV +2R(v, w) + |lw]?
< VIP+2[v,w)| +[w]? (R(2) <|z]  vVzeC)

u]

o)
I
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desigualdad triangular

demostracion
v+ w|? = (V+w,v+w)
= |[v|Z+2R(v,w) + ||w|?
< VB4 2v,w)| + |w|? (R(z) <|z|] VzeC)
< vIE+2v| lw]| + [jwl|? (desig. C-S)

u]
o)
I
ul
it




producto interno norma teorema cauchy-schwartz
000000 0000000000 0O00000000e

desigualdad triangular

demostracién
v+ wl? = (Vv+w,v+w)
= |VI?+2R(v,w) + [|w]?
< vIE+2i v, W)+ [Iw|? (R(2) <|z| VzeC)
< IvIE+ 2l Iw]| + (w2 (desig. C-S)
< (vl + l[wl)? .
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