CURSO DE TEORIA ERGODICA 2008 - III

GABRIEL NUNEZ

1. TEOREMA ERGODICO MAXIMAL

TEOREMA 1.1 (Teorema Ergédico Maximal (Versién Baby)). Sea (X, A, p) un
espacio de probabilidad, T : X — X preserva pu, f € L'(u).

Sea E={x € X :sup Y foT'(z) > 0}.

E/fduzo

Entonces

n

Proof. Sea fu(x) = maz{f(x), f(x) + f(T(x)),..., 3 f(T'(x))},

7=0
E, = {z/f.(x) > 0}, como E = |J E, es suficiente probar que [ fdu > 0,
n=0 En
pues [ fdu> [ fdu>0.
E By
Entonces veamos que [ fdu >0, Vn >0
Ey

Observemos que f,,(z) > > f(T?(z)), con 0 < m < n. Entonces:
=0

m+1 m+1

fn(T(2) + f(x) = Z F(T(2) + flx) = Y f(TP(x)), con O<m<n

J=0

Luego [u(T(2)) + 1() = max 3 F(77(0)

=
Por otro lado cuando f,(T(x)) > 0= f.(T(z))+ f(x) > f(x) }

(1.1) fo(T(x)) + f(2x) = ful)

Entonces usando la inecuacion (|1.1)) tenemos que:

E[fduz [ w0

Ep N {fnoT<0} En N {fnoT>0}
1
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> [ w0 fe [ (D
En N {fnoT <0} En N {fnoT>0} En N {fnoT>0}
Por lo que obtenemos la inecuacion:

w2 [raz [ gder [ na- [ (heyds
En En N {fnoT<0} En N {fnoT>0} Eyn (N {fnoT>0}

LEMMA 1.2. Si f,(z) >0y f.(T(x)) < 0 entonces f, = f(z) y f(z) >0

Proof.

fu(T(x)) < 0 es equivalente a:
n+1 m
S HT@) = 3 T < £(T@) <0, ¥ 0<m<n
J=1 Jj=0

De aqui tenemos que:

N HTF@) <0, ¥ 0<m<n
=0

entonces
m+1

Y f(T(x) <0, ¥V 0<m<n

y por lo tanto implica que:

(1.3) if(Tj(x))<O, V 1<m<n

j=1

Ademas por definicién de f, si f,(z) > 0 tenemos que 3 0 < m < n tal que:

(L4) S (@) = 0

Por lo tanto usando (1.3]) y (1.4) obtenemos que f(x) > 0y usando la definicién
de f,, obtenemos que

y claramente vale:

Luego el lema esta demostrado. O
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Volviendo a la demostracion del Teorema Ergdédico Maximal recordemos que

nuestro objetivo es probar que [ fdu >0
ETL

[ran= [ s [ e

En B (N {fnoT<0} Epn ({fnoT>0}

[ fdr [ - feeD

En N {fnoT<0} En N {fnoT>0}

:/fndu— / (faoT)du /fnonu— / fooTdpn

En (N {fnoT>0} Tﬁl(En) Epn N {fnoT>0}

Entonces:

(1.5) /fduz / FooTdy— / £ oTdy
e

Ey, T ) En N {fnoT>0}

Ademas T"HE,) = {z/(fnoT)(x) >0} 2 E,(\{fnoT > 0} de aqui usando

la ecuacién (|1.5) obtenemos que

/fduZO
En

/fduz()

E

entonces

OJ
Veamos ahora una version mas general del Teorema Ergodico Maximal.

TEOREMA 1.3 (Teorema Ergédico Maximal). Sea (X, A, ) un espacio de prob-
abilidad, T : X — X preserva u, dada f € L*(u).

n—1

Definimos f*(z) :=sup= > (f o T7)(z).
n>1  j=0
Entonces Va € R wvale que:

/ fdp > ap({f* > a})

{f*>a}
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Proof. Sea E, = {f* > a} ={f* — a > 0}, entonces:

E,={x:sup— ZfoTJ ) —a >0}

n>1 M

Seag:=f—a=

nl
E, ={x:su OTJ >0
= { n>11>nzg (z) > 0}
Llamemos
n—1
E={x: sungoTj x) > 0}

n>1

Entonces vale que £, = E y por lo tanto obtenemos que:

(1.6) /gduz /gdu

Por el Teorema Ergddico Maximal (Versién Baby) tenemos que

(L.7) / gdu >0

De la definicion de g y de las ecuaciones (§ y se prueba que f f—adu >

0= [ fdu> [ adu. Esto ultimo 1mphca que
Eq Fa

fdp=ap({f* > a})
{f*>a}
O
COROLARIO 1.4. Sea (X, A, n) un espacio de probabilidad, T : X — X preserva

w, f € LYpu). Sea A congunto tal que A = T (A) y A C {z/f*(z) > a}.
Entonces

[ iz anta)
A

Proof.
Veamos primero cuando o = 0
Veamos que:

(1.8) A={z/(fxa)" >0}
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(D) Sea x € {z/(fxa)* > 0} entonces:

sup — foAon ) >0

n>0 N

Entonces T%(z) € A para algun j, = T~ 1(z) € T"'(A) = A y de esta forma
obtenemos que x € A

(C) Sea x € A = xa(x) =1y por hipotesis tenemos que f*(x) > 0 entonces

(fxa)*(x) >0
Luego queda probado (|1.8)) y por el T.E.M. vale la tesis.

Ahora si a # 0 sea g = f — « entonces

{z/sup — ZfoT] >oz}—{m/sup ZgoTj ) >0}

n>0 T

os/gdu=/<f—a>du:A/fduz!adu

A A

Entonces:

Entonces:

[ iz ana)

EJERCICIO 1. p es T-invariante si y solo si Vf € L'(u) vale que:

X/fonuzX/fdu

u(@ ) = [rdn= [xaoTdn= [ xadu=na)
X X X

Entonces p es T-invariante.
(=) Sea p T-invariante, f € L'(u) = 3{f,} funciones simples tales que:

/1 v X/fdMZIim!fndu
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Si la propiedad vale para funciones simples tenemos que:
/fonu:lim/fnonu:lim/fndu:/fd,u
X X X X

Luego si vale para funciones simples se obtiene lo deseado, veamos que efectiva-
mente vale para funciones simples.

n
Sea ¢ = > apXxa, una funcion simple con Ay medible. Entonces:
k=1

JooTdu= [3 apxa,(T(x))dp, como xa, 0T = xp-1(4,) tenemos que:
X X k=1

n n

JooTdu= [ arxr-andp= > ar [ Xr—1a,) die = Y app(T(A))
X X k=1 k=1 X k=1

Como p es T-invariante tenemos que:

JooTdu= "> arpu(Ax) = > ar [ xa, dp = [ Y arxa, dp = [ pdp.
X k=1 X X k=1 X

k=1

Entonces:
/ poTdp= / pdp
X X

2. TEOREMA ERGODICO DE BIRKHOFF

TEOREMA 2.1 (Teorema Ergddico de Birkhoff). Sea (X, A, ) un espacio de prob-
abilidad,
T:X — X preserva u, f € L'(u). Entonces:

- n—1 )
f(@) =limyoor > foT? etz € X
7=0
Ademas f € LYu), [ fdu= [ fdu, foT =f
X X

Siferr(u) = felr(wyl fl<l fl
Proof. Sean

n—1
f(x) = liminf% Zf o T (x)
=0

La idea es probar que el conjunto de puntos tales que f(x) > a > > f~(z),
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con «, 3 € R tiene medida cero.
Para esto definimos los conjuntos:

E () =A{=/f"(x) > a}
Ey(f) = {x/f(z) < B}

Aos = ES () E5
Entonces si probamos que p(Aq.p) = 0 tenemos que f (x)3ctx € X.
n—-1 n—1
Sea x € Ayg = liminft " foT'(z) < = limsupz > —foTi(z) > -3 =
j=0 j=0

por el corolario anterior tenemos que [ —fdu > —Bu(Ays), lo que implica que:

Aap
(2.9) / fdp < Bu(Aap)
y tambien usando el corolario se prueba que:
(2.10) / fdp > ap(Aag)
Entonces de (2.9)) y (2.10) obtenemos que:
(2.11) ap(Aag) < Bu(Aap)
Pero ademas sabemos que o« > 3 entonces:
(2.12) (Aag) = 0

Ahora sea {a,,} C R una sucesién densa, veamos que pu({z/f(x) > f~(x)}) = 0.

{e/f @) > @y | {2/ @) > an>am> f7( U Ao

Entonces se obtiene que:

{a/f (x) > f(2)} C U Aanam

O >0my

luego usando la ecuacion (2.12)):
p({z/fH(x) > [ (2)}) < ZN(Aanam) =0

Por lo tanto 3 f(z) ctz € X

Veamos que si f € LP(u) = fe LP(p)
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~ ~ n—1 ) ) _
I f 5= J1f(@)Pdp < [ lim & 37 [f o T9(x)[Pdp = lim ¢ Z J1f o T (z)Pdp
X X oo Do n—oo " iy
Por el ejercicio anterior como j es TV - invariante tenemos que este ultimo limite

n—1 n—1
es igual a lim 3" [|f(z)[Pdp y lim Zoflf(SC)lde = [1f@)Pdu =|| f I}
n— oo =0 T 50X X

J=0X

= 1=l £ 15

Entonces:
(2.13) 1 <l £ 1l
Como f € LP(11) = || f ||l,< oo v por (2.13) tenemos que: || f ||,< oo lo que

implica que:

fel’(p
De aqui como por hipotesis sabemos que f € L'(u) y lo ultimo que probamos
implica que

fel'(w

Veamos que f o T(z) = f(z)

FoT(w) = limu e 3 J(T/(T (@) = limy s 3 F(T(2) =

=l Y F(TI(@)) = £ (@) = F@)

Entonces:

foT(z) = f(x)

Veamos por tltimo que [ fdu = [ fdu
X X

ffvd,u:limnﬁm% i [ foTidu=1lim, et i [ fdu= [ fdu
X j=0X Jj=0X X

Entonces:
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