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1. Teorema Ergódico Maximal

Teorema 1.1 (Teorema Ergódico Maximal (Versión Baby)). Sea (X,A, µ) un
espacio de probabilidad, T : X −→ X preserva µ, f ∈ L1(µ).

Sea E = {x ∈ X : sup
n≥0

n∑
j=0

f ◦ T j(x) > 0}.

Entonces ∫
E

f dµ ≥ 0

Proof. Sea fn(x) := max{f(x), f(x) + f(T (x)), . . . ,
n∑
j=0

f(T j(x))},

En := {x/fn(x) > 0}, como E =
∞⋃
n=0

En es suficiente probar que
∫
En

f dµ ≥ 0,

pues
∫
E

f dµ ≥
∫
En

f dµ ≥ 0.

Entonces veamos que
∫
En

f dµ ≥ 0, ∀n ≥ 0

Observemos que fn(x) ≥
m∑
j=0

f(T j(x)), con 0 ≤ m ≤ n. Entonces:

fn(T (x)) + f(x) ≥
m+1∑
j=1

f(T j(x)) + f(x) =
m+1∑
j=0

f(T j(x)), con 0 ≤ m < n

Luego fn(T (x)) + f(x) ≥ max
0≤m≤n

m+1∑
j=0

f(T j(x))

Por otro lado cuando fn(T (x)) ≥ 0 ⇒ fn(T (x)) + f(x) ≥ f(x)

}
⇒

(1.1) fn(T (x)) + f(x) ≥ fn(x)

Entonces usando la inecuación (1.1) tenemos que:∫
En

f dµ =

∫
En

⋂
{fn◦T<0}

f dµ+

∫
En

⋂
{fn◦T≥0}

f dµ

1
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≥
∫

En
⋂
{fn◦T<0}

f dµ+

∫
En

⋂
{fn◦T≥0}

fn dµ−
∫

En
⋂
{fn◦T≥0}

(fn ◦ T ) dµ

Por lo que obtenemos la inecuación:

(1.2)

∫
En

f dµ ≥
∫

En
⋂
{fn◦T<0}

f dµ+

∫
En

⋂
{fn◦T≥0}

fn dµ−
∫

En
⋂
{fn◦T≥0}

(fn ◦ T ) dµ

Lemma 1.2. Si fn(x) ≥ 0 y fn(T (x)) < 0 entonces fn = f(x) y f(x) > 0

Proof.
fn(T (x)) < 0 es equivalente a:

n+1∑
j=1

f(T j(x)) =
m∑
j=0

f(T j+1(x)) ≤ fn(T (x)) < 0, ∀ 0 ≤ m < n

De aqúı tenemos que:
m∑
j=0

f(T j+1(x)) < 0, ∀ 0 ≤ m < n

entonces
m+1∑
j=1

f(T j(x)) < 0, ∀ 0 ≤ m < n

y por lo tanto implica que:

(1.3)
m∑
j=1

f(T j(x)) < 0, ∀ 1 ≤ m ≤ n

Ademas por definición de fn si fn(x) ≥ 0 tenemos que ∃ 0 ≤ m ≤ n tal que:

(1.4)
m∑
j=0

f(T j(x)) ≥ 0

Por lo tanto usando (1.3) y (1.4) obtenemos que f(x) ≥ 0 y usando la definición
de fn obtenemos que

fn = f(x)

y claramente vale:

f(x) > 0

Luego el lema esta demostrado. �
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Volviendo a la demostración del Teorema Ergódico Maximal recordemos que
nuestro objetivo es probar que

∫
En

f dµ ≥ 0∫
En

f dµ ≥
∫

En
⋂
{fn◦T<0}

f dµ+

∫
En

⋂
{fn◦T≥0}

f dµ ≥

∫
En

⋂
{fn◦T<0}

fn dµ+

∫
En

⋂
{fn◦T≥0}

(fn − fn ◦ T ) dµ

=

∫
En

fn dµ−
∫

En
⋂
{fn◦T≥0}

(fn ◦ T ) dµ =

∫
T−1(En)

fn ◦ T dµ−
∫

En
⋂
{fn◦T≥0}

fn ◦ T dµ

Entonces:

(1.5)

∫
En

f dµ ≥
∫

T−1(En)

fn ◦ T dµ−
∫

En
⋂
{fn◦T≥0}

fn ◦ T dµ

Ademas T−1(En) = {x/(fn ◦ T )(x) ≥ 0} ⊇ En
⋂
{fn ◦ T ≥ 0} de aqui usando

la ecuación (1.5) obtenemos que ∫
En

f dµ ≥ 0

entonces ∫
E

f dµ ≥ 0

�
Veamos ahora una version mas general del Teorema Ergódico Maximal.

Teorema 1.3 (Teorema Ergódico Maximal). Sea (X,A, µ) un espacio de prob-
abilidad, T : X −→ X preserva µ, dada f ∈ L1(µ).

Definimos f ∗(x) := sup
n≥1

1
n

n−1∑
j=0

(f ◦ T j)(x).

Entonces ∀α ∈ R vale que:∫
{f∗>α}

f dµ ≥ αµ({f ∗ > α})
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Proof. Sea Eα = {f ∗ > α} = {f ∗ − α > 0}, entonces:

Eα = {x : sup
n≥1

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x)− α > 0}

Sea g := f − α ⇒

Eα = {x : sup
n≥1

1

n

n−1∑
j=0

g ◦ T j(x) > 0}

Llamemos

E = {x : sup
n≥1

n−1∑
j=0

g ◦ T j(x) > 0}

Entonces vale que Eα = E y por lo tanto obtenemos que:

(1.6)

∫
Eα

g dµ =

∫
E

g dµ

Por el Teorema Ergódico Maximal (Versión Baby) tenemos que

(1.7)

∫
E

g dµ ≥ 0

De la definición de g y de las ecuaciones (1.6) y (1.7) se prueba que
∫
Eα

f−α dµ ≥

0 ⇒
∫
Eα

f dµ ≥
∫
Eα

α dµ. Esto ultimo implica que:∫
{f∗>α}

f dµ ≥ αµ({f ∗ > α})

�

Corolario 1.4. Sea (X,A, µ) un espacio de probabilidad, T : X −→ X preserva
µ, f ∈ L1(µ). Sea A conjunto tal que A = T−1(A) y A ⊆ {x/f ∗(x) > α}.
Entonces ∫

A

f dµ ≥ αµ(A)

Proof.
Veamos primero cuando α = 0

Veamos que:

(1.8) A = {x/(fχA)∗ > 0}
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(⊃) Sea x ∈ {x/(fχA)∗ > 0} entonces:

sup
n≥0

1

n

n−1∑
j=0

fχA ◦ T j(x) > 0

Entonces T j0(x) ∈ A para algun j0 ⇒ T j0−1(x) ∈ T−1(A) = A y de esta forma
obtenemos que x ∈ A

(⊂) Sea x ∈ A ⇒ χA(x) = 1 y por hipotesis tenemos que f ∗(x) > 0 entonces
(fχA)∗(x) > 0

Luego queda probado (1.8) y por el T.E.M. vale la tesis.

Ahora si α 6= 0 sea g = f − α entonces

{x/ sup
n≥0

1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) > α} = {x/ sup
n≥0

1

n

n−1∑
j=0

g ◦ T j(x) > 0}

Entonces:

0 ≤
∫
A

g dµ =

∫
A

(f − α) dµ⇒
∫
A

f dµ ≥
∫
A

α dµ

Entonces: ∫
A

f dµ ≥ αµ(A)

�

Ejercicio 1. µ es T-invariante si y solo si ∀f ∈ L1(µ) vale que:∫
X

f ◦ T dµ =

∫
X

f dµ

Proof.
(⇐=)

µ(T−1(A)) =

∫
X

χT−1(A) dµ =

∫
X

χA ◦ T dµ =

∫
X

χA dµ = µ(A)

.
Entonces µ es T-invariante.

(⇒) Sea µ T-invariante, f ∈ L1(µ) ⇒ ∃{fn} funciones simples tales que:

{fn} ↗ f y

∫
X

f dµ = lim

∫
X

fn dµ
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Si la propiedad vale para funciones simples tenemos que:∫
X

f ◦ T dµ = lim

∫
X

fn ◦ T dµ = lim

∫
X

fn dµ =

∫
X

f dµ

Luego si vale para funciones simples se obtiene lo deseado, veamos que efectiva-
mente vale para funciones simples.

Sea ϕ =
n∑
k=1

akχAk una funcion simple con Ak medible. Entonces:∫
X

ϕ ◦ T dµ =
∫
X

n∑
k=1

akχAk(T (x)) dµ, como χAk ◦ T = χT−1(Ak) tenemos que:∫
X

ϕ ◦ T dµ =
∫
X

n∑
k=1

akχT−1(Ak) dµ =
n∑
k=1

ak
∫
X

χT−1(Ak) dµ =
n∑
k=1

akµ(T−1(Ak))

Como µ es T-invariante tenemos que:∫
X

ϕ ◦ T dµ =
n∑
k=1

akµ(Ak) =
n∑
k=1

ak
∫
X

χAk dµ =
∫
X

n∑
k=1

akχAk dµ =
∫
X

ϕdµ.

Entonces: ∫
X

ϕ ◦ T dµ =

∫
X

ϕdµ

�

2. Teorema Ergódico de Birkhoff

Teorema 2.1 (Teorema Ergódico de Birkhoff). Sea (X,A, µ) un espacio de prob-
abilidad,
T : X −→ X preserva µ, f ∈ L1(µ). Entonces:

f̃(x) = limn→∞
1
n

n−1∑
j=0

f ◦ T j ∃ctx ∈ X

Ademas f̃ ∈ L1(µ),
∫
X

f̃ dµ =
∫
X

f dµ, f̃ ◦ T = f̃

Si f ∈ Lp(µ) ⇒ f̃ ∈ Lp(µ) y ‖ f̃ ‖p≤‖ f ‖p
Proof. Sean

f+(x) := limsup
1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x)

y

f−(x) := liminf
1

n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x)

La idea es probar que el conjunto de puntos tales que f+(x) > α > β > f−(x),
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con α, β ∈ R tiene medida cero.
Para esto definimos los conjuntos:

E+
α (f) := {x/f+(x) > α}

E−β (f) := {x/f−(x) < β}
y

Aαβ := E+
α (f)

⋂
E−β (f)

Entonces si probamos que µ(Aαβ) = 0 tenemos que f̃(x)∃ctx ∈ X.

Sea x ∈ Aαβ ⇒ liminf 1
n

n−1∑
j=0

f ◦ T j(x) < β ⇒ limsup 1
n

n−1∑
j=0

−f ◦ T j(x) > −β ⇒

por el corolario anterior tenemos que
∫
Aαβ

−f dµ ≥ −βµ(Aαβ), lo que implica que:

(2.9)

∫
Aαβ

f dµ ≤ βµ(Aαβ)

y tambien usando el corolario se prueba que:

(2.10)

∫
Aαβ

f dµ ≥ αµ(Aαβ)

Entonces de (2.9) y (2.10) obtenemos que:

(2.11) αµ(Aαβ) ≤ βµ(Aαβ)

Pero ademas sabemos que α > β entonces:

(2.12) µ(Aαβ) = 0

Ahora sea {αn} ⊆ R una sucesión densa, veamos que µ({x/f+(x) > f−(x)}) = 0.

{x/f+(x) > f−(x)} ⊆
⋃

αn>αm

{x/f+(x) > αn > αm > f−(x)} =
⋃

αn>αm

Aαnαm

Entonces se obtiene que:

{x/f+(x) > f−(x)} ⊆
⋃

αn>αm

Aαnαm

luego usando la ecuación (2.12):

µ({x/f+(x) > f−(x)}) ≤
∑

µ(Aαnαm) = 0

Por lo tanto ∃ f̃(x) ctx ∈ X

Veamos que si f ∈ Lp(µ) ⇒ f̃ ∈ Lp(µ)



8 GABRIEL NÚÑEZ

‖ f̃ ‖pp=
∫
X

|f̃(x)|pdµ ≤
∫
X

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

|f ◦ T j(x)|pdµ = lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

∫
X

|f ◦ T j(x)|pdµ

Por el ejercicio anterior como µ es T j - invariante tenemos que este último ĺımite

es igual a lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

∫
X

|f(x)|pdµ y lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

∫
X

|f(x)|pdµ =
∫
X

|f(x)|pdµ =‖ f ‖pp

⇒ ‖ f̃ ‖pp≤‖ f ‖pp
Entonces:

(2.13) ‖ f̃ ‖p≤‖ f ‖p

Como f ∈ Lp(µ) ⇒ ‖ f ‖p< ∞ y por (2.13) tenemos que: ‖ f̃ ‖p< ∞ lo que
implica que:

f̃ ∈ Lp(µ)

De aqui como por hipotesis sabemos que f ∈ L1(µ) y lo ultimo que probamos
implica que

f̃ ∈ L1(µ)

Veamos que f̃ ◦ T (x) = f̃(x)

f̃ ◦ T (x) = limn→∞
1

n

n−1∑
j=0

f(T j(T (x))) = limn→∞
1

n

n∑
j=1

f(T j(x)) =

= limn→∞
1

n

n∑
j=0

f(T j(x))− 1

n
f(x) = f̃(x)

Entonces:

f̃ ◦ T (x) = f̃(x)

Veamos por último que
∫
X

f̃ dµ =
∫
X

f dµ

∫
X

f̃ dµ = limn→∞
1
n

n−1∑
j=0

∫
X

f ◦ T j dµ = limn→∞
1
n

n−1∑
j=0

∫
X

f dµ =
∫
X

f dµ.

Entonces: ∫
X

f̃ dµ =

∫
X

f dµ

�
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