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1. DEFINICION DE ERGODICIDAD

DEFINICION 1.1. Definicion oficial.
Sea (X, A, p) espacio de probabilidad. T : X — X automorfismo.
T se dice ergédico si VA € A tal que T (A) = A= u(A) o u(A) = 1.

1.1. Definiciones equivalentes.

DEFINICION 1.2. T se dice ergédica si VA € A tal que
T(A) C A= u(A) =0 o pu(A) =1.

Dem. Si T cumple la definicién equivalente 1 entonces T es ergddica ya que
T(A) C A implica A C T'(A).
Por otro lado si T es ergodica entonces considero

A, =T7"(A) paran > 0.

Se tiene que:

())pu(Ay) = u(A) por ser T -invariante.

(1.1)

(17){ A} creciente.

Asi que:
B =|J A, = u(B) =limp(A,) = p(A)

Ademas

1B =T JA) =T (Y1) = 1"A) = JA. C B

n>0 n>0 n>0 n>1

Como A C T~ *(A)entonces pu(B) =00 u(B) =1 = u(4) =00 u(A) = 1.
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DEFINICION 1.3. T se dice ergddica si VA € A tal que
u(4) > 0= p(|J A) =1
n>0

Dem. Voy a probar esta definicién sii la definicién equivalente 1. Si T es
ergddica y A es tal que u(A) > 0, considero

B=JT™(4)

Como

BCcT *(B)= uB)=00u(B)=1.
Al ser p T invariante y la unién creciente se tiene u(A) =1 o u(A) = 0 pero
esto 1dltimo contradice hipétesis, asi que p(B) =1

Ahora sea T' que cumple con la definicién equivalente 2 voy a mostrar que es
ergddica. Sea A C T '(A) entonces pu(A) = 0 o u(A) > 0, si pasa lo segundo
entonces

1= (| T7"(A)) = lim (T (A)) = lim p(A) = u(A)

n>0

Asi que T es ergodica. Il

DEFINICION 1.4. T se dice ergddica si

n—

1
f(z) = lim ! Zf oT’(z) = constante c.t.x Vf € L.

n—-+oo 1, £

=0
Dem.
(=)
f  constante c.t.z :>/fdu:f(x)
Defino

Bz{fcrf(fv)</fdu}

Son T invariantes luego si p(A) = 1 entonces
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/ f> / f absurdo, contradice Birhoff.

Ast que p(A) = 0. Analogamente para B
(<)
Sea A\ T '(A) = A se tiene que

XA() = X1 (£) = Xyn ) (2)

Luego,
1 n—1
=Y xaoT(x) = xa(T ()
i=0
Luego

Por lo tanto p(A) =00 pu(A) = 1.

DEFINICION 1.5. T es ergddico si
f(z) = lim — Ti(z) = tante c.tx Vf e D C L
f( nirfooano constante c.t.x Vf
donde D es un denso.

Dem.

Es claro que si T es ergodica entonces cumple esto.

Voy a mostrar que si f = cte para un denso entonces pasa
Vfe L' Dada f € L'y e, sea g € D tal que

If =gl <e/3

y ng tal que

n—1
1 .
o> ge i) - [al<e/s wnzn
j=0
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Entonces
n—1
||—ZfoT’ /f||< —||Zfon =3 goTi(w)|
(1.2) =0

1 .
WES STLIEY RN TR
J=0

g

DEFINICION 1.6. T se dice ergddica si VA, B € A se tiene

1 _
i 2D T A B) = u(A)u(B).

Dem. Si T es ergddica entonces usando el teorema de Birkhoff se tiene que:

lim — ZXA (T7(x)) = Xa = /xAdu =pu(4)  ctp.

Usando el teorema de convergencia dominada

p(A(B) = [ ( tim ZXA (T (2))x)dn

n——+oo n

:nErJIrloon/ ZXA T] dﬂ
:nEIEoo n Z/ XA T] Bdlu
ZHEIEMZMT” A1)

Vamos a probar que si T' cumple esta definicion entonces T es ergodica.
Sea A un conjunto 7' invariante.

u(A)u(A°) = lim ZMT] A) (A

n—4+oco N

(1.4)
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Asi que u(A) =0 o u(A°) = 0.

DEFINICION 1.7. T' es ergddica si
Xo=p(A) ctp. ¥V Ae(A)

Dem.

Xa(r) = /X xadp = pu(A) c.t.p

Sea A T invariante entonces, si p(A) > 0, como x, = 1 Va € A se tiene que

n(A) =1
0

Recordemos la definicién de transitividad y un par de condiciones equivalentes a
estd, ya que veremos en breve que ergodicidad implica transitidad.

DEFINICION 1.8. T un mapa continuo en X se dice transitivo si

YV U,V abiertos no vacios se tiene In > 1 tal que T~ "(U) m V#0D

PROPOSICION 1.9. Sea X un espacio métrico completo y T : X — X un mapa
continuo. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) T es transitivo.
(ii) Para un residual de X se tiene w(zx) = X
(ili) Para todo abierto no vacio U C X se tiene que el conjunto |J,~, T "(U)
es denso. -

PROPOSICION 1.10. Sea T un mapa continuo en X un espacio métrico completo,
1 una medida T invariante que le asigna medida positiva a los abiertos. Si'T es
ergodico entonces es transitiva.

Dem. Sea Uy un abierto no vacio, por hipétesis u(U,) > 0, al ser T ergddica, el
conjunto U = J,,», T~ "(Up) tiene medida 1 y es T invariante. Su complemento
tiene medida cero y como pu es positiva en abiertos int(U¢) = (), asi que U es

denso.
O

2. TRANSFORMACIONES UNICAMENTE ERGODICAS Y TRANSFORMACIONES
MIXING.

DEFINICION 2.1. Un mapa T se dice tinicamente ergddico si $Mr = 1, es decir
st existe una unica medida T-invariante

Un par de condiciones equivalentes a ser inicamente ergddica en el caso de que
T sea una transformacié continua.
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PROPOSICION 2.2. Sea T continua en X métrico compacto. Son equivalentes:
(i) T unicamente ergddica
(ii) Vf € C' ,x € X eziste el limite de Birkhoff y no depende de z.
(iii) Vf € C' la sucesion de funciones continuas { f,} definidas por:

n—1
fu= 3 foTi)
=0

converge uniformente a una constante.

A continuacién se probard que las rotaciones irracionales en S! son tinicamenete
ergodicas y por lo tanto ergddicas.

PROPOSICION 2.3. Las rotaciones irracionales en S* son tinicamente ergddicas.

Dem. Dada f : S' — R una funcién continua. 7" una rotacion irracinal en St
Como f es continua usando Birhoff existe z; € S* : 3 f(x;). Se mostrara que f,,
definida por

n—1
1 .
—— j
fa=2 foT'(@)
7=0
converge uniformente a f(z).
Dado € > 0, sea el § de continuidad de f correspondiente a /3. Como la 6rbita
de z es densa para el futuro entonces IM > 0 tal que ||[TM(z) — 24| < 4. Para

todo j < 0 se tiene | T™%9(x) — T7x,|| < §. Usando continuidad de f se tiene,
paran > 1:

Sea ng tal que para n > ng se cumpla que:
n—1
1 . -
2T = Jlm)l < /3
]:

Sea n; tal que se cumpla para todo n > ny:

1 n—1 . 1 n—1 . 1 M-—1 n+M-—1 Wi
|23 for i) 3 fori(a)| < (D0 It D Ifl) < Wl <oy
i=0 j=0 =0 j=n

Tomando N el maximo entre ny y n; usando desigualdad triangular, se tiene
para todo n > 0 que:

|fn — f(l’l)| < €.

Por lo tanto 7T es tinicamente ergddica.
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DEFINICION 2.4. UnaT : X — X medibe, ji- invariante, se dice mizing siVA, B €
A se tiene que:

i p(T A )B) = u(A)n(B)

PROPOSICION 2.5. Si T : X — X es medible, preserva i y es mizing entonces T
es ergodica.

Dem. Dado A € A un conjunto T-invariante. entonces

0= pl0) = (B E) = (T (B)( B ¥n>0

Luego
0= Jim (T (B B) = WEYi(E) = w(B)(1 = ()
Asi que o u(E) =00 ,u(E) =1 O

El reciproco no es cierto, se demostrard mas adelante que las rotaciones irra-
cionales no son mixing.

DEFINICION 2.6. Sea T : X — X medible Borel en un espacio topolégico X
se dice topologicamente mixing si ¥ U,V abiertos no vacios, existe ng tal que

T UYOV £0 Yn>ng

A continuacién mostraremos la siguiente propiedad que vincula las transfor-
maciones mixing y las que son topologicamente mixing.

PROPOSICION 2.7. Sea T : X — X medible Borel y preserva p, T mizing y p
postiva sobre abiertos entonces T es topologicamente mizing.

Dem. Dados U,V abiertos no vacios, como 7" es mixing se tiene:

hI_I: w(T ﬂV u(V) > 0.

Esto implica que para valores suficientemente grandes de n se cumple que pu(7~ ( YOV) >
0 y por lo tanto T-"(U) () V no es vacio.

Por dltimo y usando esta proposicion mostraremos que las rotaciones irra-
cionales no son mixing.

SeaT : S'— S T(z) = €*™*z donde « es un ntimero irracional en (0, 1). Como
la medida de Lebesgue es positiva sobre abiertos bastaria chequear que T no es
topologicamente mixing. Sea U un intervalo abierto de S'de longitud ¢ tal que 0 <
e < Zmin{a,1 — a}. Sea V = e*“U. Basta ver que si T7"(V) (U # () entonces
T (VYN U = 0 Si esto no fuera asf la longitud de T+ (V)|JUJT™ (V)
serfa menor que 3¢ < 2mmin{a,1 — a} pero contendria dos puntos zo y T(zo)
que distan 2rmin{«, 1 — a}, lo cual es absurdo.
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