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1. INTRODUCCION

Sea (X, A, 1) un espacio de probabilidad, recordemos que
Mp(X)={pe M(X):pn es T —invariante}, Mr(X) es un espacio métrico
compacto con la topologia débil estrella y convexo, esto ultimo quiere decir:

Si py, pe € Mp(X) =t + (1 —t)us € Mp(X),Vt € [0,1]

TEOREMA 1.1 (Teorema de Representacion de Riesz). Sea L operador lineal,
positivo tal que L(1) = 1. Entonces:

3w/ Up= [ 1
X
Esto establece una biyeccion:

[CO(X)]*|{medidas positivas, con L(1)=1} < M(X)
EjempLO 1. Sea T :[0,1] — [0,1] definido por:
1

T(x):§a: si. x>0 y T0)=1

Vimos en la primer clase que T no preserva ninguna medida, luego en este
caso vale que: Mp(X) = ¢
2. TEOREMA DE DESCOMPOSICION ERGODICA

DEFINICION 2.1. Una medida p es un punto extremal si jp = tug + (1 — )z
entonces (L = i1 0 (L = U2.

DEFINICION 2.2. Dadas dos medidas j1 y v decimos que v es absolutamente con-
tinua respecto a p y denotamos por v << | si

wA)=0 = v(A)=0 VA medible

TEOREMA 2.3 (Radom - Nikodym). Sean p y v medidas tales que v << p.
Entonces 3f € L' (u) tal que:

v(4) = [ fau
1A
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donde f = g—; y se le llama derivada de Radom - Nikodym de v respecto a .

Luego tenemos que:
(A) v
UV = R —
du a

A

EJERCICIO 1. Sean v y p dos medidas T-invariantes y v << u. Probar que

&l =2,
,LL

Pmof. Sabemos que v(A) = f Z—Z dp y ademas:

v(T71(A)) = / —dﬂ /_onﬂ

Como v es T-invariante vale que V(T_l(A)) = v(A), entonces:

TEOREMA 2.4. Sea i una medida entonces:
W es ergodica <= p es un punto extremal de Mrp(X)

Proof. (=) Supongamos que p =ty + (1 —t)po para algin t € [0, 1]
Sit = 0 entonces p = o y por tanto es extremal.
Sit # 0 entonces py << pu = pi(A) = 1{ %1 dp donde Cil—*:j € L'(u) y ademas es

T-invariante es decir:

entonces como g es ergodica tenemos que:

d
o _ =cte p—ctp
dp
Luego:
i g, A

X
e dﬂu( )

m(X) =
X
Como 1 (X) = p(X) = 1 tenemos que
dm_
dp

y por tanto vale que:

i (4) = / dyt = p(A)

A
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es decir:
pw=p = u es extremal

(«<=) Sea A un conjunto invariante, supongamos que 0 < p(A) < 1. Tomo las
medidas restringidas a A y A€ respetivamente:

mBNA)
pi(B) = pa(B) = A
p(BA°)
p2(B) = pac(B) = (A
Veamos que p1; Yy 2 son invariantes:
(- (my - BOBNA _ pBNTA) _ pBOA _ p

1(A) 1(A) 1(A)

La segunda igualdad vale porque p es T-invariante y la tercer igualdad vale
porque A es un conjunto invariante, luego probamos que:

p(T~(B)) = i (B)

Es decir que p; es T-invariante.
Analogamente se prueba que o es T-invariante.
Ademas facilmente vale que:

p=p(A)pr + (1 — p(A))p2

Entonces p no es extremal, esto es absurdo. Luego u(A) =10 u(A) = 0 entonces
1 es ergodica. 0

TEOREMA 2.5 (Teorema de Descomposicién Ergddica (Version Baby)). Sea (X, B)

espacio métrico compacto, B la o - dlgebra de Borel. Entonces X = |J X, con
acA
X, T-invariantes y o, medidas ergodicas.

Ademas Vo € L' (u), p € Mp(X) vale que:

/¢w=/</¢wgmm

X A Xa

DEFINICION 2.6. Dadas dos medidas j1 y v decimos que p y v son mutuamente
singulares sit 3A € A/ w(A) =1 y v(A) = 0 y lo denotaremos mediante:
wluv
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TEOREMA 2.7. Sean pu # v ergédicas = u 1 v.

Proof. Supongamos que p # v ergodicas =

(2.1) /wdu#/sodv

Por el teorema de Birkhoff tenemos que:

(2:2) 3 A con p(A) =1/ 9@)= [ pdu
(2.3) 3 A, con v(4,)=1/ ¢(z)= /gpdl/
Entonces si p(A,) =1 = por y tenemos que v(A,) =0
Luego p L v. U

EJERCICIO 2. Sea X conjunto, A una o - dlgebra, T : X — X medible,

i € Mp(X), coni=1,....n, p; #pj, YV i#j.
Entonces 4A; C X disjuntos dos a dos tal que:

X = UAi Yy Nj(Az') = 5ij
i=1
DEFINICION 2.8. Sea (X, A, p), definimos el soporte de medida i como:
sop(p) ={re X: wU,) >0, V U, abierto}

EJERCICIO 3. Probar que:

(1) sop(p) es cerrado

(2) (X — sop(p)) =0

(3) Si u(A) =1 = A es denso en el sop(i)

(4) Si p # v ergddicas entonces: tienen soportes disjutos?

DEFINICION 2.9. Sea T:X— X funcién medible, definimos:
So(T) ={z € X/ Vfel'X) 3f(x)}
Para todo x € Xo(T) definimos L, : C°(X) — R mediante: L,(f) = f(z), luego

por el teorema de representacion de Riezt tenemos que:

VoeSoT), 3 e Mr(X) tal que [ fdp = L(p
X
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Definimos:
Si(T)={xe€3(T)) p. es T —invariante}

OBSERVACION 2.10. Si T es continua entonces L,(f) = L,(f oT) y ademas
X1(T) = Xo(T)

Proof.

Lu(f) = umnm% S I TI@) = b e S (1)) =
j=0 §=0

1 & ,

n ' n—1 ' 1 n—1 .
-~ ; F(T(x)) = zzmnm% ;O PO @) = lim, o ;0< FoT) (T () =

Entonces queda probado que:

(24) Lx(f) = Lx(f © T)

Sea v € Xo(T) por la ecuacion (2.4]) se tiene que u, es T-invariante entonces
T e 21(T>

Entonces:

Y1(T) = %o(T)

Volviendo a las definiciones sea:
Yo(T) ={x € X1(T)/ p. es ergodica}
y por ultimo:
N(T) ={z e 5s(T)/ = € sop(pa)}

EjempLO 2 (La condicién de continuidad de T en (2.4) es necesaria). Sea T
la funcion definida en el ejemplo 1, se puede ver que p, = oy y ademas que:
¥o(T) = [0,1], pero como sabemos que T no preserva ninguna medida tenemos

que: X1(T) = ¢

EJEMPLO 3. Sea T:[0,1]—[0,1] definido por: T(x) = i(x + 2?). Veamos que
pe =00 siz €[0,1) y g =6y

/f dp = limnﬁm% > AT(1) = limn_m% > f) =
X J=0 =0
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Entonces:
[ = 1)
X
Luego
H1 = 0
1 n—1 '
[ i =i S FT ) = 1O
X J=0
Entonces:

Mo = (50
Ademas¥x 3 Ly(f) y como T es continua tenemos que:
Xo(T) = Xu(T) = [0,1]

Queda como ejercicio ver que [i, Y [t Son extremales y por lo tanto son ergodicas.
Entonces:

Xo(T') = [0, 1]
Ademas como 0 y 1 son los unicos puntos que estan en el soporte tenemos que:
5(T) =101}

OBSERVACION 2.11. FEsta lleno de ejemplos donde Xo(T) es vacio.
DEFINICION 2.12. X tiene probabilidad total si Vu € Mp(X) vale que u(3) =1
TEOREMA 2.13. Si Mrp(X) # ¢ = X(T) tiene probabilidad total.

TEOREMA 2.14 (Teorema de descomposicién Ergddica). Sea T:X— X medible,
€ Mp(X). Entonces Vo € LY () vale que:

© es gy —integrable p— ctx € X(T)

Joan= [ ( [ o) an

X X X
donde las medidas i, son ergddicas y x € sop(u)

y ademas:

Se puede encontrar una demostracién en [M| Teorema 6.4]

OBSERVACION 2.15. Es importante destacar cuando en el Teorema de descom-
posicion Ergodica tomamos ¢ = xa, donde A es un conjunto medible, en este
caso tenemos que:
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Esto nos permite ver con claridad como una medida se descompone en medidas
ergodicas.

COROLARIO 2.16. A C X es de probabilidad total <= pn(A) =1, Vpu ergddica.

Proof. (=) Vale por definicién.
(«<=) De la observacién anterior sabemos que:

n(A) = [ a(a)dy
X
Como p,(A) = 1 tenemos que:

Entonces

DEFINICION 2.17. T:—X es tnicamente ergddica si Mz(X) = {po}
EJERCICIO 4. Probar que las rotaciones irracionales son unicamente ergodicas.
Se puede encontrar una demostracién en [C, Capitulo 6]

REFERENCES

[M] R. Mané, Teoria ergddica, Projeto Euclides, 14, IMPA, Rio de Janeiro (1983)
[C] Eleonora Catsigeras, http://www.fing.edu.uy/ eleonora/dvi/teIndice.htm



	1. Introducción
	2. Teorema de descomposición Ergódica
	References

