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1. EL SHIFT DE BERNOULLI: PUNTO DE VISTA TOPOLOGICO

Sea Xy = {0,1}% el espacio del shift de dos simbolos. Llamaremos ¥, =
{0,1..., M — 1}Z el espacio del shift de M simbolos.

DEFINICION 1.1. En Xy, definimos la siguiente distancia:
i — yil
d = —_
i€ Z

EJERCICIO 1. Se tiene que Xy con esta distancia es un espacio métrico compacto
totalmente disconexo.

DEFINICION 1.2. Definimos el cilindro de radio I, posiciones ni,...,n; y simbolos
ai,...,a; como el siguiente conjunto:
aqyeeey aj . . . . ' .
C, =}l =ay Vi=1,....1 a;€{0,..., M —1}}

A partir de ahora nos concentraremos en Y, la distancia que definimos alli
tiene la siguiente forma:

N Jm
i€ Z
EJERCICIO 2. Mostrar que d(z,y) < 5 sii x; = y; V|i| <N
Luego usando el ejercicio se tiene que

x

B (a) = 07T

N —N,—N+1,...,N—1,N

Es decir, el cilindro que tiene en el lugar ¢ al simbolo z; parai € {—N,..., N}
es la bola de centro x y radio 3%,

A este cilindro lo notaremos Cy(z). Los {Cn(z) : x € Xy, N € Z} forman
una base de la topologia inducida por la distancia. Ademas se tiene que cada
cilindro es abierto:

n,-—l 277,1-
Ty yeens Ty . an;
a; __ v vt
Cni - U C—”i 77777 ng—lmn; U an(l'k)
k=1

w;€{0,1},j=—n;
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Tal que x; son las 2n; sucesiones que toman desde el lugar —n; hasta el lugar
n; — 1 cualquier simbolo, en el lugar n; el simbolo a; y en el resto de los lugares
toma el valor 0. Por lo tanto los C}}? son abiertos, y como cada cilindro se escribe
como unién finita de C7?, entonces los cilindros son abiertos y también forman

una base de la topologia inducida por la distancia.
Definimos a continuacién el shift

DEFINICION 1.3.
0:Y9—Yy o(x)=y dondey; =z YVi€EZ

PROPOSICION 1.4. El shift de Bernoulli es un homeomorfismo.
Dem. Se tiene que o es invertible y es facil verificar que su inversa es

o 'y) = x donde x; = y;_1 para todo i

Se tiene que:

Por lo tanto o es continua porque lleva abiertos basicos en abiertos y como o es
invertible, entonces es un homeomorfismo.
O

EJERCICIO 3. Probar las siguientes propiedades.

(i) o tiene puntos periodicos de todos los periodos.

(ii) o tiene puntos periodicos densos.

(i) o es transitivo

(iv) o estopoldgicamente mixing. (i.e: ¥ U,V abiertos 3 M > 0 tal que c"(U)(\V)

2. EL SHIFT DE BERNOULLI: PUNTO DE VISTA DE LA MEDIDA

Consideramos ahora en Y, con la o-dlgebra de Borel el homeomorfismo o con
la

DEFINICION 2.1. Sean py y p1 no negativos tales que po +p1 = 1 A (po,p1) le
llamaremos vector de probabilidad. A p; se le llama probabilidad del simbolo i
1=0,1

Se tiene que como los cilindros son una base de la topologia generan la o dlgebra
de Borel.

, o aq,..., ap ) .
PRO.P-OSICION 22.C,={C"""ra; €{0,1},i € {1,....1},1 € Z} {0} es una
familia elemental.

Dem. Que el vacio este es trivial.

Para ver que es cerrada por intersecciones:
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Si para todo i,j se tiene que m; # m; entonces esa interseccion es igual a
A yeeny ay,by,..., b . . .. g e
Pt S existen i, j tales que m; = myj entonces hay dos posibilidades,

MY suens T 5eees nye

la primera es que a; # bj y en este caso la interseccio daria vacio, si para todo i
. . . . A1,.eey ay,bq,..., b

y para todo j tales que a; = b; entonces la interseccin es igual a Cni ni Wlll .

<<<<< s seens M

Por ltimo habria que probar que el complemento de un cilindro se puede es-
cribir como union finita disjunta de cilindros. 0

Usando resultados del curso de analisis real se tiene que

A= {L—Ij C; : C; cilindro ,i € Z} es un dlgebra y genera a los borelianos.
i=1
Entonces definiremos una premedida en esta algebra y la extenderemos, via
Caratheodory, a los borelianos.
Sea po : A —[0, 1] definida por:

u(@) =0
!
Al yeeny apy
w@ ) =11 pe
=1

donde p,, corresponde a la probabilidad del simbolo i.

M(H‘J Ci) = ZM(Q‘)

i es premedida y por lo tanto existe una unica extension en los borelianos de
/4 a una medida.

Es facil ver que el shift es invariante en el dlgebra de los cilindros, entonces es
invariante en la o adlgebra generada por estos.

PROPOSICION 2.3. El shift de Bernoulli es mixing

Dem. Vamos a demostrar que para todo A, B medibles se cumple que lim,, _, 4 oopt(c"(A) () B) =
1(A)u(B) Primero veremos que esta igualdad vale para los cilindros:

ap,..., a; b1seens by . .
Dados Cn1 """ Y le ,,,, o seang tal quen; < n+mjparatodoi=1,...,[, j=
1 T, N > ng, entonces para esos n se tiene que:
) s 1y 0>

,,,,,,,,,,
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Sean A y B dos conjuntos medibles y ¢ > 0 existen Ay y By cilindros tales que
u(AAAy) < e, n(BABy) < € Se tiene lo siguiente:
(2.2)

ﬂB (B)| < |ulo ﬂB _n(A0>ﬂBo)|+
Hu "(Ao) ﬂBo J(Bo)| + |(Ao) pu(Bo) — p(Ao)pu(B)]
+ |p(Ao) (B )—M(A)M(B)|

El primer sumando de la derecha es menor que 2¢ porque

(2.3)
A)ﬂB) — p(o"(A) ﬂBo | < u(( ﬂB _n(Ao)ﬂBo))

< p((c™" (A)AU%(AO)) J(BABY))

< p(o7"(ALAg)) + W(BABy) < 2e.

Se uso que |p(A)—u(B)| < p(AAB)y que (AN B)A(C( D) C (AAC)U(BAD).
El segundo es menor que € a partir de un cierto ng porque Ag y By son cilindros y

claramente el tercero y el cuarto tambien son menores que . Como ¢ es arbitrario

se concluye que o es mixing. Il

DEFINICION 2.4. Sean (X, A,pn) e (Y,(B),v) dos espacios de probabilidad T :
X—=X y S :Y—>Y medibles preserva p y v respectivamente. Se dicen que
(T, 1), (S,v) son equivalentes como automorfismos de medida si existe una H :
X =Y bimedible c.t.p (o sea medible y tal que existe G : Y — X medible tal que
GoH=1idx pctpyHoG=1idy v ctp)yH verifica que

(i) u(H=Y(B)) = v(B) para todo B medible en Y

(i) SoH=HoT u c.tp.

Es fécil verificar que ser equivalentes como automorfismos de medida es una
relacion de equivalencia.

DEFINICION 2.5. Sea T : X — X un automorfismo de medida, T se dice trans-
formacion de Bernoulli si es equivalente como automorfismo de medida a un shift
de Bernoulls.

EJERCICIO 4. Demostrar que si (T, i) y (S,v) son equivalentes desde el punto de
la medida entonces:
(i) T es ergddica sii S lo es.
(ii) T es mizing sii S lo es
Luego usando el ejecicio tenemos que las transformaciones de Bernoulli son
mixing.
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Como ejemplos de shift de Bernoulli podemos mencionar el tent map visto
anteriormente y la herradura de Smale que se vera més adelante.
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