Producto escalar
Longitudes, distancias y angulos €R’
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X = (z1, 19, 13) Y = (y1, 92, 93)
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Producto escalar - definicion

Dados

X = (v, m2,23) Y = (y1,92,93)
el producto escalar X - Y se define como:

X Y = x1y1 + 22y2 + T3Yy3



Ejemplo

X =(1,2,3),Y = (3,2,1)

X-Y=13+22+431=10
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Dados X,Y € R?,
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Proposicion

Dados X,Y € R’, y a € R, valen las siguientes
propiedades:

XX >0
X-X=0& X=(0,0,0)

MULTILINEALIDAD:
> (X 4+Y)- Z=X-Z4+Y-Z



Proposicion

Dados X,Y € R’, y a € R, valen las siguientes
propiedades:

X-X2=>0
X-X=0& X =(0,0,0)
MULTILINEALIDAD:

> (X+Y) Z=X-Z+Y - -Z
> (0X) Y =a(X Y)



Proposicion

Dados X,Y € R’, y a € R, valen las siguientes
propiedades:

X -X>0
X-X=0&X=(0,0,0)
MULTILINEALIDAD:

> (X+Y) Z=X-Z+Y - -Z
> (aX) Y =a(X YY)
SIMETRICA: X - Y =Y - X



Modulo de un vector

Dado X € R?



Modulo de un vector

Dado X € R?

el modulo de X se define como:



Modulo de un vector

Dado X € R?

el modulo de X se define como:
X|=vX- X




Ejemplos

> ‘(17273)‘ — \/ﬂ



Ejemplos

(1,2,3)] = V14
(1,0,0)] =1




Ejemplos

(1,2,3)] = V14
(1,0,0)| =1
(—1,0,0)] =1




Propiedades

Dados X, Y € R, se cumplen:



Propiedades

Dados X, Y € R, se cumplen:
X+ Y|P =|X*+|Y|?+2X Y



Propiedades

Dados X, Y € R, se cumplen:
X+ Y|P =|X*+|Y|?+2X Y
(X +Y)- (X =Y)=[X]?— |V
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Desigualdad de Cauchy-Schwartz

Para todo par de vectores X e Y de R’ se
cumple:

X Y] < [X|[Y]
Ademas

X Y| = [X])Y] = X|[Y



consecuencila

X Y
< <
XY




Angulo entre vectores no nulos

Dados X,Y # (0,0,0) en R?,
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Angulo entre vectores no nulos

Dados X,Y # (0,0,0) en R?,

el angulo entre X e Y se define como el unico
nuamero 0 € (—m, 7| que cumple:

XY =|X]||Y]|cos#t



Angulo entre vectores no nulos

Dados X,Y # (0,0,0) en R?,
el angulo entre X e Y se define como el unico
nuamero 0 € (—m, 7| que cumple:
XY = |X||Y|cosb
a veces anotamos:
0=/(X,Y)



Ejemplo

Sea X = (1/3,1,0)



Ejemplo
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Ejemplo

Sea X = (1/3,1,0) y consideremos los vectores:
er = (1,0,0) e;=(0,1,0) e3=(0,0,1)
tenemos que
le;] =1 parai=1,2,3



Ejemplo

Sea X = (1/3,1,0) y consideremos los vectores:
€1 — (1,0,0) €o — (O, 1,0) €3 — (0,0, 1)

y también
| X| =2



Ejemplo
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3
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Ejemplo

Sea X = (1/3,1,0) y consideremos los vectores:
€1 — (1,0,0) €o — (O, 1,0) €3 — (0,0, 1)
por lo tanto:

3
/(X,e1) = arccos g = 77/6
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Ejemplo

Sea X = (1/3,1,0) y consideremos los vectores:
€1 — (1,0,0) €o — (O, 1,0) €3 — (0,0, 1)
por lo tanto:

3
/(X,e1) = arccos g = 77/6

/(X,e9) =arccos1/2 =mn/3
/(X,e3) =arccos0 = /2



Ortogonalidad - definicion

Dos vectores X e Y de R’ que cumplan:



Ortogonalidad - definicion
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Ortogonalidad - definicion

Dos vectores X e Y de R’ que cumplan:
X -Y=0
se llaman ortogonales



Ortogonalidad - definicion
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Observacion: esto incluye que X o Y sea el
vector nulo



Ortogonalidad - definicion

Dos vectores X e Y de R’ que cumplan:
X-Y=0
se llaman ortogonales

Observacion: esto incluye que X o Y sea el
vector nulo

Si ademas se cumple que | X| = |Y| =1,
entonces X e Y se llaman ortonormales

ana Rodriguez Hertz 12/2



Teorema de Pitagoras

Si X e Y son vectores ortogonales de R”.



Teorema de Pitagoras

Si X e Y son vectores ortogonales de R”.
Entonces

X+ Y[ =X +[V]
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Proposicion

Para todos los X,Y € R?, a € R, el mddulo ||
cumple:

X| >0
X|=0< X =(0,0,0)

HOMOGENEIDAD: |aX | = |a|| X|




Proposicion

Para todos los X,Y € R?, a € R, el mddulo ||
cumple:

X =0
X[ =0 X =(0,0,0)
HOMOGENEIDAD: |aX | = |a|| X|

DESIGUALDAD A: | X + Y| < | X| + Y|

ana Rodriguez Hertz 14/2



Distancia

Dados X,Y € R?,



Distancia

Dados X, Y € R?, definimos distancia entre X e
Y



Distancia

Dados X, Y € R?, definimos distancia entre X e
Y como:

d(X,Y) = |X — Y]



Propiedades de la distancia

Para todo XY, Z € R? se cumple:
d(X,Y) >0



Propiedades de la distancia

Para todo XY, Z € R? se cumple:
d(X,Y) >0
dX,Y)=0< X=Y



Propiedades de la distancia

Para todo XY, Z € R? se cumple:
d(X,Y) >0
AX,Y)=0e= X =Y
sIMETRIA d(X,Y) = d(Y, X)



Propiedades de la distancia

Para todo XY, Z € R? se cumple:
d(X,Y) >0
dX,Y)=0= X =V
sIMETRIA d(X,Y) = d(Y, X)
DESIGUALDAD A\: d(X, 7)) < d(X,Y)+d(Y, Z)



Proyecciones



Versor

| lamamos vector unitario o versor
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Versor

Llamamos vector unitario o versor a cualquier
vector de modulo 1.
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Versor
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X al vector
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Versor

Llamamos vector unitario o versor a cualquier
vector de modulo 1.

Dado X # (0,0,0), llamamos versor asociado a

X al vector
X

Y

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 18/:



Proposicion

Todo conjunto de versores ortonormales es L.I.

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 19/:



Proyeccion

X—(X-ey)ey

/- (X'EY)EY

(©) Jana Rodriguez Hertz — p. 20/:



Proyeccion

Dados X € R3,



Proyeccion

Dados X € R?,
Y #(0,0,0), se llama proyeccion de X sobre la
direccion de Y



Proyeccion

Dados X € R?,
Y #(0,0,0), se llama proyeccion de X sobre la
direccion de Y al vector

(X . Gy)ey



Producto escalar & planos

Observemos que la ecuacion de cualquier plano
es de la forma:



Producto escalar & planos

Observemos que la ecuacion de cualquier plano
es de la forma:
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Producto escalar & planos

Observemos que la ecuacion de cualquier plano
es de la forma:

wy)(a,b,c)(z,y,z) =0



Producto escalar & planos

Observemos que la ecuacion de cualquier plano
es de la forma:

i )(a, b, c)(z,y,2) =0
O seaque (z,y,2) € 7y < (x,y,2)L(a,b,c)



Producto escalar & planos

Observemos que la ecuacion de cualquier plano
es de la forma:

O seaque (z,y,2) € 7y < (x,y,2)L(a,b,c)




Producto escalar & planos

Sea ahora 7 un plano cualquiera

mT)ax + by + cz = d



Producto escalar & planos

Sea ahora 7 un plano cualquiera

mT)ax + by + cz = d

Si
P = ($07y07Z0) cm



Producto escalar & planos

Sea ahora 7 un plano cualquiera

mT)ax + by + cz = d

Per = axg+ bxg + czyg = d



Producto escalar & planos

Sea ahora 7 un plano cualquiera

mT)ax + by + cz = d

Per = axg+ bxg + czyg = d
restando tenemos

a(x — o) + by — yo) + ¢z — 2) =0



Producto escalar & planos

Sea ahora 7 un plano cualquiera

mT)ax + by + cz = d

Per = axg+ bxg + czyg = d
restando tenemos

a(x — ) + by —yo) + c(z — 29) =0
0 sea que

(CL, bv C)J_(Q} — 40, Y — Yo, < — ZO)



Producto escalar & planos

Sea ahora 7 un plano cualquiera

mT)ax + by + cz = d

Per = axg+ bxg + czyg = d
restando tenemos

a(x — o) + by — yo) + ¢z — 2) =0

X enms(abe)lX —P
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