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Φ : D ⊂ R2 → R3 superficie regular Φ(D) = S
f : S → R continua
integral de f sobre S

∫∫
S

fdS =

∫∫
D

f (Φ(u, v))‖Φu ∧ Φv‖dudv
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√(
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+
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∂(y , z)
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∂(u, v)

)2
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área(S) ≈
∑
i,j

f (Φ(ui , vj))área(Sij) = (∗)

área(Sij) =

∫∫
Rij

‖Φu ∧ Φv‖dudv

= ‖Φu ∧ Φv (u∗i , v
∗
j )‖∆u∆v

cuando ∆u,∆v → 0

(∗)→
∫∫

D
f (Φ(u, v))‖Φu ∧ Φv‖dudv
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ejemplo 1
S helicoide Φ(u, v) = (r cos θ, r sin θ, θ) en (0,1)× (0,2π)

f (x , y , z) =
√

1 + x2 + y2

calcular
∫∫

S fdS

∂(x , y)

∂(r , θ)
= r

∂(y , z)

∂(r , θ)
= sin θ

∂(z, x)

∂(r , θ)
= − cos θ

∫∫
S

fdS =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1 + r2

√
1 + r2drdθ

=
8π
3
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S esfera unidad x2 + y2 + z2

evaluar
∫∫

S z2dS
Φ(θ, φ) = (cos θ sinφ, sin θ sinφ, cosφ) en (0,2π)× (0, π)

dS = sinφdθdφ

∫∫
S

z2dS =

∫∫
D

cos2 φ sinφdθdφ

= 2π
[
−cos3

3
φ

]π
0

=
4π
3
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∂(x , y)

∂(u, v)
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integrales de superficie sobre gráficas
S superficie dada por la gráfica de z = g(x , y)

f función continua sobre S
entonces:∫∫

S
fdS =

∫∫
D

f (x , y ,g(x , y))
√

1 + g2
x + g2

y dxdy
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ejemplo 3

S superficie dada por z = x2 + y en [0,1]× [−1,1]

encontrar
∫∫

S xdS
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1
3



definición integrales de superficie sobre gráficas aplicaciones

valor promedio

ejemplo 6

ejemplo 6

¿cuál es el valor promedio de z2 sobre la esfera unitaria?∫∫
S z2dS = 4π

3 (x ejemplo 2)

área(S) = 4π (x clase pasada)
⇒

promedio(f ) =
1
3



definición integrales de superficie sobre gráficas aplicaciones

valor promedio

ejemplo 6

ejemplo 6

¿cuál es el valor promedio de z2 sobre la esfera unitaria?∫∫
S z2dS = 4π

3 (x ejemplo 2)
área(S) = 4π (x clase pasada)

⇒
promedio(f ) =

1
3



definición integrales de superficie sobre gráficas aplicaciones

valor promedio

ejemplo 6

ejemplo 6

¿cuál es el valor promedio de z2 sobre la esfera unitaria?∫∫
S z2dS = 4π

3 (x ejemplo 2)
área(S) = 4π (x clase pasada)
⇒

promedio(f ) =
1
3



definición integrales de superficie sobre gráficas aplicaciones

centro de gravedad

centro de gravedad

centro de gravedad
el centro de gravedad de S

es
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