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Conformal prediction: motivacion

@ Modelos de ML se utilizan en aplicaciones criticas: autos auténomos, diagnésticos médicos, etc

@ Objetivo: cuantificacién de incertidumbre para modelos de ML, i.e.
@ ;Qué tan seguro estoy de mis predicciones?
@ ;Cémo ese nivel de seguridad afecta mi decisién?
@ En la practica, j puedo utilizar mi modelo con seguridad?

E. Candés, “A Taste of Conformal Prediction”, A Multiscale tour of Harmonic Analysis and Machine Learning, IHES,
abril 19-21, 2023
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https://youtu.be/YzTzN3RyFrk

Introduccién

@ Enfoque: usar modelos de ML como caja negra y construir “intervalos de confianza"” para sus

predicciones
@ A partir de un conjunto de entrenamiento (X;, Y;) ~ P,i=1,...,niid, con P distribucién en

X x Y, buscamos construir una funcion
Cn: X — P(Y) = {subconjuntos de YV}

tal que para un nuevo par iid (X411, Yas1) ~ P se cumpla

’]P’(Y,,H € Cp(Xns1)) > 0,9 ‘<— Coverage
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A. N. Angelopoulos and S. Bates, “Conformal Prediction: A Gentle Introduction”, Foundations and Trends® in ML, 2023
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A. N. Angelopoulos and S. Bates, “Conformal Prediction: A Gentle Introduction”, Foundations and Trends® in ML, 2023
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Introduccién

@ P: jPuedo construir la funcién C, sin hipétesis sobre Py para n finito?
@ R: Increiblemente, si. Defino:
@o)\

| Y conprob. 11—«
Cn(Xng1) = { ¢ con prob. a

o P: jPuedo hacer algo no trivial?
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Introduccién

@ Asumamos (por ahora) que no hay features X; y que Y; € R
@ Supongamos que quiero encontrar un C, = (—00, §,], es decir, que

P(Yn+1 S é\In) Z -«

@ Intuicién: tomar

. . 1
gn = Quantile (1 — - 2(5\4)

i=1
@ Problema: obtenemos P (Y11 < §,) ~1 — ¢, igualdad solo cuando n — o
@ Solucién: ajustar cuantil usando estadisticos de orden
° Y(,-) es la i-ésima va mas chica de Y1,..., Y i1
@ Yy < Yo < < Yqy, pore. Yg <Yz <o <Y
@ Y tiene rango R; si Y; = Y(g,, por ¢j. Yg tiene rango 1, Y3 rango 2, etc...

Prop:si Y1, Y2, ..., Yay1 son iid, entonces el rango de Y41 se distribuye uniformemente entre
los valores 1,2,... n+1
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Introduccién

Prop: si Y1, Ya,..., Y,11 son iid, entonces el rango de Y,;1 se distribuye uniformemente entre
los valores 1,2,...,n+1

Entonces:

P (Y41 esté entre los [(1 — «)(n+ 1)] valores mas chicos de Yi,..., Y1) > 1—«

Y., is equally likely to occupy

> | — a fraction oF Ales
any of the values

e oo ¢ - O L @
YEI) Y[_’) YL.‘) }’(41 Ylll—u)lu+13| Y(»Hl

Lo que implica:
P (Y41 esté entre los [(1 — a)(n+ 1)] valores més chicos de Yi,...,Y,)>1—«

R. J. Tibshirani, Notes on Conformal Prediction for Advanced Topics in Statistical Learning, Berkeley, spring 2023
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https://www.stat.berkeley.edu/~ryantibs/statlearn-s23/lectures/conformal.pdf

Introduccién

@ Si queremos
IED(YnJrl < an) > l-a
basta tomar

§n = [(1 — a)(n+ 1)] valor méas chico de Yi,...Y,
@ Equivalentemente

dn = Quant”e([(l_a)n(n—’—m; % i&ﬁ-) Gn = Quantile(“ln—i_1 2(5 )

(S S —
correccién por muestra
finita

@ Obs: Para que valga la propiedad sobre uniformidad y rangos no es necesario pedir iid, basta con que

Y1,..., Yo+1 sean intercambiables
Def: Yi,..., Y,11 son intercambiables si su distribucién conjunta no cambia bajo permutacio-
nes, i.e. d y
(Y1,---, Yar1) = (Yo(),-- - Yo(nt1)) Para toda permutacién o
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Coverage

@ Si las Y;'s son intercambiables, tenemos que
P (Y11 esté entre los [(1 — «)(n + 1)] valores mas chicos de Yi,...,Y,) > 1—«

@ Si ademas casi seguramente no hay empates entre las Y;'s, tenemos la igualdad:

[(1—a)(n+1)]

. (o 1

P (Y41 esté entre los [(1 — «)(n+ 1)] valores mas chicos de Yi,...,Y,) = ; P
[t —a)(n+1)]

n+1

1-a)(n+1)+1
<
n+1
1
= P(Yp41 esté entre los [(1 — «)(n+ 1)] valores més chicos de Yi,...,Y,) < (1 —«)+ ]
@ Entonces: 1
< § _ _ -
IP(Y,,+1_q,,)€ 1 a,(l Ol)+n+1>
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Regresion

@ Ahora observo (X, Y;) € X xR,i=1,...,niid y para (X,+1, Yn+1) quiero construir C, tal que:
]P(Y,H_] S Cn(Xn+]_)) Z 11—«

@ Supongamos que tengo entrenado un predictor puntual de Y, i.e. dado x, ?(X) predice el valor de y
que esperamos ver (e.g lasso para regresion lineal)
@ Vamos a “conformalizar” la prediccién dada por f, i.e. dar un C,, de la forma

Cal) = [P0 = & F) +

X
J. Lei et al, “Distribution-free predictive inference for regression”, Journal of the American Statistical Association,
2018.
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Regresion

e Split-conformal prediction: divido mis n observaciones en dos conjuntos disjuntos D1, D¢
o Dy es el proper training set, |Dr| = nt

@ Dc es el calibration set, |D¢| = n,.

Entreno el predictor puntual con (X;, Y;) € Dy = obtengo ?HT

Uso (X;, Y;) € D¢ para encontrar g,
e Para cada (X;, Y;) € D¢ defino el residuo R; = |Y; — %, (X))]
e Hallo cuantil §,. = [(1 — a)(nc + 1)] valor méas chico de R;,i € D¢

A

Conformal set Cp(x) = {fnT(x) — Gy Fp (X) + &nc]

@ Razonando igual que antes:

) 1
IED(Yn+1 ecn(xn+1)’(x,-7»/,~),, e DT) e [1—a,(1—a)—|— - +1) ]

@ ;Por qué divido al conjunto de entrenamiento?
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Regresion

@ Supongamos que hago el procedimiento anterior pero no divido las n observaciones iniciales

e Entreno el predictor , con (X;, Y;),i =1,.
@ Paracada i=1,...,n defino el residuo R = |Y For (X))
e Hallo cuantil §, = [(1 — a)(ne + 1)] valor mas chico de R;

Hallo conformal set Cp(x) = [)A‘n(x) — Gy Fa(x) + @'n}

@ Entonces

Yn+1 S C ( n+1) g Rn+1 < qn
< Ry < [(1 = «)(n+1)] valores mas chicos de Ry, ..., R,

@ Problema: #, fue entrenado con (X, Y:),i=1,...,n, perosin (X,11, Yot1)
@ Roy1=1|Yn41 — f,,( Xnt1)| no es mdependlente de (tampoco intercambiable con) Ry, ..., R,
@ Si dividimos y condicionamos al conjunto de entrenamiento, los residuos de calibracién R;,i € D¢, y

de test R,.1 si son iid

D (i e ) G ey, | i 2



Conformal prediction: clasificacion

@ Supongamos (X;, ;) e X x {1,...,K},i=1,...,n
@ Divido mis n observaciones en dos conjuntos disjuntos Dr, D¢

e Uso Dy para entrenar un clasificador probabilistico, i.e., f,, (x, k) estima P(Y = k|X = x) para
k=1,..., K(e.gANN con softmax scores)

o Defino Ry =1—f, (X, Y;),i € Dc (e.g. R = 1 — s(X:, Y3))

e Hallo cuantil §, = [(1 — a)(nc + 1)] valor mas chico de R;

@ Hallo conformal set Cp(Xnt1) = {y e{l,....K}:1=F,(Xny1,y) < q,,}

1) compute scores (2) get quantile (3) construct
( )on h%ldout data (2)geta ( )red iction set

softmax output

softmax output

. fox fox gray rain fox . .
class scores, {5} class { squirrel sauizrel, Tom. Vet Wi MAMOL, aquiTrel, mink. wessel, bewer polsc
0.99 - .

A. N. Angelopoulos and S. Bates, “Conformal Prediction: A Gentle Introduction”, Foundations and Trends® in
Machine Learning, 2023
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Generalizacion: score functions

o Para garantizar el coverage alcanza con una funcién de puntuacién que sea “negatively-oriented"” i.e
valores bajos <+ buen ajuste del modelo
o Para regresién habiamos tomado R; = |y — f,,(x)|, pero podriamos haber elegido cualquier

Vix,y) = V((x,y), ?,,T) (que sea negatively-oriented)
@ En ese caso, definiendo R; = V(x,y),i € Dcy

Co(x) ={y: V(x,y) < [(1 —a)(n+1)] valores més chicos de R;,i € D¢}

tenemos la misma garantia de coverage que antes:

Teorema: si (X1, Y1), (X2, Y2),. .., (Xnt1, Yar1) soniid, entonces P (Y11 € Co(Xny1)) > 1—
!

\

V. Vovk, A. Gammerman y C. Saunders, “Machine-learning applications of algorithmic randomness”, ICML, 1999

Teorema: Si ademds la distribucién conjunta de {R; : i € D¢} es continua, entonces
HD(Yn+l €Cy ( n+1)) <1-

J. Lei et al, "“Distribution-free predictive inference for regression”, JASA, 2018
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Impacto del estimador f

@ Los teoremas anteriores nos garantizan que, sin importar cémo se elija el estimador puntual f,
siempre vamos a tener coverage

@ Sin embargo, cuanto mejor sea f, menor serd el tamafio del conjunto C,

Coverage, Setting D Length, Setting D Test Error, Setting D

B e R TSy
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@ Intuicién:
Tamafio promedio = E(x, v,)~p,icD, // du(y)dPx(x)
Cn(x)

Coverage = E(x,,v,)~P,icDc // ( )dPY|X()’)dPX(X)
Cn(x
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Back to coverage

@ Recordemos que para split-CP teniamos el coverage condicional

. 1
P (Yn+1 e cn(xnﬂ)‘(x,-, Y)), i€ DT) c [1 —a(l-0)+ 1)

@ Marginalizando sobre el conjunto de entrenamiento tenemos

1
P(Yn+1 € Cn(Xn+1)) € |:1 - Oz,(l o Oé) + ne + 1)

@ ;Y si condicionamos a todos nuestros datos?
P (Y,,+1 c cn(xn+1)’(x,-, Y i=1,... n) ~ Beta(ka, ne + 1 — ka)

con ky, = [(1 —a)(n. +1)]

Esa distribucién tiene media —<

ne+1

~ 1 — « y varianza

ka(ne+1—ky) o(l-a)
(nc +1)%(n. +2) ne+2
(Un primer acercamiento a) Conformal Prediction 15 / 23




Back to coverage

@ Recordemos que para split-CP teniamos el coverage condicional

1
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Demostracion de lo anterior

@ Quiero ver que

P (Y,,+1 € cn(xnﬂ)‘(x,-, Vi) i=1,..., n) ~ Beta(ka, ne + 1 — ky)

e Sean Uy,..., U, iid. U(0,1) y Uyy < Up) < -+ < Uy Entonces Uy tiene densidad

-1
iy = ”(Z _ 1)Xk_1(1 —x)" K

i.e. Uyy ~ Beta(k,n+1— k)

@ Sean ahora Ry,..., R,.1 iid con distribucién F continua. Entonces
P (Rn+1 < R(k)‘R17...7R,,) ~ Beta(k, nc +1 — k)
porque U; = F(R;)

D (e e ) @ ey, || 3 2



X-conditional coverage
@ ;Qué pasa si condicionamos a X117

?
P (Yn+1 € C,,(x)‘(X,-, Y)),i € D1, Xoy1 = x) >1—q, paratodo x € X

@ Lamentablemente, esto es pedir demasiado

Prop: si C, : X — P()) es una funcién cualquiera que cumple
P (Y,,+1 € C,,(x)‘X,,H = x) >1— @, para toda Py para Px-casi todo x,
entonces:

E [11(Cn(n))] = oo para toda Py para Px-casi todo x que no sea un dtomo

R. F. Barber, E. J. Candés, A. Ramdas y R. J. Tibshirani, “The limits of distribution-free conditional predictive

inference”, Information and Inference, 2021
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Full Conformal Prediction

@ ;Es necesario dividir mis datos en entrenamiento y calibracion?
@ No, y eso se llama Full Conformal Inference

@ De nuevo, observamos (X;, Y;),i =1,..., Ny X,11, y queremos dar un conjunto de prediccién que
contenga a Y11

o |dea: testear todos los posibles y € ) (caro amigo)
@ Para cada y € Y, entrenamos un modelo ¥ con

(X1> Yl), ey (Xnayn)a (Xn—‘rla}/)
(el entrenamiento tiene que ser invariante a permutaciones)
@ Definimos los residuos
RE=1Yi= B (X i =1, ny Ry = ly = B (Xo1a)|
y el umbral
g = [(1 — a)(n+ 1)] valor més chico de Ry,..., R,
y el conjunto de predicciones es
C(Xnr1) ={y: Rya < &7}
(Un primer acercamiento a) Conformal Prediction 19 / 23



Adaptividad local

@ Vimos que mejores estimadores puntuales llevan a conjuntos C,(x) mas chicos

@ Dado un estimador puntual, jes posible achicar/agrandar el tamafio de C,(x) si la prediccién para x
es facil /dificil?

o Studentized residuals: hacemos split-CP, pero con Dt entrenamos un predictor puntual )A‘,,T y un
predictor del spread &,,

[i = (X))
a-"T (XI)
[(1 —a)(n+1)] valores mas chicos y devolvemos
Calx) = [F00) = 00y (), F(x) + G ()0
(Un primer acercamiento a) Conformal Prediction 20 /23

@ En D¢, normalizamos los residuos R; = ,i € D¢, elegimos el umbral § con los



Adaptividad local: regresién a cuantiles

El enfoque anterior requiere primero entrenar f,, y luego 6,,

@ Ademas, si por €j. f,, se estima usando una NN, los residuos sobre Dt son ~ 0 — no son una buena
aproximacién de los residuos sobre D¢
@ Recordar, distribuciéon condicional y a-cuantil condicional:

FiyIX=x)=P(Y <y|[X =x), c¥(x)=inf{y e R: F(y|X =x) > a}

Regresién usual: estimar E(Y,11|X,11 = x) mediante
. A a R i )
Far (x) = f(x;6), con 6 = argmin — > " [Y; — £(X;;0)]” + R(0)
L

@ Quantile regression: estimar directamente los cuantiles:
Do €S pinball loss

Pe(2)

~O — i H — H i S A . l1-a
&y (x) = f(x;0), con § = arggmn p ;pa (Yi, F(Xi; 0)) + R(6) /AH/

| z
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Adaptividad local: conformalized quantile regression

o Conformalized quantile regression: “conformalizar” los cuantiles

. A Al . . .
o Estimar ch/ Y Cnr /2 ysando quantile regression con el conjunto Dt

@ Tomar scores
R — méx{eg;/z(X) Y., Y - el- a/2(x,-)} i € Dc

o Definir §, = [(1 — a)(nc + 1)] valor més chico de R;,i € D¢
@ Devolver

Calx) = [e5/2am, 2/ + & :

Y. Romano, E. Patterson y E. Candes, “Conformalized Quantile Regression”, NeurlPS, 2019.
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Recursos adicionales

ViadimirVovk

Alexander Gammerman
Glenn Shafer

V. Vovk, A. Gammerman y G. Shafer, Algorithmic Learning in a Random World, ﬁég?:ltlhgnllrl]c

Springer, 2005 (12 ed.) y 2022 (29 ed.) ARAtom
World

Second Edition

Awesome Conformal Prediction ey

Applied Conformal
Prediction

V. Manokhin, Awesome Conformal Prediction en Github

Learn about, deep dive into and get hands-on experience with
Conformal Prediction techniques for quantifying uncertainty in
machine learning

Tutorials
course Applied Conformal Prediction is now opened for enrallment on Maven d b

Papers
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https://github.com/valeman/awesome-conformal-prediction
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