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Problema a resolver

Minimizacién /;
» Sistema lineal ®x = b con infinitas soluciones

» Hallar solucién con mayor cantidad de coordenadas
nulas: la mas “esparsa”

Sparse Coding




Problema a resolver

» Sistema lineal ®x = b con infinitas soluciones

» Hallar solucién con mayor cantidad de coordenadas
nulas: la mas “esparsa”

Problema de optimizacién:
argmin  [1x]lo (Po)
dx=0>b
x € R"

» Pseudo norma {y cuenta coordenadas no nulas
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Problema a resolver

» Sistema lineal ®x = b con infinitas soluciones
» Hallar solucién con mayor cantidad de coordenadas
nulas: la mas “esparsa”

Problema de optimizacién:

argmin [1x]lo
bx=0b
x € R"”

» Pseudo norma {y cuenta coordenadas no nulas

» No existe algoritmo que resuelva (Pp) en tiempo
polinomial: NP-dificil
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Problema alternativo: Minimizacién /¢y

n

argmin  ||x|]|1 = argmin Z |xi] (P1)
bx=b Ox =b i=1
x €R" x € R"

» Problema convexo = solucién en tiempo polinomial
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Problema alternativo: Minimizacién /¢y

Problema

n
argmin  ||x|]|1 = argmin Z |xi] (P1)
bx=b Ox =b i=1
x €R" x € R"

» Problema convexo = solucién en tiempo polinomial
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Figure: Norma ¢, solucién menos esparsa que con /q




Ejemplo en que P; & Py

» (P1) no es equivalente al problema original (Pp)

2 1 1 1
e=(i12) o=

1), dx =b, xeR3.
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Problema Weighted ¢; (¢; con pesos)

Problema

Minimizacién /;

n

X € argmin Z W,"X," (Pl W) goritmo RW
bx=b i=1 i
x € R"

» Objetivo: pesos w; tales que X = x*, solucién esparsa




Problema Weighted ¢; (¢; con pesos)

Problema

Minimizacién /;

n
X € argmin Z W,"X," (Pl W) goritmo RW
bx=b i=1 i

x € R"

» Objetivo: pesos w; tales que X = x*, solucién esparsa

» Caso ideal: si se conoce solucién esparsa x*, tomar:

w; = S [0,00]

bl

» Con esto: xi =0 = “costo” w; = % +o0o=%=0




Ejemplo en que P; & Py pero PLW = P,

Ejemplo anterior: x* = (0,1,0). Tomando: w = (3,1, 3)
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Figure: (a) x* no es solucién de (P1); (b) x* solucién de (P W)




Algoritmo RW/; de Candes, Wakin y Boyd [2008]

Problema

Minimizacién /;

» Caso ideal w; = |X1*| sugiere actualizar pesos mediante: e
i ed 04
S L
LT
1
» xk*t1 estimacién de x* asociada a pesos actuales wk:

n
Xkt e argmin Z wh|xi|, Yk >0
Ox =b i=1
x e R"




Algoritmo RW/; de Candes, Wakin y Boyd [2008]

Problema

Minimizacién /;

1

- |X,'*|

» Caso ideal w; sugiere actualizar pesos mediante:

LR
1
» xk*t1 estimacién de x* asociada a pesos actuales wk:

n
Xkt e argmin Z wh|xi|, Yk >0

Ox =b i=1
x e R"
> En la practica w/™ = 1 — ¢ > 0 (algoritmo CWB)

AR




Metodologia RW/; propuesta

Problema

Minimizacién /;

» Basada en relajacién Lagrangeana
» Dada x* solucién esparsa, se define primal ideal:
x e argmin 0 (P)
q)X — b Sparse Coding
|Xi| < ‘X;k|a Vi
» Como [[X|lo < ||x*|lo = X solucién esparsa
» Problema convexo (facil) pero ideal (requiere x*)




Relajacién restricciones ideales

Problema

» Relajando restricciones ideales |x;| < [x|:

L, w) = 04> wi (Ixil = [x7) =D wilxil =Y wilx7|
i=1 i=1 i=1
» Funcién dual asociada:
d(w):= min L(w,x)=
dx =0b
x € R"

n

n
= min > wibxl | =D wilx]
i=1

dx=0b i=1
x € R"

» Problema “Weighted ¢1", w; multiplicadores Lagrange




Metodologia propuesta para actualizar pesos
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Minimizacién /;

» Estimar w con algoritmos para estimar multiplicadores

» Alternativamente, estimar w como solucién del Dual:
argmax d(w) (D)
w Z 0 Sparse Coding
w e R”

» Maximizacién céncava (< minimizacién convexa)

v

Funcién objetivo d(w) no siempre diferenciable




Algoritmo RW/; subgradiente

Problema
Minimizacién /;

Solucién del Dual con “Ascenso” por (sub)gradiente:

whtt = wk 4+ a gk ax > 0, gk € ad(wk)
wkt! = max{0, wk+1}
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Algoritmo RW/; subgradiente

Solucién del Dual con “Ascenso” por (sub)gradiente:

whtt = wk 4+ a gk ax > 0, gk € ad(wk)
wkt! = max{0, wk+1}

Theorem (Subgradiente de funcién dual en w*)

n
x*1 € argmin Z wk|xi| =
Ox =b =1

g ) = [XF — |x*| € ad(w")
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Restricciones no ldeales

Problema

Minimizacién /;

» Restricciones ideales son: gj(x) = |x;| — |x/|

» Reemplazando x* por estimacién x**1 (“amplificada”):
W1 propuesta

g (x) =Ixil — (L+e) X, e >0

Sparse Coding

Donde (como antes):

n
Xkt e argmin E wl|x;|
Ox=b i=1




“Sparse Coding” (Representacién Esparsa)

Problema

n .

» Sefial b€ R": b= dx = ) d'x;, para infinitos x € R”
i=1

» & € R™2" Diccionario (unién de bases Haar y Coseno)

» Hallar representaciéon mds esparsa de b en ®

Sefal buscada Coeficienes xx en base Haar: b=H"xx
o
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Sparse Coding: soluciones RW/; Subgradiente

Probler
Esparsa o Minimiacion bl Minimiza
10 F R 0
05 g 05 Problema
H S
3 oo # T o0 %
05 ° 05
L
o 20 0 &0 ‘—'an 100 120 0 20 40 \—Ian 100 120
Coordenada Coordenada
RWI1 Subgradiente (1 Iter) RWI1 Subgradiente (2 Iter)
10k e ) 10 F 8 )

—
e
°
°
°
°
°
l ®
*
°g @
Valor
S
°
°
®
°
°
°
°
°
°g @

05 o ° 05 - g °
o ® g e ® 9
o 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Coordenada Coordenada
RWI1 Subgradiente (3 lter) RWI1 Subgradlente (4 Iter)
10 ° ° 0 b
L] L L
T e ;
0. . L]
W an DR ced el B
L 00 -«
! oo e w .. g # ~r A
05 F o O R ®
° ® g e ® o
o 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 a0 100 120

Coordenada Coordenada



https://gitlab.fing.edu.uy/mvaldes/

Sparse Coding: soluciones RW/; Subgradiente
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Gitlab: https://gitlab.fing.edu.uy/mvaldes/
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