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Problema a resolver

Sistema lineal ®x = b con infinitas soluciones

v

Minimizacién /;

v

Hallar solucién mayor cantidad coordenadas nulas: mas
“esparsa”

Algoritmo RW/y

Meto

v

propu
¢€Rmx”,m<n:>d>—< )

v

Problema de optimizacién equivalente:

argmin  ||x||o (Po)
(bx = b Resultados con

ruido

n
X € R Conclusiones

v

(Pseudo)norma Iy cuenta coordenadas no nulas:

[Ix[lo = #{i / xi # 0}

Sefiales k-esparsas: Xy = {x € R" / ||x]jo < k}

v




Motivacién: adquisicidn senales esparsas

Proceso usual realiza n medidas x* € R" y luego comprime

n k<<n k n

* * ~ ~ *

Compresion X X

X X
(JPEG,MP3) —» Almacenado — Decompresién —»

X
—» Muestreo —»

CS sensa y comprime en unico paso: m medidas b = ®x*

m<<n m n
* *
X ; Mues_tre.o bl Almacenado b Recuperacion X
Comprimido muestras b (PO)

Recuperar x* a partir de b = ®x* requiere resolver (P)

Minimizacién

Algoritmo RW/q

Metodologia RW/;
propuest

Algoritmo RW/h

subgradiente

Metodologia

ASSO

Resultados con
ruido

Conclusiones




Surgimiento del area

» CS surge como tal con trabajos de Donoho [2006] y de
Candes, Romberg y Tao [2005, 2006]

» Recuperacién con minimizacién h:

Res
» Década 1970 recuperar sefales esparsas en Sismologia ruido

» 1990 primeros resultados tedricos sobre desempeiio Conclu

» Recuperacién con algoritmos “Greedy” (1993):

» Matching Pursuit (MP) y
» Orthogonal Matching Pursuit (OMP) utilizado en
actualidad (con sus variantes)




Aplicaciones

Desarrollo impulsado por gran cantidad de aplicaciones:

Minimizacién /;

» Imagenologia médica » Camaras digitales
» Conversién A/D » Radioastronomia
» Deteccién por RADAR » Comunicacién

» Correccidn errores inaldmbrica

(a) full sampling (b) 39% sampling,
SNR=32.2




Complejidad del problema (Py)

al’gmln HX| ’0 (PO) Minimizacién
¢X — b Algoritmo RW/y

v

i Cémo hallar solucién x* de (Pyp)?

» Si conocemos soporte S, basta resolver $sx = b

v

Si no conocemos soporte S:

» probar todos los soportes, de todos los tamafios k,
comenzando con k=1

ruido

v

Pero hay C/ posibles soportes de tamafio k Conclusiones

v

Complejidad combinatoria y podria tardar demasiado:

» n=100y k = 15: G} ~ 2,53 x 107 soportes
» cada prueba 1us = hasta 8000 anos en hallar solucién

v

3 algoritmo resolver (Pg) tiempo polinomial: NP-dificil




Minimizacién h (“Basis Pursuit”)

» Se reemplaza (pseudo)norma Iy por norma f:

n
argmin  ||x||; = argmin Z |xi] (P1)
dx = b bx=b i=1
x € R" x e R"

» Problema convexo = solucién en tiempo polinomial

¢1-ball

lo-ball

Figure: Norma £ solucién menos esparsa
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Meto

propu
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Equivalencia (P1) y (Po): condicién suficiente

Definition (Propiedad de Isometria Restringida (RIP))
® € R™" cumple RIP de orden k si 3 d, € [0, 1] tal que:

(1= 0i) lIxlIZ < [1ox|[2 < (1+86) lIxI13 , ¥x € T

Theorem (Candés y Tao)

Si & cumple RIP 2k, con 6o < V2 —1y b= ®x*, x* € ¥

1. (Po) tiene solucion k-esparsa tnica x*

2. Si X solucion de (P1) = % = x*
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Equivalencia (P1) y (Po): ® Gaussiana

Theorem (Condicién necesaria)

Si ® RIP orden k, con &y € (0,1) = m > Csklog (%)

Theorem (Candés y Tao)
® € R™<", con ®; ~ N(0,1) iid. Dados e,y € (0,1) y

m > 722 <k|n (e%) + log (i))

Con probabilidad > 1 —¢, & = ﬁdD cumple RIP con:

1

Ok <2c7+ %2, c=14 —o
2In (eq)

Problema a
resolver
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Algoritmo RW/

subgradiente

Resultados
experimentales

Metodologia
RW-LASSO

Resultados con
ruido

Conclusiones




Problema Weighted /; (/ con pesos)

rest

Minimizacién /;

» n pesos w; > 0, problema Weighted /; asociado:

n

X € argmin Z w;| x| (PLW)
Odx=b i=1
x € R"
» Objetivo: pesos w; tales que X = x*, solucién de (Pp)
» Caso ideal: si se conoce solucién x* de (Pp), tomar: Reeu

Conclusiones

1
Wizi*’ S [0,00]

[x;

» Con esto: x;i =0 = “costo” w; = +o0 = % =0




Ejemplo en que P; & Py pero PLW = P,

Minimizacién h

*
T
ritmo RW/;
Y Resultados co
(I).\':)’ ruido
(b) Conclusiones

Figure: (a) x* no es solucién Py; (b) x* solucién P, W




Algoritmo RW/ de Candes, Wakin y Boyd [2008]

» Caso no ideal en que no se conoce x*

» Caso ideal w; = el | sugiere:

1
k+1
wiTt = ———
' X

» Si wk estimacién pesos = candidato a x*:

n
. ruido
e argmin g wh|xi|, k>0 .
~onclusiones
bx=b i=1
x € R"

» En la practica Wl.k+1 = m, e > 0 (algoritmo CWB)




Metodologia RW/, propuesta

Minimizacién /;

Algoritmo RW/y

» Basada en relajacién Lagrangeana

» Dada x* € ¥y, solucién de (Py), se define primal ideal:

x e argmin 0 (P)
Ox =b
sl < |7, i

Resultados con
ruido

» Problema de factibilidad: se busca cumplir restricciones
» X solucién de (P) = ||X]jo < |[x*|[o = X solucién (Py)
» Problema convexo pero ideal

Conclusiones




Relajacién restricciones ideales

» Relajando restricciones ideales |x;| < |x|, lagrangeano: res
n n N [:W"\mm\zaci:: /;
Algoritmo RW/y
L w) = 043w (bl = xf) = 3 wilal =S wilx |
i=1 i=1 i=1
» Funcién dual asociada:
d(w):= min L(w,x)=
bx =
x € R"
ruido
Conclusiones
n n
= min > wibxl | =D wilx]
Ox=b 5 i—1
x e R"”

» Problema “Weighted 4", w; multiplicadores Lagrange




Metodologia propuesta para actualizar pesos

rest

Minimizacién /;

v

Pesos w; > 0 son multiplicadores Lagrange = Algoritmo RWi

» Estimar w; con algoritmos para estimar multiplicadores

» Alternativamente, estimar w; como soluciones del dual:

argmax d(w) (D)

w>0

w e R"

ruido

» Maximizacién céncava (< minimizacién convexa) Conclusiones
» Funcién objetivo d(w) no siempre diferenciable
» Algoritmo subgradiente para resolver (D)




Soluciones del dual (ideal) D

Problema a
Proposicién

Minimizacién

Hay dualidad fuerte: d* = f* =0 ety

» w = 0 solucién dual pero no devuelve solucién de (Pp):

. ;
X € argmin ZO\X,-| = argmin 0= {dx = b} experimenale

Resultados con

ruido

PrOPOSICIOn Conclusiones
Seaw >0/ w; =0« x* #0 (soporte disjunto). Entonces:
» W solucion del dual y

n
> X € argmin . w;|x;| solucion de (Py
bx=0b
- i=1




Algoritmo subgradiente (busca solucién dual)

» “Ascenso” por (sub)gradiente en funcién dual céncava: s

Minimizacién /;

Algoritmo RW/y

whtl = wk 4+ aygh o > 0, gk € ad(wk)
wkt1 = max{0, wk*1}

» Puede no ser de ascenso: d(w*1) < d(wk), Vay, >0

Contours of q

ruido

Conclusiones

K 4 sk

» Siempre es posible elegir paso tal que V solucién w*:

Vk>0,Jax >0/ |[wktt —w*|| < ||wk — w||




Algoritmo subgradiente (busca solucién dual)

Problema a
r r

» ;Cémo hallar un subgradiente de d(w) en cada paso?

Minimizacién

Algoritmo RW/;
Theorem (Subgradiente de funcién dual en W) T ————

propuesta

n
Resultados
X € argmin E wilxi| = g(X) = |%| — |x*| € dd(W) i
Ox=b i=1
Resultados con
ruido
Met0d0|0glla + Subgradiente: Conclusiones

n
> xkt1 € argmin bx = b > Wik‘xi’
- i=1
» gk = |x**1| — |x*| subgradiente dual en w

» Wkt = max{w* + a,g®, 0}, ax >0




Restricciones no ideales

rest

» Restricciones ideales: gj(x) = |x;| — |x}]|

Minimizacién /;

» En la practica no se conoce solucién x* de (Py) Algoritmo RWH,

k+1 (

» Reemplazar x* por estimaciéon x “amplificada”):

gr(x) = Ixil = (L+ ) I, e >0

1

Donde:
n
x*1 e argmin g wk|xi|
(DX = b i=1 nfllldo e

Conclusiones

» Cada paso tiene asociado problema primal no ideal:

argmin 0 (PX)
Ox=b
il < (14 e) I, i




Modelo utilizado

rest

» & € R™" matriz de medida aleatoria Minimizacién
Algoritmo RW/y

v

n = 256, m = 100 y entradas independientes:

1 ..
qDUNN(O’O-:\/E)’VI’J

Soporte x*: sorteo k indices Sy

v

v

Valores soporte:

ruido

1 .
lek ~ N <0,0. — ﬂ) 7\v/I c Sk Conclusiones

Término independiente: b = &x* € R™

v

v

Convergencia si: [|xmter — ||, <1 x 1073




Resultados (m = 100 fijo, k € [15, 55])

Problema a
1 iteracion de RWI1
1 00 L Minimizacién /;
751
50+

Convergencia (%)

25 | == sinmw
— CWEB
S ubgradients

ruido

0 Conclusiones

s L I ' L L n i

15 20 25 30 3‘5 40 45 50 55
Esparcidad k

» Existe regidn de transicién de fase

» En minimizacién /;: si n — co = ancho regién — 0




Resultados (m = 100 fijo, k € [15, 55])

1 iteracion de RWI1 2 iteraciones de RWI1

100 100

_ 751

) 550
25
0

15 20 25 30_ 35 40 45 50 55 15 20 25 30_ 35 40 45 50 55
Esparcidad k Esparcidad k
4 iteraciones de RWI1 6 iteraciones de RWI1
100 100

Convergencia (%)
Convergencia (%)

15 20 25 30Esw§c§hdk40 45 50 55 15 20 25 30Espa§’c§dadk40 45 50 55




Ruido en las medidas

rest

Medidas b afectadas por ruido Gaussiano aditivo: Minimizacién /3

Algoritmo RW/y

b= ®x*+ 2z, z ~ N(0,0?) independientes

Se busca resolver:
Resultados

argmin l1x]]o (P{{) erpermentales

||®x — bll2 < n

Resultados con

Problema Weighted /; asociado: ce

Conclusiones

argmin Z w;|xi| (P/W)
||[®x — blla <71 i=1




Problema W-LASSO (sustituye a Weighted /)

v

Problema primal ideal:

argmin 0
2
Hlox — b3 <%
il < Ixf, Vi

experimentales

v

Relajando restricciones ideales:

Resultados con

n n ruido

d(W) — min Z W,’X,‘ _ Z WI‘XI*’ Conclusiones

Hox—bZ<? i3 i—1

v

Problema Weighted /; restricciones cuadraticas

v

w; multiplicadores de Lagrange como antes




Problema W-LASSO (sustituye a Weighted /)

» Relajando ambas restricciones:

d(w,\) = min i\|¢x—b\|§+2w,-|x,-| +
X € R" 2 i=1

experimentales

A, ¢ X .
— (277 + ; w; |x; ]) Weighted LASSO

Resultados con

> Restricciones ideales gi(x) = |x;| — |x7| por: ruido
Conclusiones

g (x) = Ixil = (1 +ex) X[, ex >0

1

n
> x*1 € argmingepn 5]|Ox — b3+ Y wh|x|
i=1

» Resolver W-LASSO en cada paso (antes Weighted /1)




Modelo utilizado y medida desempeno

rest

Minimizacién /;

Algoritmo RW/y

» ®y x* igual que sin ruido (m = 128, n = 256)
Medidas b = ®x* + z, z; ~ N(0, 0?) iid

N, = 300 pruebas con k = 38 fijo

» Mejora respecto solucién de /; con ruido:

RW _ _x
a:100><<1—HXXH2>%

[Ix1, — x*[|2

v

v

Conclusiones




Resultados con ruido

RwI1 cwB

n=232 oc=111 n = 256,m = 128
k =38, N, = 300

€0 =0.1 Iterpw =9

5 10 15 20 25 0
Mejora respecto I1 (%)
RW LASSO

35 40

L =322 0=116

=1
n

A= ——
llzollx

15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 3“0 35 40 45 50 55 60 65

Mejora respecto |1 (%)

» RW-LASSO: +32% minimizacién  y +40% RW/




Conclusiones

v

v

v

v

CS y minimizacién /; con resultados mas relevantes
Problema Weighted /; y algoritmo RW/; de CWB

Nueva metodologia actualizar pesos RW/; Lagrange
Algoritmo RW/; subgradiente alternativo a CWB
Misma metodologia con ruido: algoritmo RW-LASSO

Minimizacién /;

Algoritmo RW/y

Meto

propu

Resultados con
ruido




Conclusiones

Minimizacién /;

Algoritmo RW/y

Meto
propu

» Desempeiio RW problema CS aleatorio ® Gaussiana
» Sin ruido:

» RW/ de CWB y subgradiente desempeiio similar
> Interpretacion pesos multiplicadores Lagrange

» Con ruido Gaussiano: Rezulizdlsn e

ruido

» RW-LASSO propuesto mejora considerable a RW/




Equivalencia (P1) y (Pp): ¢ Gaussiana

Medidas que garantizan RIP(2k)

100 -
s0
80 |-
70 |-
o -
g e
=
= 50
= e n=1.0E405
E e n=2.0E405
20 ——— n=3.0E+05
n=4.0E+05
30 |-
20 —
——— n=9.0E+05
e n=1.0E4+08
10
o |-
L . | . L L L L L L L

0 150 300 450 600 750 900 1050 1200 1350 1500
Esparcidad k




Ejemplo en que P; & Py

2 1 1 1
o=(213).6=(}) x =010

» Otra solucién de ®x = b: % = (3,0, )

» [[&]l1 = 3 < 1=]|x*|]r = x* no es solucién de (Py)

ruido




Algoritmo Gradiente Proximal (GP)

» Problema convexo: argmin X € R" f(x) + g(x)

» g continua, no necesariamente diferenciable
Gradiente Proximal: xkt1 = Proxag (Xk — an(xk))

Operador proximal de h: R" — R: i T

diente

v

v

1
Prox,p(v) := argmin {h(x) + —||x— VH%} :R" —» R”
x€R" 2a

v

GP Acelerado (Nesterov):

ruido

1. Punto intermedio:

k
K K K k—1

— Xk — Vk>1 = ——€e0,1
y X re(x* = x*7%) >1, r 3 [0,1)

2. GP a punto intermedio:

Xt = prox,g (y* — aVf(y¥)), Vk>1




GPA para W-LASSO: algoritmo W-FISTA

n n
g(x) = IWxllr = > _wilxil = &i(x)
i=1 i=1
Xj — QW Xj 2> aw;
(Proxag(x)); = proxag,(xi) = 0 Ixi| < aw;
Xi +aw; xj < —aw;

f(x) = gH(Dx — b||3 = VF(x) = Ao (dx — b)

ruido




Algorithm 1 RW-LASSO subgradiente (no ideal y con ruido)

n

1: x! € argmin,cpn ’\70\\¢x —b||3+ Y w?|x;| {W-LASSO}
i=1

2.

3: k=0
4: while k < maxlter do

Minimizacién h

Algoritmo

k+1 k+1
5 gl =gl (M) =[x = (T4 en) I
6: w,."Jr1 = max (0, wf + augh) fmo RW
7:

sultados
8: g/’\( = g/\(Xk+1) = % (Hq)xk+1 — b”% — ’[’/2) imentales
9 AL =max (0, \F + axgy)
10:
11 k=k+1 b
12:
13: x9 = xk N
14 x*1 € argmin,cgn %k||¢x —b|3+ > wh|x|
i=1

15:

16: end while
17: return x*t1




Unicidad de soluciones de (P)

Problema a

Theorem resolver
k—unicidad =1 Spark(q)) > 2k Minimizacién
Algoritmo RW/;

Metodologia RW/;
propuesta

» Calculo del spark es un problema NP-dificil

goritmo RW/;

» Como m< n=rg(P) <m= spark (®) <m+1 T (e

Resultados
experimentales

Corollary

Metodologia
Se requieren m > 2k medidas para tener k-unicidad ISR

Resultados con
ruido

Theorem
Si & satisface RIP 2k, con 05 < 1 = se tiene k-unicidad

No es necesario RIP con d,, < 1 para tener k-unicidad:

2 11
¢:<112>




Marco tedrico CWB (algoritmo MM)

Proviene de metodologia Mayorizacién-Minimizacién (MM):

» Si g funcién cdncava = “mayorizar”’ con linealizacién h Mirffizeen &

Algoritmo RW/y

Meto

propu

Resultados con

ruido

,Jol04 0812 16 2 24 28 32 36 4

» Minimizar h en lugar de g:

k+1 - k Ky o,k
v e avrgem? (g(v )—|—<Vg(v ),v—v >>

» Puede converger a minimo no global (condicién inicial)




Marco tedrico CWB (algoritmo MM)

rest

» CWB surge de aplicar MM a buscar soluciones de: .
. n Algoritmo RW/;
argmin Zln(lx,-| +¢e)=  argmin Zln(u;+e)
xeR" i=1 x,u € R" i=1
dx=b bx =b
’X,'| < uj, Vi

> In (@ + 1) se parece a (pseudo)norma Io:

ruido

o
o]
g =




Marco tedrico CWB (algoritmo MM)

n res
» Funcidn objetivo céncava g(x,u) = > In(u; + €) isfrr=rten
i=1

Algoritmo RW/y

» Algoritmo MM:

n
1
(x*L w1y e argmin Z () ui (1)
x,u € R" i=1 €
bx=0b
|xi| < uj, Vi

ruido

» Eliminando variable auxiliar:

n
1
k+1 :
x“Th € argmin () |xi] (2)
x € R" :Z; Xt e)
Ox=b
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