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Sobre los materiales teéricos de MCACE 2016 Este documento forma parte de los apuntes de
tedrico del curso Métodos Computacionales Aplicados al Cédlculo Estructural (MCACE) 2016. Es-
te material es una guia de apoyo que no sustituye los contenidos dictados en clase y se encuentra en
proceso de revision. Las referencias bibliogréficas centrales son los libros |Ofiate| [2013]] y Canelas
[2015], por otra parte a lo largo del material se citan otras referencias también relevantes para la
comprension de cada tema.
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Capitulo 1

Elemento de barra

Este material es una guia para las clases uno y dos del tedrico. Se abordan tres temas centrales:
Marco para el método de elementos finitos, elemento finito de barra de dos nodos 3D y elemento
finito de barra de tres nodos.

1.1. Introduccion

En esta seccion recordaremos algunos puntos importantes sobre la teoria de elasticidad lineal,
para un detalle mas extenso de los mismos se recomienda fuertemente ver el apunte de clase
Canelas| [2015].

El problema de elasticidad lineal consiste en hallar la funcién desplazamiento u, el tensor de
deformaciones D y el tensor de tensiones T en cualquier punto del cuerpo en estudio que ocupa
una region 2 abierta.

Teorema 2.1. (Teorema de Cauchy: existencia del tensor de tensiones de Cauchy) Dado un
punto P € (2, existe un tensor T(P) € Lin, que llamaremos fensor de tensiones, que cumple:

f(P,n) = T(P)n. (1.1)

Llamaremos tensor a una transformacion lineal que se define de V3 en V3, y Lin al conjunto de los
tensores, es decir:

Lin = {L : V3 — Vs|L es lineal } .

En los temas bésicos del curso (temas no avanzados) asumiremos dos hipdtesis importantes:

= Pequefios desplazamientos: Asumiremos que las ecuaciones de equilibrio pueden plantear-
se en la configuracién de referencia. Esto implica realizar una cierta aproximacion, dado que,
estrictamente, las ecuaciones de equilibrio s6lo podrian ser planteadas en la configuracion
deformada, en la cual aparecen las tensiones internas de acuerdo con el comportamiento
constitutivo del material.

= Pequefias deformaciones: Esta aproximacion es la que hace que el tensor de deformaciones
infinitesimales caracterice los cambios de forma en el entorno de una particula de €).
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1.2. Marco para el método de elementos finitos

Esta seccion describe el sistema de ecuaciones que gobiernan los problemas a tratar en el curso.
Se tratardn principios variacionales y la formulacién de elementos finitos a utilizar. Esta seccion
servird como el marco para el desarrollo de los capitulos siguientes.

1.2.1. Formulacion fuerte

Dado un cuerpo que ocupa la region {2 C &;, siendo &; el espacio euclidiano tridimensional,
llamaremos € a la clausura de €, es decir, el menor dominio cerrado que contiene a {2, esto es
Q = QU . La formulacion cldsica, también llamada formulacion fuerte del problema de
elasticidad lineal consiste en hallar los campos

uw:RxQ—=V;, conucC'RxNV;), ueC*(RxQ, Vi),
D:RxQ— Sim, conD &€ C°R x Q,Sim), D¢c C'(R x Q,Sim), (1.2)
T:RxQ—Sim, conT € C°R x ,Sim), T & CYR x Q,Sim),

que satisfacen las siguientes ecuaciones [Wu and Gu, 2012]:

t,X), VxeQyVt eR. (1.3)
0,x), Vxe. (1.4)
(t,x), Vxe€dQ, y Vt eRT(.5)
t,X), Vx €0, y Vit € RY(1.6)
(D (t,x)),Vxe Qy Vit e R*. (1.7)
Relacion Deformacion-Desplazamiento: D (¢,x) = F (u(t,x)), Vxe Q y Vt e RT. (1.8)

00 = 09, U 0. (1.9)

Equilibrio puntual: pu(¢,x) — V-T (¢,x) =b
Cond. iniciales: u (0,x) =u? (0,x), a(0,x) = u!
Cond. de borde cinematicas: u (t,x) = u,

Cond. de borde mecanicas: T (¢,x) n = f(

Ecuacién constitutiva: T (¢,x) = C
F

En la Ecuacién[I.2]se debe definir el conjunto de los tensores simétricos
Sim={L €Lin |[L=L"} .
En la Figura[l.1|se describe un caso general reflejado por las ecuaciones anteriores, donde:
» Rt ={z eR /z >0}
= p representa la densidad de masa por unidad de volumen.
= T representa el tensor de tensiones.
= D representa el tensor de deformaciones.
= b representa las fuerzas de volumen.

= u! representa los desplazamientos iniciales.
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4 1. Elemento de barra

u! representa las velocidades iniciales.

u, son los desplazamientos conocidos en el borde 0f2,.

f representa las fuerzas de superficie aplicadas en el borde 0€2;.

n representa la normal saliente para la frontera que corresponda 0f).

en el curso utilizaremos que C (D (¢,x)) = VU, (D(t,x)) donde U, es la densidad de energia
de deformacion. Asumiendo asi que el material es hipereldstico lineal, esto equivale a que la
relacion entre tensiones y deformaciones sea lineal. Esta hip6tesis no se cumple en materiales
como el hormigén 6 en el acero a partir de ciertos valores de la deformacion. La funcién Uy
cumple las siguientes condiciones:

Us(0) = 0, (1.10)
Up(D) > 0 VD # O (Oesel tensor nulo) , (1.11)
VUy(D) = C(D). (1.12)

Si se cumple que el material es isétropo, C es simétrico, se tiene que:

1

Up(D) = ;D : C(D). (1.13)

T
» en el curso utilizaremos que F (u (¢,x)) = D (¢,x) = w, considerando as{ pe-

queiias deformaciones.

Supondremos que las superficies 0€2,, y d€) son abiertas respecto de 952, 02, N Oy = Ty
00, U 5 = 012, es decir, donde se conocen los desplazamientos no se conocen las fuerzas de
superficie y viceversa (ver Ejemplo 2.1). Consideraremos u. € C%(9€,, Vs) y f. € C°(982;, V).
Note que en el problema de elasticidad lineal, las regiones (2, 0€2,, y 9€2; son consideradas cono-
cidas.

Figura 1.1: Formulacién fuerte.

En la Figura[L.1]se tiene que €2y = 982y, U OS2y, U 0S5, .
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1.2. Marco para el método de elementos finitos

Ejemplo 2.1.

/contacto liso corte A-A

<A

Y2

Ja

xTq < A To 29 z1
Definimos las siguientes regiones:

w Q={(2,y,2) €ER® /11 <0 <X, YU <Y<Yo, 21 <2< 2}

0N ={(z,y,2) eR® |z <x<T9, Yy=41, 21 <2< 29}

O ={(x,y,2) ER® /| w =19, 10 <y <yp, 21 <2< 2}

)
)
0% ={(z,y,2) ER® /| 11 <x<T9, Y=132, 21 <2< 29}
)
)
)

(
(
U ={(z,y,2) €ER® /| x=a1, yu<y<ys, 21 <2< 2}
(
(

895:{3:72/72 ERS/.’I:1<LL’<J}27 N <y <yo, 2’221}

0% ={(z,y,2) R | vy <x <9, Y1 <Y<7Ya, 2= 29}
Segun cada direccion se tiene que:

= Segiine,: 9y C 0, y 0Q; C O con i =1,2,3,5y6.

= Seglne,: 00 C 08, y 082 C 0Qs con i =2,3,4,5y6.

= Segtine,: 025,00 C 08, y O C OQy con 1 =1,2,3y4.
Siendo u = u,e, + u,e, + u.e., para cada region se tiene que:

» EndQ;:u, =0, eT(—e,) =0 y e T(—e,) =0.

En 0Q5: Te, = f,e,.

En 0Q23: Te, = 0.

En 0Q: u, = 0, egT(—ex) =0y eZT(—ez) =0.

En0Q5:u, =0, elT(—e,) =0y egT(_ez) = 0.

En0Q¢:u, =0, e]Te.=0 y e Te. =0.
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6 1. Elemento de barra

1.2.2. Principio de Hamilton

En mecdnica analitica la cantidad mds importante es el trabajo realizado por las fuerzas para
realizar desplazamientos arbitrarios infinitesimales. Se define entonces el funcional de “accién” .Z
como:

to to
;fi/L&:/7¥H&7 (1.14)
11 t1

donde:
= L: Es el lagrangiano.
= 7 Es el la energia cinética.
= [I: Es la energia potencial total. Il = U 4+ V

e U: Energia de deformacion.

e V: Energia de potencial por las fuerzas externas.

En un sistema de particulas o un sistema con un nimero finito de grados de libertad se pueden
definir las coordenadas generalizadas q(t) = (qi(t),...,qn(t)), coni = 1,...,n, donde n es
el nimero de grados de libertad y las coordenadas generalizadas ¢; son independientes. Con lo
anterior L queda definido como:

L =L(q(®),q(1),t). (1.15)

En un sistema continuo o un sistema con un nimero no finito de grados de libertad se debe
definir la densidad langrangiana, L, siendo ¢ (X, t) el movimiento de una particula de coordenadas
iniciales x en un instante .

L=/£<¢<x,t>,¢t (%,1), 60 (%,) %, ) AV, (1.16)
Q

donde ¢, (x,t) = do (x,t) /dt y ¢x (x,t) se puede interpretar como el gradiente de deformacién F
donde F;; = 0¢; (x,t) /Ox; (donde el indice ¢ se refiere a la componente del campo ¢) (En este
curso no se considerara el sistema continuo).

El postulado principal de la mecénica analitica es un principio variacional, conocido como el
principio de Hamilton, el cual establece que: De todos los posibles recorridos que puede realizar
un sistema mecdnico entre una configuracion inicial y una final conocidas, el recorrido que efec-
tivamente realiza el sistema es el que hace estacionaria la accién .Z del sistema. Con lo cual .Z
tendrd un valor estacionario en el recorrido real.

Para obtener el valor estacionario, es necesario imponer que la variacién 6,.Z sea 0 para cual-
quier direccion v, es aqui que debemos introducir el concepto de derivada direccional para funcio-
nales, como es el caso de .Z. La notacion J, refiere precisamente a la derivada direccional segiin
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la direccion v.

Definicion 2.1. Sea F' : 2 — R, en donde 2 C Ay A es una subvariedad afin de V' con
espacio director V. Sea P un punto algebraicamente interior de €2 (en A). La funcion de variable
vectorial F' admite derivada direccional en P € (), segin la direccion v € Vj, si la funcion real
a — F(P + av) es derivable en o = 0. El valor de la derivada direccional lo denotaremos por
Oy F'(P). De la definicion se deduce que:

S F(P) il LT ZFP) d pop

a—0 o do a0

En el caso de un sistema discreto se tiene que dados Q; y Q,, configuracién inicial y final
respectivamente, la solucidn es q(t) que satisface que q(¢;) = Q, y q(t2) = Q, y hace estacionario
el funcional .Z (q). Para este caso el espacio afin A y el espacio vectorial director V; son tales que:

A={q/ q(t1) =Q; y q(t2) = Qy}, (1.17)
Vo=Av/ v(t1) =0y v(ty) = 0}. (1.18)

Para el sistema discreto el funcional . queda definido por la siguiente expresion:

2= [ Law.a0.n (1.19)

Es importante recordar que q(t) representa el vector de R™: (q;(t), ..., g, (t)), lo mismo sucede
con (), por tanto L : R*"*1 — R,

Z(q+av) = /t2 L (q(t) + av(t),q(t) + av(t),t) dt, (1.20)

t1

por lo tanto, utilizando la definicion de derivada direccional:

d d ([ : .
0z = p2@ran| = ([T avo.ao v, 0 o)
a=0 1 a=0

to d

— [ L+ avi.a0 +avo.0| d o
t1 a=0
r2 Z ~ OL . oL ot

:/; % )95 5 50

Como 0t/0a = 0 se tiene que (se quitard la dependencia del tiempo para simplificar la notacién):
L 2 R IL 2 XL

+ 0 dt = / ; dt —1—/ —; dt. (1.22)
9q; t ; 0g; t ; d¢;
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8 1. Elemento de barra

Utilizando integracién por partes en la segunda integral de la dltima expresion se tiene que:

tzznaL zn8L to ty =N ty =N
/1 vzdt —vz /Zdt( )vzdt /Zdt< >vldt(123)

donde se utiliz6 que V(tl) = V(tg) = 0 por lo definido en Por lo tanto:

5V,,§f(q)=/ [aL i(a,Lﬂvi dt. (1.24)
t1

4

dt

I Mn

a% dt an

OL OL
Si elegimos v; / v; = (%) [ 5 %% >] donde ~y(t) es una funcion estrictamente positiva
di q;
en el intervalo (¢, t5) tal que y(t1) = 7v(t2) = 0, de la igualdad 6,.Z (q) = 0 se obtiene que:

o ZA[OL d (OL\]? = [OL d [oL\]?
/y(t);{aqi—a(a—%)} dt:O:y(t);[aqi—%(aq,)] =0, (125

t1

con lo cual

oL d (aL

B0 aq) —0VteE(t,t) ei=1,...,n (1.26)

Ejemplo 2.2. Consideremos una particula de masa m limitada a moverse sobre la superficie de un
cono de semidngulo o y sometida a la accién de la gravedad. Como se puede ver en la figura el
eje del cono se encuentra sobre el eje e, y su vértice coincide con el origen. Se puede obtener la
expresion de ligadura z = r cot («) donde cot (o) = 1/tan (). Con lo anterior se tiene que las
coordenadas generalizadas del problema son q = (g1, ¢2) = (7, 0).

, ejedelcono By egte caso se tiene que la posicion de la particula es x = r(t)e, +
z(t) e, por lo tanto la velocidad es v = 7 e, + rf ey + % e, (donde se
omiti6 la dependencia de ¢ para simplificar la notacién). Utilizando la
ligadura entre z y r se tiene que:

)
. r . .
Vv =7t 40707 4 2 = ——— 4+ 7%07 =i esc? () + 1207,
sen? («)
por tanto:
1 m.o 2 242
7':§mv~v:5<'r’ csce (a)—i—r@),V:mgz:mgrcot(a).

Queda asi definido el Lagrangiano L como:

L=7T-V= % <¢20502(a)+r292> —mgr cot (a).
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Continua ejemplo 2.2. Utilizando la expresion |1.26|se obtiene:

a_L_i<g_L) = mr92—mgcot(a)—mf0802(a) = 0,
T

or dt
L d [OL . o
%_E(%) = 0—m(2r7’9—|—7“9> = 0,

Reordenando el sistema anterior se tiene:

i — rf%sen’® (a) + g cos (@) sen (@) = 0,

i + 120 = 0,

de la segunda ecuacién se puede obtener que ’ mr?0 = cte = k ‘ con lo cual:

m?r*i — k?sen? (a) + m*r®g cos (a) sen (a) = 0.

es la ecuacion del movimiento para la coordenada 7.

1.2.3. Equivalencia: Hamilton - Formulacion fuerte

De la Ecuacién [[.14] se puede obtener que la variacién respecto a v es:

to to to t2
5V$:5V/ Ldt:5v/ T dt — dy (/ U+/ th>. (1.27)
t1 t1 i1 t1

La energia de deformacion, la energia potencial de las fuerzas externas conservativas y la energia
cinética se definen como:

= Uu(t)) = / Up (D(u(t))) dV/, siendo Uy la densidad de energia de deformacion.
Q

» V(u(t)) = — / b-u(t) dV — / f-u(t) dA, siendo b las fuerzas por unidad de volumen
Q 00

y f las fuerzas por unidad de 4rea.

1

£ T0) = 5 [ (i) v

Con lo anterior la energia potencial queda definida por (en lo que sigue se quitard la dependen-
cia del tiempo para simplificar la notacién):

[I(u) = U(u) + V(u) = /

Q

Up (D(u)) dV—/

Q

b-udV—/ f-udA. (1.28)
09
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10 1. Elemento de barra

Las variacién de U se puede expresar como:

dy /:U(u) dt = /tt2 (/ iUo (D(u+ av))

dV) dt,

y, W da a=0 (1.29)
= / (/ VU, (D(u)) : D(v) dV) dt.
t1 Q
Las variacion de V se puede expresar como:
to t2 d t2 d
5V/tl Vi) dt = _/t1 (/Q b ey dV) a - /t /mf Gl ey dA) dt,

tz t2
—/ </b~VdV> dt — / / f-vdA | di.
t1 Q t1 o9

Las variacién de la energia cinética se puede expresar como:

) (Lt asy
5V/ u) = / <—/—,0 u+av dV) dt,
t1 t1 2 Q da a=0
to 1
_ / <_/2p(u+aw-v dV) dar,
t1 2 Q a=0
to to
= / (/pﬁ-VdV) dt:/ (/ ,011~th) dv, (1.31)
t1 Q Q 31
to to
= / pu - v —/ pu-vdt) dV,
Q t1 t1
t2
_ / (—/pﬁ-vdt)dv.
t1 Q

Donde se asumi6 que v(t1) = v(t3) = 0 como hipétesis del principio de Hamilton. Utilizando la
ecuacion constitutiva se tiene que:

5L (u) = /: (—/Qpii-VdV) dt—/: (/QT(u) D (V) dV) dt
+/: </Qb'Vdv> dt+/: (/m f-vdA) dt = 0.

Utilizando la definicién de la relacion entre desplazamientos y deformaciones (ver Seccidon
[I.2.1) en el segundo término del lado derecho de la Ec.[I.32]se obtiene que:

/ (/Qm):l)(v) dv) dt:/ttz (LT<H);W+de) ¢ s
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Propiedad 2.1. Sea T un campo tensorial y v un campo vectorial. Se cumple que:
V(T'v) = (V-T)-v+T: Vv,

donde “:” representa el producto escalar de tensores, definido por:

3
A:B= tr(ABT) = tr(ATB) = Z AijBij .

4,j=1

Dado que T(u) es simétrico se puede probar que: T (u) : Vv = T(u) : (Vv)", utilizando este
resultado en la Ecuacién. se obtiene:

/t:z (/QT(U) :D(v) dV) dt:/: (/QT(u) : Vv dV) dt, (1.34)

utilizando la Propiedad 2.1 (con T simétrico) se tiene que:

/: (/QT(u) :D(v) dV) dt = /: (/Q V- (T(u)v) dV—/Q(VT(u))-v dV) dt. (1.35)

Teorema 2.2. (de Gauss de la divergencia) Sea () un sélido simple de R3 y 92 su borde, orientado
con la normal unitaria saliente n. Sea F' : { — V5 un campo vectorial de clase C, entonces:

/V-FdV:/ F-ndA
Q 9]

Utilizando el teorema de Gauss en la expresion definida por la Ecuacién[I.35]se obtiene que:

/i (/QT(u) :D(v) dv) dt = /tt2 (/m T(u)v-ndA—/Q(V-T(u)) -vdV) dt, (1.36)

donde se utiliz6 que: v(P) =0 VP € 0%,. Por lo anterior se tiene que §,.%Z(u) es

[3)
/ (—/pii-vdv—/ T(u)v-ndA+/(V-T(u))-VdV+/b-vdV+/ f-vdA) dt, (1.37)
t1 Q aﬂf Q Q 8Qf

agrupando en términos de dV' y dA y usando que T es simétrico, obtenemos:

/t2 (/ [V-T(u) +b —pu]-vdV + / [f—T(a)n]-v dA) dt = 0. (1.38)
t1 Q Qg

Dado que dicha expresion es vdlida Vv, el mismo se puede elegir arbitrariamente, por ejemplo
v =7 [V-T(u) + b — pii] donde ~ es la distancia del punto x al borde 92 (por lo tanto vale 0 en
él) se obtiene que:

V-T(u)+b—pi=0en Q xR, (1.39)
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12 1. Elemento de barra

misma expresion que la presentada en la formulacion fuerte, ver Ecuacion [I.3]
Si elegimos v = f — T(u)n se puede obtener la condicién de la Ecuacién

f—T(u)n =0 en 9Q; x R™. (1.40)

1.2.4. Aplicacion del Método de los Elementos Finitos (MEF)

Utilizando las definiciones presentadas al inicio de la Seccién [[.2.3] y la Ecuacién [[.14] se
obtiene que:

Uy (D(u)) = =D(u) : C (D(u)) = %D(u) . T(u) (1.42)

Z(u) :/: (%/Qp(ﬁ(t))Q dV—/Q%D(u):T(u) dV—i—/Qb-udV—l—/aQ f-udA)dt.(1.43)

Se puede discretizar entonces el campo de desplazamientos u en el cuerpo €2, mediante la utiliza-
cion de elementos finitos. Diremos entonces que: u = N, U y por lo tanto u = N, U.

= u= NHU
Recordando que
Dyy Diy D3 Ty T Tis
2Dz = Di3 Dy Do3 y #Tz= Tip Ty To3
D13 Dys D33 Tz Taz 133

se tiene que

e al discretizar el problema D suele escribirse de forma vectorial utilizando la notacién
de Voigt, € = (D11, Do, D33,2 Doz, 2 D13, 2 D12)T. e se escribe en funcién de U como
e(u) = BU.

e Aligual que con las deformaciones el tensor de tensiones suele escribirse también con

la notacién de Voigt, o = (~T11, T2, Ts3, Tos, Tis, Tlg)T. o se escribe en funcién de U
como o(u) = C(D(u)) = Ce(u) = CBU.

Notar que se cumple que D(u) : T(u) = € - o. Es importante destacar también que solo se
calculan los términos de € y o que sobreviven del producto escalar (se vera en los ejemplos).

= u=N,U
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N., 1~3, C son matrices globales (definidas en todo §2), las cuales se pueden interpretar como:

= N,: Es la matriz de funciones de interpolacién globales para el campo de desplazamientos,
el tamafo de la misma depende de la discretizacion que se realice para el campo de despla-
zamientos.

» B: Es la matriz de derivadas de las funciones de interpolacién utilizadas para el campo de
desplazamientos.

» C: Es la matriz constitutiva (recordar que se toma en cuenta solo los términos que sobreviven
en el producto escalar de € y o).

Podemos definir asf el funcional .Z en funcién de U, con lo cual estaria definido de forma “discre-
ta”, similar a tener un sistema de particulas.

t2 . ~ ~ . ~ ~ o~
ZU) = / (%UT ( / prNu dv) U- %UT ( / B' CB dV) U> dt
t1 Q Q

s ) ) (1.44)
+ / /b~NuUdV—i—/ f-N,UdA | dt,
t1 Q 8Qf
en la Ecuacion [I.44]1a expresién de L es:
: 1. T | AT -
L <U,U, t) - / pNIN, dV ) U — -UT / B'CBdv)U
2. \Ja 2\ (1.45)

+ /b-NuUdV+/ £ N,U dA.
Q oSy

Utilizando la Ecuacién [I.26]en la Ecuacién[1.45]se obtiene que:

=i / pNLN, dV — UT / B'CB dV + / b'N, dV + / N, dA=0.  (1.46)
Q Q Q 09

Trasponiendo la expresion anterior y ordenando los términos se obtiene:

U pN.N, dv}tn [/ B'CB dV]U:/NZb dV+/ N f dA. (1.47)
Q Q Q

09

Es usual en el manejo de los elementos finitos utilizar la expresion anterior elemento a elemento.

[/ oNIN, dV} U+ [/ B'CB dV] Ue:/ NZb dV+/ Nt dA (1.48)
Qe Qe Qe 0N

Cabe destacarse que al ensamblar las matrices de rigidez, ver Seccién [[.3.2] solo es necesario
calcular la integral de Ny, f en la superficie 9Q. N 9.
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Fuerzas puntuales En el andlisis anterior no se consideraron fuerzas “puntuales”. Dado que son
utilizadas para el caso de barras y porticos aceptaremos que la expresion en tal caso sera:

[/ oNIN, dv} U+ [/ B'CB dV} Ue = / NTp av +/ Nif dA+ ) F,;, (1.49)
Qe Qe Qe % i1

donde i representa cada nodo donde existen fuerzas puntuales aplicadas (ver Seccion [[.3]y apunte
tedrico de vigas).
Una expresion usual y simple para la ecuacidn de un elemento es la que sigue:

MU + K°U° = Fj + F§ + F¢ |, (1.50)
donde:
M¢ = / pNIN, dV, K¢ = / BYCB dV (1.51)
Qe Qe -
F,f,:/Q NIb dv, F;:/aﬂ NIf dA, FSZZ_ZEFW. (1.52)
e e i=1
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1.3. Elemento finito de barra de dos nodos 3D

En esta seccion consideraremos piezas cuya seccion transversal posea dimensiones mucho me-
nores que la longitud de las mismas, que llamaremos barras. Por tanto, idealizaremos a una barra
como un elemento unidimensional, ilustrando esta idealizacién en la Figura@

¢ Ry 1
£ %) L. be(z)
E(z), (), ¢
Yo Yo E(x),Q(:E),f
> >
Lg e

Figura 1.2: Idealizacién de una barra.

En la Figura|l.3[se muestra una barra con una carga de volumen b, (z)e, donde z estd definido
en el intervalo I, = [z, z§]. R y RS pueden interpretarse como fuerzas de contacto o fuerzas
puntuales externas aplicadas en los extremos de la barra.

(U4L7 U5L7 U6L)

Figura 1.3: Elemento de barra.

Por la definicién de barra diremos que u(zx,y, z) = u(z, 0,0). Las coordenadas (z,y, z) serdn
llamadas coordenadas locales y la base ortonormal %, = {e,.e,, e.} serd llamada base local
(donde e, es colineal al eje de la barra). En esta seccion se interpolard el campo de desplazamientos
linealmente, y obtendremos entonces una solucion uy;,e,; () que en principio es aproximada. Dado
que se utilizan dos nodos diremos que:

u(r,y,z) = N,U_ = 0 Ni(z) 0 0 MNy(z) 0 |U, (1.53)
0 0  Ni(z) 0 0  Ny(x)
donde U, = [Uy, Uy Us, Uy Us, UGL]T son los desplazamientos nodales (en coordenadas lo-

cales), en principio desconocidos, y Ni(z) y No(x) son las funciones de interpolacion utilizadas
para la interpolacion del campo de desplazamientos en el elemento (N # N).
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Impondremos que N (z§) = No(z§) = 1y Ni(z5) = No(z§) = 0 con lo cual:

e e

N = N. = . 1.54
En barras se tiene que:
Tn(x) 0 0 Dn(sc) 0 0
2 T(x)z = 0 0 0 | =4D)yg= 0  Dyp(x) 0 . (1.5%)

Omitiremos la notacién 4T (z) 4, utilizando simplemente T, lo mismo con el tensor Dy

1 1 1
= UO = §T%L . DggL = §tr (D;LTQL) = §D11<ZL'>T11(SC). (156)
Con lo anterior podemos ver que s6lo nos interesa la entrada (1,1) de los tensores Ty, y Dy,
para resolver nuestro problema. Se tendrd entonces que € = D;; y o = T7;. Utilizando la ecua-
cién constitutiva, se obtiene que: o(x) = E(z)e(x) (por tanto C = E(z)) y por la relacién de

deformaciones y desplazamientos se cumple que:

 ou, 0 ON, ON,

e(r) = 52(w) = - (N(@)Un + No(@)Un) = S = (@)U + —2=(2)Un,  (1.57)
E(I) = Bl(l’)UlL -+ BQ(I)U4L = BUL, (158)
donde
ox ox

Para introducir en el modelo la fuerza de volumen b, (z) existen diferentes métodos, se puede
interpolar dicha funcion (similar a lo que se hace con el desplazamiento) o utilizar otros métodos
para el cdlculo numérico de Fy, por ejemplo cuadratura de Gauss.

Si observamos las expresiones de las Ecuaciones[I.5T}{I.52]se puede observar que al realizar las
integrales en cada uno de los dominios que se definen, para cada elemento utilizado serian en prin-
cipio diferentes las matrices obtenidas aunque utilicemos las mismas funciones de interpolacion
para cada elemento. Es de interés entonces construir un cambio de variable que permita realizar
los cdlculos de dichas expresiones de forma genérica y sencilla. Como muestra la Figura [[.4] po-
demos utilizar una transformacién de variable, que lleva el intervalo I, = [—1, 1] en el intervalo
I, = [2€, x§] correspondiente al elemento nimero e. La transformacién de variable serd entonces
dada por la funcién z : Iy — I, que puede expresarse en la forma:

En general es de interés utilizar una transformacion simple, tal como una lineal. Esto es:

Z=an+b,
. .%(—61) = IT, x 18 = .Té, (160)
2 2 2
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\

e

T it T

z

>

—O——e————0o—>

1 0 1 7

Figura 1.4: Elemento lineal.

Esta transformacion serd util para realizar todas las integrales en el intervalo [—1, 1]. En el caso
que se defina esta transformacion utilizando las mismas funciones de interpolacién N; y N se dird
que se utiliza un elemento isoparamétrico y se llamardn funciones de forma a N1 y N,. Serd de
utilidad obtener la derivada de la funcién z (Jacobiana del cambio de variable) y de su inversa 7:

_di J—l_@

= = i 1.61
J i’ I (1.61)
Las Ecuaciones[I.5THI.52] (sin considerar en este capitulo la matriz de masa) pueden calcularse de

la forma:

K¢ = / BCB dV = / EQB'B dr = / JoEQB”B dn (1.62)
Qe I Io

F;, = / Nib dV = / ONIb dv = / JoONIb dn (1.63)
Qe I Io

F, = ) F,;=[R{,0,0,0,0,0" +[0,0,0, RS,0,0]" (1.64)
=1

donde J, es el determinante de la matriz Jacobiana (llamado Jacobiano) del cambio de variable
dado por Jy = |J|, en este caso Jy = ¢/2. Utilizando el cambio de variable definido en la Ecua-
ci6én[[.60[en la expresién de las funciones de interpolacién definidas en la Ecuacién[I.54]se obtiene
que:

1— 1+
Ni(n) = Tn Na(n) = Tn (1.65)
y para las derivadas
N N. 1
B=J"' ON: (1) 0 ON: (1) 0 0|=-[-1,0,0,1,0,0]. (1.66)
on on l

Es comiun realizar una interpolacion de la funcién b en el elemento, en particular con la mismas
funciones de interpolacion que se utilizan para el campo de desplazamientos, supongamos entonces
que b.(x) es una fuerza de volumen lineal en el elemento, con lo cual serfa exacto aproximarla
como b.(z) = Ny(z)by + No(x)by = b = Nyb, con

be=[b 00 b 0 0], (1.67)
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por lo tanto la EcuaciénI.63|tiene la expresion:
Fi = | JONIbdy= [ J)QONIN, dnb,. (1.68)
Io Io

Utilizando la expresién de la Ecuacion [I.62]junto con la Ecuacién[I.66]se tiene la expresién de la
matriz de rigidez del elemento K*:

100 -1 00 100 -1 00
000 000 000 000
1 000 000 EQ 000 000
Tp _ — e __
BB=%1 100 100|777 100 100]| @
000 000 000 000
000 000 000 000
donde se supuso que E y €2 no varian a lo largo de la barra.
(1 —n)? 0 0 1—n? 0 0
0 (1—mn)? 0 0 1—n? 0
1 0 0 (1—mn)? 0 0 1—n?
uNu = 1.70
NN 4 1—n? 0 0 (1+n)? 0 0 (1.70)
0 1—n? 0 0 (1+n)? 0
0 0 1—n? 0 0 (1+mn)?
por lo tanto:
200100 by 1
020010 0 0
. WL 002001 0 ) e QU0
Fb—F 10020 0 by S1 bl—b2—b:>Fb—b7 1 (1.71)
01 0020 0 0
00100 2 0 0

Ejercicio 2.1. ;Qué modificaciones se deben realizar a los calculos antes propuestos en caso de
que el drea de la seccion y/o el material de la barra variaran a lo largo de la misma?

Notar que si bien una barra es un elemento unidimensional se consider6 el caso 3D debido a
que las estructuras construidas con barras (reticulados) son 3D y por lo que se verd en las siguientes
secciones son utiles las consideraciones de esta seccidon. Sin embargo, para el estudio de una barra
y/o de elementos estructurales unidimensionales que puedan ser modelados bajo algunas hipotesis
como barras (ej: pilares) es util ver que en el caso 1D los resultados de esta seccion se simplifican
por:

No = [Vi(z) Na(z)], B = [ | } (1.72)
. BQ/ 1 -1 e .
KL_T(—l 1), U_(Ug)’ Fb—b2(1>. (1.73)
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1.3.1. Cambio de coordenadas

Es de interés obtener los desplazamientos nodales en un sistema de coordenadas globales. Para
esto debe realizarse un cambio de coordenadas, entre %, y %; = {e,,, e, €., }. Es preciso utilizar
el concepto de cambio de base:

coordz, (X) =z, (I) 4 coordz (x). (1.74)

Donde [ es la transformacién identidad. La i-ésima columna de la matriz 4, (1), son las coor-
denadas del i-ésimo elemento de la base %, en la base HB,;. Puede ser ttil entonces utilizar el
esquema representado en la siguiente imagen.

(3;207 Y2:, ZQG)

e,
€yo
(Z16, Y165 216)
(o
Figura 1.5: Elemento de barra - cambio de base.
e, — (%26, Y26, 226) — (T16, Y165 Z16) _ (a6 — T16) € + (Y26 — Yia) €y, + (226 — 216) €2
¢ A, A, ) ¢ (1.75)
= Texc + Teyﬁ + Tez(”
Por lo tanto podemos decir que:
coordy, (e,) = W (1.76)

Para el caso de barras las restantes componentes de la base %, son arbitrarias, por tanto podemos
definirlas con la tnica condicién de que dicha base sea ortonormal:

Ay A,
ey - _g_exc+£_eyc+0ez0,
L AxiAz . :vyAyAz .. . . (1.77)
= Oyl " Ol ¢

siendo £ = /A2 + A2+ A2y (,, = /A2 + AZla proyeccion de / en el plano z; = 0. Para lo
anterior se supone que /,, # 0. No necesariamente siempre debe cumplirse que ¢,, # 0, en tal
caso se define

e, =e,., €, =¢e,, € =¢, (1.78)

G*
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Por lo anterior:

SiA2=A2=0
01
2. (I)g =100 1], (1.79)
1 00
en el caso contrario
A, A, ALA,
14 Uyy Uyl
3. (1) g, = = (1.80)
. 14 Cay Lyl
& 0 2y
14 1

Diremos entonces que el vector de desplazamientos generalizados U en las coordenadas globales
y el vector de fuerzas F en las coordenadas globales son:

Us=QU,, F;=QF, (1.81)
donde
B (I)ofz 055 )
= Zh , 1.82
Q ( 0303 2, (1) (182

Q es ortogonal con lo cual Q" = Q™ '. Cabe destacar que para cada elemento debe calcularse un
Q diferente. Con lo anterior se tiene que la expresion en coordenadas globales de la Ecuacién
es:

QK:Q'U; = Fy, + F,, (1.83)
equivalente a:
KiU; =Fy, + Foo. (1.84)

La matriz Q generalmente es cuadrada y cumple ser ortogonal, sin embargo en algunas for-
mulaciones esto puede no ser asi. Como ejemplo de esto puede citarse la formulacion mds simple
para cascaras (elemento plano y elemento de losa) donde en coordenadas locales son 5 grados de
libertad y en coordenadas globales son 6 y por tanto Q no es cuadrad.

1.3.2. Grados de libertad y ensamblaje de matriz de rigidez

Es claro que en coordenadas globales Ug en pincipio tiene 6 valores desconocidos, 3 por cada
nodo del elemento, podemos entonces introducir el concepto de grado de libertad nodal. Diremos,
en el caso de barras, que cada nodo tiene n;, grados de libertad, siendo 7, la dimension que estemos
considerando (3, 2 o 1). Para este caso cada elemento tendra 2 ny, grados de libertad.
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Es importante utilizar entonces el concepto de grado de libertad del elemento para la interpre-
tacion de las matrices Mg, y K¢,. Para la matriz K, diremos que las entradas ij representan una
rigidez que relaciona una fuerza aplicada en el grado de libertad 7 con un desplazamiento en el
grado de libertad ;.

En los casos en que tengamos mas de una barra es atin més importante este concepto debido a
que los grados de libertad nos permitirdn ficilmente obtener la matriz de rigidez y de masa de toda
la estructura.

Supongamos tenemos una estructura como se muestra en la Figura[l.6] La misma esta incluida
en el plano z = 0y por tanto se podria trabajar como un problema plano (serd abordado como un
problema en 3 dimensiones igualmente). Cada nodo tendrd 3 grados de libertad y cada elemento
tendra 6 grados de libertad, los cuales pueden enumerarse a continuacion:

s gdlg, = (1,2,3), gdlog, = (4,5,6) y gdl,og, = (7,8,9)

nod;

mogdl, = (1,2,3,4,56) yedl,. = (4567809

elemy elems

Figura 1.6: 2 elementos de barra.

De forma genérica podrian calcularse los grados de libertad del nodo ¢ como:

Sinp =3=gdl, g = (npi—2,npi—1,npi)
Sing=2=gdly, = (npi—1,npi) (1.85)
Si TLD — 1 :> gdlnodl — TLDZ

Los grados de libertad de un elemento dependen de los grados de libertad de los nodos que se
encuentran en €l y de la orientacion del elemento, supongamos que el nodo inicial del elemento j
es i; y el final es f;, se tiene asi que:

gdlelemj = <gdln0dij ) gdlnodfj > (1 86)

Con la numeracién antes vista se pueden escribir las ecuaciones de rigidez de cada elemento como
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sigue, elemento 1:

Ky
Kiy
Kig
Ky
Ki;
Kig

K Ug =

elemento 2:

KiU; =

1
KIZ

1
K22

1
KZS

1
K25

Ky Ky K
Koy K5y K
Ky G K
K§4 Kiél K
Kz Kis K

UlG
Usg
U3G
Usa
Usg
UGG

Usg
Usg
Uss
U7G
Uso
Ugs

=F.,, (187

—F2.  (1.88)

K112 K113 K114 K115 Kllﬁ 0 0 0 UlG FllG
Ky Ky Ky K3y Ksq o 0 0 Una Fyg
Kjy Ksz Ky K3; K3 o 0 0 Usa Fiq
Ky K3 Ky +Kj Kis+Ki Kig+Kig Ki, K2 Kg Use Fio + Fi
K215 K;S Ké}{) + KES K§5 + K55 KL%() + K56 KZS K§8 KE%S U5G = FE)lG + FE?G (189)
K)o Kis Kig+Kis Ko+ K3 Kg+Kgg Kiy K3y Kg Usc Foo + Fgg

0 0 K3 5 Kg  K# Kiy K Ura FZ,

0 0 Kig K Kis K& Ki K Usa Fg

0 0 K3y K3, Kg Ky K§ Kg Use Fg,

El vector de fuerzas nodales puede traducirse en:

Fo = (Flo Flo Pl Fio 4 Fo B+ Py Bl + B Pl BB T2 (o)

- (RlGuRQGnySGaPJ??_Py7R6G7R7GaR8G7R9(})T7

siendo asi expresado en términos de las reacciones en los apoyos, R;g, y las fuerzas externas sobre
la estructura (el nodo 2 esta apoyado segun e.). Se tiene entonces un sistema de ecuaciones que
se puede representar como K;U; = F. Por lo dicho en la Seccién|l1.2.1] “donde se conocen los
desplazamientos no se conocen las fuerzas de superficie y viceversa”, las entradas 1,2,3,6,7,8 y
9 de Ug deben ser conocidas. En este caso es claro ver que dichas entradas deben ser nulas debidas
al apoyo fijo, con lo cual:
T

Us = (0,0,0,Usg, Uss,0,0,0,0) " . (1.91)
En el sistema de la Ecuacion la matriz K es no invertible, su determinante es nulo, esto
puede verse utilizando las expresiones de las Ecuaciones [I.69]y [1.82] Al imponer las condiciones
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de borde, dadas por la Ecuacion [I.91] se obtiene lo que llamaremos sistema reducido que si es
compatible determinado:

Ki,+ K3, Kijs+Kj; Uws \ _ P, (1.92)
Kis + Ki5 Kjs+ K35 Uss )\ —Dy '
A los grados de libertad 4 y 5 se los llama “grados de libertad libres” y a los restantes “grados de

libertad fijos” o mds genéricamente “grados de libertad conocidos” (podria haber desplazamientos
impuestos diferentes de 0).

Las reacciones se obtienen como

Rig K, K1y

Ry K3 K3

Rso K3 K3 U

Reo | = | Kis+ Kis Ko+ K3 ( o > (1.93)
R7G KZ? K527 e

Rso Kis Kz

Rog K K3

En los cédigos es util separar la matriz de rigidez segin grados de libertad libres y conocidos.
Esto se puede resumir como

_ Klib,lib Klib,con Ulib B th B
KU = < Kcon,lib Kcon,con > < Ucon > o ( F.., ) = F; (1.94)
donde
Kiipin = K(gdl lib, gdl 1ib),  Kyipcon = K(gdl lib, gdl con), (1.95)
Keonsib = K(gdl con, gdl lib), Keoneon = K(gdl con, gdl con), (1.96)

Ui, = U(gdllib), U = U(gdl con), Fy, = F(gdllib), Fe, = F(gdlcon),  (1.97)

siendo “gdl lib” los grados de libertad con desplazamiento libre y “gdl con” los grados de libertad
con desplazamiento conocido. Ky, jip s€ suele llamar “matriz de rigidez reducida”.
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1.3.3. Utilizacion de Octave

si P=10kN, ¢ =1m, £ = 200GPay © = 0.01 m? se tiene que:

Para la realizacion del script en Octave, se deben definir:

A continuacién, a modo de ejemplo, se resolverd una estructura isostdtica de simple resolucién
por diversos métodos. La geometria de la misma se detalla en la Figura las barras 1,2y 3
pertenecen a un tetraedro regular de arista de largo ¢. Todas las barras tienen la misma seccién
uniforme () y estdn constituidas del mismo material de médulo de Young E. En el nodo 3, tnico
con coordenada z diferente de O, se aplica una carga de valor P orientada segin la Figura (1.7
(seglin —e,,).

Figura 1.7: Ejemplo utilizando Octave.

Utilizando el principio del trabajo virtual se puede obtener el desplazamiento vertical del nodo
4 de forma sencilla:

1P
YT 3EQ

v=25x%x10"%m

= materiales,
= geometrias,
m coordenadas de nodos,

m conectividad de elementos.

Materiales: Todas las barras el mismo material

E = 200e9; % 200 GPa = 200000000000 N/m2

o

o

Seccidén: Todas las barras con la misma secciédn
0.01; % 0.01m2
1; % 1m

Coordenadas de los 4 nodos:
X (m) Y (m) Z (m)

segin — e,

segun

_eZ

G*

(1.98)

(1.99)
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Mnod = [ O 0 0;.
L 0 0;

L/2 Lxsqrt (3) /2 0;...

L/2 L/ (2*sgrt(3)) Lsxsgrt(2)/sqrt(3)]1;

% Matriz de conectividad:
Ninicial Nfinal

o

Mconect = [ 1 4; ...
2 4; ...
3 471;

Luego se deben calcular las matrices de giro para cada barra, la matriz de rigidez en coordena-
das globales para cada una de ellas y el posterior ensamblado de las mismas en la matriz de rigidez
global de la estructura. Una estructura de barras de n nodos (en las que se utilicen elementos de 2

nodos) tendrd una matriz de rigidez de tamafio 3n x 3n.

% Definimos el tamafio de la matriz global total KG:
KG = zeros (3%4,3%4);
for elem = 1:3

<

%Nodo inicial y final del elemento
Ni = Mconect (elem,1); Nf = Mconect (elem,?2);

o

% Coordenadas del elemento y largo del mismo

X_elem = [Mnod(Ni,1),Mnod(Nf,1)]; Y elem = [Mnod(Ni,2),Mnod(Nf,2)];
DeltaX = X_elem(2)-X_elem(l); DeltaY = Y_elem(2)-Y_elem(l);

% Grados de libertad del elemento
gdlelem = [3%Ni-2 3xNi-1 3%Ni 3x*Nf-2 3«Nf-1 3xNf];

% se calcula la matriz cambio de base
if 1_xy ==

o

Icb =[0 1 0; 00 1; 1 0 01;
else
Icb = [ DeltaX/1 -DeltaY/1_xy -DeltaXxDeltaz/l_xy/1l;...
DeltaY/1l DeltaX/1l_xy -DeltaY*Deltaz/l_xy/1l;...
Deltaz/1 0 1 xy/11;
end
% Matriz de giro
O = zeros(3,3); % Matriz de ceros de 3x3
Q = [Icb O; ...
O Icb];

o

% Matriz de rigidez del elemento en coordenadas locales:

KLelem = E+xA/1x[ 1 0 0 -1 0 0;...
000 O0O0O0;...
000 O0O0QO0;...
100 10 0;...
000 O0O0QO0;...
000 O0O0O0];

o

KGelem = QxKLelem=*Q’;

% Alocamos la matriz KGelem en el lugar correspondiente en KG

KG (gdlelem,gdlelem) = KG(gdlelem,gdlelem) + KGelem ;

3
S

end

% Matriz de rigidez del elemento en coordenadas globales:

Z_elem

[Mnod (Ni, 3) ,Mnod (Nf, 3)];

Z_elem(2)-Z_elem(1l);
1 = sgrt( DeltaX”2 + Delta¥”"2 + Deltaz”2 ); 1l_xy = sqgrt( DeltaX”"2 + Delta¥"2 );
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En lo anterior se utilizaron las expresiones ya definidas en la Seccién [I.3] A continuacion se
resuelve el sistema lineal en funcién de los “grados de libertad libres” de la estructura.

% Se definen los grados de libertad fijos/conocidos
% Los nodos 1, 2 y 3 estén apoyados por tanto:
gdlfijos = [1 2 3 45 6 7 8 9];

% Los grados de libertad libres son los restantes
gdllibres = [1:3x4];

gdllibres(gdlfijos) = []; % sacamos los fijos

% Matriz reducida:

Kreducida = KG(gdllibres,gdllibres);

% Definimos el vector de fuerzas nodales externas:
F = [0 0 -10000]"; % 10000N en direccidén -e_z
Ulibres = Kreducida\F;

Utotal = zeros(3%4,1); %los desplazamientos conocidos son ceros en este caso
Utotal (gdllibres) = Ulibres;

o

o

Ftotal = KGxUtotal;

o

o

Reacciones en apoyos:
R = Ftotal(gdlfijos); % no hay fuerzas externas aplicadas en los apoyos

Luego de compilar el script en Octave se puede utilizar en la consola el comando Utotal (12)
para obtener el desplazamiento vertical del nodo 4.

octave:22> Utotal (12)
ans = -2.5000e-006

Ejercicio 2.2. Junto con el script presentado en la Seccién[1.3.3]

= utilizando la funcién plot de Octave realice el grafico de la configuracién indeformada y
deformada de la estructura dada por la Figura

= Calcule en el script antes presentado las deformaciones y tensiones de cada barra.

= En caso de que el material de cada barra fuera diferente , ;como modificaria el script? (con-
sidere que el material es uniforme en cada barra).
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1.3.4. Utilizacion de SAP2000

Para realizar el mismo ejemplo que el presentado en la Seccion [I.7] pero en SAP 2000 se
deben realizar pasos similares a los que se hicieron en la programacién anterior. Primeramente se
deben definir los materiales, para esto se debe seleccionar Define—->Materials. ... Luego
seleccionar Add New Material...

EECa -5 Define Materials

Define | Bridge Draw

e Materials. ..
| b aterials Click to:
Section Broperties 4 - :
AN00P 5 Add Mew b aterial Quick. ..
@ Mass Source... ASSZFyED

|
Add Mew batenal... I
Add Copy of Material... I
|
|

Coordinate SystemsGrids. ..

% i -
i Modify/Show Material...

Joint Patterns...
= Delete baterial
Y4 Groups...
Section Cuts... [ Show Advanced Properties

Generalized Displacements. ..

DK
Cancel

Functions 3

0L Load Patterns...

_rTu

Figura 1.8: Definir materiales nuevos.

Material Property Data

General Data
En ]a Figura @ se elige deﬁnir un nuevo Material Mame and Display Calor |Acero .
material. b aterial Type | steel |
Material Notes Modify/Show Notes.. |
En la Figura [[.9] se deben asignar las propie- | | ="M s
. \Wieight per Urit Yolume |7E972.86 MmC =]
dades del/nuevo material. En nues.tro casg las Mass po Uit Volams T
barras serdn de acero y por ese motivo elegimos T ———
Steel como ecuaciOn constitutiva del material. Modus of Elasticiy, £ T
Se define el nombre Acero y se asignan las Paissan's Raio, U E
propiedades que correspondan, en nuestro caso | | Coefficient of Themal Expansion, A MITE0S
solo es necesario definir el médulo de Young. Shear Modulis, G el
Other Properties for Steel Maternials
El color que aparece al lado del nombre definido Hinim.m Yield Stess. £ S
. . tinimum Tensile Stress, Fu ’W
puede modificarse, esto puede ser util de tenerlo - e
en cuenta en caso de tener un problema en el que | | giecive Tensie Shess, Fue T

hayan muchos materiales dado que existen opcio-
nes de visualizacion ttiles al respecto (se verd en

laS Clases praCthﬂS). [ Switch ToAdvanced Property Display

[oc ]

Cancel |

Figura 1.9: Generacién del nuevo material.
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Lo siguiente a definir en SAP es la geometria de la estructura, para esto es preciso saber que
tipos de elementos se utilizaran. En SAP existe el tipo de elemento Frame, el cual serd el que se
utilice para barras, vigas y porticos.

F . S
Define | Bridge Draw Select Assign  Analyze Display Design  Op Froperties Click tor
. fdini: pronens: Impart New Property... |
VE Materials... h‘ﬁ_—) B e MM ad m oxz g ow [
| Section Properties 3 | |'fr‘1 Frame Sections... | aeciaiRiona iy I
0? Mass Source... Tendon Sections... Add Copy of Property. |
Coordinate Systems/Grids. .. Cable Sections... |
T Joint Constraints. .. % AreaSections... |
Joint Patterns... Solid Properties. ..
Y0 Groups... Reinforcement Bar Siges...
Section Cuts... & Link/Support Properties. .. oK Cancel
Generalized Displacements. .. Freguency Dep. Link Props... — |
Add F Section P
Load Patterns... Select Property Type
Frame Section Property Type
jE Load Cases...
Click to Add a Concrete Section
L Load Combinations...
Bridge Loads » D O @ B
Named Views...
Rectangular Circular Fipe Tube
Mamed Property Sets 3
Pushover Parameter Sets 3
MNamed Sets 3 U, f J
Precast| Precast U

Figura 1.10: Definicién de la geometria del elemento.

En la Figura [I.I0] se elige el tipo de ele-
mento al que se le desea definir la geometria
en Define—-->Section Properties——>

Cancel

Frame Sections.

Figura 1.11: Definicién de la geometria.

En la Figura[I.T1] se elige agregar una nueva propiedad con Add New Property, luego se
debe definir el tipo de seccion como se muestra en la Figura[I.T1] Se elige Concrete dado que
para este “material” estd definida la seccidn rectangular. Aqui el tipo de material es importante
unicamente si luego se deseara realizar disefio, no es nuestro caso y por ese motivo no es rele-
vante. Eligiendo la seccion rectangular se tiene la Figura[I.12]donde ademds de indicar el nombre
(Seccion en nuestro caso) se indican las dimensiones de la seccion. Aqui se debe asignar cual
es el material, se habia definido uno llamado Acero. Como se aprecia en la Figura[I.12|hay mds
opciones dentro de esta ventana, en este capitulo no se entrard en detalles sobre ellas.
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Rectangular Section

Section Hame |Seccion
Section Maotes ModifysShow Naotes. .. |
Properties Property bodifiers b aterial
Section Properties. .. | Set Maodifiers. .. | ﬂ A000Psi -
4000P=i
Dimensions AB15GE0
50
Depth [13] o1 i
width (121 o1
Diizplay Color .
Concrete Reinforcement... |
Ok | Cancel |

Figura 1.12: Definicién de la nueva geometria.

Luego de definidos los materiales y geometria se debe realizar el esquema de la estructura, lo
que anteriormente fue definir coordenadas de nodos y conectividad. A diferencia de lo realizado en
Octave en SAP2000 se tiene una interfaz grafica mas “amigable” pudiendo dibujar la estructura.
En este caso se definird nodo a nodo utilizando una funcién llamada Special Joint.

. Al

D HBE o 7 &

Edit View Define Bridge Draw Select  Assi

» D PP A

?j‘{: File Edit “ew Define Bridge Draw Select Assigr

D B o« 7§ & » D 282
B
[=] z
_DEIN Spedal Joint i i
h Grid Paitt
» Properties of Object X "
|| Difset = 0,
|| Dffsetr 1] Properties of Object
& I|fosetZ 0. T
O DOffset ¥ 05
. |l Ciezet v 0.866025404]
. _ Offset 2 0.
Figura 1.13: Dibujar nodos en SAP2000. Y Il -
Al

Figura 1.14: Definicién de todos los nodos de la estructura.

En la figuras anteriores (1.13]y[I.14) se definen todos los nodos utilizando el snap a la grilla.
Notar aqui que las coordenadas que en Octave se ingresaron como sgrt (3) (lo equivalente a
\/3) no es posible mediante esta interfaz en SAP2000.

Antes de realizar la conectividad puede ser interesante mencionar algunos aspectos de la visua-
lizacién de SAP. Existen muchas variables para tener una visualizacion adecuada de la estructura,
en nuestro caso puede (dado que es un ejemplo académico y sencillo) ser interesante visualizar los
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nimeros de nodo (joint label), nimero de barra (frame label)y tal vez no ver los ejes x,
y y z. Paralo anterior es ttil la Figura[T.T3] donde se quitan los ejes desde View——>Show Axes
y se agregan los numeros de nodos desde Set Display Options... tildando la opcién
labels dentro de la columna referida a Joints.

View |geﬁr|e Bridge Draw Select Assign  Analyz

Set 3D View...

Set 2D View...

2

Set Limits. ..

Set Display Options...
Rubber Band Zoom
Restore Full View
Previous Zoom

Zoom In One Step
Zoom Qut One Step

AR CRORCRMOR N

Fg
ES

Pan

Show Grid

u Show Axes

|

Invert View Selection

% Show Al

Refresh Window

Refresh View

Help

S

LA El RN oW X = R

Set Display Options...

Display Options For Active Window

Joints

W Labels

¥ Restraints
¥  Springs

I Local Axes
[ Invisible

[~ NotinView

Areas

=171 717

Frames/Cables/T endons General Wiew by Colors of

r [~ Shiink Objects = Objects

r [~ Extrude View " Sections

r [~ Fill Objects " Materials

r ¥ Show Edges (" Caolor Printer

r [v Show Ref Lines ™ ‘white Backaround, Black Objects
r — " Selected Groups

r

Solids Links Miscellaneous

r N [ Show Analpsis Model [If Available)
r V_ [ Show Jaints Only For Objects In View
r r

r In

[~ Apply to Al windows

Cancel

Figura 1.15: Definicién de parte de la visualizacién.

En la Figura[I.T3]no se puede setear para ver los nimeros de los elementos debido a que atin

no se han dibujado.

Para dibujar los elementos se utiliza
Draw Frame/Cable Element.

Es importante controlar que la venta-
na Properties of Object tenga
los datos que nosotros deseamos, ver
Figura En este caso simplemente
interesa que la seccion sea la definida
anteriormente, ver Figura [I.12] Luego
se dibujan los elementos utilizando el

snap del programa.

"En impresién en blanco y negro la Figu-
ra[T.16] puede no verse correctamente debido a

que las barras son amarillas.

o

Lo

P — i
Line Object Type Straight Frame
Section Seccion
Moment Releases Continuous
2 Plane Offset Mormal a
Dirawing Control Type Mone <space bar»

]

Figura 1.16: Dibujo de elementos.
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Una vez dibujados los elementos se deben asignar restricciones (condiciones en desplazamien-
to) y cargas aplicadas en la estructura. Para los desplazamientos se seleccionan los nodos que
tengan restricciones, en este caso son los nodos 1, 2 y 3. A continuacién se utiliza la opcién
Assign-->Joint-->Restraints, ver Figura[l.I7] Seguidamente se debe indicar que gra-
dos de libertad, en coordenadas locale{], son los que se restringen, en nuestro caso son los 3
desplazamientos (no giros) llamadas Translation en SAP, ver Figura[[.1§]

Assign | Apalyze Display Design Options Tools Help
[ ot o[[3x mestraints.. | 4
Consfraints...
Tny SPrings...
@
+  Masses...
Local Axes...
=k Panel Zones...
Merge Mumber...
Joint Loads 3
Restraints inJoint Local Directions
4 W Tianslation 1 [~ Rotation about 1
Joint Patterns...
v Tianslation 2 [~ Rotation about 2
“q Assign to Group... W Tianslation 3 [~ Rotation about 3
Fast Restraints
Clear Display of Assigns LTlIAlz] e
Copy Assigns
Cancel
Figura 1.17: Asignar restricciones en SAP2000. Figura 1.18: Asignar restricciones en nodos.

Para las figuras anteriores se indicé que la visualizacién sea segtn el color asignado a las
secciones, para esto se utilizé la opciéon Sections de la columna View by Color of, ver
Figura [[.15] previamente a la seccion definida se le habia asignado el color rojo. Por defecto el
color de los Frames de SAP es amarillo (opcién Objects). Dentro de la columna de visualiza-
cion View by Color of se tiene la opcion Materials que puede ser util en caso de tener
muchos materiales en la estructura.

Posterior a asignar las restricciones deben asignarse las cargas en la estructura. Para definir car-
gas existe mds de una opcion, dependiendo de la experiencia del usuario, complejidad del proyecto,
etc. el usuario puede elegir una u otra. Aqui a modo de ejemplo se introducirdn cargas utilizando
los load pattern. Utilizando Define-->Load Patterns se obtiene lo que se puede ver
en la Figura[[.19] En esta nueva ventana se debe definir un nuevo Load Pattern, es importante
aqui tener en cuenta de setearen 0 el Self Wight Multiplier sino en este estado de carga
se considerard el peso propio (y no esta en estudio en este caso). Puede ser importante en caso
de disefio (o para seleccionar el mismo tipo de carga) seleccionar el Type adecuado de carga que
estemos ingresando. En proximos capitulos se introducira el concepto de 1oad cas

'Por defecto las coordenadas locales de nodos coinciden con las coordenadas globales de la estructura.

ZPor més detalles ver load pattern:https://wiki.csiamerica.com/display/kb/Load+pattern,
load caseihttps://wiki.csiamerica.com/display/kb/Load+case
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Define Load Patterns

Load Patterns Click To:
Self Weight Auto Lateral
Load Pattern Mame Type Multiplier Load Pattern
|Carga DEAD j o J Modify Load Pattern |
DEAD DEAD 1 |
[~
Delete Load Pattern |
=
Show Load Pattem Mates... |
()8
Cancel

Figura 1.19: Definicién de load pattern.

Una vez que se han definido los tipos de carga resta simplemente seleccionar los nodos en
los que deseemos agregar las cargas puntuales (estamos trabajando reticulados con cargas en los
nodos). Para esto se selecciona el nodo en el que se aplicara la carga (en este caso el 4) y luego se
utiliza Assign-->Joint Loads-—->Forces. . ., ver Figura[l.20]

Draw Select | Assign | Analyze Display Design Opfions Tools Help
» DD Joint g 4 B T3 g Il i

-

-

Joint Loads Forces...

+
(]
Iu Displacements. ..

Yehide Response Components. ..

Joint Patterns...

¥4 Assign to Group...

Clear Display of Assigns

Copy Assigns

Figura 1.20: Asignar cargas puntuales.

Luego de realizado lo anterior se despliega una ventana como la que se ve en la Figura[.21] En
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esta ventana se debe asignar el Load patterny la fuerza que actia sobre el nodo seleccionado
(en este caso se selecciono un sistema de coordenadas globales).

5
% Load Pattern Mame Uniitz
==
& + | - [Wom.© =l
Loads Coordinate System
0
Force Global % |GLDEAL ﬂ
Force Global v 0.
T Optiors
F Global 2 B .
el " Add to Existing Loads
Miorment about Global = 0. f» Replace Existing Loads
-
Moment about Global v 0. " Delete Existing Loads
Moment about Global 2 0. ,TI Carcel

Figura 1.21: Cargas puntuales en ejes globales.

Algo importante de esta ventana, sobre todo si se desea modificar la carga, es el cuadro indicado
como Options. En este cuadro se indica que se remplazaran las cargas existentes, esto quiere
decir que si en ese nodo habia cargas aplicadas (con ese 1oad patter) se remplazaran.

Hasta aqui hemos trabajado con el elemento Frame pero este elemento no representa correc-
tamente el comportamiento de barras dado que no considera momento cero en los extremos. Para
esto deben asignarse releases a los elementos.

Se tiene entonces Assig-—>Frame-—->Releases/Partial Fixity para obtener la
ventana que se ve en la Figura [[.22] Para estructuras reticuladas se deben asignar los releases
que aqui se muestran.

w0002, 6@

Assign Frame Releases
Frame Relzases
Release Frame Partial Fixity Springs
Stat  End Start End
Aial Load rr
o = Shear Force 2 (Major] [ {31
Shear Force 3 (Minor) [~ T
Torsion T ]
Morment 22 [Minor) v I~ a a
o Morment 33 (Major) v I~ a a
[~ MNoReleases Uitz |M,m, C =
Y 2
A A Cacsl

Figura 1.22: Asignar releases en las barras.

Material en revision, enviar errores y sugerencias al Foro de errores y sugerencias de EVA de MCACE


https://eva.fing.edu.uy/mod/forum/view.php?id=40874

34 1. Elemento de barra

Al asignar los releases a las barras aparecerdn como se ve en la Figura [1.22] Para que
las barras se vean sin los releases bien se puede mostrar la estructura indeformada desde
Display—-—>Show Undeformed Shape o hacer un refresh window (icono con forma
de lapiz al lado del candado 6 View-->Refresh Window). Realizados los releases resta
solo hacer el andlisis de la estructura, para esto previamente se deben setear algunos pardimetros. En
la Figura [[.23]se realiz6 Analyze-->Set Analysis Options.. ., luego en las opciones
de andlisis se quitaron los giros RX, RY, RZ dado que no corresponden para estructuras reticula-
daﬂ Luegoen Solver Options... seeligeel Standar Solver que mostrard errores en
caso de que existan.

Analysis Options
Available DOFs
raatyze [t e O e MUx U Uz T RX T RY [ RZ 18 Equation Solver Options EBEX
‘ Set Analysis Options... | 8 5
P Solver Dptions Analysiz Process Optiong
ast £ o
Sl @ Slandard Solver ® o
Set Load Cases to Run... Space Frame  Flane Frame Flane Grid Space Truss  Advanced Solver ° GUI Process
b Run Analysis Cancel " Multithreaded Solver " Separate Process
:’) Model-Alive™ Other Options
- [ #hways Run Analysis as 32-bit. Even on B4-bit Machines
Salver Dptions...
#Z Plane A Plane
Tabular File I—
[T Automatically save Microsoft Access or Excel tabular file after analysis
| Carcel

Figura 1.23: Seteo de pardmetros para el andlisis.

Seteados estos pardmetros se ejecuta el programa mediante Run Analysis generando la
ventana que se ve en la Figura [[.24] En la ventana de los estados de carga a correr se quitan
(para este ejemplo) el DEAD y el MODAL dejando unicamente el definido anteriormenteﬂ Se tildo
Always Show para que se muestre el proceso de andlisis, ver Figura [[.25]

Bridge Draw  Select Assign Set Load Cases to Run
¥
d % II‘D @@E@ Click ta:
Case Name Type Status Action
Run Analysis p Clatic
Carga Linear Static Mat Bun ;
Fun/Do Mot Run Al
Delete All Results
Show Load Case Tree...
Analyziz Monitor Options ™ ModelAlive
(s Always Show Run Now
" Mewer Show
™ Show After seconds oK. Carad]

Figura 1.24: Ejecucidn del programa.

'En caso de no quitarlos pueden aparecer advertencias de errores numéricos en la salida de SAP.

ZNotar que dice Set Load Cases to Run. Previamente se habia definido un load patternl no un load case, sin
embargo aparece el load case “Carga”, esto es porque al definir un load patter SAP genera un load case idéntico
automdticamente. Mds adelante en el curso se profundizard sobre la utilizacién de uno, otro o ambos.
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Una vez resuelto el problema se puede obtener la estructura deformada y el diagrama de directa
mediante los siguientes pasos:

» Display—-->Show Deformed Shape: Estructura deformada.
» Display—-—->Show Forces/Stresses: Diagrama de directa.

los resultados se pueden observar en la Figura[1.26]

BEGIN ANALY SIS 2015/,07,/,29 1Z2:18:58

REUNNING ANALYSIS WITHIN THE =UI PROCESS
US5ING THE STANDARD SCOLVER (PROVIDES COMPLETE INSTABILITY INFOEMATION)

ELEMENT FORMATION 12:-18:58

LINEAR EQUATIOCN SOCLUTION 12:-18:58

FOEMING STIFFNESS AT ZERD (UNSTRESSED) INITIAL CONDITIONS

TOTATL. NUMBER OF EQUILIBRIUM EQUATIONS = 2

APPROXIMATE "EFFECTIVE" BAND WILDTH = 2

NUMBER OF EQUATICN STORACE BLOCES = 1

MRXTMUM BLOCE SIZE (B8-BYTE TEEMS) = 2

SIZE OF STIFFNESS FILE(S) (BYTES) = 76 B

NUMBER OF EQUATICHNS TO SOLVE = ]

NUMEBER OF EIGENVALUES BELOW SHIFT = a

LINEAR STATTIC ChSES 12:-18:58
USING STIFFNESS AT ZERD (UMSTRESSED) INITIAL COMNDITICHS

TOTAT. NUMBER OF CASES TO SOLVE = 1

NUMBER OF CRSES TO SOLVE PER BLOCE = 1

LINEAR STATIC CASES TO BE SOLVED:

CASE: CARGR

ANALYSTIS COMPLETE 2015/,07/259 12:18:58

Figura 1.25: Proceso de anélisis.
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PrOb} 4
Pt Elrm; 4 4
Ui=0
2= 2481E15
U3 = - 0000025
Ri-0
R2- 0
RI= 0

-
-4082.452303

Figura 1.26: Estructura deformada y diagrama de directa.

La salida de texto se puede obtener por ejemplo seleccionando los nodos y luego utilizando
Display-->Show Tables obteniendo asi la Figura[[.27]

=[] MODEL DEFINITION [0 of 49 tables selected) ez P <1 O]

#-00 Property Definitions 1 of 2 Selected
#-0 Load Pattern Definitions
%0 Other Definitions oad Cases (Results)

# 0 Load Case Definitions Select Load Patterns
#-0 Bridge Data
#-0 Connectivity Data
#-[0 Joint Assignments
#-0 Frame Assignments
#-0 Dptions/Preferences Data
# [ Miscellaneous Data
=B AMALYSIS RESULTS (2 of 8 tables selected) @]
=& Joint Dutput Cancel EBE LD
& [ Displacements Q ow Unformatted
B Table: Jaint Displacements
=B Reactionz
B Table: Joint Reactions
#-0 Joint Masses M
#-0 Element Dutput
#-0 Structure Dutput

lect Load Cases...

Selected

fif/Show Options...

DEAD

Select

Sets

Save Mamed Set...

Table Formats File Current Table Formats File: Program Default

Figura 1.27: Salida del programa en texto.
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En la Figura [I.27) se selecciona el Load Pattern para el que se desea ver los resultados.
También se selecciono la salida del programa para ver desplazamientos y reacciones nodales. Lue-
go de clickear en OK se obtiene la Figura[[.28]

Joint Displacements.

File View Format-Filter-Sort Options
Units: As Noted |JoimtDispIacememts j
Joint OutputCase | CaseType [T}
Text Text Text m m m Radians Radians Radians
» 1 Carga LinStatic 0 0 0 1] 1] 1]
2 Carga LinStatic 1] 1] 0 a 1] a
3 Carga LinStatic: 1] 1] 0 1] 1] 1]
4 Caiga LinStatic 1] 2431E15|  -0.0000025 1] 1] 1]
Record: | 4] 4] 1| M| o4 Add Tables... | Dore |

Figura 1.28: Tablas de salida.

En la figura anterior se muestran las tablas de desplazamientos nodales y de reacciones nodales,

pudiéndose seleccionar una u otra. En la Figura[I.29]se muestra como exportar las tablas a Excel,
donde luego se podra trabajar con ellas de forma usual.

Joint Displacements.

72N view Format-Filter-Sort Options
Export Current Table 3
Display Current Table 3
Print Current Table as Text File
U] u2 u3 R1 R2 A3
Export All Tables 3 i m m Hadians Hadians Radians
Digplay All Tables ¥ To Access | 0 o 0 0 0
Print All Tables as Text File 0 0 0 0 0
a 0 0 1] 0 1]
Save Current Table Format to Table Formats File 0 2481E-15)  -0.0000025 1} 0 0

Save All Table Formats to Table Formats File

Apply Format from File to Current Table
Apply Formats from File to All Tables

Add Tables
Remove Current Table

Close Form

Recard: mn

T[] ofs

AddTables.. | [ Done |

Figura 1.29: Salida del programa en excel.
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1.4. Elemento finito de barra de tres nodos

Imaginemos el problema de la Figura [I.3] pero que a diferencia de lo presentado en la Sec-
cién buscamos una interpolacién cuadratica del campo Es intuitivo imaginar que utiliza-
remos entonces polinomios de interpolacién NV; cuadraticos, he aqui que no es suficiente con las
condiciones que se impusieron para obtener la Ecuacion dado que cada una de las funciones
serd de la forma:

Ni(z) = a;2° + bz + ¢ (1.100)

Se necesita incluir un nuevo nodo en el elemento, de forma de imponer tres condiciones para
cada funcién de interpolacién y por tanto la necesidad de tres funciones de interpolacion. Es usual
utilizar como tercer nodo al punto medio de la barra, aunque esto no es necesario.

No en tanto se utilizard el mismo cambio de variable definido en la Ecuacion por lo que
en este caso no hablaremos de funciones de forma para referirnos a /V,.

Ejercicio 2.3. Demostrar que las funciones de interpolacién para el elemento finito de barra de tres
nodos, con el tercer nodo siendo el punto medio de la barra, en funcién de 7 (ver Figura[I.4)) son:

(n+1)n

5 (1.101)

M) =T ) =@ +1) Nl =

Notar que para el caso de elementos de barra de dos nodos la cantidad de elementos no influye
directamente en el tamafio de la matriz de rigidez, sin embargo en el caso de elementos de barra
de tres nodos si.

Ejercicio 2.4. ;Cudl es el tamafio de una matriz de rigidez de una estructura reticulada con n nodos
(sin contar los intermedios, n es la cantidad de articulaciones) y e elementos utilizando elementos
de barra de tres nodos? ;y de cuatro nodos por barra?. Resolver para el caso 1D.

Para el caso de elementos de barra de tres nodos el ensamblaje de la matriz de rigidez de toda
la estructura es conceptualemente igual al ejemplificado en la Seccion[[.3.2]

Ejercicio 2.5. Obtener la matriz de rigidez para el elemento de 3 nodos 1D. ;Como deberia ser la
matriz en los casos 2D y 3D? ;Cémo debe ser modificada la matriz de giro Q para el caso de 3
nodos?.

IPuede ser de utilidad cuando existen fuerzas de volumen a modo de obtener una solucién exacta de la ecuacién
de Navier, ver|Canelas|[2015]].
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Solucion de ejercicios propuestos en Tema 2

Ejercicio 2.1 En caso que la seccién de la barra o el material no fueran uniformes en la barra,
esto es Q(x) y E(z), se debe tener en cuenta esta variacion al calcular las integrales definidas en
las Ecuaciones (I.62[1.63). Es claro que si el dominio de integracién es I, se deberd obtener la
seccion y el material en funcién de 7). En el caso de barras de dos nodos se tiene que B es uniforme
por tanto la matriz de rigidez del elemento queda:

(1.102)

o O O O O O
o OO O oo
S O = O O

S OO o oo
S OO o o o

Ejercicio 2.2
= Utilizar el comando help plot en Octave para obtener ayuda sobre como utilizarlo.

= Para obtener las deformaciones de cada barra primeramente se deben obtener los desplaza-
mientos nodales de cada elemento en coordenadas locales U¢ = Q" U¢, para luego obtener
la deformacién del elemento utilizando e* = B“U; y las tensiones con o = Ce®.

= Si el material de cada barra fuera diferente se puede por ejemplo generar un vector de moé-
dulos de Young y dentro del for del ensamblaje de la matriz de rigidez utilizar la i-ésima
columna (por ejemplo E (elem)).

Ejercicio 2.3 Cada funcién de interpolacion es de la forma N;(n) = an?+bn+cy debe verificar
que

1sii=j
Ni(n;) = , (1.103)
0sii#j
luego utilizando que 7, = —1,772 = 0y 73 = 1 se obtienen las funciones de interpolacién. Se

puede también utilizar la interpolacién de Lagrange donde se tiene que

k=3
Ny = [ =™, (1.104)
k=1,k4i Ni Mk
debe verificarse también que
=3
> Ni(p) =1 vn. (1.105)
i=1
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Ejercicio 2.4 En el caso 1D es simple ver que se debe agregar 1 grado de libertad por cada nodo
que se agregue a los elementos. Por tanto en el caso de 3 nodos 1D se tendrd que la matriz de
rigidez local de cada elemento es de 3 X 3. Luego en la matriz de toda la estructrura serdan 1 X n
grados de libertad (por los nodos extremos de cada elemento, como en el caso de 2 nodos) mas los
grados de libertad que se agregan por el nodo intermedio, siendo 1 mds por cada elemento e, por
tanto se tiene que hay 1 X n+ 1 X e grados de libertad en el caso de 3 nodos. Con lo cual el tamafo
de la matriz de rigidez es (1 x n+ 1 x e) x (I x n+ 1 X e). Se nota claramente la influencia de
la cantidad de elementos en el tamafio de la matriz de rigidez, lo cual con dos nodos no sucede.

El caso de 2 nodos intermedios, 4 nodos por elemento, tiene un razonamiento similar al anterior.
Se concluye entonces que el tamafo es (1 x n+2 x e) X (1 x n+ 2 x e). En el caso de tener m
nodos intermedios (m + 2 en total) por barra, se tiene que la matriz de rigidez es de tamano
(Ixn+mxe)x(lxn+mxe).

Ejercicio 2.5 A partir de las funciones de forma obtenidas en el Ejercicio 2.3 se puede obtener
la matriz de derivadas B y a partir de la definicion de la matriz de rigidez se tiene

(2n —1)? 4n? — 1
L p(2n—1
1 1 n(2n —1) 1
K= [ B'CBdV = 27 —n(2n —1) 4m -n(2n+1) | dn. (1.106)
Qe
-1
4n? —1 (2n+1)?
—n(2 1 AN
: n(2n+1) 1
por tanto
7 =8 1
EQ1
Ki = 75 —8 16 —8 . (1107)
1 -8 7

Para el caso 2D y 3D puede haber més de una forma de resolverlo. Los nodos extremos de la
barra deben tener las 3 componentes de desplazamiento dado que para poder hacer el ensamble de
la matriz de la estructura se utiliza la compatibilidad en los nodos extremos, sin embargo el nodo
intermedio no participard estrictamente en el ensamblado (si bien aparecen términos en la matriz
de rigidez, Ejercicio 2.4, no se realiza compatibilidad en este nodo). Por tanto para el caso 3D se
tiene que

700 -8 100
000 0O 00O
EQ 1 000 O 000 2. (1) g, O3x1 Osx3
Ki=—=| 80016 800 yQ= 013 1 013 (1.108)
100 -8 700 035 O3x1 . (1)y
000 0O 00O
000 0O 00O
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con lo anterior el grado de libertad asociado al nodo intermedio no se “rota” entonces al resolver
el sistema en coordenadas globales se obtendran los desplazamientos de los nodos en coordenadas
globales y el del nodo intermedio en coordenadas locales (segtn el eje de la barra).
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