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1. Introduccion

En el siguiente texto se comentardn tipos de parametrizacion para segmentos rectos y para arcos de
circunferencia. Se ilustrardn ejemplos para ambos tipos.

2. Parametrizacion con razén (m) y n° de elementos (N)

Se realizard la parametrizacién de un segmento recto de longitud 1 como se muestra en la figura [I}
Llamaremos “tamafo” de un elemento al segmento que ocupa este dentro del segmento unitario. El tamaiio
del primer elemento de la parametrizacion serd X, el siguiente X - m, y el n-esimo elemento tendra de
tamafio X - m”™~! donde m es la razén con la que se relaciona un elemento con el siguiente y N es la
cantidad de elementos.

¥ X X ¥ ¥ X Sgmento dividido en elementos
2 N-1
| X | X*m | X=m | EEEmEmsEE X=m | Tamafio de cada elemento
1
I | Longltud total del segmento
Figura 1: Divisién en segmentos del segmento unitario
N-1
Se tiene que la logitud total del elementoes: 1 = X + X -m+ X -m?+ ..+ X -mV 1 =X . Z m'
i=0
N-1 1—mN )
) .. . i ) —— ,si m#1
Se tiene entonces la siguiente suma finita: Z m = 1—m y por lo tanto se pue-
i=0 N ,si o m=1
1—m )
s om# 1

de obtener que: X = { 1—mnN (recordando que es un segmento unitario).

1/N siom=1

Se analizard primero el caso en que m # 1 en el que se tiene que la posicién de cada punto marcado

1 —md
en la ﬁguraes: n(j) =X - N m donde j € (0, N).
m

N 1M 1@ @) n(n-1) n(N)

Figura 2: Posicién de cada elemento.

Como j toma niimeros enteros se impone que j(f) = a + b - t donde ¢ toma valores reales ¢ € [0, 1].
Debe verificarse lo siguiente:

=0 Cuando en t=0=a=0
j=N Cuando en t=1=b=N

Con lo anterior se obtiene la siguiente expresion:j(t) = N - t.



X , X , 1 :
Con lo cual n(j) = T (1—m?) = T (1 — eloatm)i) = . < (1 —€l9tm)7) y por lo tanto
—-m —-m —-m
se obtiene que:
1 L(m)-N-t 1 .
W@%Zl_nw(l—e ) con te€ 0:5 1), si m#1 (1)

Para el caso en que m = 1 se tiene que todos los elementos tienen el mismo tamafio y por tanto se puede
dividir el segmento unitario en un cierto tamafio “estandar”, como ser por ejemplo el tamafio del primer
elemento. Es por este caso y por una mayor practicidad que es conveniente escribir la parametrizacion en
terminos de “tamafios de elementos” (el primer elemento y el dltimo).

3. Parametrizacion en funcion del primer y Gltimo elemento

1—m )
El tamafio del primer elemento ya fue calculado: X =< 1 —mN siom#1 .
1/N s om=1
1—m
N—1 .
Llamando L al tamafio del dltimo elemento se tiene que L = m {1 —mb 1 st m7 1
1/N 81 om =
o » N 1—m"
Se analizard primeramente la expresién para m # 1, n(j) = y por lo tanto L = —
1—mN 1—mN
1 — mel 1— mel
—— = 1 — ———, multiplicando a ambos lados de la expresion por m se tiene L - m = m +
1N— mN z\} —mN
— —14+1—
W’L_—]TVI’L =m+ m - —; ~ m_ m — 1+ X y con lo anterior se puede despejar la razén m en funcién

del primer (X)) y dltimo tamafio (L):

1-X
m=——-
1-L

Con lo anterior se puede obtener a partir del tamafio inicial y el final la razén que los relaciona. A
continuacion se debe obtener la expresion para la cantidad de elementos (/V). Se puede ver por la primer
expresionde X y Lque L = m™ 1. X = % = m™~1, tomando logaritmos de ambos lados se tiene que
log (&
log (£) =log(m)- (N —1)= N =1+ logg((n)fa)
de elementos puede devolver valores no enteros y por lo tanto no seria correcto, es por eso que se debe
tomar la parte entera del resultado anterior; también debe ser necesario que dicho valor sea mayor o igual a

1, por lo tanto:
l L
log(m)

Debido a que N es un niimero aproximadero al recalcular X y L no necesariamente se deben obtener
los resultados iniciales, pero si valores proximos a ellos.

Con los valores de la razén (m) y el nimero de elementos (V) utilizando la ecuacién (1)) de la seccion
anterior se obtine la parametrizacion en funcién de los tamafios iniciales y finales.

~—

. Cabe destacar que la expresion anterior para la cantidad

N = max {1, parte entera




Para el caso en que m = 1 (mismo tamafo inicial que final) se tiene que la cantidad de elementos es
igual a:

1
N = 1 t t -
max{ , parte entera {X}}

1
n(t) =t con tE(O:N:l), sio m=1

Claro es que en ambos casos debe tenerse que: 0 < X < 1y 0 < L < 1, dado que el total del segmento
es 1.

Debe aclararse que por “parte” entera nos referimos a la parte entera mds proxima al valor, con lo cual:
parteentera[l,1 1,5 1,9]=[1 2 2]|.Enelcddigo se utilizaré la funcién round.

4. Segmentos rectos

A continuacién se mostrard como paramatetrizar un segmento recto genérico.

y [\

Yo+ -}

b f et

Figura 3: Posicion de cada elemento.

Se tiene que: x(t) = @1 - N1(t) +x2- No(t) y y(t) = y1 - N1(t) + o2 - Na(t), en nuestro caso n(t) € [0, 1]
con lo cual se tiene que: Ni(t) = 1 — n(t) y Na(t) = n(t). Con lo cual las ecuaciénes para parametrizar un
segmento recto de foma genérica es:

o(t) = o1 [1 = n(t)] + 22 - [n(1)] y(t) =y - [L =n(®)] +y2 - [n(t)] 2)



5. Arcos de circunferencia

En arcos de circunferencia la variable a parametrizar es 6 dado que el radio R es fijo

y A

Figura 4: Posicion de cada elemento.
Se tiene que: z(t) = R - cos (0 - Ni(t) +62- No(t)) y y(t) = R -sen(0; - Ni(t) + 62 - No(t)), en

nuestro caso 7(t) € [0, 1] con lo cual se tiene que: Ny(t) = 1 — n(t) y Na(t) = n(t). Con lo cual las
ecuaciones para parametrizar un segmento recto de foma genérica es:

2(t) = R - cos (61 - [1 = n(t)] + b2 - [n(1)]) y(t) = R-sen (61 - [L —n(t)] + 62 -[n(@)])  B)



6. Codigo ingresando tamaiio inicial y final

En lo que sigue se muestra un c6digo para obtener las ecuaciones antes mostradas en funcion del tamafio
inicial (dx1) y el tamafo final (dx2), donde se supone que los valores seran mayores a cero.

Para el caso de elementos con tamafio variable (m~=1) el programa devuelve los pardmetros A, B, m y
N. Siendo A y B los definidos a continuacion.

1
n(t)=A(1—-e"") con te(():ﬁzl), siom#1

Para el caso de elementos con tamafo constante (m = 1) el programa devuelve solamente la cantidad de
elementos (N) debido a que la expresion es simplmente.

1
n(t) =t con tE(O:Nﬂ), sio m=1

El siguiente cédigo es un script de Octave.

$Cébdigo para obtener la funcidén \eta(t) de parametrizacidén en funcidn
%del tamafo inicial y el tamafo final de los elementos.

clc
dxl = 0.3; $Tamafio del primer elemento 0<dxl<=1
dx2 = 0.01; $Tamafio del segundo elemento 0<dx2<=1
if (dx1>=1) || (dx2>=1)
error ('Mal ingresado los parédmetros’)
end
m = (1-dx1)/(1-dx2); %$Calculo de la razdén m
if (m~=1) %$Caso con tamaflo de elementos variables
N = round (1l + log(dx2/dx1l)/log(m));
N = max (1,N); %$Cantidad de elementos
B = log(m)* (N);
A = 1/(l-exp(B));
t = 0:1/N:1;
x = Ax (l-exp (B*t)); $Funcidén \eta(t)
disp(’eta(t)=Ax(l-exp(B*xt))’);
A
B
m
N
else %$Caso con tamano de elementos constante
N = round(1/dx1l);
N = max (1,N); %$Cantidad de elementos
t = 0:1/N:1;
X = t; $Funcidén \eta (t)
disp(’eta(t)=t’)
N
end
plot (x,0*x,’0"); %$Grafico para visualizar la parametrizacidn



7. Ejemplo utilizando FreeFem++

AR R-sin(45°)

2R.cos(45°)
Figura 5: Ejercicio a parametrizar y resolver en FreeFem++

Para el ejericio anterior en principio seria necesario unicamente plantear 5 “borders”, sin embargo, co-
mo existe una carga aplicada es necesario para poder incluirla en el problema de FreeFem++ definir un
border extra donde distribuir dicha carga, con lo cual pasarian a ser 7 “borders”.

A continuacidn se utilizard la siguiente notacion: dx1; representara el tamafio real del primer elemento

(1344

para el borde “i”, y dx1_ 1 representard el tamafio por unidad de longitud del primer elemento para el borde

(13444

1

border a El border (a) lo definiremos en la base de la chapa mostrada en la figura, para la parametri-
zacion de dicho border en principio parece razonable utilizar inicamnte todos elementos constantes, con lo
cual m, = 1, el tamaiio de todos los elementos se tomara del orden de dx1_a=1/60 (recordemos se toma
como segmento unitario).

1
dxl_a=X,= 50 N, = max {1, parte entera [60]} = 60

(1) =t refo: L1
.(t) =t con s
L 60

Se tiene entonces que:

-[ﬂ:\/iz-z-zs—E Yo(t) = —R-1—t] —R-[t] = —R

To(t) = ——-[1—t] +

Sl =
Sl =



border b El border (b) lo definiremos como el lado vertical donde esta aplicada la carga triangular,
para la parametrizacion de dicho border tomaremos que el tamafio del primer elemento tiene que ser igual
al tamafio del dltimo elemento border (a) (dxl, = dz2, = dx1, = X,), luego no es necesario que todos
los elementos sean del mismo tamaiio en todo el borde con lo cual se podria tomar dx2_b+# dx1_b, con-
sideremos entonces que dx2_b=1/10= L; nuevamente (la decima parte del borde, recordemos se toma
como segmento unitario).

dx2, es la decima parte de un segmento que tiene largo /2 R con lo cual si queremos que dz2, = dz1,
V2 R R+ R-sin(45°)

60 k
dxl, V2 R 1

longitud debemos i dx1_b = _ _ _x
ORI CEDETOn TR =2 = R¥ R-sin(45°) ~ 60[R+ R -sm(45°)]  30(va+1)

Utilizando el cédigo antes mencionado se obtiene:

debemo buscar £ tal que: dz2, = = dz1,, para poder ver dz1, por unidad de

eta (t)=Ax (1l-exp (Bxt))

A=-0.13899

B=2.1035

m=1.0958

N=23

Se realizara para este caso el cidlculo de forma manual, como forma de verificacion.

1
1= —
1-X 30 (V2+1) 2 V2
- b _ (V2+1) _29430-v2 ) oc
1— L, 1—1/10 27 (V2 +1)
()
log X
Ny =max ¢ 1, parte entera |1+ — b
log(me)
log (3(vV2+1)) 1,9800
N, = 1 1 ~ 1 14—
b max , parte entera + max { , parte entera |: 0 091457} }

29 430 - v/2
N\ (vz+1)
N, ~ max {1, parte entera[22,65]} = N, = 23
Con lo cual se tiene 1, (t) = —0,13899 (1 — e>195%) cont € (0:1/23 : 1) y por lo tanto:

21035t R
xb(t):\/5 [140,13899 (1 — )]+\/§

yp(t) = —R - [1+0,13899 (1 — e>'%")] 4+ — u

V2

A partir del valor de m;, y NV, se puede calcular los nuevos valores para X, y L.

R

0,13899 (1 — >'%")] = —
[-0.13899 ( =7
- [-0,13899 (1 — 1%

1—m 1
Xy = = 0,013311 y el inicial era X, = — =~ 0,013907, siendo valores mu
P 1= mN Y " 30(V2+1) g
proximos.
1—
Ly = mN-1 L mN} = 0,099547 y el inicial era L, = 1/10 = 0, 1, siendo valores muy préximos.
-m



border d Se analizard el border d antes del border c debido a que el segundo quedara definido en
funcion del primero y del border b. Este border sera definido en la cara superior del arco, es necesario

para poder distribuir la carga puntual P sobre €l, se tomard un arco de 4° pardmetro que se puede variar
227 23 -7

claramente, se tiene entonces que el arco serd comprendido entre ¢, 4 = 88° = ybyq=92°= 5
Debido a que el arco es pequefio se intenta dividir dicho segmento curvo en muchos elementos y es
16gico tomar una razén constante m, = 1. Se decide utilizar 10 elementos (N; = 10) en el arco y por ende

se obtiene lo siguiente:

Nd == con & . .
]_0

Se tiene entonces que:

va(t) = R - cos (21'5” -4 21'5” - [t]) ya(t) = R - sin (21'5” -+ 21'5” - [t])

border ¢ Como se menciono anteriormente este border queda definido por el b y el d con los tamafios
de elementos final e inicial respectivamente: drl,. = dx2, y dx2. = dx1, (se utilizard que 4° = Z—g y que
430 = 43,

180

R+ R - sin(45°) 2R 18 (1+12)
dr2, = = dxl_c= -z~ =
(1-7/45)- R =R 2
dely=~—1—"~ = dx2 c= - =
rhd 10 *-C T Bap T o135

180
Con el c6digo obtenemos: 1y(t) = 1,0317 (1 — e 3823) 'my; = 0,77979y N = 1dcont € (0:1/14 : 1).

zo(t) = R - cos G 1= 1,0317 (1 — e 3423)] 4 224'5” [1,0317 (1 - 63,4823.t)})

. i —3,4823¢ 2.7 —3,4823¢
ye(t) = R-sin (Z' [1-1,0317 (1 —¢ )]+ G (10317 (1 —€ )])
border f Se debe obtener este border antes del border e dado que al igual que el ¢ depende de otros
dos. Se impondrd que: dx1_f=1/10y dx2; = dz1,.

dx1, V2R 1

R+ R - cos(0) ~ 60 [R+ R - cos(45°)] " 30 (V2+1)

Con el c6digo obtenemos: n;(t) = 1,1390 (1 — e~ 2195 'm; = 0,91260 y Ny = 23 con t €
(0:1/20 : 1), como era de esperarse se obtiene m; = m; ', Ny = Ny, Ay = ml¥ - Ay y By = — B,
1—1,1390 (1 — e~ >1%5")] — Rl [1,1390 (1 — e~>1%91)] = _
V2

V2

[1=1,1390 (1 — e ] — R- [1,1390 (1 — e~ >1%%)]

dx2_f =

—

zy(t) = —%'

yr(t) =

Sl =



border e Es andlogo al border c. Se impondra que: dvl, = dv24y dv2, = dxly

(1-7/45)- R =R 2
dr2g= 1" """ dxl e = ==
e 10 = AT
. 14+v/2
R+ R -sin(45° 2R18(1+ V2
dxly = + sin(45%) = dx2_e= 123‘7{ ( \/_>
10 SR 4371442
Con el cédigo obtenemos: 1y(t) = —0,031713 (1 — >*34), my; = 1,2824 y N = 14 cont €
(0:1/14 : 1), como era de esperarse se obtiene m, = m_; !, N, = N.,, A, = m® - A.y B. = —B..

‘ w

z.(t) = R - cos (% [1 +0,031713 ( 3482315)] + [ 0,031713 (1 348231&)})

4

‘ w

I T [-0,031713 (1 — 4231)]

. (23
Ye(t) = R -sin (T [140,031713 (1 — *#8231)]
border g El hueco se puede modelar en principio con paso constante con lo cual m, = 1, se tomara
Ny =80.dx1_g=1/80ydx2_g=1/80, con lo cual:

1
ng(t)=1t con te (1:%:0>

Se tiene entonces que:

x4(t) =1 - cos (2w - [t]) Yy(t) = h+r-sin (27 - [t])

Es claro que se parametriza ¢t de 0 a 1 porque es como FreeFem toma en cuenta los huecos.

Utilizacion de FreeFem++ Se tomard como valores para la resolucion nimerica R = 100cm, r = 20cm
y h = 10cm.

border a(t=0,1) {x=2%«100%t/sqgrt (2)-100/sqgrt (2);y=-100; label=1;};

border b (t=0,1) {x=100/sqgrt (2);y=-100+100% (1+1/sqgrt (2) )« (-0.13899x (1-exp (2.1035*t)))

; label=2;};

border c(t=0,1) {x=100%cos (pi/4+ (43*pi/180) % (1.0317* (1l-exp (-3.4823xt))))

;v=100%sin (pi/4+ (43xpi/180) % (1.0317* (1l-exp(—-3.4823%t))));label=3;};

border d(t=0,1) {x=100*cos (22+pi/45+ (1*pi/45)*t);y=100+sin (22+pi/45+ (1xpi/45)*t); label=4;};
border e (t=0,1) {x=100%cos (46xpi/90+ (43 pi/180) % (-0.031713* (1-exp(3.4823xt))))

;v=100%sin (46xpi/90+ (43xpi/180) * (-0.031713% (1-exp(3.4823xt))));label=5;};

border f(t=0,1){x=-100/sqgrt (2);y=100/sqgrt (2)-100% (1+1/sqrt(2))*(1.1390* (1-exp(-2.1035*t)))
; label=6; };

border g(t=1,0) {x=20*cos (2+pi*t);y=10+20xsin (2«pixt);label=7;};

mesh Sh=buildmesh (a(60)+b(23)+c(14)+d(10)+e(14)+£(23)+g(80));

plot (Sh,wait=1,ps="Malla.eps");
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Figura 6: Malla que se obtiene al introducir los borders calculados.

real nu=0.2,E=270000000;

fespace Vh(Sh, [P1,P1]);
macro u [ux,uy] //
macro v [vx,vy] //

macro e(u) [dx(u[0]),dy(ull]),dx(ull])+dy(u[0])] //
macro A [[E/(l.-nu*xnu),E*xnu/(l.-nu*nu),0], [Exnu/ (1l.-nuxnu),E/(1.-nu*xnu),0],
[0,0,E/(2.%(1.4nu)) 1] //

macro S(u) Axe(u) //

Las cargas seran: w = 1000N/m?, ¢ = 1000N/m?, p = 2000N/m?, P = 5000N

border f:f=wi=1000N/m2

~ P - 5000N -
border d: P=————"—j) = — j se tomo como espesor 10cm
V21 -R-e V2 -1m-0,1
R) - (— - 1m) - (1000N/m? -
border b:q= Wrh)-(zatp) 1p (Elm) /m)—2000N/m2 i
R(1+2) Im (1+v2)

11



macro f [1000,0] //

macro p [0,-5000/sqrt (2)/pi/0.1/11 //

macro g [ (y+1)*(1000)/1/ (1+sqrt(2))-2000,01 //
Vh u,v;

problem elasticidad(u,v)=int2d(Sh) ((S(u))’*e(v))-intld(Sh,6) (f’' »v)—-int1d(Sh, 4) (p’ »Vv)
-int1ld(Sh,2) (g’ *v) + on(l,ux=0) + on(l,uy=0);

elasticidad;
real delta=1000;

mesh Th=movemesh (Sh, [xtdelta*ux,ytdeltaxuy]);
plot (Th, cmm="Deformada",wait=1);

plot (ux, fill=1, cmm="Desplazamientos en x",wait=1);
plot (uy, £fill=1, cmm="Desplazamientos en y",wait=1);
fespace VhO (Sh,PO0);

VhO Sx=(S(u)) [0];

plot (Sx,fill=1,cmm="Tension en x",wait=1);

VhO Sy=(S(u)) [1];
plot (Sy,fill=1,cmm="Tension en y",wait=1);

VhO Sxy=(S(u)) [2];
plot (Sxy, fill=1,cmm="Tension xy",wait=1);

i

Figura 7: Deformada.
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Figura 8: Tensiones segun X.

8. Anexo 1: Comprobacion tamanos en codigo.

Es importante debido a lo que se vio en la seccion 3 poder verificar que entre los valores obtenidos de
los tamafios iniciales y finales sobre el primer y ultimo elemento no exista demasiada diferencia, es para
esto que se agrega en el cddigo ya presentado unas lineas mds en su final:

disp (' Tamafios ingresados por el usuario:’);

disp ('Primer elemento: X_usuario - Ultimo elemento: L_usuario’)
X_usuario=dxl

L_usuario=dx2

disp (' Tamafios de la parametrizacién:’);

disp (' Primer elemento: X_parametrizacion - Ultimo elemento: X_parametrizacion’)
if m~=1

X_parametrizacion=(1-m)/ (1-m"N)
L_parametrizacion=(m” (N-1))* (1-m)/ (1-m"N)

else

X_parametrizacion=1/N

L_parametrizacion=1/N

end
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