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Resumen
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confiables mediante la resolucion del problema de Steiner generalizado, relevados en el
marco del proyecto “Algoritmos Genéticos Paralelos y su Aplicacion al Disefio de Redes de
Comunicaciones Confiables”.
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Este documento reline conceptos vinculados con el disefio de redes de comunicaciones
confiables mediante la resolucion del problema de Steiner generalizado, relevados en el
marco del proyecto “Algoritmos Genéticos Paralelos y su Aplicacion al Disefio de Redes de
Comunicaciones Confiables”.

El trabajo se organiza del modo que se describe a continuacion. La seccién 1 contiene una
breve introduccion al problema de disefio de redes de comunicaciones y la presentacion del
problema de Steiner generalizado (Generalized Steiner Problem — GSP). La seccion 2 brinda
una definicion formal del problema GSP, su formulacion matematica como un problema de
Programacion Lineal Entera y un ejemplo de resolucion sobre un grafo dado. Casos
particulares del GSP se presentan en la seccion 3, reuniendo un breve estudio de complejidad
del problema GSP y sus variantes y comentando algunas técnicas de resolucion exacta y
heuristicas encontradas en las referencias bibliogréficas. Un relevamiento de las aplicaciones
de las técnicas de programacion evolutiva para la resolucidén de variantes del problema de
Steiner se ofrece en la seccion 4.



1 — Introduccion

Una red de comunicaciones se compone de un conjunto de nodos emisores/receptores de
informacion conectados por enlaces que permiten la transmision de la informacion.

Uno de los principales problemas de construccion de redes de comunicaciones plantea el
disefio de una topologia de interconexion de sus nodos de modo que la red verifique ciertas
caracteristicas de confiabilidad. La confiabilidad de una red es una medida que evalla la
probabilidad de éxito en la comunicacién entre pares de nodos.

La gran demanda de comunicaciones de datos en los Ultimos quince afios ha propulsado el
disefio y desarrollo de la infraestructura de redes. El continuo crecimiento en el tamafo de
los problemas ha conducido a los investigadores a proponer alternativas a los enfoques
exactos tradicionales para la resolucion de problemas complejos. En este contexto, varias
heuristicas se han aplicado al problema de disefio de redes de comunicaciones confiables.
Entre ellas, las técnicas de programacion evolutiva, y los algoritmos genéticos en particular,
se han manifestado como métodos flexibles y robustos para la solucion de los complejos
problemas de optimizacion subyacentes al diseno de redes de comunicaciones.

Considerando una red de comunicaciones con ciertos nodos distinguidos, denominados
terminales, el Problema de Steiner Generalizado (Generalized Steiner Problem — GSP) refiere
al disefio de una subred de minimo costo, que verifique ciertos requerimientos prefijados de
conexion entre pares de nodos terminales.

La minimizacion del costo total de una red de comunicaciones y la maximizacion de su
confiabilidad son objetivos contrapuestos. Por ello, un modelo que minimice el costo total de
la red satisfaciendo el requisito de conexion entre todo par de nodos terminales sin agregar
redundancia de caminos constituye una solucién muy sensible a fallas en los nodos o en los
enlaces que afectarian la operatividad de la red.

El GSP incorpora requisitos adicionales de conectividad sobre pares de nodos terminales,
aplicandose al disefio de redes de comunicaciones en las cuales la alta confiabilidad queda
garantizada por la existencia de diferentes caminos alternativos entre pares de nodos
terminales, haciendo al funcionamiento de la red mas resistente a fallas en sus componentes.

En las secciones siguientes se presenta el problema de Steiner y sus variantes, los modelos
matematicos y sus aplicaciones al disefio de redes de comunicaciones.

Este trabajo pretende brindar una introduccion al problema de Steiner en el marco del
proyecto “Algoritmos Genéticos Paralelos y su Aplicacion al Disefo de Redes de
Comunicaciones Confiables”. La tesis de Robledo [Rob01] constituye un completo trabajo
referente al problema de Steiner, sus modelos matematicos y las técnicas de resolucion
exacta y heuristicas aplicables. Para el lector interesado en profundizar en los conceptos
sobre el problema de Steiner que figuran en este trabajo, la tesis de Robledo [Rob01] es una
excelente referencia.



2 — El problema de Steiner generalizado

2.1 — Formulacién del GSP

La siguiente formulacién del GSP se basa en la definicion original de Krarup [Kra78], que
puede encontrarse en Robledo [Rob01].

Sean los siguientes elementos :
Un grafo no dirigido G=(V,E), con una matriz de costos c asociados a sus aristas.
Un conjunto distinguido de nodos T, llamados terminales, de cardinalidad ny=|T|, tal
que 2 < nr< n, siendo n=|V| la cardinalidad del conjunto de vértices.
Una matriz R={r;} con i,j O T, de dimension ny X nr, cuyos elementos son enteros
positivos que indican los requerimientos de conectividad —cantidad de caminos— entre
todo par de nodos terminales.

El problema GSP propone encontrar un subgrafo Gr de G, de costo minimo, tal que para todo
par de nodos i,j O T, i # j estos sean localmente r; arista conexos (es decir, existen r; caminos
disjuntos, que no comparten aristas, entre los nodos terminales i y j).

El problema GSP admite una formulacion analoga, que exige la existencia de caminos nodo
conexos (caminos que no comparten nodos).

Sobre los nodos no pertenecientes al conjunto de nodos terminales no se plantean requisitos
de conectividad. Estos nodos, conocidos como rnodos de Steiner, pueden formar parte o no
de la solucién optima, dependiendo de la conveniencia de utilizarlos.

2.2 — Modelo Matematico del GSP

A continuacion se presenta el modelo del problema GSP arista conexo, basada en la
formulacion de Robledo [Rob01].

Para cada arista (i,j) O E se definen las variables x; (binaria), y la variable yijk' que denota la
utilidad de la arista (i,j) en la direccion de i hacia j en un camino que une a los nodos
terminales k y .

La solucion al problema GSP queda determinada por la resolucion del siguiente problema de
Programacion Lineal Entera, que se denominara problema [GSP—PLE].
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Cuadro 1: Modelo matematico del GSP como
problema de Programacion Lineal Entera



Llamando U={uij} a la solucion optima del problema [GSP-PLE], el conjunto de aristas
determinado por {(i,j) O E / uij =1} define el subgrafo solucion Ggp,.

Una formulacion analoga puede obtenerse para la version nodo conexo del GSP, utilizando la
técnica de particion de nodos para transformar el grafo G.

2.3 — Un ejemplo de problema GSP

Un ejemplo de problema de Steiner generalizado sobre un grafo G se ofrece a continuacion.

Sea el grafo G de la figura 1, en el cual se han marcado con color azul (oscuro) los nodos
terminales, sobre los cuales se definen los requerimientos de conectividad indicados en la
tabla 1, mientras que los nodos de Steiner se han marcado con color verde (claro).

Requerimientos de caminos

AoB 3
B~D 2
Ao E 1
Ao C 3
BoC 3
AoD 2

Tabla 1: Requerimientos de caminos
sobre los nodos terminales del grafo G

Utilizando la notacion del modelo
matematico del cuadro I, se tiene que
ras = 3, f'ac = 3,
fep = 2, fFec = 3
fae =1, rap = 2.

Figura 1 : Grafo G sobre el cual se resolverd e/
problema de Steiner con requerimientos r;;

La solucion al problema de Steiner planteado sobre el grafo G se ofrece en la figura 2, en la
siguiente pagina.



Figura 2 : Solucion al problema de Steiner
con requerimientos ry; sobre el grafo G

3 — Variantes vy casos particulares del problema de Steiner

3.1 — Variantes del problema de Steiner

La complejidad del problema de Steiner obedece a la generalidad de su planteo, que exige
requerimientos variables de conectividad entre pares de nodos, lo cual implica la existencia
de un nimero variable de caminos disjuntos en la solucion.

Ciertas versiones del problema simplifican este requerimiento, exigiendo una cantidad fija de
caminos disjuntos entre pares de nodos terminales.

Esta clase de problemas son conocidos como problemas de k conexion, siendo k el numero
de caminos disjuntos requeridos.

El caso mas simple de problema de Steiner es aquel que solo exige un camino entre todo par
de nodos (k=1). La solucidn de este problema, conocido como problema del arbol de Steiner,
corresponde a un arbol de cubrimiento de costo minimo del grafo G.

Estas variantes del problema de Steiner se definen y comentan a continuacion.

3.1.1 — Problemas de k conexion

Los problemas de k conexion son casos especiales del GSP en los cuales los requerimientos
de cantidad de caminos son constantes para todo par de nodos terminales.

Estos problemas son usuales en aplicaciones donde se desea reducir los costos de enlaces
extra entre nodos de la red, manteniendo un ndimero bajo de caminos disjuntos entre todo
par de nodos. Como ejemplo, en el disefio de redes de comunicacion telefénicas, una
solucidn 2 arista conexa permite introducir el nivel minimo de redundancia de caminos entre
todo par de nodos terminales, limitando la cantidad de enlaces necesarios, los cuales
usualmente tienen un costo elevado.



La resolucion de un problema de k conexion involucra hallar un subgrafo de cubrimiento k
arista conexo de un grafo dado. Por grafo k arista conexo se entiende aquel que no puede
transformarse en desconexo removiendo menos de k aristas. Una red de comunicaciones k
arista conexa continuara funcionando correctamente, garantizando la comunicacion entre
todo par de nodos, aun luego de k-1 fallos de enlace.

Una formulacién del problema de k conexion como problema de programacion lineal puede
encontrarse en el trabajo de Grétschel, Monma y Stoer [GMS95a].

El problema de k conexion ha sido estudiado extensamente. En particular, el caso k=2, que
propone el disefio de un grafo 2 conexo que cubre un conjunto de nodos terminales con
costo minimo es ampliamente considerado como modelo de redes de comunicaciones y
transporte. Monma, Munson y PulleyBlank [MMP90], estudiaron el problema de 2 conexion,
para el caso en que donde la funcion de costo cumple la desigualdad triangular entre aristas,
una referencia a este trabajo puede encontrarse en Robledo [Rob01].

El caso genérico del problema de k conexion, con k > 3 es estudiado por Bienstock, Brickell y
Monma [BBM90].

3.1.2 — Problema del arbol de Steiner

El problema del arbol de Steiner es un caso particular del problema de k conexion, para el
caso k=1. Ha sido extensamente estudiado como uno de los problemas clasicos de
optimizacion combinatoria.

El requerimiento de conexion simple entre pares de nodos se soluciona encontrando un arbol
de cubrimiento del conjunto distinguido de nodos terminales, que tenga costo minimo.

Existe una gran diversidad de algoritmos exactos y heuristicas que resuelven el problema del
arbol de Steiner, al respecto puede consultarse el trabajo de Robledo [Rob01]. Dentro de los
algoritmos exactos es posible mencionar los de enumeracion de arboles de cubrimiento, los
de enumeracidn de topologias, algoritmos basados en programacion dinamica, y en relajacion
lagrangeana entre otros. Las heuristicas empleadas utilizan técnicas golosas siguiendo
caminos de costo minimo o costo promedio, estrategias de contraccion o de cubrimiento.

Complejidad del problema de Steiner

El problema generalizado de Steiner es NP-Completo, tal cual fue demostrado por Krarup
[Kra78] tanto para el caso de requerimientos de caminos de aristas disjuntas como para
caminos de nodos disjuntos.

El problema de k conexion es también NP dificil, tal cual prueban Luebke y Provan reduciendo
una forma especial del problema TSP a la version planar del problema de 2 conexion, o de
acuerdo a la referencia de Robledo [Rob01], es posible reducir el problema de determinar un
ciclo hamiltoniano al problema 2 conexo

El propio problema del arbol de Steiner, que plantea la restriccion menos general en cuanto a
caminos, es NP completo, de acuerdo a la prueba de Karp [Kar72]. Inclusive versiones
simplificadas, como los casos con costos uniformes de las aristas, grafo planar, o bipartito en
terminales y no terminales, atn son problemas NP dificiles.

Como consecuencia de la complejidad de las versiones del problema de Steiner, la resolucion
utilizando algoritmos exactos se hace cada vez menos tratable al aumentar el tamafio del
problema. Por tal motivo, se buscan soluciones alternativas utilizando heuristicas que
permitan encontrar buenas soluciones en tiempos razonables.

Una variada gama de enfoques se han utilizado para la resolucion del problema del arbol de
Steiner. A manera de ejemplo, es posible citar las heuristicas aplicables al problema del arbol
de Steiner detalladas en los trabajos de Werneck [Wer01], Poggi y Werneck [PoW02] y Poggi
et al. [Pog01]

Un algoritmo de aproximacion de factor 2 es propuesto por Jain en su trabajo de 1998
[Jai98]. Hajba [Haj02] adopta la idea proponiendo una variante para el problema de k —
conexion.



Casos Particulares del problema de Steiner generalizado

Retornando al problema generalizado de Steiner, ciertos casos particulares son de interés por
reducir su complejidad a un orden polinomial.

Algunos casos particulares se comentan a continuacion, basados en la resena de Robledo
[Rob01].

Problema GSP con costos uniformes

Si los costos asociados a las aristas del grafo G son idénticos, el problema GSP se resuelve
hallando un subgrafo con minimo nimero de aristas que satisfaga los requerimientos ry; de
conectividad para los nodos terminales.

Robledo [Rob01] presenta un algoritmo de orden polinomial original de Couch-Frank para
resolver el problema reducido con costos idénticos. Esta solucion permite la existencia de
aristas paralelas entre nodos. El caso en que no se permiten aristas paralelas en la
construccion de la solucidn ha sido atacado solo en la version del problema de k conexion,
con requerimientos de conectividad uniformes entre nodos.

GSP con Costos Booleanos

El caso del GSP con matriz de costos booleana, es conocido como Augmentation Problem,
cuya formulacion propone hallar el minimo nimero de aristas tal que al agregarlas al grafo se
satisface los requerimientos de conexion dados por una matriz R.

Las versiones 2-arista-conexa de este problema fueron estudiadas por Eswaran y Tarjan
[EsT76] y Goldner y Rosenthal [GoR79]. Watanabe y Nakamura [WaN87] analizaron el caso
de k-conexidn.

El caso mas genérico de Augmentation Problem con requerimientos de conexion variables es
estudiado por Kajitani, Ueno y Wada [KUW88], Cai y Sun [CaS89] y Frank [Fra90] quien
presenta algoritmos de resolucion de orden polinomial.

El algoritmo de menor complejidad conocido hasta el momento, que incrementa la
conectividad de aristas de un grafo a un nivel K en tiempo polinomial fue propuesto por
Gusfield, Martel y Naor. [GMN90]. Salvo este ultimo algoritmo, los demas permiten soluciones
que utilicen aristas paralelas.

4 — Técnicas evolutivas aplicadas a la resolucion del problema de Steiner

De acuerdo al relevamiento realizado, es posible afirmar que no existen antecedentes de
aplicacion de los Algoritmos Genéticos al problema generalizado de Steiner.

Existen varias referencias a aplicaciones de técnicas evolutivas al problema del arbol de
Steiner y sus variantes.

El primer trabajo data de 1989, fecha en que Hesser, Manner y Stucky [HOM89], proponen la
codificacion de un algoritmo genético para la optimizacion de arboles de Steiner a partir
arboles de cubrimiento. El problema resuelto en este caso utiliza el algoritmo exacto para
hallar los arboles de cubrimiento con O(n log n) operaciones y luego utiliza un algoritmo
genético para optimizar el costo de las variantes obtenidas al agregar puntos de Steiner. El
algoritmo codifica arboles de Steiner utilizando cromosomas con la informacion de posiciones
de los puntos de Steiner, utiliza como funcién de fitness el costo asociado con el arbol de
Steiner que es posible construir con los puntos originales y los puntos de Steiner codificados
en el individuo, y el algoritmo es configurado de acuerdo a los valores de los parametros que
sugiere Grefenstette [Gre86]. Los resultados se comparan con los obtenidos aplicando la
técnica de optimizacion de Simulated Annealing y el algoritmo de Rayward-Smith y Clare
(RCA), uno de las mejores heuristicas desarrolladas particularmente para el problema. El
algoritmo genético propuesto mostré una performance similar a la del algoritmo RCA, siendo
este altamente especializado para la resolucion del problema.



En 1993, Kapsalis, Rayward-Smith y Smith [KRS93] trabajaron sobre una variante del
problema del arbol de Steiner, conocida como Problema de Steiner Rectilineo. En este
problema el grafo subyacente es planar, en el sentido de que los nodos terminales, puntos a
conectar mediante el arbol de Steiner, se suponen ubicados en el plano euclideo.
Adicionalmente, las conexiones entre nodos terminales y/o puntos de Steiner deben ser
horizontales o verticales. Este problema tiene aplicacion directa en el disefio de redes de
comunicaciones, sistemas mecanicos en edificaciones, tableros de circuitos y paquetes VLSI.
El problema consiste en hallar el arbol de Steiner rectilineo de costo minimo.

El algoritmo genético de Kapsalis, Rayward-Smith y Smith trabaja sobre un espacio de
individuos que incluye soluciones no factibles al problema, sobre los cuales se aplica un
término de penalizacion al evaluar la funcion de fitness.

El mismo problema rectilineo de Steiner fue estudiado por Julstrom en sus trabajos de 1993
[Jul93] y 1994 [Jul94]. Julstrom propone un algoritmo genético que utiliza una codificacion
mixta (binaria y no-binaria) basada en un mapeo de arboles de cubrimiento de n vértices con
strings de largo n-2 derivado de una prueba de la formula de Cayley original de Priifer. Un
operador de cruzamiento modificado se introduce para evitar la excesiva pérdida de material
genético en la descendencia. En el trabajo inicial de Julstrom [Jul93] el algoritmo genético no
permitia alcanzar la misma calidad de soluciones que otras técnicas heuristicas.
Posteriormente, el autor propuso un algoritmo genético hibrido [Jul01] que utiliza una
heuristica especifica para la construccion de la poblacion inicial sobre la cual opera el
algoritmo genético. Esta mejora permite obtener resultados de mayor calidad y mas
eficientemente que el algoritmo genético estandar, comparables con los resultados de
técnicas heuristicas especificas para el problema.

En su tesis de doctorado de 1994 [Esb94], publicada en 1995 [Esb95], Esbensen propuso
alternativas a la anterior propuesta de Kapsalis, al implementar un algoritmo genético para
resolver el problema del arbol de Steiner. Esbensen impuso el trabajo con soluciones
factibles, evitando términos de penalizacion en la funcion de fitness y utilizando un operador
genético de inversion, que reordena las componentes de un vector genotipo, tomando en
cuenta una cierta probabilidad de inversion. Sobre la idea del trabajo inicial, Esbensen y
Mazumder [EsM94] presentaron un algoritmo genético para el problema del arbol de Steiner
y su aplicacion al disefio de circuitos VLSI. Basando su codificacion en la heuristica
deterministica DNH propuesta por Kou et al. [Kou81], el algoritmo genético mostré una
calidad superior en las soluciones obtenidas respecto a dos heuristicas bien conocidas para el
problema del arbol de Steiner, siendo competitivo en términos de performance.

Diversos problemas sobre redes de comunicaciones tienen como solucién el problema del
arbol de Steiner, y sobre ellos se han aplicado algoritmos genéticos.

En el caso de Zhu, Wainwrigth y Schoenefeld [ZWS98], utilizaron un hibrido con técnicas
heuristicas para hallar arboles de Steiner, entre las cuales se menciona la heuristica evolutiva
propuesta por Esbensen y un algoritmo genético propio para la optimizacion de
requerimientos de conexiones multipunto sobre la red de comunicaciones.

VoB y Gutenschwager [VoG98] investigaron sobre la hibridacion entre algoritmos genéticos y
una técnicas de inteligencia artificial, la técnicas de troceado. Las técnicas de aprendizaje por
troceado se basan en un conjunto de hipdtesis especificas que se utilizan para hallar
relaciones de alto nivel en el espacio de busqueda. En el contexto de los algoritmos
genéticos, los esquemas son definidos por troceado, combinando trozos superiores de forma
que sean separables por el operador de cruzamiento con una probabilidad baja. Las
investigaciones sobre el mecanismo hibrido se realizan sobre el problema del arbol de
Steiner.



Hwang, Do y Yang [HDY00] desarrollaron un algoritmo genético para resolver el problema
del arbol de Steiner, aplicado al disefio de una solucidn para el problema de ruteo
multicasting. En su propuesta, cada cromosoma codifica rutas entre un nodo origen y un
conjunto de nodos destino, de acuerdo al método de codificacion propuesto en el trabajo de
Hiramatsu, Shimamoto y Yamasaki [HSY93].

Sobre el mismo problema del ruteo multicasting, Xianwei, Changjia y Gang propusieron un
algoritmo genético hibrido en su trabajo de 2000 [XCG00]. El AG implementado utiliza una
representacion binaria que indica el conjunto presente de nodos de Steiner en la solucion que
representa el individuo. La propuesta combina a una heuristica para decodificar el genotipo
binario y construir el arbol de Steiner asociado a la representacion, diversas técnicas estandar
de reduccion de redes y un mecanismo evolutivo para minimizar el costo del arbol de Steiner.
Los autores reportan la obtencion de soluciones de mejor calidad que las obtenidas con
heuristicas deterministas y con Simulated Annealing, en tiempos de ejecucion moderados.

Galiasso y Wainwright [GaWO01] propusieron un algoritmo genetico hibrido para el problema
de ruteo multipunto. La propuesta extiende el trabajo de Zhu et al. [ZSW98] combinando la
heuristica propuesta por Esbensen [Esb94] para hallar arboles de Steiner y un algoritmo
genético para determinar el ordenamiento optimo de procesamiento de requerimientos y
porcentajes de ancho de banda asignados a diferentes caminos de comunicacion.

Aplicado al problema de disefio de circuitos VLSI, Wakabayashi [Wak02] presentd
recientemente un algoritmo genético para la resolucion del problema del arbol de Steiner
rectilineo. EI cromosoma solamente codifica la informacion topoldgica del arbol de Steiner.
Conjuntamente con ésta, se utiliza la informacidon geométrica determinada durante la
evaluacion de la funcion de fitness para la construccion del arbol de Steiner siguiendo un
método constructivo similar al método de Kruskal. La funcion de fitness cuantifica el costo de
la red y la maxima demora entre origen y destino. Un mecanismo especial de cruzamiento,
denominado intercambio de subarboles, es utilizado. El algoritmo se presenta como efectivo
en términos de calidad de soluciones de los arboles rectilineos de Steiner obtenidos, aunque
se menciona que la performance es mala comparada con algoritmos estandar, y se propone
investigar sobre su mejora en el futuro.
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