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1. Antecedentes
a) La Fisica a fines del siglo XIX.

A fines del s. XIX, la Mecanica Newtoniana estaba firmemente
establecida. Se habia desarrollado ampliamente la Termodinamica por parte de
J. Maxwell, Boltzmann y Gibbs, inclusive con primeros pasos a nivel de sus
fundamentos estadisticos. La Teoria Electromagnética ya estaba unificada
gracias al trabajo de Maxwell y se reconocian los efectos Opticos como
enmarcados dentro de la misma, en el limite de longitudes de onda muy
pequeias.

i. Los conceptos de espacio y tiempo.

Estos conceptos se mantenian tal y como los enunci6 Newton en sus
“Principia”:

e No definiré tiempo, espacio, lugar y movimiento ya que estos conceptos
son bien conocidos por todos.

o El espacio absoluto, por su propia naturaleza, sin relaciébn con nada
externo se mantiene siempre similar e inamovible.

e FEl tiempo verdadero absoluto, el tiempo matematico, fluye sin variacion
ni relacion con nada externo, debido a su propia naturaleza.

Evidentemente, son los conceptos “naturales” con los cuales todos
crecemos y que nos resultan mas bien obvios. Sin embargo, como veremos, la
evidencia fisica forzd, a comienzos del s. XX, una profunda revisién de estos
conceptos de tiempo y espacio.

ii. Evolucion del concepto de luz.

La luz tiene un rol particularmente relevante en el surgiminto de las
nuevas ideas de tiempo y espacio, por lo que realizamos un breve repaso de
como se la interpreto a lo largo del tiempo.

El primer registro sobre un esfuerzo por interpretar la naturaleza de la luz
se remonta a Pitagoras, que propone una teoria corspuscular en el siglo VI a.c.
Segun Pitagoras, una fuente de luz emite particulas luminosas que se
propagan en linea recta hasta encontrar un obstaculo. Estas ideas explicaban
adecuadamente las sombras y el hecho de que la luz pueda atravesar el vacio.
Este modelo corpuscular se mantuvo firme por casi 2000 anos, hasta el siglo
XVII.

Recién a mediados del siglo XVII aparecen observaciones de la
descomposicion de la luz blanca en diversos colores, al reflejarse en peliculas
delgadas de aceite. R. Hooke propone un primer modelo vibratorio para la luz
en 1667. Luego Huygens desarrolla la teoria ondulatoria y a partir de la misma
explica la refraccion y reflexion de la luz, con lo cual la misma queda
firmemente establecida. El electromagnetismo unificado por Maxwell, le da una
forma matematica a la “vibracion luminosa” de Huygens.
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Es importante destactar que los modelos ondulatorio y corpuscular de la
luz se eran considerados mutuamente excuyentes hasta comienzos del siglo
XX.

iii. El Principio de la Relatividad y la transformaciéon Galileana de
velocidades.

La afirmacion de que las leyes fisicas deben ser las mismas en todos los
referenciales inerciales, se conoce habitualmente como Principio de la

Relatividad. Esta afirmacion se remonta a los primeros trabajos sobre
cinematica de Galileo y luego Newton.

S’

Figura 1

v

Si, como muestra la Figura 1, un referencial S’ se desplaza con cierta

1
velocidad ¥ (supuesta constante?) en otro referencial S, la transformacién que
vincula sus coordenadas es
Fl=i -Vt
h (1.1)
t'=t

donde se ha supuesto que el origen de ambos sistemas coincide a t=0 y que el
tiempo es absoluto, es decir no depende del referencial. Esto implica una
transformacion de velocidades

Yi—v_v (1.2)
que se conoce como la transformacion Galileana de velocidades (TG).

Como es sabido, las leyes de la Mecanica Clasica son invariantes bajo la
transformacion (1.1). En el Practico 1 se plantea verificar esto para un ejemplo
concreto de un sistema de particulas interactuantes. Cuando una teoria o
ecuacion, adopta la misma forma bajo cierta transformacién de coordenadas
(x,y,x;t) > (x',y',x";t"), se dice que es covariante bajo la misma.

Sin embargo, las leyes del electromagnetismo no son covariantes bajo
la transformacion Galileana de coordenadas (1.1). En efecto, en el Practico 1 se

% Nos limitamos a discutir situaciones en las no hay aceleraciones entre los referenciales de interés. De
esto trata la Teoria de la Relatividad Especial o Restringida.
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verificara que si una componente cualquiera del campo electromagnético,
1 . e H ’
f(r',t"), satisface la ecuacion de ondas en el sistema S’,

o 1 0’ I,
{V = 61’2}]((“” 0 (1.3)

entonces, bajo la transformacion (1.1), la ecuacion se transforma en

[vz—18—2—315-vﬁ—iz(rﬁ.v)(lﬁ.v)}f(f,t)=0 (1.4)
C

ct ot ot

1
que no tiene la misma forma que (1.3), salvosi V' =0.
iv. Implicancias de la no covarianza del electromagnetismo.

De acuerdo a lo anterior, existe un referencial (S’) donde la ecuacion que
satisface una onda electromagnética es especialmente sencilla, es decir de la
forma (1.3). Es mas, de acuerdo a la teoria de Maxwell, la velocidad de fase

c=1/\u,e, aparece relacionada con las propiedades eléctricas del medio

(permeabilidad magnética y permitividad eléctrica) en el cual se propaga la
onda. En realidad, esto no es sorprendente, dado que era la situacion habitual
con todas las ondas conocidas hasta el momento (ondas mecanicas en medios
materiales). Sus ecuaciones de no eran covariantes, dado que existia un
referencial privilegiado para describir la onda: el referencial solidario con el
medio en el cual la misma se propaga.

Por lo tanto, se razoné a fines del siglo XIX, debe existir un medio en el
cual se propaga la onda electromagnética y en el cual la descripcion de su
propagacion es especialmente sencilla. Este medio debia tener propiedades
muy especiales:

o Debe permear todo el espacio, dado que la luz de las estrellas lejanas llega
a la tierra.

e Teniendo en cuenta que la velocidad de la luz es altisima (del orden de
300000 km/s) y que la relacién entre la velocidad de propagacion de una

onda y las propiedades del medio es de la forma v: /% , donde T es la

tension restauradora del medio y p su densidad, se concluye que el medio
deberia ser muy tenue pero a la vez ejercer una gran tension restauradora.

e El hecho de que este medio nunca fuera percibido refuerza la idea de que
deber ser extremadamente tenue.

Se denomind éter a este medio sutil y se intentaron desarrollar, sin éxito,

diversas teorias mecanicas sobre su funcionamiento y estructura. Todo esto a
pesar de que existia evidencia empirica en contra de su existencia.
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b) Evidencia empirica contra el concepto de éter
i. Aberracion Estelar.

La Aberracion estelar® es el hecho conocido de que un telescopio deber
ser orientado formando un cierto angulo con respecto a la posicion real de
una estrella, para que su luz llegue al objetivo. Esto es debido al movimiento
relativo entre la tierra y la estrella.

o estrella

objetivo

Figura 2a: Sin movimiento relativo.

posicion

posicion @
real ’

aparente .’

ct

vt

objetivo

L= (vt)2 + (ct)2

Figura 2b: Con movimiento relativo.

Como se muestra en la Figura 2b, hay que orientar el telescopio en un
angulo 6 con la posicion real de la estrella, para que la luz impacte en el

3 El efecto fue notado por primera vez por J. Bradley en 1728.
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objetivo y no en las paredes del telescopio. Un calculo elemental muestra
v

que tand=—=f.
C

La velocidad de la tierra con respecto a las estrellas lejanas tiene varias
componentes (la de rotacién dia-noche, la de traslacion orbital, la del sol con
respecto al centro de la galaxia, la de la galaxia...). La velocidad dominante es
la debida a la rotacién terrestre en torno al sol (unos 30 km/s). De acuerdo con
esto, la posicion aparente de la estrella describe una circunferencia de diametro
angular 2v/c: 2x107 rads ~41", un efecto claramente observable con la
tecnologia de la época.

Las teorias del éter que suponian que el mismo tendria cierta viscosidad y
seria “arrastrado” por la tierra quedaban descartadas por la aberracién estelar.
Existe una velocidad relativa entre la tierra y el medio en el cual se propaga la
luz.

ii. Experiencia de Michelson-Morley.

Dado que, como muestra la aberracion estelar, el éter no podia ser
“arrastrado” por la tierra, los efectos del movimiento terrestre a través del
“viento de éter” deberian poder ser detectados. Ya en 1881 Michelson disefid
un experimento de interferometria especificamente con este fin, sin llegar a
resultados concluyentes. En 1887, repitiendo la experiencia junto con Morley,
demuestra en forma concluyente que el efecto esperado del “viento de éter” no
se observa. El intereferometro de Michelson-Morley se muestra en la Figura 3.

espejo
. 1
v (éter)
L .
Espejo
semiplateado
S
{,'::7 — VA espejo
Fuente de P
luz M;
|
L
camino 1
camino 2
\A 4

Figura 3: Esquema del interferometro de Michelson-Morley.
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Una fuente de luz S emite un haz que es dividido en dos en el espejo P.
Una parte del haz (azul) se refleja en el espejo M1 y retorna a atravesar el
espejo P. La otra parte del haz (roja) se refleja en el espejo M2 y se desvia en
P. En la etapa final, los dos haces interfieren debido a la diferencia de
recorridos Opticos y el patron de interferencia es observado.

Los brazos del aparato tienen ambos el mismo largo L son
perpendiculares entre si. Todo el aparato, solidario a la tierra, se desplaza con
la velocidad v con respecto al éter. Supongamos que uno de sus brazos (PM,)
esta alineado con v y el otro (PM4) es perpendicular a v. La diferencia de
recorrido Optico es, en éste caso, la diferencia entre la distancia recorren
ambos rayos. Calcularemos esta diferencia de caminos A. La separacién entre
dos franjas de interferencia corresponde a una diferencia de camino 6ptico
igual a una longitud de onda. Por lo tanto, para una diferencia A, los maximos
de interferencia aparezcan desplazados una distancia a

d
== 1.5
a AA (1.5)

donde d es la distancia entre dos maximos en la pantalla y A la longitud de
onda de la luz utilizada.

Para calcular A=d+d; analizamos el recorrido de cada rayo desde el
referencial “privilegiado” del éter, con respecto al cual la luz tiene velocidad c.
La Figura 4a muestra el recorrido PM4P del rayo 1 (azul) visto desde éste
referencial.

M1 Msl M’ 91
L ct ct
P P’ "P, 2
I |
I I
2vt

Figura 4a: trayectoria del rayo 1 vista desde el éter.

Se cumple (ct)2 =r +(vt)2 =t= , por lo que el recorrido 1 es

L
Icz_vz

d, =2ct=2yL y=

p=2 (1.6)
C
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El recorrido del otro rayo (2), visto desde el éter, se muestra en la Figura 4b.

L
vt” ct’)
A% Mz VI’z M”z
—] Lb
Ct!)
P P’ P”
L vt’
ct’

Figura 4b: Trayectoria del rayo 2 vista desde el éter.

Los espejos se desplazan hacia la derecha con velocidad v. En un tiempo t, el
rayo sale del espejo P y alcanza el espejo M’; (tiempo de ida). En un tiempo t”,
el rayo sale reflejado del espejo M’; y encuentra al espejo P” (tiempo de
retorno). Se cumple ct'=L+vt' y L=(c+v)t", por lo que la distancia total

recorrida es

cL cL
+

c—v c+v

d,=c(t'+t") = =2y°L. (1.7)

Finalmente, la diferencia entre ambos recorridos es
A=d,—d =2Ly(y-1). (1.8)

Para maximizar el efecto, se rota el aparato 90° y se realiza el experimento
con los papeles de los recorridos 1 y 2 invertidos, obteniéndose un
desplazamiento A de las franjas en la otra direccion, lo cual se tiene en cuenta
introduciendo un factor 2 adicional en (1.8). El desplazamiento esperado
(expresado como fraccién de la separacién entre maximos consecutivos d) es

=22 T T 00,37 1.9
o (1.9)

lo cual seria observable. La ecuacion (1.9) fue evaluada con los valores tipicos
L=11m, v=30 km/s, c=300000 km/s, A=5900 A. Al rotar el aparato, las franjas
deben desplazarse del orden de 1/3 de la separacion entre ellas.

Instituto de Fisica — Facultad de Ingenieria



Introduccion a la Fisica Moderna

El aparato de Michelson y Morley de 1887 podia apreciar corrimientos de
hasta 1/100 de la separacién entre maximos. El corrimiento esperado es de
unas 40 veces este valor, de modo que el resultado negativo es concluyente:

no hay desplazamiento de la tierra en el éter.

Con posterioridad a la experiencia de 1887 se realizaron muchos otros
intentos mas refinados para detectar los efectos del viento de eter, siempre con
resultados negativos. Esto se resume en el cuadro que sigue:

DIVERSAS REALIZACIONES DEL EXPERIMENTC DE MICHELSON-MORALEY.

Observador; afto 4 am, Seate | Do sf;::::r ) Razdn .
Michelson; 1881 iz0 0,04 002 2
Michelson ¥ Morley: 1387 1100 0,40 01 40 £
Maorley ¥ Miller: 1902-1904 3220 1,13 0,015 B0
Miller, 1921 3220 1L,}2 0,08 15
Miller; 1923-1924 1220 1,12 0,03 40
Miller {luz solar); 1924 3220 1,12 0,014 g0
Tomaschek (lez estelar); 1924 260 0,3 0,62 15
Miller: 19251926 N0 1,12 008 13
Kennedy; 1926 200 0,07 0002 as
IHingworth; 1927 200 0,07 0,0004 175 .
Piccard y Stahel; 1927 280 0,13 0,006 .20
Michelson y otros; 1929 2590 . 09 0,01 90
Joos; 1930 2100 0,75 B002 375
* D¢ unz reviside levada a cabo por Shankland ¥ otros. Rew. Mod., Phys, 27, 147
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iii. Las opciones disponibles en el 1900

¢ Cuales son las opciones disponibles para un fisico de fines del siglo XIX con
respecto al problema de la no covarianza de la ecuacion de ondas
electromagnética bajo las TG?

Opcioén 1:

El Principio de la Relatividad es general y las ecuaciones de Maxwell son
incorrectas. La “verdadera” teoria electromagnética debe ser covariante bajo
las transformaciones de Galileo. ;Porqué entonces no se conoce ningun
experimento que indique que las ecuaciones de Maxwell son inadecuadas?
¢ Por qué las ondas electromagnéticas se comportan diferente a las demas,
que tienen un referencial privilegiado en aquel fijo al medio en que se
propagan?

Opcién 2:

El Principio de la Relatividad no es general. Vale para la Mecanica pero
no para el Electromagnetismo. Existe un referencial privilegiado (fijo al éter)
donde la ecuacién de ondas adopta una forma especialmente sencilla. ;Porqué
entonces la experiencia de Michelson-Morley da un resultado negativo?

Opcioén 3:

El Principio de la Relatividad es valido, pero las.transformaciones de
Galileo y la Mecanica Clasica no lo son. Existen otras transformaciones, bajo
las cuales la Teoria Electromagnética es covariante. La Mecanica “verdadera”
debe ser covariante también bajo estas transformaciones. Esto implica nada
menos que adoptar una nueva concepcion de tiempo y espacio. ¢Porqué
entonces no hay experimentos que cuestionesn a la Mecanica clasica ?

El genio de Einstein frente a sus contemporaneos, fue reconocer la
Opcién 3 como la correcta y seguir sus implicancias hasta el final. La
transformacion de coordenadas que deja invariante la ecuacién de ondas habia
sido obtenida antes de 1900 por Lorentz, pero dado que no dejaba invariante a
la Mecanica se le prestd poca atencién. Einstein reconocié que al reformular
los conceptos de tiempo y espacio, era indispensable reescribir la Mecanica.

En 1905, Einstein publica sus conclusiones en su famoso trabajo “Sobre
la_Electrodinamica de los cuerpos en movimiento”, donde desarrolla toda la
Teoria Especial de la Relatividad de modo incuestionable.

En el cuadro adjunto resumimos las caracteristicas principales de las
tres alternativas.
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Opcion| Principio | Transformaciones | Mecanica | Electromagnetismo | Problema
de la de Galileo (TG) Clasica
Relatividad
No hay
evidencia
experimental
contra el
OK. Incorrecta. e_Iectromagne-
Vale para . tismo.
1 - OK . La “verdadera” teoria
toda la Fisica Es covariante . . . .
bajo las TG deperla ser covariante La sintesis de
bajo las TG. Maxwell fue el
ultimo gran
logro de la
Fisica del siglo
XIX.
OK.
No es covariante bajo las | No se logra
TG, como todos los otros | detectar al
fendmenos ondulatorios éter en
i OK, es . . .
Solo vale para : conocidos. experiencias
2 - OK covariante A
la Mecanica . disefiadas
bajo las TG . .
Existe un referencial para ello.
privilegiado fijo al “éter”
donde la ecuacioén de
ondas es especialmente
simple.
Implica:
Un nuevo
concepto de
OK. tiempo y
Incorrectas. espacio.
Incorrecta. . .
Es covariante bajo las
3 Vale para Las “verdaderas” No es Transformacioes de Reformular la
toda la Fisica |transformaciones (TL) . Lorentz (TL). Mecanica
Lo . covariante -
deben dejar invariante . Clasica.
. bajo las TL. . . .
el electromagnetismo. No hay éter, ni referencial
privilegiado. Resolver el
problema de la
velocidad de
laluz enel
vacio.
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2. El Postulado de Einstein

Habiendo elegido el camino de preservar el Principio de la Relatividad
aun a costa de las transformaciones galileanas y de la Mecanica Clasica,
Einstein toma como punto de partida de su nueva teoria una afirmacion anti-
intutitiva relativa a la propagacion de la luz.

La velocidad de la luz en el vacio tiene el mismo valor en todos los
referenciales inerciales.

En esto, la luz se comporta diferente a una onda mecanica, para la cual
la velocidad depende de la velocidad relativa entre el sistema de referencia y el
medio de propagacion. En el referencial propio, en cual el medio esta en
reposo, la descripcion de una onda acustica es especialmente sencilla. Sin
embargo, si admitimos que la luz se propaga en el vacio, sin un medio material
de por medio, el Postulado adquiere mas sentido: La velocidad de la luz en el
vacio es la misma en todos los referenciales inerciales y no hay un referencial
privilegiado para las ondas electromagnéticas.

Aun asi, el Postulado de la constancia de la velocidad de la luz fue muy
resistido en su época®, sobre todo porque destruye de un plumazo las bases de
la Mecanica Clasica.

En este apartado introducimos los diagramas de Minkowski como
herramienta para visualizar los procesos en el espacio-tiempo y obtenemos las
relaciones entre las coordenadas de dos sistemas inerciales (las
Transformaciones de Lorentz) a partir del postulado de Einstein.

a. Diagramas de Minkowski.

El diagrama de Minkowski se utiliza para representar eventos en el
espacio tiempo. En rigor, deberian representarse puntos en un espacio de 4
dimensiones (x,y,z; ct), pero para simplificar usaremos diagramas
bidimensionales (x; ct), como el indicado en la Figura 5a.

Representaremos los siguientes eventos en el diagrama:

e (E1) En t=0, se dispara un pulso luminoso desde el punto medio C de un
segmento AB de largo Lo (esto puede corresponder a un foco encendido
en el centro C de una sala).

e (E2a) El pulso luminoso alcanza el extremo izquierdo (A) de la sala.

e (E2g) El pulso luminoso alcanza el extremo derecho (B) de la sala.

Se llama “linea del mundo” a la trayectoria de un punto espacial en el
espacio-tiempo. En primer lugar, notamos que las lineas del mundo de los
extremos de la sala (A) y (B), al ser puntos estacionarios en S, se describen
como rectas verticales. Las lineas del pulso luminoso originado en C

* Véase: Resource Letter on Relativity, American Journal of Physics 30, p. 462 (1962).
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corresponden a dos rectas de pendientes +1. La linea del mundo de una

, . dx
particula que se desplaza con velocidad VZ?zﬂc es una recta de
t

cdt

X
extremos de la sala simultaneamente en t=t,=tz.

1

pendiente =—2>1. En el ejemplo (Figura 5a) el pulso llega a los

ct Lineas del mundo de los
puntos A, By C

A

A
Linea del mundo de

|
|
una particula P que se [
desplaza en S con \ Lo |
: |
velocidad B<I. | mundo del
\ : 4 pulso luminoso
\:A K emitido en C
| ]
| 1
|
; i
|
|
|
|

Lineas del

T
' \
1

K Evento E»p

Evento Ez5 A / C B

Evento E;

Figura 5a: Diagrama de Minkowski. Sistema S.

Supongamos ahora que la barra AB se desplaza en S con velocidad f.
Elegimos centrar S en el punto medio de la barra (O=C) por simplicidad. En t=0
se dispara el pulso luminoso desde el punto medio C.

¢, Como se ven los mismos eventos (E4, Eza, E2g) Observados desde S y
desde un sistema S’ solidario con la particula P que se desplaza en S con
velocidad B?

Lo primero es ubicar los ejes de S’ en S. Suponiendo que en t=0, los
origenes de ambos sistemas coinciden (en el medio de la barra), la linea del
mundo del origen O’ de S’ es una recta por O con pendiente 1/3. Esto ubica el
eje O’ct, en S. Por otro lado, los eventos Eza, E2g son simultaneos en S’ (el
sistema propio de la barra, la barra AB esta en reposo en §’, la situacion es
basicamente la descrita en la Figura 5a.)

Las lineas del mundo de A y B son rectas de pendiente 1/B. Los eventos
E2a y Ezg, simultéaneos en S§’, estdn dados por los cortes de estas lineas con el
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cono de luz emitido en C. Esta es la direccion de las rectas ct’=cte. Entonces,
la direccidn del eje O’x’ (ct'=0) esta dada por éstos puntos de corte.

Note que los eventos Eza y Ezg son simultaneos en S’ pero no en S,
donde Eaz ocurre antes que Ezg. La relatividad de la simultaneidad es un
primer efecto cinematico del movimiento de la barra y la constancia de la
velocidad de la luz.

Note también que la barra (de largo en reposo o largo propio L), tiene
una longitud diferente vista por S. En efecto, la longitud L=AB es menor que la
longitud propia (distancia en S’ entre los eventos Eza y Ezg). Este es otro efecto
cinematico (la contraccién de Lorentz) del movimiento de la barra y la
constancia de la velocidad de la luz.

Para pensar:

El eje ct’de S’ tiene pendiente 1/ en S. Mostrar:

a) que el eje O’Xx’ tiene pendiente B.

b) que el &ngulo 0 entre los ejes esta dado por

1- ﬂz
2

tan@ =

de modo que para  —1=6 — 0 y los ejes de S’ se hacen mas

oblicuos hasta coincidir en la recta de pendiente 1. Por el contrario, si

Vs
S — 0 entonces 6 — 3 y S’ es ortogonal y coincide con S.

Lineas del mundo de
ct A,B,0’en S

ct’ (1/p)

(1/B)

Figura Sb: Barra AB en movimiento en S. Sistema S’ solidario a la barra. Los
eventos E;a y Ezp son simultaneos en S’ pero en S Ex4 precede a Ezp. Entre
partentesis se indican las pendientes de las rectas.
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b. Transformaciones de Lorentz.

Obtendremos las Transformaciones de Lorentz a partir del Principio de la
Relatividad y del Postulado de Einstein. Buscamos relacionar las coordenadas
de un evento visto desde dos sistemas con movimiento relativo entre si. Es
decir, buscamos relaciones de la forma

ct'= fi(x,,2,t)
': b b 3t
x, S xyszt) (1.10)
y'=f(x,y,2,1)
z'= f(x,y,2,0).

Trabajaremos, por simplicidad, suponiendo que la velocidad relativa
entre ambos sistemas S y 8’ es a lo largo de la direccién x. El resultado es
facilmente generalizable a cualquier orientacion.

Consideramos una regla de largo (propio) Lo, que en t=0 tiene un
extremo en el origen de coordenadas O y otro extremo en el punto P.
Supongamos que la regla se desplaza en S con cierta velocidad p=v/c, de
modo que su largo visto en S es L. Esta situacién se muestra en la Figura 6a.

ct

A

ct’ (1/B)

lir}ea de P (1/B)

/ linea del pulso
luminoso emitido
en el origen (1)

X" (B)

v

Figura 6": La regla OP se desplaza en S. El sistema S’ es solidario con la regla. El
pulso de luz se emite en t=0 en el origen (evento E;) y luego alcanza a P (evento E).
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La ecuacion en S de la linea del mundo de su extremo P es
1
ct=—(x-L). (1.11)
B
Por otra parte, consideramos la situacion vista desde el sistema S’
solidario a la regla® donde la linea del mundo del extremo P es simplemente,

x'=1L,. (1.12)

El cociente de ambas ecuaciones es una constante que soélo depende
de la velocidad 3,

i 'CtzLizK(ﬂ): const. (1.13)

0

La razdn entre el largo de la regla visto desde S y el largo propio de la
regla es K. De acuerdo con el Principio de la Relatividad, las observaciones
deben ser coincidentes desde todos los referenciales inerciales. Invirtamos los
roles de Sy S’, es decir supongamos ahora que S es el referencial propio de la
regla y la misma es vista desde un referencial S’ que se desplaza con respecto
a S con velocidad B. Esta situacion se muestra en la Figura 6b. El largo visto
por S sera Ly (largo propio de la regla) y el largo visto por S’ sera L y de
acuerdo al Principio de la Relatividad, se mantiene inalterada la razéon K=L/L,.
La ecuacion en S’ de la linea del mundo de P corresponde a la de una particula
que se desplaza con velocidad - y es

1

ct'=——(x"-L (1.14)
S00)
en tanto que, desde S, la linea del mundo de P es simplemente
x=1L,. (1.15)
Nuevamente, el cociente entre ambas ecuaciones es la constante K
X pet :LizK(ﬁ): const. (1.16)

0

La simetria existente entre las ecuaciones (1.11-1.13) y (1.14-1.16) es una
manifestacién del Principio de la Relatividad. Se pueden obtener unas de otras
realizando los reemplazos x'<>x, t'<t, f <> —f. Rescribimos la linea del

mundo de P, ecuaciones (1.13) y (1.16), como

x— fct = Kx'

(1.17)
x'+ fct' = Kx.

® En t=t'=0, los origenes O y O’ de ambos sistemas coinciden.
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ct (-1/B) ct’
1 tinea de P (-1/p)

linea del pulso v
luminoso emitido \
en el origen (1)

X (-B)

\ X (-B)

Figura 6b: La regla OP esta fija en S. La situacion se observa desde S°, donde el
sistema S (y la regla) se desplazan a la izquierda con velocidad -B. El pulso de luz se
emite en t’=0 en el origen (evento E;) y luego alcanza a P (evento E,).

Para completar las reglas de transformacion falta determinar la
constante K. Para ello, utilizamos el Postulado de Einstein: un pulso de luz se
desplaza con velocidad c visto desde cualquier referencial. Consideramos el
evento E4 = emision de un pulso luminoso en el origen. Las lineas del mundo
de este pulso seran, en cada sistema,

x=ctenS

(1.18)

x'=ct'enS

Consideramos ahora el evento E; = el pulso luminoso alcanza al extremo
P de la regla. El evento E; esta en la interseccion de las lineas del mundo del
punto P y del pulso luminoso, por lo que sus coordenadas satisfacen las
ecuaciones (1.17) y (1.18). Sustituyendo las ecs. (1.18) en las ecs. (1.17), se
obtiene

Instituto de Fisica — Facultad de Ingenieria



Introduccion a la Fisica Moderna 19

ct(l—ﬂ) = Kct'

ct'(1+ﬂ)=Kct. (119)

De estas ultimas ecuaciones se eliminan los tiempos y resulta la expresiéon para
la constante K,

K=—=\1-p5%. (1.20)
/4

Finalmente, usando las ecs. (1.19) y teniendo en cuenta que no hay movimiento
relativo en las direcciones y,z, se obtienen las Transformaciones de Lorentz,

ct' = y(ct—ﬁx) ct = y(ct'+ ,Bx')
x' = y(x—ﬂct) x = )/(x'+,Bct') (1.21)
L= y y = y'

El segundo conjunto de ecuaciones son las Transformaciones inversas. Como ya se
menciond, se puede obtener un conjunto del otro usando la simetria
x'©x, t't, f<>—L enaplicacion directa del Principio de la Relatividad.

L
En el caso en que la velocidad del referencial S’ en S sea un vector f

con orientacién arbitraria, las Transformaciones de Lorentz (1.21) (en su version
directa) se generalizan a

ct'=7/(ct—ﬂ r)
e F L B )b "
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c. Consecuencias Cinematicas de las Transformaciones de Lorentz.
i) Cuadrivectores

Las TL son una transformacion lineal entre las coordenadas de un evento
representado por un punto (ct, X, y, z) en el espacio-tiempo.
Se puede asociar a este punto un vector de cuatro componentes:

R =(ct,r)=(ct,x,y,z) (1.23)
donde r es el vector posicion en el espacio tri-dimensional usual®.

Podemos intentar extender la nocidn de vector cartesiano tridimensional
al espacio de Minkowski. Consideremos dos 4-vectores
R ,=(a,.2,,2,,a,) y R,y =(b,,b,,b,,b;), entonces la cantidad
ayb, +a,b, +a,b, + a,b, es la extension directa del producto escalar cartesiano. Es
facil ver que esta cantidad no es invariante bajo las TL. Sin embargo, la

. r r . . .

cantidad a,b, —(a,b, + a,b, + a;b,) = a,b, —r, -7, silo es. Definimos entonces el
producto escalar entre dos 4-vectores como

r r

R, R, =a,b,—(ab +a,b, +ab,)=ab,—7, 7, (1.24)

Esta cantidad escalar es invariante bajo las T.L, lo cual justifica extender el
concepto de vector al espacio de Minkoski. Esto implica que la norma s de un
4-vector R =(ct,r) = (ct,x, y,z) esta dada por

sl =(w0) =[(er) -] =[(@f - -y -] (125)

Note que la cantidad s? puede ser negativa y por tanto s un niumero
imaginario. La norma de un 4-vector no tiene otro significado fisico que ser
invariante bajo las T.L.

ii. Clasificacion de intervalos de espacio-tiempo.

Consideramos dos eventos A y B en el espacio-tiempo, determinados
por dos cuadrivectores
R, =(ct,,r,)
4 4 (1.26)
Ry =(cty, 1)
A la separacion entre estos eventos, se asocia el 4-vector diferencia R, —%R ,,
cuya norma al cuadrado es

6 . . .

Recordamos que en el espacio euclideano, el producto escalar de dos vectores (y en particular la norma
de un vector) es invariante bajo una rotacion del sistema de referencia. Esta es la caracteristica basica de
un vector.
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(AS)2 =[%, _SRA”2 =(cty —ct, )2 _”;B _;;1||2 : (1.27)

Esta norma al cuadrado es un invariante de Lorentz y por lo tanto permite
caracterizar la separacion entre los eventos de forma independiente del
sistema de coordenadas. La norma al cuadrado puede ser positiva (separacion
temporal), negativa (separacion espacial) o nula (separacién luminica).
Analizaremos los tres casos.

Eventos con separacion temporal: (As)2 >0

Para este tipo de eventos siempre se puede encontrar un referencial en el cual
ocurran en el mismo punto. En efecto, supongamos que A precede a B en S,
entonces At=t,—t,>0 y por ser la separacion de tipo temporal (suponiendo

Ax>0, sin perder generalidad)

(As) =(cAt) —(Ax)" > 0=> cAr > Ax. (1.28)
Las TL muestran que
cAt' =y (cAt— fAx) >0 vp
Ar - (1.29)

AX'Z}/(AX—ﬂCAl‘):O:ﬁ:E

Es decir que A precede a B en todos los referenciales inerciales (y por tanto es
admisible una relacion causal entre A y B) y que existe un referencial S’ que se
desplaza con b en S, en el cual los eventos A y B coinciden en el espacio.

Los eventos con separacion de tipo temporal admiten una relaciéon causal.
Por ejemplo, pueden formar la linea del mundo de una particula.

Para pensar:

Puede mostrar que si A precede a B en algun referencial, no existe un
referencial S’ (que se mueve con <1 en S) en el cual B preceda (o sea
simultaneo con) a A?

.z . 2
Eventos con separacion espacial: (As) <0

Si la separacion entre dos eventos es de tipo espacial, siempre se puede
encontrar’ un referencial S’ en el cual se van simultaneos. En efecto, en este
caso

(As)’ =(cAt)’ —(Ax)’ <0=> cAr < Ax (1.30)
y, suponiendo At>0, las TL muestran que
cAt
At'= At — fAx)=0 =—
¢ y(chr=pav)=0=f Ax . (1.31)
Ax'=y(Ax— BcAt) >0 v

" Evidentemente, que se desplaza con velocidad menor o igual que la de la luz visto por S. Omitimos esta
aclaracion de aqui en mas.
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Es decir que la distancia L = 4B =Ax=x,-x, es positiva en todos los

referenciales con <1y se puede asociar la misma a una longitud fisica. Por
otra parte, existe un referencial S’ en el cual A y B son simultaneos e inclusive
otros en los cuales B precede a A. Por lo tanto no se puede vincular a los
eventos A y B causalmente en este caso.

Eventos con separacion luminica: (As)2 =0
En este caso los eventos pertenecen a la linea del mundo de una sefial
luminosa o una particula que se desplaza con p=1. En efecto,

(As) =(cAt)’ —(Ax)" =0=> cAr = Ax. (1.32)

Estas consideraciones se resumen en la Figura 7, donde se ubica el evento A
en el origen de un diagrama de Minkowski y se consideran tres eventos B, B’,
B” con separacion temporal, espacial y luminica con respecto a A.

A CZ‘

(-1)

region no
conectada
causalmente

A
v

pasado

Figura 7: Tipos de separacion entre dos eventos, tomando el evento A
en el origen como referencia. La regiéon blanca se denomina rl “cono de
luz” del evento A. Contiene a todos los eventos que pueden ser
afectados por A (en el futuro) y a los que pueden afectar a A (en el
pasado).

Instituto de Fisica — Facultad de Ingenieria



Introduccion a la Fisica Moderna 23

En la Figura 7 se muestra el cono de luz con origen en A. En este cono se
ubican todos los eventos B” con separacién luminica. Estos eventos Ay B”
solo se pueden conectar a través de sefales luminosas.

Dentro del cono de luz se encuentran todos los eventos B que se pueden
conectar causalmente con A. En el cono superior (t>0) estan los eventos
precedidos por A (el futuro). En el cono inferior (t<0) estan los eventos B que
preceden a A (el pasado).

Fuera del cono de luz, se encuentran los eventos que no se pueden conectar
causalmente con A. La explosion de una supernova fuera del cono de luz de A
jamas sera percibida por un observador en A.

iii. Dilatacion del tiempo propio.

Consideramos dos eventos que ocurren en un mismo punto de cierto
referencial S’ que se desplaza con velocidad 3 en S (por ejemplo, dos lecturas
de un reloj fijo a S’). Vistos por S, los eventos tienen coordenadas (cta ,xa) ¥
(cts, xg) respectivamente. El intervalo de tiempo entre ellos es At=tg-ta y €l
intervalo espacial es AXx=Xg-Xa

¢, Como se ve el intervalo desde el referencial propio de los eventos (S’)
en el cual su separacion es nula?

Las transformaciones de Lorentz muestran que

AX'ZV(AX—,BCAI):O:A)C:IBCN
cAt'zy(cAt—ﬁAx):y(l_ﬂz)cm:ﬂ (1.33)
v

es decir que el intervalo de tiempo propio At aparece dilatado un factor y
cuando es visto por un observador en S. En general, se tiene

At =yt = yAt' (1.34)

donde 1 es el intervalo de tiempo medido en el referencial propio de un evento
puntual.

Este fendmeno se ha comprobado empiricamente con dos relojes
atémicos idénticos muy precisos, poniendo uno de ellos a bordo de un avién
que circunda la tierra a alta velocidad. Se obtienen diferencias en sus lecturas
concordantes con (1.34).
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Ejemplo:

El efecto de la dilatacién del tiempo se comprueba a diario en los
aceleradores de particulas. Un conjunto de Ny particulas inestables decae
siguiendo una ley exponencial de modo que el numero de particulas que
subsisten a tiempo t es,

t
N({)=Ngse * (1.35)
donde 1, la constante de decaimiento, es la vida media de la particula en
reposo.

En el Fermilab se producen piones con energia E=200 GeV y el haz se
transporta por 300 mts. Con pérdidas por decaimiento inferiores al 3%. La vida
media de un pion es t = 2.56x10%s.

Los piones tienen una masa en reposo® mc*= 139.6 MeV. Por tanto, con

esta energia, su velocidad es esencialmente la de la luz y su factor y es alto:
-1/2
2

y=[1-5| =143x10°
C

A la velocidad de la luz, los piones demoran unos At=d/c=10"Cs en recorrer los
300 mts del acelerador. En ese tiempo, clasicamente decaeria una fraccién
t
7 -39.1
— — T ~ _ ~
fow =1—€ " =l-e"7" =1

Es decir, practicamente todos decaerian y el haz no llegaria a recorrer esa
distancia!

Sin embargo, debido a la dilatacion del tiempo propio, la vida media de los
piones vista desde el laboratorio es mucho mayor: yt1=3.66x107s. La fraccién

que decae en el tiempo requerido para recorrer los 300 mts es entonces
t

fo=l—e” ~1-e "% ~0.027

es decir, menos de 3% de las particulas del haz decaen en esa distancia, de
acuerdo a lo observado. El efecto es dramatico debido a que el factor y aparece
en el exponente de la ley de decaimiento.

Iv. La contraccion de Lorentz
La medida de la longitud de un objeto en reposo puede hacerse

determinando las coordenadas espaciales de sus extremos sin preocuparse de
que esto sea simultaneo. Es decir que, en el referencial propio del objeto, se

¥ El concepto de masa en reposo y energia relativista se explica mas adelante.
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mide una longitud propia AX’=L,, en tanto que el intervalo temporal At" entre las
medidas puede ser arbitrario, ya que el objeto esta en reposo.

Por otra parte, si se desea medir la longitud Ax=L de un objeto que se
desplaza en relacién a nosotros® con velocidad [, es necesario determinar las
coordenadas de los extremos en forma simultanea, es decir At=0. De otro
modo obtendriamos una medida errénea de su longitud, debido al
desplazamiento de sus extremos en el intervalo de tiempo entre las medidas.

Recurriendo a las transformaciones de Lorentz obtenemos la relacién
entre las medidas de la longitud del objeto vista por S y por S’ (referencial

propio).

Ly=Ax'=y Ax—ﬂcz{st =yL
0

por lo que la longitud propia del objeto aparace contraida en un factor g, debido al
movimiento relativo:

L
L=" (1.36)
Y

Esta consecuencia de las transformaciones de Lorentz fue observada por
Lorentz mucho antes de que Einstein diera forma a la teoria.

v. Transformacion Relativista de velocidades

Consideramos una
particula P que se desplaza

con cierta velocidad th' enun A .
referencial S’. A su vez, S’ se S /
desplaza en S con velocidad V 4

en la direccion Ox. Esta S P
situacién se muestra

esquematicamente en la Figura —> V
8.

v

¢, Cual sera la relacion
entre las componentes de la
velocidad de la particula en P
vistas por Sy por S'?

v

Es decir queremos Figura 8: Adicion relativista de velocidades.

Supondremos un desplazamiento en la direccion de la dimension a medir. La generalizacion es
inmediata.
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. . .. . T = r|
generalizar la ley Galileana de transformacion de velocidades u =V +u' al
caso relativista.

Comenzamos por rescribir las transformaciones de Lorentz en forma
diferencial

cdt'= y(cdt — ,de)
dx'= 7/(dx — ﬂcdt)

(1.37)
dy'=dy
dz'=dz
donde B = V/c.
Las componentes de la velocidad en S’ , en términos de las
correspondientes en S, son entonces,
4 dx'  dx—pfecdt  u —pfc
Todt' dt—pdx/c 1-pulc
dy' d
u' = o 4 = et (1.38)
oodt' y(dt—pPdx/c) y(1-pu,/c)
dz' dz u

'

YT T y(di-paxie) y(1-pu,/c)

Estas ecuaciones son la trasformacion relativista de velocidades entre
dos referenciales con movimiento relativo § segun Ox. Observe que las
componentes segun Oy y Oz también se ven afectadas, debido al cambio en la
percepcion del tiempo.

Adicion Relativista de velocidades

A partir de las ecuaciones (1.38) es facil mostrar la ley relativista de
adicion de velocidades. Si una particula se desplaza con B3, a lo largo de Ox’ en
S’, mientras que S’ se desplaza con velocidad 3, a lo largo de Ox en S, (Figura
9) entonces la velocidad B de la particula en S esta dada por

_bBth
1+ B p,

Es claro que si las velocidades son pequeias (1.39) se reduce a la
e

B

(1.39)

adicion Galileana de velocidades # =V +u', en la notacién anterior. Sin
embargo, inclusive en el caso en que ﬂl —>1ly ﬂz — 1 la velocidad
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compuesta de acuerdo con (1.39) no supera la velocidad de la luz, en acuerdo
con el Postulado de Einstein.

s S [, relativo a S’
S [ relativoa S

e —

——~ [ relativoa S

v

v

Figura 9: Adicion relativista de velocidades (caso unidimensional)
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3. Dinamica Relativista
a) 4-vector velocidad y cantidad de movimiento.

Consideremos un 4-vector R = (ct,r) que describe la posicién de una
particula en cierto instante t. Es natural construir, a partir de su variacion
diferencial dR = (cdt,dr), el objeto de cuatro componentes

r
d—R{cﬂ,d—rj =(c,v) (1.40)
dt dt dt
como la extension de la velocidad al espacio de Minkowski. Sin embargo, la
norma del objeto definido por (1.40) no es un invariante'®, por lo que este
objeto no es un 4-vector.

Si bien dR si es un 4-vector (por la linealidad de las TL) el intervalo de
tiempo dt no es un invariante. Podemos construir un 4-vector a partir de dR
multiplicando por algun invariante relativista adecuado. El tiempo propio es el
candidato ideal. Un intervalo de tiempo propio se relaciona con un intervalo en
S como dt=ydr.

Se define el 4-vector velocidad como

" dR__dR

V="
dr 7dt

7 () (1.41)

donde y esta asociado a la velocidad v de la particula. Este objeto si es un 4-
vector y es sencillo verificar que su norma es el invariante c.

Con esta definicion, el 4-vector cantidad de movimiento se obtiene de
inmediato a partir de la definicion clasica p=mv. En efecto, definimos

P=mV =(yme,yp) (1.42)

donde p =mv es la cantidad de movimiento no relativista de la particula. La

expresion (1.42) es un 4-vector porque la hemos obtenido multiplicando el 4-
vector velocidad por un invariante relativista: la masa en reposo m de la
particula. La norma invariante del 4-vector P es simplemente mc.

Masa Relativista

Dado que la relacion entre el vector cantidad de movimiento relativista y la
velocidad es p =ymv, es usual definir una “masa relativista” que depende de
la velocidad como

m(v)=ym. (1.43)

1 2 2 . . .

% Basta notar que la norma en S es ¢’-v’, mientras que en el referencial propio de la
; 2
particula es ¢”.
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Es decir que la masa relativista crece con la velocidad desde su valor en
reposo hasta el infinito, cuando v — ¢. Por esta razén, es imposible acelerar
una particula con masa en reposo no nula hasta la velocidad de la luz. Solo
particulas sin masa (fotones, neutrinos o gravitones) se desplazan a esta
velocidad.

b) Energia Relativista

El Principio de la Relatividad requiere que la Fisica sea la misma vista
desde cualquier referencial inercial. En particular, deben seguir siendo validos
los Principios de conservacién de la energia y cantidad de movimiento.

El Teorema del Trabajo y la Energia es una manifestacion de la
conservacion de la energia. Relaciona la energia cinética que adquiere una
particula con el trabajo que se realiza para acelerarla. Este teorema nos
permitira definir la energia relativista.

Consideramos una particula que se desplaza en la direccion Ox (por
simplicidad) y sobre la cual actia una fuerza que la acelera hasta velocidades
comparables a la de la luz. Aplicaremos el Teorema del Trabajo y la Energia a
este caso:

T=W-= J‘Fdx:!j%dxz‘([ vdpz(pv)g—.!jpdv

Donde se ha usado la integracién por partes. Si la particula parte del reposo, se
tiene

Vs by 1/2
T=py,~ [ pdv=ymep;-mc [ (1-5°) " pdf=
= 7/mc2,8; +mc* [(all—ﬂz )I = }/mczﬁ’; +mc? [,/1—,3; _IJ
:(;/—l)mcz.

Es decir que la expresion relativista para la energia cinética de una particula
de masa en reposo m y velocidad v es

T,=(r-1)me’ (1.44)

rel —

Para pensar:
Verifique que esta expresion se reduce al valor correcto, mv%/2 , si v<<c.

El 4-vector energia.

Consideramos ahora el 4-vector Pc, obtenido multiplicando el 4-vector cantidad
de movimiento por el invariante c. Este 4-vector tiene componentes

r
E=Pc= (ymcz,pre,c) (1.45)
La norma de este 4-vector es el invariante mc? y su componente 0 se es la

energia total relativista de la particula:
E,=ymc* =T, +mc’ (1.46)

rel
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Si la particula se encuentra en reposo su energia no es nula, sino que es
proporcional a su masa en reposo:

E,=mc’ (1.47)

Esta energia'' es grande: para una masa de 1kg, corresponde a 9x10'® J lo
cual equivale a varios afos de operacion de una una central de generacién de
30 MW! Este es el origen de la energia liberada por las reacciones nucleares.

A partir de la definicion (1.46) se puede escribir el 4-vector energia como

£=(E, .. DucC) (1.48)

y en cualquier referencial S se cumple la relacién invariante

E: =p.c+m’ct (1.49)

re

En caso de que la particula no se encuentre libre sino que esté sometida a una
fuerza conservativa F=-dV/dx, tendra una energia potencial V(x). En ese caso

todas las relaciones anteriores son vélidas con el reemplazo £ — E +V (x).

c) Conservacion de la Cantidad de Movimiento y la Energia

Estos dos Principios clasicos de conservacién se convierten a nivel relativista
en un unico Principio: el de conservacion del 4-vector P.

En efecto, este 4-vector puede expresarse como

P:(Erel/c’ﬁrel) (150)

de modo que su conservacion engloba a ambos principios.

Para un sistema de N particulas, la suma de sus 4-vectores P debe ser la
misma antes y después de una interaccién. Es decir que

N N
2 (B e = ;(E)despues (1.51)

i=l1 i

donde cada particula tiene asociado un 4-vector de la forma (1.50) y sus
componentes satisfacen la relacion (1.49).

' Esta constante mc? no afecta a las ecuaciones clasicas, debido a que clasicamente la
energia se define a menos de una constante aditiva.
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Ejemplo: Fotoproduccion de un pion

Consideramos un foton que incide sobre un proton en reposo. Como resultado se
produce un pion y el foton resulta acelerado.

Se conoce:
Energia del foton incidente: £, = p,c
Energias en reposo del protén y del pion: me” y myc?.

Conservacion de la energia:

Ey+mc’=E_+E_= \/(mcz )2 +(p+c)2 +\/(mﬁcz)

2

+(pye)

Conservacion de la cantidad de movimiento:

y Pi6on
emergente

1 1

1
p,=p.+p,
o bien,

p.=p, +p,—2p,p,cosb
2 2 2 :
p,=p,+p,—2p,p,cosg Foton 0

incidente

hay 4 Variables de salida: , )
. .. , ., proton en

cantidad de movimiento del foton p. y el pion p,

. ) . reposo

angulos de salida con el eje Ox.

v

v @ Foton

31

Fijando una de ellas se obtienen las demas, emergente

A partir del sistema no lineal de tres ecuaciones.

Notar que la conservacion de la energia muestra que la energia minima para poder
producir una particula es igual a su masa en reposo.

Notas elaboradas por el Prof. Gonzalo Abal
Agosto-Setiembre 2003.

Enviar comentarios a abal@fing.edu.uy
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