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CAPITULO 1.
INTRODUCCION.

En los Ultimos cinco afios, se han publicado en la literatura técnica especializada, un gran
nimero de insipientes aplicaciones tecnoldgicas a ser implementadas con diferentes tipos de circuitos
caoticos, en especial en e area de las comunicaciones y control. El Circuito de Chua[1] es uno delos
mas estudiados en ese aspecto.

L.M.Pecoray T.L.Carroll [11] determinan las condiciones necesarias y suficientes para que
dos sistemas cadticos puedan ser sincronizados. Sus trabajos son retomados por otros autores [12]
[13], con €l fin de elaborar sencillos sistemas de transmision de informacion digital, usando sefides
cadticas como portadoras. El Circuito de Chua, en estos casos interviene como transmisor y €
receptor tiene un elemento no lineal con caracteristicas similares a las del transmisor, para extraer la
sefid digital que se ha transmitido, mezclada con la sefial cadtica.

E.JAltmann [14] por su parte, utiliza un arreglo de 8x8 Circuitos de Chua para reconocer
gestos de la mano (aguellos que tienen que ver con € movimiento en e lenguaje de signos
americano). En esta aplicacion, las variables del Circuito de Chua estén directamente relacionadas con
las coordenadas espaciaes de la posicién de la mano. Cada circuito se rota arededor de un ge
horizontal o vertical, de modo tal que cada una de sus variedades centrales [15], estén aineadas con
una parte de la trayectoria a reconocer. El arreglo es usado para generar un patron espacial que
representa clanto se aparta cada uno de los circuitos de su variedad central, cuando se agrega en una
de las ecuaciones una funcion dependiente del tiempo, que simula los apartamientos propios de una
mano redl.

X.J.Rodet [16] sustituye el oscilador LC, del circuito de la figura Il.1a, por una linea de
transmision con e fin de smular la cgja de resonancia de diferentes instrumentos musicales
(clarinetes, flautas, instrumentos de cuerda, etc.). El Circuito de Chua con retardo, le permite ssmular
diferentes sonidos y podria aplicarse a la sintetizacién de instrumentos.

En este trabgjo nos proponemos estudiar los fendmenos criticos del siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales adimensionado, € cua explica el comportamiento de las variables eléctricas
dd Circuito de Chua

1 dx

:Tdy_a [y-h0o) : bx+a-b x31

ek S A h(x)=1 ax IX £1 (1.1)
: Ez_b y tbx- a+b x£-1

T dt

En e apéndice Il se describe € circuito y su relacion con este sistema. Aqui simplemente sefialaremos
gue el sistema (1.1) es simétrico en e espacio (X,y,2) y tiene una ecuacion de transferencia h(x) lineal
a trazos, por lo que presenta discontinuidades en sus derivadas en los planos x = %1, los cuales
definene tres regiones en e espacio, como muestra la figura 1.1:

D, (por encimadel plano x = 1)

Dy (entre los planos x = £1)
D_; (por debgjo del plano x = -1)
. Entonces, b dindmica del sistema esta gobernada por tres puntos fijos en estas diferentes

Zonas

P. =(k0-k)1 D,
P,=(0001 D, (12)
P =(-k0k)T D,

b-
L Donde k =2 =15 s a=-1/7yb=2/7
b



e P La linedlidad a trazos en la curva de
D, tranferencia, le confiere  un comportamiento
X topologicamente equivalente a de un sistema de

ecuaciones no lineal, por lo que € circuito tiene una

P =S variada gaeria de  atractores  extrafios,

D, z estructuralmente inestables [2]>. Si bien estos

y atractores no son observables, dado que una

/ pequefia variacién en las condiciones iniciaes,

o P genera grandes cambios en la dindmica del sistema,

D, nos proponemos echar luz sobre la estructura que

soporta a los atractores que pueden observarse
experimental 0 computaciona mente.

En especial, trabajamos en una region de los parametros a y b (dgjando los parametros ay b
constantes) en la que es observable el Atractor de Rossler [3] (muy estudiado en laliteratura, pero en
relacién a otros sistemas de ecuaciones [4] [5] [6]) v € Atractor de Chua, también [lamado Atractor
Doble Scroll. Es, en especial, este atractor, €l objetivo de este trabgjo, ya que en la literatura se han
comunicado muchos datos numéricos (computacionales [7] [8] [9] ¥ experimentales [10]), los cuales
pretendemos enmarcar en una estructura mas compleja, controlada por diferentes bifurcaciones
globales. Para €llo, nos concentramos especiamente, en la explicacion de un fendmeno Ilamado
Nacimiento del Doble Scroll [9]: & sistema, que presentaba una dindmica asimétrica (con flujos
visitando las regiones D, y Dg 6 las regiones D.; y Dg), comienza a presentar una dindmica simétrica
gue involucra el pasaje de flujo por las tres regiones del espacio (x,Y,2).

FIG.1.1: Puntos fijos en las regiones del espacio.

PRESENTACION.

En & apéndice | se menciona algunas definiciones y propiedades de interés, comunes a
muchos sistemas que presentan atractores extrafos.

En e apéndice Il se desarrolla el andlisis del circuito y de los puntos fijos de las ecuaciones
que lo describen. Y se detallan, ademas, las hifurcaciones locales de estos puntos fijos y los
diferentes comportamientos que presentan sus autoval ores.

En d capitulo 2 se describen las bifurcaciones globales que sufre € sistema, detallando,
especialmente, la dinamica del principal atractor: Doble Scroll. En € apéndice Il se encara la
descripcidn de esta dinamica, en forma analitica a través de la definicién de un mapa de Poincaré.

En  capitulo 3 se define un mapa unidimensional, que se utilizara en la determinacién de los
diferentes cambios de la dindmica que sufre el sistema.

En el capitulo 4 se determina clales son las posibles érbitas homoclinicas que presenta €
sistema (1.1) y se detdla e estudio de la érbita homoclinica principal y sus bifurcaciones. En €
apéndice 1V, se expican las herramientas que permiten este estudio.

En € capitulo 5 se presenta un andlisis detallado de la estructura del Atractor de Réssler, en
el Circuito de Chua: sus orbtas periddicas y homoclinicas.

En d capitulo 6 presentamos una serie de resultados computacionales que muestran la
exigtencia de diferentes orbitas homoclinicas en € Atractor de Chua. Dichas érbitas homoclinicas y
sus hifurcaciones explican los distintos cambios en la dindmica del atractor y muestran una estructura
gue involucra la existencia de érbitas heteroclinicas en €l Atractor de Chua.

En € capitulo 7 presentamos las conclusiones del trabajo, aventurando una hipétesis que
permite la explicacion del Nacimiento del Doble Scroll.

% En el apéndice, se explicaen forma sintética los fendmenos més sencillos, propios de un sistemade
ecuaciones diferenciales no lineal y cliales son las herramientas, con las que se suelen analizar esos
fendmenos.



CAPITULO 2.
BIFURCACIONES GLOBALES.

El principal tema de estudio de este trabajo es la explicacion del Nacimiento del Doble Scroll, a
partir de dos atractores asimétricos. La explicacion de cudl es el cambio global que sufre el flujo en ese
caso, se estudiaen laseccion 2.2. Sin embargo, como introduccion al tema, en la préxima seccion, haremos
una descripcion informal de cédmo evoluciona el sistema (1.1), a variar uno de sus parametros. Esto
permitira comprender que la dindmica, inicialmente, puede ser descripta por un mapa de caracteristicas
similares al mapa logistico (ver apéndice I), pues presenta los mismos fendmenos criticos. Pero méas alla
de un valor critico del parametro, podran observarse otros atractores (el Atractor de Roéssler y el Doble
Scroll, orbitas cerradas, etc.) que ilustraremos computacionalmente, en el plano (y,x).

2.1 DESCRIPCION.

Nos proponemos describir algunos de los atractores que pueden observarse en el sistema (1.1),
para diferentes valores del pardmetro a, si mantenemos el valor del parametro b fijo. Trabajaremos con
valores de parametros para los cuales los autovalores de la matriz jacobiana, evaluada en € punto Py (ver
apéndicell), son delaforma

l,>0 I, =s,xiw, /s,<0 (2.1)
En lafigura 2.1 se muestra en forma muy esquemética algunos de | os atractores que describiremos
y enlafigura2.2 (delasiguiente pagina) se observan resultados computacionales que ilustran la existencia
de dichos atractores.
Inicialmente (fig.2.1a) (paraa <8.1) & punto Py es de tipo sillafoco (comoindicala

FIG. 2.1: Esquema de las bifurcaciones globales para el Circuito de Chua con: b = 14 .3. Las lineas punteadas indican drbitas periddicas
tipo silla mientras las lineas continuas son drbitas periddicas estables o totalmente inestables [8].

ecuacion (2.1)) y los puntos P. son focos estables. El pasgje de (2.1a) a (2.1b), se debe a una bifurcacion de
Hopf de estos puntos (descripta en €l apéndice I1), con el consecuente surgimiento de un ciclo limite
estable alrededor de ellos. El sistema, en este caso, tiene un comportamiento asimétrico o especular: segun
lacondicion inicial, se observara uno u otro atractor (fig.2.2a).
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FIGURA 2.2 : Atractoresen € Circuito de Chua (b = 14.3, a=-1/7, b = 2/7).



g: Orbita Homoclinica en P+.
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FIGURA 2.2: Atractores en € Circuito de Chua.



S seguimos aumentando @ surge una bifurcacion globa sillanodo, con € consecuente
surgimiento de una érbita simétrica inestable y una 6rbita simétrica tipo silla® (fig.2.1c), las cuales se
estudiardn en el capitulo 4. En €l sistema, entonces, coexisten dos atractores asimétricos (las &rbitas
periddicas que surgieron en la bifurcacion de Hopf) y un repelor simétrico (la érbita periodica inestable
gue “rodea’ aaquellos atractores) .

Luego, (pasaje de (2.1c) a (2.1d)) se produce una bifurcacion de duplicacion de periodo, en las
Orbitas periodicas asimétricas (fig.2.2b) y de (2.1d) a (2.1€) se observa una cascada directa de sucesivas
duplicaciones de periodos. También pueden observarse, la existencia de una cascada inversay la aparicion
de ventanas de periodicidad para ciclos de periodo impar (ver apéndice |). Este atractor se conoce como
Atractor de Rossler tipo espiral.

Luego de un breve pasaje por € Atractor de Rossler tipo tornillo (fig.2.2¢) (que se detallaraen €
capitulo 5), se produce & Nacimiento del Doble Scroll, producto de un aglutinamiento de los dos tornillos
de Rosdler, el cual seobservaenlafigura2.1f y en lafigura2.2d.

Si bien la descripcion del surgimiento del Atractor de Chua se hara en la préxima seccién,
adelantamos que entre (2.1€) y (2.1f) pueden observarse érbitas periddicas simétricas, que dan 2,3/4,...
vueltas alrededor de los puntos R y P. (fig.2.2e), 6rbitas homoclinicas* alrededor de los puntos P
(fig.2.2g) y érbitas heteroclinicas® (fig.2.2h) entre el punto P, y P., las cuales se estudiaran en el capitulo
6.

A medida quea aumenta, el Doble Scroll crece, mientras la orbitatipo silla simétrica que rodea al
Atractor de Chua, decrece. El Doble Scroll desaparece, debido a la colision del atractor con esta Orbita,
permaneciendo otros ciclos limites simétricos inestables (fig.2.1g). Este fenémeno, denominado Muerte
del Doble Scroll, puede observarse en lafigura 2.2f.

De (2.1g) a (2.1h), la existencia de una 6rbita homoclinica simétrica (homoclinica principal,
fig.2.2i ) que conecta la variedad estable e inestable del punto Py, lleva a sistema a una bifurcacion global
subcritica tipo sillanodo, con la consecuente desaparicion de las orbitas periddicas simétricas. Sin
embargo, como se verden el capitulo 4, pese aello, persisten otros ciclos simétricosinestables (fig.2.1h).

% Como sevio en d apéndice |; una drbita periddica puede ser estable (0 inestable) cuando d flujo que parte de un punto
Xo Se acercaalaérbitaatiempo positivos (0 negetivos). Pero una 6rbita puede también, ser tipo silla, cuando,
considerando un plano que corte la érbitay uno de los puntos de interseccion de la érbita con este plano (punto fijo x™ de
un mapa de Poincaré), € flujo que parte de un punto X, en dicho plano, se acercad punto fijo en unadirreccion y sedga
enlaotra

* Una 6rbita homodinicaj (t) que conecta d punto hiperbdlico P, consigo mismo verifica
NURZE LA NURCEL TR
® Unatrbita heteroclinicaj (t) que conecta alos puntos hiperbdlicos P, y P. verifica

j(t)%P® P j(t)%7e P

Se produce un ciclo heteroclinico, cuando existe dos 6rhitas heteroclinicas y una verifica la relacion anterior y la drala
relacion contraria.

9
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FIG. 2.3: Esquema de bifurcaciones globales en el plano (a b )

En la figura 2.3, se presenta un diagrama de bifurcaciones globales, en e plano (a b ) que
muestra las regiones en las que pueden encontrarse 10s atractores que se describieron en el parrafo anterior
y graficaron en lafigura2.2.

En lagréafica 2.3 se destacan: la curva que sefida la bifurcacién de Hopf , € Nacimiento (NDS) y la
Muerte (MDS) del Doble Scroll, € lugar geométrico en el plano de parametros donde puede observarse la
homoclinica principal (Homoclinica) del sistema, la cua se estudiard en detalle en el capitulo 4 y la curva
gue sefiala la presencia de una érbita heteroclinica entre el punto P. y P. (hetero), la cual se estudiarden el
capitulo 6.

10



2.2. NACIMIENTO DEL DOBLE SCROLL.

Nos proponemos hacer una descripcion geométrica de las trayectorias del sistema (1.1) en
el espacio (x,y,2) cuando los valores de los parametros a y b estén en la zona donde se produce
el Doble Scrall. En esta seccidn desarrollaremos una exposicion cualitativa del problema, dejando
para el apéndice Il una descripcion més analitica.

En la region dd plano (a b ) donde se produce € Doble Scroll, los autovalores de la
matriz jacobiana evaluada en |os puntos fijos P, y P (ec.l1.11) son, respectivamente, de la forma™:

r,=g,1 Alg, <0 l,=g,1 A/g,>0 22
r.,=s,*jw, /s, >0 |, ,=S,%jw,/s,<0 )

L=ERNU, L=E'(®)NU, A=LCL B=LGL E=LGL

FIG. 2.4: Esquema de los espacios propios de los puntos fijos

® Vdorestipicos de los parametros son:

a=9 b=143 4 - _ 394 5 =019 w, =305
1 =}

a:-7 b=7 0,=222 s,=-097 w,=271
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En lafigura 2.4 se dibujan los dominios y las seis variedades de los tres puntos fijos. Las
fronteras entre los dominios D;, Dy y D.; se ha dibujado en verde claro y corresponde a planos
U.:". Ademés, se observa en color rojo la recta correspondiente a la variedad estable (E3(P.)) de
los puntos P, y en azul los planos correspondientes a sus variedades inestables (E”(P.)), mientras
que en celeste y marron se han dibujado la variedad inestable y estable (EY(Py) y E(Py),
respectivamente) del origen P,. También se observan otras rectas importantes en la dinamica, las
cuales describiremos para la parte superior de la figura, teniendo en cuenta que € sistema es
simétrico:

* Lo eslarectadonde d plano EX(P,) cortaa plano x=1: ES(P,) N U,.

* |, eslarectadonde e plano E'(P,) cortad plano x=1:E“(P,) N U;.
* L, eslarecta que separalos flujos ascendentes de los descendentes en € plano x =1:

A la derecha de L, (verde azulado) d flujo (j ) gue pasade laregion Dy alaregion D, , mientras
gue a laizquierda de L, € flujo pasa de laregiéon D,; alaregidon Dy, Y d flujo que se inyecta
exactamente en algun punto de larecta, volveraa dominio del cual ha partido.

Por otro lado, destacamos la presenciade |os puntos:

A=LCL B=LCL,
C=EY(R)CU, D=E’R)CU,

*kkkk

E = Lo (; L2 *khkk

Dichos puntos se sefialan en la figura 2.4 y también hemos sefidado como referencia un
punto A., sobre la recta L, (més ala del punto A) y un punto E., sobre la recta L, (més ala ddl
punto E).

Definimos también, € punto F como aquel punto sobre la recta L,, por donde pasa €

flujo cuyo vector tangente (x) esparaelo alarectal,. Esto significaque € flujo que pasapor €

punto F es tangente a la recta L,. Este punto se encuentra entre los puntos B y E y no se ha
dibujado en lafigura 2.4, pero adquiere vita importancia en la definicién del mapa de Poincaré que
se desarrollaen e apéndice ll1.

Describiremos la trayectoria del flujo en e espacio esquematizado en la figura 2.4, para
observar € papel que juegan las rectas y puntos antes mencionados en la dindmica del Doble
Scroll.

Si partimos de un punto préximo al origen, por encima del plano E(P,) (marrén) en Dy, €
flujo recorrera una espiral ascendente, alrededor de la recta EY(Po) (celeste), aproximandose
asintéticamente a esa recta (en la direccion paraela d plano) y algandose del plano (en la
direccion paraelaalarecta).

Al intersectar € plano U, (verde claro), (ala derecha de L, (verde azulado)) € flujo seguira
describiendo una espiral , pero de radio creciente, arededor de la recta ES(P,) (rojo), dejandose

de ésta en la direccion pardda a plano EY(P,) (azul) y aproximandose a ese plano, dado que g 1

es negativo. El flujo (girando) volvera a intersectar a plano U; en algin punto por detrés de la
rectal,y alaizquierdadelarectal,.

Antes de que se produzca el Doble Scroll, o sea, cuando tenemos el Atractor de Rossler
(asimétrico) los puntos de pasgje del flujo desde D,; a Dy, estan en € tridngulo ABE. Cuando se
ha producido € Daoble Scroll, dichos puntos se encuentran en e angulo A.BE..

"Donde U ={(x,y,z)/ X= il}
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En & primer caso, € flujo permanecera por encima del plano E3(P,) como se observa en
la figura 2.5a: una trayectoria que parte ce un punto sobre e plano U, que se encuentra en €
triangulo ABE, se inyecta en laregion D,, por encimadel plano estable del origen, ascendiendo en
la direccion de la recta inestable de este punto. En la region Dy, la trayectoria da un giro de radio
creciente muy pegada a plano inestable del punto P,?

En e segundo caso (cuando ya se ha producido € Doble Scroll), € flujo pasard aveces
por encima y otras veces por debajo del plano ES(P,). Lafigura 2.5b muestra una trayectoria que
comenzando en d angulo A,BE, (alaizquierda de larecta L) recorre laregion Dy por debajo del
plano estable del origen, se inyecta en laregion D4, efectuando un giro alrededor de P, para luego
volver alaregion D, por encimadel plano estable del origen.

Es importante hacer notar que una trayectoria Ssmilar a la dibujada en la figura 2.5a puede
encontrarse en presencia del Atractor de Résser como en presencia del Atractor de Chua, dado
gue en este Ultimo caso € flujo también pasa por d tridngulo AEB.

1.5

- 0.5 )
0.'3'\,\-\ / 3_,\I‘\|\.\ /|/0| 5
FIG. 2.5a: Trayectoria que permanece por encima de la variedad = FIG. 2.5b: Trayectoria que pasa hacia abajo de la variedad estable del
estable del punto Po. punto Po.

Queremos resdltar (en relacion con la figura 2.4) que una trayectoria que parte del punto

C, podria incidir en los puntos del segmento AE y siempre que lardacionentre g,y S , sea
tal que @ flujo no llegue A plano U,, € tiempo de retorno a punto C, seria infinito, por lo que
estariamos en presencia de una trayectoria homoclinica (ver figura 2.2i) que, partiendo de un
punto de la variedad inestable del origen, recorra la region D; y se inyecte en la regién Dy
exactamente en € plano estable de P,.

Como se verifica que €@ autovaor red de la matriz jacobiana evaluada en B. es muy
negativo dgl‘ fil), en las figuras 25 (en relacion con la figura 2.4), se observa que € flujo apenas
entra en D,;, se “pega’ a plano inestable del punto P, (EY(P,)) y entonces, el posterior passje a
través del plano U;, se produce muy préximo a la semirrecta A,B (incluida en larecta Ly). Enla
figura 2.6 se observan los puntos del plano U, por donde pasa € flujo. En particular, por debagjo
del punto B, se observa un fino corredor, correspondiente a flujo descendente.

El pasgje del flujo ascendente por € plano U, (por encima del punto B, en lafigura2.6), se
grafica en dos espirales centradas en € punto C: Como |S 0| <<(Q,, losflujos que recorren Dy

no “se acercan” répidamente hacia la variedad inestable del origen E"(P,)). Relacionando estas
espirales con lasfiguras 24 y 2.5, sefidamos que:

® Enlafigura2.5 sedibujael punto Py enrojoy los puntos P en verde.
13



Los flujos que parten de puntos x;, | U; (a la derecha de la recta L, verificando:

x, 1 AB), recorrerén la region Dy pasando por encima de E(P;). Al cabo de un tiempo t,
regresaran d plano U, (entrando en D;,), através de puntos x,, que se computan en la espiral BC.
Dicha espird se llama puerta de entrada superior, pues € flujo se ha mantenido por encima del
plano estable del origen.

Los flujos que parten de puntos X', T U, (alaizquierda de Ly y verificando: xgl AA,),
recorreran la region Dy, pasando por debajo de E3(P,) hacia D.;, se “pegaran” a EV(P.), regresarén
a Dy y findmente (al cabo de un tiempo t';) se computaran en U, en puntos X ,, pertenecientes ala
espirad CC,, que llamaremos puerta de entrada inferior, ya que € flujo recorrié € semiespacio
inferior, definido por la variedad estable del origen.

|:|3 T T T T T T T T

)
/

0.2

=

-0.1

o
g
T

o
L
T

FIG. 2.6: Pasaje de la trayectoria del Doble Scroll por el plano x=1.

Por dltimo sefialamos que si e punto x; coincide con € punto A, el tiempo de retorno a
plano U, seriainfinito y € punto X, y € punto X,, coincidirian con e punto C, centro de las
espiraes “puerta de entrada superior” y “puerta de entrada inferior”, respectivamente.

El proposito de este trabajo es estudiar el Nacimiento del Atractor de Chua, por lo que no
incluimos, en € cuerpo central del mismo, informacion detallada sobre la muerte del atractor.
En € fina de apéndice Il se estudia dicho fendmeno a través del mapa de Poincaré. Aqui
simplemente diremos que para todos los valores de los parametros para los cuales se observa el
Doble Scroll, se observa también por lo menos un ciclo limite smétrico tipo silla, que rodea a
atractor. El pasgje de ese ciclo por € plano Uy, genera un par de puntos J y J (que no fueron
dibujados en la figura 2.6) y cuando e vaor de los parametros es tal que la espiral CC,, pasa por
alguno de esos puntos, € flujo diverge hacia @ infinito, destruyéndose la estructura del Doble
Scroll.
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CAPITULO 3.
MAPA UNIDIMENSIONAL.

En este capitulo explicamos como construimos un mapa unidimensional parad sistema(1.1), con
e fin de estudiar las propiedades de los atractores que se describieron en €l capitulo anterior. En los
capitulos 4, 5y 6 utilizaremos este mapa para estudiar las propiedades de las orbitas homoclinicas que
presenta €l sistemay que explican la estructura de 6rbitas cerradas que regulan la dindmica del Atractor de
Chua

3.1.DEFINICION.

En la seccion 2.2, se observo que cuando el autovalor real de P, es suficientemente negativo, €l
flujo que pasa desde la region Dy a la region D.y, “se pega’ a plano EY(P.)°. Teniendo en cuenta esta
propiedad, definimos un mapa unidimensional, considerando el flujo sobre los planos EY(Ps). Dicho mapa
es continuo para una ampliaregion del plano de los parametros (a , b) .

En lafigura 3.1, consideramos nuevamente la posicion en el espacio (x,y,z) de los planos y rectas
gue definen las variedades estables e inestables de los puntos fijos del sistema (1.1) y los planos x = +1.
Sobre el plano EY(P,), definimos una semirecta entre el punto P y un punto G. pertenecientealarectal,
més ala de A. Del mismo modo, definimos una semirecta simétrica (sobre e plano EY(P.)) entre los
puntos P. y G.. El mapaunidimensional, se computard considerando |os puntos de estas semirrectas.

La absisa del mapa se computa considerando las coordenadas de un punto x;, perteneciente a la
semirrecta P.G., mientras que la ordenada del mapa, esta dada por |as coordenadas de un punto x; (iméagen
de x1) que puede pertenecer o bien ala semirrecta PG, 0 bien alasemirectaP.G.. Esto es. si latrayectoria
parte de un punto x; sobre la semirrecta superior y simplemente rota alrededor de P.. 0 pasadelaregion D,y
alaregion Do por arribadel plano EYPy), para luego reinyectarse en D.;, laimagen x, del punto de partida
se computara en larecta P.G.. Pero laimagen x; de un punto x"; de la semirrecta P.G. puede estar en la
rectaP.G., s latrayectoria que parte de X1, pasa por debajo del plano EXPy), parainyectarse en laregion
D.1. Y estaimégen, aunque se haya computado en la otra semirrecta, se dibujard en & mismo mapa. Mas
adelante, en relacion con las figuras 3.2 y 3.3, analizaremos en detalle las diferencias que se observan en
uno u otro caso.

Consideramos como medida del punto computado, el cuadrado de la distancia entre dicho punto y
€ punto P, 6 P, segin la semirrecta sobre la cual se computa. Adicionamente, normalizamos esa
distancia a cuadrado, considerando la distancia a cuadrado que media entre un punto (a que llamamos H
(H+ 6 H.)) de la semirrectay € punto P (P. 6 P., respectivamente). El punto H, que se encuenntra, entre €l
punto Py el punto G, tiene las siguientes propiedades:

® Recordamos que |as mismas propiedades que se observan para P, , se observan paraP..
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L=ERNU, L=E'(®NU, A=LCL B=LGL E=LGL

FIGURA 3.1: Esquema de los espacios propios de los puntos fijos en el espacio (x,y,2).
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Cuando se estd en presencia del Atractor de Rossler, € punto H. es el punto computado sobre la
semirrecta R.G:, que estd més aeado de R y entonces, consideramos que la distancia a cuadrado
normalizada desde el punto H. a punto P. eslaunidad. Las coordenadas (ry,, rn+1) del mapa son menores o
iguales alaunidad™.

Cuando se esta en presencia del Doble Scroll, € punto H, de la semirrecta P.G. corresponde a
aquel punto para el cual latrayectoria, a cabo de un cierto tiempo, se inyecta en laregién Dy “pegada’ a
plano EX(Py) (variedad estable del origen). Entonces, un punto x; sobre el segmento P,H., tiene una absisa
normalizada menor que la unidad y su imagen x, (representada por la ordenada del mapa) se computara
sobre la semirecta P,G,, mientras que un punto X'; de la semirrecta H.G., tiene una absisa normalizada
mayor que la unidad y su imagen X', se computara sobre la semirrecta P.G., (ya que €l flujo recorre la
region Do, por debajo del plano EX(Py)).

Como las mismas propiedades son verificadas por los flujos que parten del segmento P.H.y dela
semirrecta HG., en el mapa pueden distinguirse los puntos x; de imagen x; (en la misma semirecta), de

aquellos puntos x’; de imagen X, (en la otra semirrecta), observando simplemente si la absisa verifica: I',

<16 I',>1, respectivamente.
Teniendo en cuenta, entonces, la distancia a cuadrado normalizada y medida desde los puntos que
pasan por la semirrecta PG a punto Ps, respectivamente, definimos:

ra="1(r,) [/f:P.G. ® PG, (3.1
3.2EJEMPLOS.

Un mapa unidimensional como el definido en (3.1) se grafica en lafigura 3.3, donde se sefidlan,
especiamente, los puntos computados para las trayectorias dibujadas en la figura 3.2. Dichas figuras, de
similares caracteristicas que las dibujadas en la figura 2.5 del capitulo anterior, pero en el plano (y,x),
corresponden a trayectorias computadas para val ores de parametros para los cuales se observa la presencia
del Atractor de Chua.

Considerando la figura 3.2a, podemos observar que si e flujo parte de un punto Q (sobre la recta
P.G,) da una vuelta de radio creciente alrededor del punto P., sobre el plano E’(P.) eincide en e punto R.
En el mapa de lafigura 3.3 puede observarse que el punto Q (de absisar, » 0.2) tiene por imagen a punto
R gue se computa en la misma region (aproximadamente lineal) del mapa.

El siguiente pasgje del flujo (punto S, imagen del punto R, en lafigura 3.2a), serealizaen lamisma
recta P.G.. Pero laabsisade S, en lafigura 3.3, esta ala derecha del méaximo del mapa. Esta propiedad esta
indicando que € flujo que parte de R, generé una segunda vueta alrededor del punto P., pero
introduciéndose en laregion Dy por un breve lapso de tiempo.

Por dltimo, y observando que la imégen del punto S es € punto T (sobre la regidn
aproximadamente lineal del mapa), sabremos que la trayectoria que parte del punto S (continua en lafigura
3.2a), seintrodujo en Dy e influenciada por la variedad inestable del origen se reinyectd en laregién D.,
paragenerar € punto T (entre el punto Qy €l punto R).

19 Obsérvese que el flujo puede partir de un punto sobre la semirrecta H.G.. Sin embargo, sus sucesivas
imégenes se computaran en los segmento P.H. 6 P.H., atraidos por el Atractor de Rossler del mismo 6 del
otro semiespacio definido por el plano estable del origen. Entonces, este puntox; 6 X'; (de absisa mayor
quelaunidad), seraun punto aislado del mapa.
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FIG. 3.2a: Trayectoria en el semiespacio. superior FIG. 3.2b: Trayectoria en el espacio.

En relacion con la trayectoria dibujada en la figura 3.2b, y observando las absisas de los puntos
unidos a través de lineas magentas en el mapa de la figura 3.3, podemos concluir que si €l flujo parte deun
punto Q' (sobre lasemirrecta P.G.), presentara unaimagen S' sobre lamisma semirrecta.

Pero como la distancia a cuadrado normalizada desde S' a punto P. es mayor quelaunidad (S se
observa aladerechadeH.), e siguiente punto T’ (de absisa menor que laabsisadel punto Q’), se computara
sobre lasemirrecta P.G..

El sistema seguira evolucionando en laregion D.; haciael punto V' (sobrelasemirrectaP.G.) pero
€l mapa no notara el cambio, por lo que podemos simplemente hablar del punto H (en referencia al punto
H. oa punto H., en formaindistinta) y de la semirrecta PG.

12 T T T T T

=
(mu]
T

iterado n+1
=
[y

=
F
T

-
]
T

|:| |'. 1 1 1 1 1
0 0z 0.4 0B 0.8 1 1.2
lterado n
FIG. 3.3: Mapa (3.1) correspondiente a: a =9.0y b =14.3. Se sefialan los puntos mapeados de las
trayectorias de la fig. 3.2a (azul) y de la fig.3.2b (magenta).
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3.3EJEMPLOSNOTABLES.

A continuacién, ilustramos algunos casos de mapas unidimensionales donde se ponen en evidencia
|la existencia de los fendmenos que analizamos en detalle en |os préximos capitul os.

En la figura 3.4a (ver siguiente pagina) se grafica el mapa correspondiente a nacimiento del
Doble Scroll: Laimagen del méaximo principal del mapa, corresponde a un pasaje sobre el plano EXPy) v e
flujo no pasd mas alade H, por lo que permanecio en uno de |os semiespacios definidos por este plano. La
figura 3.4a, es una ampliacion del mapa 3.4a, en la zona cercana a punto H y se observa una sucesion de
maximos y minimos que estan relacionados con la espiral BC (puerta de entrada superior, definida en la
seccion 2.1) y serén analizados en detalle en el capitulo 6. Vae hacer notar que la existencia de estos
mMa&ximos y minimos persiste para valores de los pardmetros, més ala del nacimiento del Doble Scroll
(NDS en lafigura2.3), como se puede observar, también, en €l mapadela figura3.3.

En lafigura 3.4b, se graficalamuerte del Doble Scroll. El punto fijo de coordenadas (2,2) en este
mapa, representa un ciclo simétrico (tipo silla) que rodea al repelor. Los puntos del maximo del mapa
(dibujados en verde) se mapearan sobre |os puntos verdes de la derechay estos a su vez, 1o haran en puntos
gue distan alin méas del punto P, por lo que lospuntos verdes sefidlan el escape del flujo al infinito.

La figura 3.4b, (que es un detalle de la zona central del mapa 3.4b;) muestra la existencia de una
Orbita homoclinica alrededor del origen (ver figura2.2i): €l punto H es un punto fijo del mapa por lo que el
flujo que se inyecta por este punto recorrerd el plano EXPy) y tardara un tiempo infinito en regresar al
mismo punto 0 su simétrico, conectando la variedad inestable del origen con su variedad estable. Este
fendmeno se estudia en €l siguiente capitul o, donde también se explicala presencia de otros puntos fijos.

La figura 3.4c; pone en evidencia la existencia de una 6rbita homoclinica alrededor del punto P
(ver figura 2.2g): laimagen del minimo del mapa (de absisa 1), es € punto P (de absisanula, en € mapa). El
flujo que partié del punto de la recta PG (correspondiente a ese minimo del mapa), se inyectara
exactamente por la variedad estable del punto Py habra conectado la variedad inestable y estable de dicho
punto. Como se vera en € capitul o 5, este minimo se produce cuando se esta en presencia del Atractor de
Rossler, por lo que € flujo que genera este mapa se mantiene siempre en uno de los semiespacios
definidos por EXPy).

Por dltimo, la figura 3.4c, muestra que €l Doble Scroll coexiste con una érbita heteroclinica (ver
figura 2.2h). El fendbmeno puede visualizarse cuando € minimo tiene ordenada nula, pero se ubica a la
derecha del punto H. El flujo que parte de un punto de la semirrecta P.G, (de coordenadas (1.5,0) en €
mapa) solo puede inyectarse en la variedad estable del P. (de coordenadas (0,0) en el mapa), conectando de
estaformalavariedad inestable de P., con lavariedad estable de P..
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CAPITULO 4.
ORBITA HOMOCLINICA PRINCIPAL.

En e capitulo 2 hemos detallado e surgimiento de varios atractores cuya estructura puede
explicarse a través de diferentes bifurcaciones homoclinicas que sufre el sistema (1.1)'. En este capitulo
desarrollaremos €l estudio de la bifurcacion que sufre la érbita homaclinica principal del sistema que que
conecta la variedad estable e inestable del punto P,. Esta érbita es de tipo Shilnicov, para aquellos valores
de los pardmetros para los cuales se produce €l Nacimiento, Viday Muerte del Doble Scroll y €l estudio
cuantitativo de estas bifurcaciones globales, se desarrolla en e apéndice 1V, para un sistema dinamico de
tres dimensiones.

4.1 CONDICIONES RESONANTES

En una bifurcacion homoclinica surgen, desaparecen o coexisten orbitas periodicas de diferentes
propiedades, segiin sea el comportamiento de las raices del polinomio caracteristico, evaluado en €l punto
de equilibrio. Nos proponemos describir las propiedades méas relevantes de estos ciclos, en € plano

(a b )de parametros, haciendo incapié en agquellas zonas en las cuales se ha verificado la existencia de la

oOrbita homoclinica principal. Para ello, identificamos cuatro condiciones (usualmente Ilamadas de
resonancia[8])*%:

(4.1)
| +1,+1,=0

En lafigura4.1 se presentan estas condiciones evaluadas en el origen.

La condicion de resonancia s, indica la frontera entre las soluciones reales y complejas. La
determinacion de esta condicién ya fue discutida en el apéndice 11, cuando explicabamos las bifurcaciones
locales del sistema(1.1).

Esta frontera, en el marco de las bifurcaciones homoclinicas, es muy importante, puesto que €l
ndmero y estabilidad de 6rbitas periddicas asociadas a la bifurcacion, para valores de los parametros, por
encimay por debajo delacondicion s |, es muy diferente:

Una érbita periddica simétrica existente para valores de parametros donde los autovalores de
Po son redles, evolucionara hacia una 6rbita homoclinica, aumentando su periodo a medida que se varian
los parametros. Cuando estos adquieran su valor critico, se producira entonces, la 6rbita homoclinicay
mas allade ese valor critico, la orbita cerrada (homoclinica o periodica) desaparecera.

1 Cuando nos referimos a una bifurcacién homoclinica, nos referimos alos cambios que sufre el sistema
cuando variamos €l parametro de control, desde el valor critico parael cual setiene unadrbita
homoclinica.

2 Definimos:: | 12:rm><(l ol 2)
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FIG. 4.1 : Condiciones resonantes evaluadas en Po.

La condicion de resonancia s, aplicable a
la region situada por debajo de s, indicalafrontera

entre las regiones del plano (a b ) paralas cuales
la orbita periddica que desaparece es estable o
inestable. El Circuito de Chua presenta una oérbita
homoclinicaprincipal enlaregién del plano que esta
por encima de s, y por debgjo de s, [§]. La
estabilidad de la drbita periddica que desaparece a
través de la bifurcacién que sufre dicha orbita
homoclinica es tipo silla, como se verd mas adelante
a analizar lafronteras,.

Por encima de s,, los autovalores
evaluados en R son complegjos y la condicion de
resonancia s, sefidla la condicion de Shilnicov®. La
oOrbita homoclinica principal existe para valores de
los parametros que estan a la derecha de esta
frontera.

La condicion de resonancia s,, se aplica

tanto para autoval ores reales como para autovalores complejos™.
En el primer caso (autovalores reales), la bifurcacion homoclinica que se da en laregién limitada
por s, y s, estarelacionada con un dnico ciclo limite de tipo silla, mientras que a la derechade s, (por

debgjo des,) el ciclo es completamente inestable.

En € segundo caso (autovalores complejos), la érbita homoclinica es de tipo Shilnicov. En la
figura 4.2 se dibuja esta curva homoclinica y, como se
estudiara en la siguiente seccion con €lla coexisten infinitas

S

3 : :
alfa = 10.98528
21 heta= 143
'] L
= 0
At
a1
-3
-0.4 -0.2 1] 0.2
W

0.4

FIG. 4.2 : Orbita homoclinica principal para (1.1).

4°

Orbitas periodicas de tipo silla. Cuando se varia €l vaor de
uno de los pardmetros (por gjemplo a , habiendo fijado el
valor de b ) alguno de esos ciclos adquieren estabilidad
definida: son estables si € valor de los parametros se
encuentra a la izquierda de s, e inestables a la derecha de
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1.4

4.2 MAPA UNIDIMENSIONAL DE LA HOMOCLINICA PRINCIPAL.
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En lafigura 4.3 se graficalazonacercanaa
punto H, del mapa correspondiente a la orbita
homoclinica principal simétrica de la figura 4.2. El
punto H es un punto fijo de mapa, ya que €
siguiente paso se computara en el otro semiespacio
definido por EX(P,), 0 seaen el punto H simétrico.
Pero ademaés, por definicion, € punto H es € punto
por donde pasa € flujo que se inyecta exactamente
por el plano EXPy).

El mapa presenta ala derecha e izquierda del
punto H méximos y minimos como los que
presentaba € mapa local estudiado en la seccidn
IV.1.2 [4]".

Vale recalcar que las 6rbitas homoclinicas
del sistema (1.1) son atractores globalmente
inestables. Eso significa que a pretender reproducir

computacionalmente la trayectoria, una pequefia
variacion de la condicion inicial, conduce €l sistema
al infinito, como se observo en la figura 3.4b,. En
general, dado que el round off error esinherente ala
simulacion, los flujos y el punto H de los mapas en las érbitas homoclinicas que presentamos en este
trabajo, son sdlo aproximados. Esto es: si el sistema partiera del verdadero punto H, el mapa se lograria
con un unico punto fijo.

La inestabilidad global, también, impide computar detalladamente la regién del mapa cercana a
punto H. Entonces, ajustamos empiricamente los datos, teniendo en cuentala ecuacion V.10 y € valor de
los maximos y minimos conocidos. En la figura 4.3 se presenta, también el resultado de este gjuste (lineas
verdes).

Lainterseccion de larecta I, =T ., con €l mapa sefialala presencia de otros puntos fijos en las
ramas del mapa que unen dos extremos relativos consecutivos. Estos puntos fijos (alaizquierday derecha
del punto H) son los ciclos limites (asimétricos y simétricos, respectivamente) que coexisten con la érbita
homoclinica, para un valor a,, del parametro de control. Su estabilidad de tipo silla, impide obtener
informacién experimental del mapa para puntos cercanos a ellos.

Si se varia € parametro a arededor de a ,, € mapa presentara variaciones. Se observa, por
gemplo, que para a <a, la ordenada del punto H es menor que en €l caso de producirse la orbita
homoclinicay la regién, en general, se mapeara un poco mas abajo, manteniendo la misma estructura. El
efecto sera el mismo que el correspondiente a subir larectar, =T ,,, trasladando hacia arribala escalade
la ordenada, pero manteniendo fijo el mapa. De mismo modo, cuando se aumentaa respecto del valora,, ,
se puede estudiar €l mapa, considerando que larecta I, =T, ., segraficamas arribade lo que se sefialaen
lafigura4.3.

Las mismas observaciones se verifican si, en lugar de aumentar o disminuir a , disminuimos o
aumentamos b , respectivamente.

FIG. 4.3 : Detalle del mapa correspondiente a la 6rbita
hamaclinica nrincinal

4.3 ORBITAS PERIODICAS PRINCIPALES.

'> En este caso, el plano p,, estadado por el plano perpendicular a E”(P) que pasa por larecta PG (ec. 3.1)

y si bien este plano no es perpendicular al plano EYPy), representa a todos |os puntos que se inyectan por
encima o por debajo de lavariedad estable de Po. Ladistancia de estos puntos al punto H, esta por lo tanto,
representando |a coordenada W del mapa definido por laecuacion 1V.10.
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Consideramos el ciclo limite
asimétrico y estable que surge arededor de
wiggle simétrico P., cuando se produce una hifurcacion de

Hopf supercritica. Cuando este ciclo es
T . pequefio y su trayectoria permanece en la
: region Dy, es dificil relacionarlo con los que
surgen de una bifurcacion de tipo Shilnicov
de la drbita homoclinica principal. Sin
embargo (s se aumenta e vaor de
pardmetro a y mantiene fijo e valor del
pardmetro b , por ejemplo), el ciclo crece en
el espacio (X, y, 2) y su periodo aumenta.
Posteriomente, pierde estabilidad a través de

wiggle asimétrico

Ay g0 ay a, a'1 una duplicacion de periodo, pero atraviesala
op region Dy y comienza a presentar las
FIG. 4.4 : Wiggle simétrico y asimétrico . propiedades que presenta la orbita periddica

principal en el andlisisloca de Glendinning y
Sparrow [4]: puede graficarse un wiggle arededor de a , , que indique como va variando €l periodo de la
oOrbitacon el valor del parametro de control (wiggle asimétrico (azul) del figura 4.4).

Estudiamos ese wiggle asimétrico en relacién con los puntos fijos del mapa, a la izquierda del
punto H. Consideramos para ello, en primera instancia, el comportamiento del mapa para a, >>a .
Como, en este caso todo € mapa, y en particular, el minimo alaizquierda del punto H en lafigura4.3, se
grafica por arriba de larecta r, =r_,;, no existen ciclos limites. Esta situacion también se observa en la
figura4.4.

Una posterior disminucion del valor del parametro (equivalente a un corrimiento de la recta
r.=r., hacia arriba, en la figura 4.3) coincidira con el nacimiento de dos ciclos a través de una
bifurcacion nodo-sillaen e minimo del mapa. En lafigura4.4, paraa ,, se observalaformacion del “codo”
que presenta el wiggle asimétrico aladerechadel valora , .

Disminuyendo aln més €l valor del parametro y por lo tanto, corriendo larecta r, =r,,, hacia
arriba, nuevamente, se observa que uno de los ciclos (el que tiene su punto fijo entre e minimo y €l
maximo pequefio, alaizquierda del punto H, en lafigura 4.3) se va“acercando” hacia €l punto H, mientras
gue € que se encuentra mas alaizquierda de la figura, se va “aejando” del punto H. Como la posicién del
punto fijo respecto del punto H, indica cuantitativamente €l valor del periodo de la érbita, el primer punto
fijo representa a un ciclo limite que a irse “corriendo” va aumentando su periodo, mientras el segundo
representa a un ciclo limite que va disminuyendo su periodo™®. Cuando a =a 4 » ambos ciclos (de tipo
silla) coexiten con la érbita homoclinica, presentando periodos T, >Tp.

S se disminuye, alin més, € valor de a , larecta r, =r,,, coincide con € maximo peguefio,
proximo y alaizquierda de H, perdiéndose el ciclo que (para a =a ) tenia periodo T, , através de una
bifurcacion nodo-sillainversa. Por otro lado, €l ciclo que (paraa =a ) teniaperiodo Ty, persistey sigue
disminuyendo su periodo hasta que coincidir con el ciclo estable de la bifurcacion de Hopf, cuando
a =81.

n+l?

Con referenciaalos ciclos simétricos, en el capitulo 2 se sefial 6 que existe una Orbita simétrica de
periodo mucho mayor que €l de la érbita periodica principal asimétrica. Esta Orbita surge debido a una
bifurcacion nodo-sillay coexiste con los atractores asimétricos y con el Doble Scroll en un amplio rango
del parémetroa . Enlafigura4.4 se graficael wiggle que generadicha érbita’.

La coexistencia de dos orbitas periodicas simétricas (figura 2.1c), para un mismo valor del
parametro estd, por lo tanto, justificada por el “codo” de laizquierda del wiggle simétrico (verde): € de
mayor periodo (Ta paraa =a ,,) y exterior en el esquema 2.1c esinestabley el de menor periodo (Tgs para

a =a,)esdetiposilla

18 Se recuerda que la 6rbita homoclinica es de periodo infinito.
7 |os peridos de los wiggles asimétrico y simétrico, en lafigura 4.4 se han esquematizado en diferentes
escalas.
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A medida que € valor de a aumenta, €l ciclo tipo silla va disminuyendo su periodo y se cierra
sobre el Atractor de Rossler cuandoa <a ¢ 0 haciael Atractor de Chua, cuandoa >a s (provocando

su destruccién), mientras que e ciclo inestable, se convierte en un ciclo tipo silla, a través de una
duplicacion de periodo. Cuando a >a, , se observa que €l ciclo de mayor periodo se convierte
nuevamente en un repelor, a través de una duplicacién de periodo inversa, para posteriomente desaparecer a
través de una hifurcacion nodo-silla inversa. Sin embargo, persisten otros ciclos inestables de periodo
mucho menor (que no se dibujan en lafigura4.4), y que en lafigura 4.3, estén representados por |os puntos
fijos ala derechadel punto H.

Hemos, entonces, explicado la
existencia de las Orbitas periddicas
principales (asimétricas y simétricas) del
Circuito de Chua, a través dd mapa

. definido en el capitulo 3. Sin embargo, es

) ~ s importante sefidlar que ambos wiggles se
@/ _% dan arededor de un mismo valor de a ,
=" por lo que la misma ¢érbita homoclinica

g principal se asocia a ciclos asimétricos y
simétricos. Pero existe una diferencia entre

ambos comportamientos. Mientras los

FIG. 4.5 : Orbita homoclinica subsidiaria [19]. e duplicaciones de periodo, como |a sefialada
para €l ciclo limite de Hopf en lafigura 7b, los ciclos simétricos pierden su estabilidad, tambien, a través
de una pérdida de simetria [20]. Paraun valor del parametro préximo aaguel que sefiala una duplicacion de
periodo para la érbita periodica principal simétrica, surge una oérbita periddica subsidiaria asimétrica
alrededor del punto P, que a su vez tiene un wiggle alrededor de otro valor de @ , para€el cua se observara
una 6rbita homoclinica subsidiarias®® (fig.4.5). Algunas de estas 6rhitas fueron encontradas por Khibnik et
a [8] méasaladel valor del pardmetro parad cual existe la 6rbita homoclinica principal .

18 |_as érbitas homoclinicas subsidiarias se presentan para valores de |os pardmetros muy proximos alos de
la orbita homoclinica principal [19]: Cuando € flujo se a€ja del plano estable siguiendo la variedad
inestable, se reinyecta en una regién proxima a origen (girando alrededor de EY (Py) y alejandose de
E(Py)), antes de reinyectarse nuevamente, en el plano estable.
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CAPITULOS.
ATRACTOR DE ROSSLER®,

El pasgje espiral-tornillo en el Atractor de Rossler (ver figura 2.2c) y otros cambios posteriores
deladinamica del Circuito de Chua, antes que se produzca el nacimiento del Doble Scroll, estan asociados
a la presencia de 6rbitas homoclinicas alrededor de los puntos P (P: 6 P.). Las bifurcaciones homoclinicas
asociadas a esas orbitas, son de tipo Shilnicov para todos los valores positivos de los pardmetrosa y b,
por lo que surgen ciclosinestables o tipo silla (ver apéndice V) .

En este capitulo desarrollamos un andlisis diferente al realizado en realcion ala 6rbita homoclinica
principal del capitulo anterior: Trabajando con €l mapa unidimensional que definiéramos en el capitulo 3,
observamos que la transicién espiral - tornillo del Atractor de Rossler (aplicado al sistema (1.1)), esta
asociada a ciclos limites que dan n vueltas alrededor de los puntos de equilibrio P. Un estudio similar,
aplicado a Nacimiento del Doble Scroll, nos permitira (en € capitulo siguiente) sacar algunas
conclusiones acerca de la natural eza de ese atractor.

5.1 CAMBIOSEN LA DINAMICA.
5.1.1 DESCRIPCION.

En laseccion 2.1 se sefialaban gréficamente, |os diferentes cambios que sufrialadinamica: Cuando
se aumenta el valor del parametro a , €l sistema (1.1), presenta una bifurcacion de Hopf, luego de la cual,
se observan cascadas de duplicacion de periodo (directa e inversa) que lo conducen (en una ruta
subarménica) a un caos débil. También se observan ventanas de periodicidad de ciclos de periodo impar.
Estos cambios de ladinamica, se dan en el marco del Atractor de ROssler detipo espiral.

Un posterior aumento del valor de a , provoca €l pasaje espird-tornillo en el Atractor de Rossler.
Comparando las trayectorias dibujadas en la figura 5.1, se observa que, cuando €l atractor tiene forma
espira, la influncia de la variedad inestable del origen, es mayor que cuando se esta en presencia del
Tornillo de Rossler: En este Ultimo caso, €l flujo antes de ascender (influenciado por la variedad inestable
de Py), giraalrededor de dichavariedad, en ladireccion paralelaalavariedad estable.

Si bien el cambio en €l flujo es muy stil, existen valores de los pardmetrosa y b paralos cuales
se constata la presencia de una érbita homoclinica alrededor del punto P, en el Tornillo de Rossler [5]. Y
dicha érbita no puede observarse para los valores de los parametros para los cuales es observable la Espiral
de Rossler.

19 F sistema de ecuaciones presentado originalmente por Réssler [ 3] es de laforma:
X=-y-12
y=x+ay
z=bx- cz+xz

1
2% acondicion de resonancias , (ec.4.1) (d > E ) para estos puntos esta dada por la ecuacion:

1
b<-—=-35
b
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FIG. 5.1a: Trayectoria de la Espi'rlal de Rossler. FIG. 5.1b: Trayectoria del Tornillo de Réssler.

Posteriromente al pasgje espiral-tornillo, e atractor asimétrico sufre otros cambios en su
dindmica #*. Y cada uno de esos cambios, motiva la presencia de una érbita homoclinica alrededor del punto
P[5].

b Hopf Cg! Cé Q En la figura 5.2 se esquematiza, en € plano
(a ,b )de los parametros, algunos de estos cambios. Los
mismos son observables en € sistema (1.1), en un rango
de valores de los parametros, muy estrecho. Luego de la
bifurcacion de Hopf, se observa € primer cambio de la
dinamica L ,, correspondiente al pasaje espiral-tornillo. A
la derecha de la linea que sefiala el lugar geométrico en €l
plano (a b ) para € cual se produce la transicion, se
observala presenciade lacurva C, , queindicalos valores
de los parédmetros, para los cuales puede encontrarse una

L./L,/Lc 6rbita homoclinica de tipo Shilnicov arededor del punto
a p

NDS

Pero antes de producirse el Nacimiento del Doble
Scroll, se pueden observar, también, otros pasgjes (L , ,

L., etc), cada uno de los cuaes esta asociado a

nacimiento de una curva (G, , G , etc.) que indica que
pueden encontrarse (para valores precisos de a y b ) otras 6rbitas homoclinicas, que también unen la
variedad estable einestable del punto P.

FIG. 5.2 : Transiciones en el Atractor de Rdssler.

?1 5§ seguimos aumentando el valor de @, se observara que existen trayectorias que giran alin mas, alrededor
delavariedad inestable del origen (antes de ascender, influenciadas por €lla).

28



5.1.2 ESTUDIO CUANTITATIVO.

En esta seccién nos proponemos analizar, los fendmenos mas importantes asociados a la primer
transicion en ladindmica del Atractor de Rossler.

1

Para ello, consideramos el mapa de lafigura
5.3, correspondiente a flujo dibujado en la figura
5.1b. En dicho mapa se distinguen tres regiones
diferentes: una region lineal (asociada a larotacion
del flujo arededor del punto P, sobre e plano
EY(P)), una regién cuadrética alrededor del maximo
del mapa (que representa e plegamiento que tiene el
flujo una vez que esté en Do, para volver a inyectarse
en D;) y una region arededor del minimo (que
representa la reinyeccion del flujo en las
proximidades del punto fijo P, unavez que hubo dado
un giro arededor delavariedad inestable del origen).

Si el pardmetro b permanece constante y
sevaria a , se observa que la presencia del minimo
esta asociada a la transicion espiral-tornillo en el
Atractor de Rdssler [21]: Cuando se esta en presencia
del atractor tipo espiral, € mapa es un mapa de
Feigenbaum [22] (ver apéndice I); al aumentar @ , € minimo vaformandose hasta producirse latransicion,
justo cuando el minimo coincide con €l punto de mayor absisaen e mapa.

Si se sigue aumentando €l valor del parametro, se podran observar otros minimos relativos
(fig.3.4a) que representan sucesivas transiciones L del atractor hacia otros estados de la dinamica?.

Analicemos con detalle la transicién espiral -tornillo, observando |os cambios del mapa de lafigura
5.3., € cual puede representarse analiticamente a través de una funcién diferente en cada una de las
regiones antes mencionadas [ 6]:

05

D&

0.4

0.2+

o 0.z 0.4 0.6 0.8

—_

FIG. 5.3 : Mapa del Tornillo de Réssler

i
| sro f(r)

f(r)=i e, - cM(r- I )20 f,, (r) (5.1)
i (v, ) vez] o 1,00

donde (rm , €, )Yy (rm , €,) representan las coordenadas del maximo y minimo en e mapa,
respectivamente™. Lasituacion e, = O representa ala orbita homoclinica C, asociada alatransicion L _ ,

ya que en ese caso, laimagen del minimo es el punto P, como se observé en la seccion 3.3 (figura 3.2¢;).
Latransicion L , se produce cuando d =¢,, - r, =0 (Situacion en lacual, € minimo del mapaestaen el

extremo superior de su intervalo de definicion)®.  Podemos, entonces, definir un plano (e ,d )de nuevos

parametros (llamaremos simplemente € alaordenada del minimo), donde observar algunas caracteristicas
del sistema, amedidaquelaalturay posicién del minimo del mapa varian 2.

En relacion con el mapay |os parametros definidos, podemos encontrar el lugar gedmetrico de dos
familias de érbitas periddicas (n-ciclos) superestables™. Una de las familias esta determinada por el hecho

2 Gaspard y Nicolis [5] sefidlan estas transiciones en el plano de pardmetros (a,c) de las ecuaciones de
Rdssler tradicionales.
?® Obsérvese que de acuerdo a la definicion del map (ec. 3.1), €, =1 cuando ain no se ha producido €l
Doble Scroll. Pero como este andlisis puede aplicarse, también, en el caso en que ese atractor sea
observable, preferimos mantener, en la expresion analitica de mapa, la altura del maximo como una
variable.
%4En |a siguiente seccién se muestran algunos de estos resultados en el plano (a b ) de pardmetros del
sistema (1.1).
%5|_lamamos 6rbita perddica superestable a aquella que pasa por uno de |os extremos relativos del mapa.
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de que el minimo del mapa pertenece a las Orbitas periddicas de lafamilia, mientras que la otrafamilia esta
determinada por los ciclos que pasan por € maximo del mapa.

Entonces, teniendo en cuenta la ecuacion 5.1, los n-ciclos generados por € minimo del mapa
verifican la ecuacion:

t0(r) =, (R 2 (Fa () =6y - cu (s % - 1) =1, =e,-d  (5.2)

yaque € n-ciclo en el mapa se grafica partiendo del minimo del mapa, mapeandose (n-2) veces en laregion
lineal, unavez en laregion del maximo del mapay regresando al minimo.
Si asumimos que los pardametros s, ry 'y cv son independientes de € y d, obtenemos como

resultado en el plano (e ,d ) pardbolasd (e) cuyos minimos(en) se producen parad = O:
4 1

—_ n-24 _ 2 :A - -
d(e)=c, (s"%-r,) e, ng i(é‘aia = (5.3)

dt En la figura 54 se esguematizan estos
resultados. Cada uno de los brazos de las parabolas

(izquierdo y derecho) corresponde a un ciclo

C superestable que pasa por € minimo del mapay que
pasa, a cabo de (n-2) vueltas alrededor del punto P

L‘ (region lineal del mapa) se mapea en  un punto

M I / cercano d maximo del mapa, a la izquierda o
—/5 4 3 2 e derechadel mismo, respectivamente.

Por otro lado, lafamilia asociada al maximo
del mapa, verificalaecuacion:

e, () =97 (s,0) +e?] =,
(5.4)

FIG. 5.3: Ciclos Limites Superestables del Atractor.

N

puesto que €l ciclo parte del maximo, se mapea en la region proxima al minimo del mapa (alaizquierdao
derecha de este), para regresar a punto de partida, al cabo de (n-2) vueltas alrededor del punto P (en la
region lineal del mapa).

El lugar geométrico correspondiente a estas Orbitas superestables esta dado por elipses

concéntricas a punto M de coordenada (0,0) del plano (e ,d ):
e?+(sd) =(r, &) (5.5)

Lainterseccion de ambas familias se daen lalinea d = 0, correspondiente ala curva de transicion
espira -tornillo del Atractor de Rossler. En esos puntos, |os n-ciclos son doblemente superestables, ya que
sus trayectorias pasan por € méximo y el minimo del mapa. El punto de interseccion superior, esta
relacionado con € fendmeno de biestabilidad, parael cual dos érbitas periddicas deigual periodo coexisten
en un mismo atractor [21].

Un andlisis més detallado del plano (e,d ) permite calcular el lugar geométrico donde se

producen bifurcaciones tangentes (t) que generan los n-ciclos, asi como las curvas donde esas Orbitas
sufren una duplicacién de periodo (h). Las relaciones que deben cumplir los pardmetros € y d, para
generar estas curvas, son:

df ™ 1+1 (V)
r)=I
dr -1 (h)

fry-r=0 (5.6)
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FIG. 5.5: Ciclos superestables, bifurcaciones tangentes (t) y duplicaciones de periodo (h) [6].

La figura 5.5 muestra €l lugar geométrico de las curvas calculadas con las condiciones (5.6),
alrededor de las parabolas y elipses que se calcularon para los ciclos superestables. Las curvas (t) y (h)
determinan para cada n-ciclo, una estructura de tipo anzuelo [21] que esta asociada no sélo alabifurcacion
que sufre la orbita homoclinica alrededor del punto P. 6 P., sino también, a bifurcaciones homoclinicas de
oOrbitas alrededor del punto Py, como se veraen el capitulo siguiente. En particular, la curvas (t) proximas al
punto de interseccion de las dos familias de ciclos superestables, presentan un punto clspide (un punto de
inflexion en el plano de parametros) donde la bifurcacién tangente genera y destruye los n-ciclos que
tienen sus puntos fijos préximos al maximo y minimo del mapa, respectivamente?.

%6 En este trabajo no se han estudiado |os detalles del fenémeno de biestabilidad e histéresis que se observa
en estazona
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5.2 TORNILLO DE ROSSLER EN EL CIRCUITO DE CHUA.

Hasta aqui se ha trabgjado en € plano (e ,d ) 0 sea que se han utilizado como parametros la
ordenada y absisa del minimo del mapa. Como es nuestro interés determinar la dinamica en funcion de los
pardmetros (a b ) presentamos aqui algunos de los datos computacionales que determinamos para el

pasaje espiral -tornillo en el sistema (1.1) %',

TABLA L. a b
Ciclo 3 3.8 4.4788
Ciclo4 6.65 9.8629
Ciclo5 8.32 13.37
Punto M 14.7 29.0319

En la tabla | hemos explicitado los valores de los parametros, para los cuales se ha verificado
computacionalmente la existencia de la transicién espiral -tornillo, la érbita homoclinica asociada (punto M
delafigura5.3) y ciclos de periodo 3, 4 y 5 que nacen para los mismos valores de parametros para los
cuales se ha producido e minimo del mapa . En la figura 5.6 se grafican los puntos hallados. Pudo
observarse que los 3-ciclo y 4-ciclo son estables, mientras que el 5-ciclo esinestable®®.
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FIG. 5.6 : Ciclos superestables y homaclinica para (1.1).
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Vale hacer notar, que la region estudiada es
un finisimo corredor muy préximo a la linea NDS:
Latransicion L ,esunalinea“paralela’ aNDSYy la
linea de oOrbitas homoclinicas G, no intesecta NDS:

la ordenada del minimo del mapa cuando se ha
producido € Doble Scroll siempre es positiva. Esto
implicaria que no existen 6érbitas homoclinicas
alrededor de P en €l interior del Atractor de Chua.

%" En el siguiente capitulo se presentaran resultados més completos, en el marco de |os otros cambios que

sufreladindmica

28 Notese que los 3-ciclo y 4-ciclo nacen paravaloresdea < 7, mientrasque el 5-ciclolo haceala

derechades, (ver figura4.1).
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5.3 GENERALIZACION.

Como se menciond en la secciéon 5.1, a medida que crece el valor de a , se producen otros
maximos y minimos relativos (antes del Nacimiento del Doble Scroll) y estos extremos relativos indican
otras transiciones L , algunas de €llas asociadas a 6rbitas homoclinicas G, arededor del punto P.

En ese caso, los n-ciclos superestables pasaran por los extremos relativos menores, que se
encuentran a la derecha del minimo principal (fig. 3.4&) 6 por € maximo del mapa (quien en todos los
casos cumple la misma funcion: reinyectar el flujo desde laregién Dy ala region D; unavez que este gird
(n-2) veces arededor del punto P, pegado a su variedad inestable.

Estas nuevas transiciones, entonces, pueden ser analizadas como en el caso anterior, modulando
tres regiones del mapa e “ignorando” la presencia del primer minimo en el calculo de los n-ciclos ya que
los puntos fijos del mapa que representan un ciclo limite asociado al segundo minimo, no selocalizan en la
region del primer minimo (que representa el pasgje espiral-tornillo).

La figura 5.7 muestra un esquema del mapa que se
obtendria cuando los valoresde @ y b son préximos al punto
de interseccion entre L, (transicion desde el tornillo de Rossler
aotro atractor cadtico) y G, (linea que sefialala presencia de una

a orbita homoclinica arededor de P, asociada a esa transicion). El

cambio cualitativo en la funcion f que define e mapa, en laregion

préxima a punto H (definido en el capitulo 3), provoca cambios

en los wiggles asociados a la Orbita homoclinica principal.

a Glendining y Sparrow [4] sefialan la existencia de este tipo de
Orbitas homoclinicas en € Atractor de Lorenz [23]. Para €l

Circuito de Chua no se han obtenido datos de este hecho, dado

b \_J . Quelos valores de los pardmetros @ y b , paralos cuales se

. Méaximo Principal

obtendria este mapa, estén muy lejos de la zona donde hemos
concentrado nuestro trabajo.

Por otro lado, la region del mapa de la figura 5.3,
préxima a los maximos relativos menores, también puede aproximarse mediante una funcion similar ala
tercer funcion de la ecuacién (5.1). Pero, el cambio de concavidad implica que €l lugar geométrico (en el
plano de parametros) de los ciclos limites superestables asociados al maximo del mapa (equivalente a
ec.5.5) estaria dado por hipérbolas (en lugar de por €lipses concéntricas a punto M).

Asimismo, es imposible a través del mapa definido en la ecuacién (3.1), determinar la existencia
de una orbita homoclinica alrededor de P, asociada a la transicién que generaria la creacion del primer
maximo relativo menor &', ya que la ordenada de dicho maximo relativo no puede anularse, sin provocar
discontinuidades en el mapa en la region del minimo principal®®. En otras palabras, si existen 6rbitas
homoclinicas asociadas al méximo a', no son observables en la region de parametros para los cuales es
razonable la definicion del mapa. Por esa razon esta transicion no fue representadas en € esquema de la
figura 5.1, aunque genera cambios en la dinamica, como se veraen €l capitulo 6.

FIG. 5.7: Mapa para la homoclinica G .

%9 Obsérvese que de ser asf, el minimo a se mapearia por debajo del gje de |as absisas.
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CAPITULO 6.
ORBITAS HOMOCLINICAS EN EL DOBLE SCROLL.

En los capitulos anteriores, hemos desarrollado las herramientas que utilizaremos en este
capitulo, paraanalizar la estructura del Atractor de Chuay observar cuaes son los fendmenos que
estén asociados su nacimiento.

Trabgjando con € mapa unidimensional, determinamos los valoresde a y b paralos
cuales existen oOrbitas homoclinicas simétricas (que surgen con € Doble Scroll) y cudles son las
Orbitas periddicas asociadas a las bifurcaciones de dichas érbitas homoclinicas.

En las secciones 6.1 y 6.2 mostramos los resultados obtenidos e interpretamos os
mismos, alaluz de lo estudiado en los capitulos 4 y 5. En la secciones 6.3 y 6.4 presentamos |os
distintos cambios de estructura que presenta €l sistema (1.1), con € fin de observar que pueden
identificarse diferentes fendbmenos criticos que le dan a Atractor de Chua un caracter cadtico.

6.1. HOMOCLINICAS SECUNDARIAS.
En la figura 6.1 se dibujan dos orbitas homoclinicas haladas para vaores de los
parametros donde se observa e atractor Doble Scroll. En ellas puede observarse la inyeccion del

flujo sobre & plano E3(P,) (por lo que estas érbitas homoclinicas conectan la variedad estable e
inestable del origen) después de dar dos o cuatro vueltas alrededor de los puntos P..

2i-H 47 -H

FIG. 6.1a: Orbita Homoclinica Secundaria (2i-H). FIG. 6.1b: Orbita Homoclinica Secundaria (4i"-H).

Glendinning y Sparrow [4] analizan la situacion parala ecuacion de Arneodo® y & nombre
gue dan aestas orhitas, es e de homoclinicas secundarias, destacando que las mismas tienen un
caracter completamente distinto que € de las homoclinicas subsidiarias de la orbita homoclinica

%0 Laecuacion de Arneodo [24] esdelaforma: X + X +bX - cx + x> =0 y presenta dos puntos fijos:
unoen el origeny €l otro para X = C y las caracteristicas de las variedades | ocal es de estos puntos son
iguales alas delos puntos fijos Py y P. (respectivamente) de las ecuaciones (1.1).
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principal (ver figura 4.5), ya que las vuetas de las orbitas homoclinicas secundarias no pasan
cercadel plano ES(P,), como en el caso de aquellas.

6.1.1 CASCADA DE DUPLICACION DE PERIODO.

Planteamos una primer aproximacion a problema, considerando € valor del parametro b
fijoy variando € valor del parametro a . En la seccion 6.2 esquematizaremos la situacion para €

plano (a,b ).

Como se comentd en e capitulo 4, €
surgimiento de un ciclo limite arededor de los
y > puntos P., debido a una bifurcacion de Hopf,

(3 CD generard un wiggle arededor de un vaor dd

) C) < Q C parametro a, €1098. No obstante, para

( }C N~ valores menores del pardmetro, se observa otras

)| B N ) homoclinicas como las de la figura 6.1. En la

figura 6.2a se esquematiza este comportamiento:

» Cuando a es pequefio y € sistema esta

. ; . 3 a controlado por & Atractor de Rossler (espiral),

a%, a'y a’y, a’y ay se observard una duplicacion de periodo a

FIG.6.2a: Cascada de bifurcaciones homoclinicas. través de la cuad € ciclo limite principa

(dibujado en negro), pierde estabilidad. S a

partir de este momento, computamos e comportamiento del 2-ciclo emergente (verde),

encontraremos un wiggle (alrededor de un nuevo vaor a?), generado por este 2-ciclo (que

llamaremos 2i-ciclo) €l cua puede considerarse como Orbita periodica principa de la bifurcacién
que sufre la érbita homoclinica secundaria 2i-H, que se graficaen lafigura 6.1a™

A su vez, d 2i-ciclo que estamos considerando como nueva oérbita periddica principal,
volvera a perder estabilidad a través de una segunda duplicacion de periddo, de donde surge un
4’ -ciclo (azul) que, a computar su comportamiento, protagonizara un wiggle arededor de
a} <a:, parad cud se verificalaexistenciade una nueva orbita homoclinica secundaria 4i’ -
H (graficadaen lafigura 6.1b).

Como e sistema sufre una cascada de duplicaciones de periodo, cada uno de estos 2n-
ciclos izquierdos generados en esa cascada, tendra un wiggle alrededor de un valor del parametro
a/" paa @ cual exigtira una 6rbita homoclinica secundaria. Suponemos que e punto de
acumulacion de estas Orbitas es e mismo que e punto de acumulacion de la cascada de
duplicacién de periodo.

Glendinning y Sparrow observan estas 6rbitas homoclinicas secundarias, en las
ecuaciones de Arneodo, en una region de los pardmetros para la cua € sistema ya se ha
“escapado d infinito” [4]: El sistema de Arneodo presenta sdlo dos puntos fijos y las érbitas
homoclinicas arededor del origen, no son simétricas. En las ecuaciones de Chua, al ser € sistema
simétrico respecto del origen, las Orbitas homoclinicas son simétricas y lo que Glendinning y
Sparrow |laman “escape a infinito”, corresponde a Nacimiento del Doble Scroll.

Adicionadmente, en € sistema de Arneodo, debemos sefidlar que los ciclos asociados ala
bifurcacion que sufren las drbitas homoclinicas secundarias, son asimétricos. En € sistema de
Chua se hallaron ciclos asmétricos y simétricos asociados a estas bifurcaciones. Los primeros
dan n-vueltas alrededor de uno de los puntos fijos no triviaes (ver figura 2.2b), mientras que los
segundos dan n-vudtas incompletas alrededor de uno de los puntos fijos (P, o P.), pasan hacia el
otro semiespacio y repiten la misma trayectoria alrededor del otro punto fijo (P. o P,) (ver figura
2.2€). Se ha comprobado computacional mente que estas drbitas asimétricas y simétricas generan

31 Como ya se sefialaraen e capitulo anterior, el caracter “i” 0“d” de un ciclo (u homoclinica) esta dado
por laubicacion aladerechaoizquierda del punto fijo del n-ciclo que estd cercadel maximo del mapa.
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wiggles arededor de un mismo vaor de a, como en el caso de las Orbitas periddicas principales
asmétricay smétricadel capitulo 4.

Siguiendo con e esguema de la figura 6.2a, observamos que la orbita periddica principa
(negra) (que genera un wiggle arededor del vaor a,), vuelve a tener estabilidad definida
(inestable) para a >a ,, *. El reestablecimiento de la estabilidad (a través de una duplicacion de
periodo inversa) se debe ala existencia de un segundo 2-ciclo (que llamamos 2d-ciclo (amarillo))
que tiene a su vez, un wiggle arededor de a’’ , parae cua se congtanta la presencia de una
segunda homoclinica (2d-H). En nuestro trabao no determinamos computaciondmente la
presencia de la drbita homoclinica 2d-H, puesto que a 2 esta mucho més alla del Nacimiento del
Doble Scroll. Estimamos que para a ° ya se ha producido la Muerte del Doble Scroll.

6.1.2 OTRAS ORBITASHOMOCLINICAS SECUNDARIAS.

Ademés de las 6rbitas homoclinicas secundarias que se corresponden con la cascada de
duplicacion de periodo que sufre e sistema (1.1), existen otras Orbitas homoclinicas secundarias.
En las siguientes secciones concentraremos € analisis en orbitas homoclinicas que, partiendo de
la variedad inestable del punto Py, dan tres vueltas de radio creciente, alrededor del punto P, antes
de reinyectarse en la varidad estable del punto P,, nuevamente™®,

Pero, también existen érbitas de tipo 4-H, 5H, etc, alas cuales les llamaremos en forma
genérica n-H. Vde sefidar, que la drbita 4i-H, es digtinta de aguella que mencionamos en la
seccion anterior como 4i' -H. En d esquema de la figura 6.2b se dibujan ambas trayectorias sobre
un mapa unidimensiond.

\/H

-

)
L4

Fig. 6.2b: Mapas unidimensionales para las Orbitas 4i-Hy 4i -H. Por razones gréficas se ha
deformado larectar,,,; =T, de laque sélo se muestran los cuatro puntos fijos.

%2 | lamamos “de estabilidad definida’ a |as 6rhitas periddicas que son totalmente estables o inestables.
% |lamamos a estas 6rbitas 3i-H y 3d-H y sus flujos se grafican en lafigura 6.3 de lasiguiente seccion.
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Considerando la primer figura, observamos que e punto H se mapea dos veces en la
region lineal del mapay unavez en laregion del méximo principal, paravolver a punto H*.

La segunda figura, muestra al punto H mapedndose (sdlo una vez) en la region lineal del
mapa. El siguiente punto fijo se observa en la rama que une € maximo principal con € primer
minimo relativo, y su imégen se observa en la region del maximo principd (alaizquierda de este).
Por Ultimo, € ciclo regresaa punto H *°.

S con la imaginacion (en la segunda figurad) unimos @ primer y tercer punto fijoy d
segundo y cuarto punto fijo, obtendremos e esquema de la érbita 2i-H, por lo que la trayectoria
sefidlada como 4i’ -H, no es otra cosa que la duplicacién de periodo de la érbita 2i-H, como se
sefialaba en la seccion 6.1.1. Pero no podemos aplicar una transformacion del mismo estilo, ala
curva4i-H. Existen, también, curvas 4d’-H y 4d-H con diferencias equivaentes.

6.1.3 ORBITAS HOMOCLINICAS SECUNDARIAS 3-H.

La figura 6.3 muestra dos 6rbitas homoclinicas secundarias de periodo 3, observables
para valores de |os parametros correspondientes al Atractor de Chua.

N
T

FIG. 6.3a: Orbita Homoclinica Secundaria (3i-H). FIG. 6.3b: Orbita Homoclinica Secundaria (3d-H).

Estudiamos la bifurcacion globa que sufren estas érbitas homoclinicas, cuando se varia
el parametro a . Para ello, observamos la figura 6.4, donde se representa € mapa unidimensional
definido en € capitulo 3 En lafigura 6.4a se sefida un 3d-ciclo (rojo) que pasa por € punto H

% En e espacio (x,y,z) € flujo de 4i-H, partiendo del punto H, , recorre el espacio por debajo del plano
estable del punto Py, incide sobre larecta P.G. en un punto cercano al punto P. , datresvueltas de radio
creciente (alrededor de este punto, sobre su variedad inestable) y vuelve a mapearse sobre el punto H.
(simétrico al punto de partida).

% Latrayectoriaen el espacio (x,y,z) 4i’-H (ver figura6.1b), parte del punto H., recorre el espacio por
debajo del plano estable del punto Py, incide sobrelarecta P.G. en un punto no muy cercano a punto P., da
dos vueltas deradio creciente arededor de este punto, pasa por laregion Do, vuelveaincidir en un punto de
larectaP.G. y al cabo de unatercer vueltade radio creciente (alrededor del punto P. y sobre su variedad
inestable), se mapeaen e punto H..
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(considerado aqui como aproximacion de 3d-H de la figura 6.3b) asi como dos 3i-ciclos. uno
asmétrico (azul) y otro smétrico (verde), que se observan para un mismo valor de los

parémetros™.
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Fig. 6.4 a: Mapa Unidimensional para valores de (a,b) para los que existe 3d-H.

En la figura 64b s ha
esquematizado € mapa de la figura 6.4a, de
modo tal de rotular los maximos y minimos
relativos que se observan cerca del punto H.

A’ Los mismos adquieren vita importancia
B’ cuando se desea observar la pérdida de

ciclos a través de bifurcaciones nodo-dlla

asociadas a la bifurcacion global que sufren
A la drbita homoclinica 3i-H y 3d-H. Asi,
llamamos con letras mindsculas a los
minimos que se observan a la izquierda del
punto H: laletra“a’ designaraa minimo que
se produce en e pasge espira-tornillo del Atractor de Rosder, la letra “b” corresponde al
siguiente minimo, cuando aumentamos la absisa, etc. Designamos con letras mayUsculas a los
minimos que se observan a la derecha del punto H: laletra“A” corresponde a minimo que esta
més agado del punto H y a medida que nos acercamos a dicho punto (disminuyendo €l valor de
la absisa), tendremos los minimos “B”, " C”, etc. Los maximos son designados con la misma letra
(prima) del minimo que los precede. Entonces, los ciclos que coexisten con 3d-H (fig.6.4a)

4 Maximo Principal

v

Fig. 6.4b : Esquema de extremos relativos.

% Queda una vez més de manifiesto, que laletra“i” distingue alas érbitas homoclinicasy ciclos que en su
pasaj e por puntos cercanos a maximo principa del mapa, lo hacen alaizquierda de este, mientras que la
letra“d” designaadrbitas que en su pasaje por larecta PG, lo hacen por puntos que se encuentran méas alla
del punto que determina ese maximo.
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pertenecen alaramade mapa que une a minimo a con € maximo a’ (azul) o alaramaque uned
minimo A con & méximo A’ (verde)®.

Ademés de los ciclos que se observan en la figura 6.4a, pueden observarse otros ciclos,
s aplicamos & mismo andisis de la seccién 4.2 d mapa: r,,; = f 3(r,)). En lafigura 6.5 se
grafica este 3mapa, (para vaores de los parametros para los cuaes se tiene la 6rbita homoclinica
3d-H) destacandose en las figuras de arriba, la region proxima a punto H. Ademas de
observarse que e punto H es un punto fijo del 3mapa, se observan otros siete puntos fijos
(cortes de la recta r,,; =1, dibujada en celeste, con e mapa). Todos estos puntos fijos

corresponden a diferentes 3-ciclos que, siendo de tipo “i” o “d” coexisten con la odrbita
homoclinica 3d-H.
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FIG.6.5:Mapa I, = f (rn) para valores de (a,b) para los que existe 3d-H.

Un andlisis detallado ddl mapa unidimensional parae sistema (1.1) y diferentes valores del
parametro a , arrojé como resultados las gréficas que se dibujan en la figura 6.6. Las mismas,
presentan los wiggles simétricos y asimétricos para los 3i-ciclos (fig.6.6a) y 3d-ciclos (fig.6.6b),
drededor de los parametros para los cuales se observaron las érbitas homoclinicas 3-H. El
periodo de los ciclos simétricos (verde) es e doble de lo que se sefida en la figura, ya que a
diferencia de los ciclos asmétricos, las trayectorias de los ciclos ssimétricos, antes de regresar a
punto de inicio de su 6rbita, se inyectan en € semiespacio simétrico (definido por EX(P,)), para
reproducir alrededor del  otro punto no trivial una trayectoria smilar. Los wiggles asmétricos
(azul) tienen su comienzo para valores del pardmetro para los cuales alin se observa la presencia
del Atractor de Rosder, pero dichos valores no se sefidlan en la figura, ya que concentramos
nuestra atencién en los 3-ciclos pertenecientes a Atractor de Chua.

3" Recordamos que con el Nacimiento del Doble Scroll, los méximosy minimos ala derechadel punto H,
se van produciendo en forma paulatina, a medida que nos adentramos en laregion del plano de parametros
donde € atractor es observable. Lafigura6.4a muestra a mapaen su estado casi completo pero, si
aumentamos el valor del parametro desde su valor a, ,=8813232, encontramos diferentes cambios en la
dindmicacon el consecuente surgimiento de nuevos extremos relativos. El 3-ciclo delafigura 6.4a, que se

dibuja en verde, no puede observarse paravalores del parametro proximosaa, .
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WIGGLES ALREDEDOR DE 3i-H WIGGLES ALREDEDOR DE 3d-H
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Fig. 6.6: Wiggles Asimétricos (azul) y Simétricos (verde) (paraa 3 8.813232) alrededor de los valores del

parametro para el cual se producen 6rbitas homoclinicas de periodo 3. Se sefiala en rojo la medida del

periodo del 3-ciclo hallado que mejor se aproxima a la 6rbita de periodo infinito y que se consideré como
medida de la 3i-Hy 3d-H .

Si bien cada uno de los periodos graficados en la figura 6.6 se computé directamente
sobre las trayectorias que los respectivos ciclos generaban, otra medida de este periodo es la
posicion (respecto del punto H) de los puntos fijos del mapa que se encuentran cerca de este
punto. El ciclo que pasa por € punto H exacto, es de periodo infinito. En nuestro célculo, los
puntos rojos marcan € periodo que se computo para las orbitas homoclinicas 3i-H y 3d-H.

Hacemos notar que las gréficas de lafigura 6.6 son discontinuas en las ramas inferiores de
los wiggles smétricos. Los 3ciclos de la rama del mapa que une los minimos Ay B con €
méximo A’ (ver figura 6.4b) , no surgen como consecuencia de una bifurcacién nodo-silla, como
las observadas en la homoclinica principal, estudiada en e capitulo 4. Los ciclos (izquierdo y
derecho) de larama A-A’ son observables Unicamente para a >896875, mientra que los ciclos
(izquierdo y derecho) de la rama A’-B, pueden observarse para a >8835. Al congtruir €
esquema de ciclos limites superestables en e plano (a, b ) hemos encontrado una explicacion a
este fendbmeno, como se vera en |as siguientes secciones.
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6.2. SMULACION DEL MAPA UNIDIMENSIONAL.

Hasta é momento, se ha trabgjado dejando fijo el vaor del pardmetro b y variando € valor del
parametro a . Pero la presencia de las 6rbitas homoclinicas secundarias y sus ciclos limites asociados se
daen todo e plano (a b ) de parametros. Con €l fin dedeterminar la ubicacién aproximada de los valores
criticos de los parametros para los que ocurren los principales fendbmenos descriptos en las secciones
precedentes, se realiz6 unainterpolacion numérica para una malla de valores (a b ) .

Tera MAGNIFICACZION DE LA ZOMAH 2da MAGNIFICACION
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FIG. 6.7 : Simulacion del mapa unidimensional en las zonas de interés: region lineal (verde), region préxima al
maximo (rojo y celeste), coordenadas del punto H y de los extremos relativos del mapa (azul). En la region proxima
al punto H se sefialan también los maximos v minimos medidos (rosado).

Los mapas que se utilizaron para calcular los coeficientes de las ecuaciones de gjuste, fueron
computados paraa =915y b =14.3, variando b y a , respectivamente. La gréfica delafigura 6.7, que
tomamos como ejemplo del gjuste, muestra que las caracteristicas principales de un mapa unidimensional
(coordenadas de los maximos y minimos, coeficentes de la regién lineal del mapay coeficientes de las
parabolas que simulan la region proxima a maximo principal) se aproximan a las caréacteristicas del mapa
original, alin teniendo en cuenta que los parametros de esta gréfica son muy distintos de aquellos en los
cuales se baso €l gjuste. Vale recalcar que este mapa no logré reproducir €l mapa en la region proxima a
minimo A, por |o que no se presentarén resultados de la simulacién, con referenciaa dicho punto™®.

%8 Como pudo observarse en e capitulo 4, laregion préximaa minimo A, cuando los valores de los
parametros son tales que se ha producido la muerte del Atractor de Chua, adquiere unaforma similar
(aungue antisimétrica) ala del maximo principal.
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6.2.1. ORBITASHOMOCLINICAS3-HY SUSCICLOSLIMITES.

Utilizando el mapa unnidimensiona simulado y la ecuacion 5.2, se determind el lugar geométrico
en €l plano (a b ) de los 3-ciclos superestables que tienen su punto fijo en los puntos donde se encuentran

los minimos o méaximos secundarios del mapa I, .5 =  3(r,) *.

Los resultados de este célculo se observan en lafigura 6.8. Para designar las gréficas, se utilizo el
mismo codigo de la figura 6.4b: La letra a sefidla los valores de los pardmetros en donde existen 3-ciclos
gue tienen uno de los tres puntos fijos, en el primer minimo del mapa, alaiquierdadel punto H, mientraque
laletra & designaalos 3-ciclos que tienen uno de sus tres puntos fijos en el siguiente maximo. Larama
superior de las parabolas sefiala los 3i-ciclos, mientras que laramainferior sefiadla los 3d-ciclos. El punto
deinterseccion de ambas ramas corresponde ala existencia de un 3-ciclo doblemente superestable que pasa
por el maximo principal del mapay el extremo secundario relativo correspondiente.

3-CICLOS SUPERESTABLES 3-MAGNIFICACION DE LA ZONA CENTRAL
22 T T T T T T T T 155 T T T T
‘
r/
200 4 154 K
/
/ 3i-B

144 3
14 v 3i-H

144
16f

13.5
14

13 pasaie
beth2t beta |Espiral-Tornillo .~/
12.9 o
100
12,
8l
11. |
6l 1L
R
* /" Nacimiento del Doble Scroll
4 Il Il Il Il Il Il Il Il 10_‘5/ I i I i
3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 7 15 8 85 9 95

alfa alfa

FIG. 6.8: Ciclos superestables asociados a los extremos relativos: asimétricos (azul), simétricos (verde).

En lafigura 6.8b se detalla el lugar geométrico de los 3-ciclos superestables que se observan mas
préximos a punto H, la curva 3-H (izquierda y derecha) y las posiciones de la linea NDS (Nacimiento del
Doble Scroll) y el pasaje espiral -tornillo del Atractor de Rossler, como referencia.

%9 El mismo mapa unidimensional simulado puede ser empleado para analizar la presencia (en el plano de
pardmetros) de otrosn-ciclos.
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Fijando b =143, en la figura 6.8,
observamos que los valores de a donde esa recta
3-MAPA  intersecta a las lineas correspondientes a los
diferentes 3-ciclos, coinciden aproxi madamente con
los valores para los cuales se observan las
bifurcaciones nodo-silla que crean o destruyen los 3-
wiggle ciclos dibujados en los wiggles de lafigura 6.6.

Los 3-ciclos que (en lafigura 6.8) se grafican
por encima de la recta b =14.3, coinciden con los
a que no presentan (en la figura 6.6) € “codo” del

wiggle asociado alabifurcacion nodo-silla.

FIG. 6.9: Esquema de los fenémenos asociados a una En la s!gwente tebla se especﬁicgn_ los
bifurcacion nodo-silla en un méaximo relativo, a medida que velores de a (sendq b =14.3) que se midieron
crece a y por lo tanto cambia de posicion relativa de larecta  (9€nérando |os respectivos mapas) y calcularon  (en
ro=r.. base a mapa iterpolado). Vae recordar que ambos
valores son tedricamente distintos: €l primero
corresponde al valor del parametro parael cual se produce una bifurcacion tangente (t), mientras el segundo
corresponde al valor del parametro para el cual existe un ciclo superestable (s) que pasa por |os extremos
relativos secundarios del mapa. En la figura 6.9, se esguematiza (en las proximidades de uno de los
maximos del 3-mapa) los diferentes fendmenos que van teniendo lugar, a medida que crece €l valor de a :
bifurcacion tangente (t), ciclo superestable que pasa por €l extremo relativo (s) y duplicacion de periodo
(h). El pequefio rango de valores dea en €l cual se producen estos cambios de la dindmica, nos impide
distinguir, en unasimulacion numérica, entre los diferentes fendmenos.

Pero también podemos observar, en la figura 6.8a, que los 3A’'-ciclos (tanto derecho como
izquierdo) no cortan la linea b =14.3. Esto muestra, que tal como dijimos, los 3-ciclos
correspondientes a las ramas A-A’ y A'-B no desaparecen mediante una bifurcacion nodo-silla, en las
proximidades del maximo A’ cuando las érbitas 3-H sufren bifurcaciones homoclinicas al decrecer €l
valor de @ , desde suvalor a’' o a > (ver los wiggles simétricos (verdes) de la figura 6.6). Pero esta
observacion, solo justifica por qué no existe €l “codo” correspondiente a maximo A’. En lapréxima
secciodn veremos como surgen esos ciclos.

v

b =143 3-cicloizquierdo 3-ciclo derecho
extremo a medido (t) a calculado (s) a medido (t) a calculado (s)
a 9.425 - 10.55 -
a 8.800 8.819 9.055 9.154
b 8.975 8.962 9.420 9.440
H 8.925 8.922 9.375 9.401
B’ 8.894 8.899 9.283 9.298
B 9.020 9.065 9.517 9.611
A’ - - - -
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6.3 CAMBIOSEN LA DINAMICA.

En la figura 6.10 (ver paginas 42 y 43) se observa como cambia la estructura del 3mapa, en
especial, en la regidon proxima a méximo principal del mapa unidimensional. Figuras similares pueden
obtenerse si se analizan otros n-mapas, |os cual es mostrarian €l comportamiento de otrosn-ciclos.

Laprimer figura (pag.42) serefiere al comportamiento del 3-mapa para val ores de parametros para
los cuales no se ha producido el Nacimiento del Doble Scroll y en ella se observan |os cambios producidos
por la formacion de los diferentes extremos relativos que se representan a la izquierda del punto H en €l
mapa unidimensiona . En la segunda figura (pag.43) se grafican los cambios que se producen en el 3-mapa,
cuando se van generando los extremos relativos “simétricos’, o sea aquellos que estan asociados al
Atractor de Chua.

6.3.1 CAMBIOSEN EL ATRACTOR DE ROSSLER.

Comenzando por un valor de @ pequefio, € comportamiento del 1-mapaes similar al de un mapa
de Feigenbaum [22] con un (nico maximo, ya que nos encontramos en presencia de la Espiral de Rossler.
Asi loindicalafigura6.10a (paraa =8.70), donde €l minimo relativo central del 3-mapa, corresponde ala
tercer imagen del méaximo principal del mapa unidimensional. En lafigura, se ha dibujado, también, en azul,
larectar ., =r, . Se determind que el minimo antes mencionado es tangente a dicha recta, cuando el valor
de los pardmertros es apenas mayor que a =859 (caso no dibujado), siendo € valor del pardmetro
b =14.3. Paraestos valores de pardmetro, se verifico lapresenciade un 3-ciclo superestable que pasa por
el maximo del mapa unidimensional.

Si seguimos aumentando e valor del pardmetro a (mientras b permanece constante),
observaremos que se produce un cambio de estructuradel 3-mapa: En lafigura 6.10b (donde se grafica solo
la region central para a =880), se observa que e méaximo principal del mapa unidimensiona, se
transforma, ahora, en un maximo relativo del 3-mapa. Este cambio responde a la formacién del minimo
relativo a, responsable del pasaje espiral-tornillo, en el Atractor de Rdssler.

En lafigura6.10c, se observa como ese méximo estangente alarecta r,,, =r, , generandose otro
3-ciclo que pasa por € maximo principa del mapa (que de agui en adelante Ilameremos 3mp-ciclo),
observable paraa =8.808.

Un posterior aumento del valor del pardmetro provoca un nuevo cambio en la estructura (asociado
a la aparicion del maximo a'), convirtiendo a la tercer imagen del maximo principal del mapa
unidimensional, nuevamente, en un minimo. En la figura 6.10d se detalla la region central del mapa, para
este caso. Se observan también, dos puntos fijos, a laizquierda de la tercer imagen del minimo principal .
Dichos pun‘tlgs fijos sefidlan la presencia de dos 3i-ciclos: estable (izquierda) y tipo silla (derecha) para
a =88095™.

Cuando a =8.813232, & mapa unidimensional es tal que se ha completado la estructura de
extremos relativos a la izquierda del punto H y e 3-mapa ha acompafiado estos cambios (la tercer imagen
del maximo principal se ha convertido sucesivamente en maximo y minimo), pero no se ha verificado la
existencia de otros 3mp-ciclos, ya que estos cambios de estructura, permanecen por debajo de la recta
r.s =r,.Lafigura6.10e, que grafica unaregion aln mas reducida que la de lafigura anterior, muestra como
el cambio asociado alaformacion del maximo a’ hacrecido y cdmo se han generado otros tres cambios en
la dindmica (asociados a la formacién de un minimo b, un maximo b’ y un minimo c), los cuales son
graficados en detalle, en lafigurasiguiente.

0 Laestabildad del 3i-cicloy el estrecho rango del val or del pardmetro, en el cual estamos trabajando,
impiden determinar si existe un punto clispide, asociado ala bifurcacion tangente que sufre €l 3-ciclo, en su
maximo principal y e méximoa’. El punto clspide se manifestaria s, para un mismo valor del pardmetro de
control, e maximo del mapa fueratangentealarecta r,,, =r, y se convirtieraen el minimo que se observa
en lafigura6.10d.
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FIG. 6.11: Esquema de 3-ciclos superestables asociados a los
extremos relativos y al m&ximo principal del mapa unidimensional
para el Atractor de Rossler.

Teniendo en cuenta el comportamiento
qgue hemos descrito (para b constante), las
gréficas de la figura 6.8 y la ecuacion 5.3 del
capitulo anterior (que describe € lugar
geométrico de los 3-ciclos superestables que
pasan por el maximo principal del mapa) hemos
esquematizado (en funcion de los pardmetros a y
b ), la posicion de los 3-ciclos superestables
asociados a los extremos relativos (azul) vy
asociados al méaximo principa (negro), en la
figura 6.11. Los 3mp-ciclos, entonces, permiten
un pasagje continuo en e plano (a,b ) por los
diferentes ciclos doblemente superestables
(interseccién de la curva 3mp-ciclo con las
pardbolas 3aciclo, 3a-ciclo, etc) que se
observan sobre las rectas L gue marcan
diferentes cambios en ladinamica.
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6.3.2. CAMBIOSEN EL ATRACTOR DE CHUA.

Las gréficas de la péagina anterior (segunda carilla de la figura 6.10) solo detalan el
comportamiento del 3mapa en la region proxima al méximo principal. En una primer mirada global,
observamos que la tercer imagen de los puntos préximos a este maximo es mas regular que en los casos
estudiados anteriormente. Sin embargo, la formacién de infinitos extremos relativos a la izquierda y
derecha del punto H, observable para un rango de valores del pardmetro 8813232<a <8815
(b =14.3), provocan, también, infinitos cambios en la dindmica, los cuales pueden observarse en dos
regiones (que llamaremos H3) a los costados de la tercer imagen del maximo principal (sefialadas con
rojo). Como en el caso anterior, describiremos el comportamiento del 3-mapa cuando aumentamos el valor
del pardmetro a , dejando el pardmetro b constante.

Paraa =8815 (fig.6.10f), se observa que latercer imagen del méximo del mapa es un minimo
del 3-mapa, lo cual implica que el méximo B’ del mapa unidimensional se haformado, cuando € valor del
parametro era menor. Comenzamos, entonces, € andlisis cuando en e mapa unidimensional, ya se han
formado infinitos maximos y minimos relativos, ala derecha del punto H y su imagen en € 3-mapa, se ha
desplazado hacialos costados (regiones H3), como muestra el detalle graficado.

En la figura 6.10g se observa la reciente formacién del minimo B: la tercer imagen del méximo
principal se ha convertido en un maximo. También, se dibujaron las regiones H3 que contienen infinitos
maximosy minimosrelativos. Y estas regiones se han agado alin mas del maximo principal del 3-mapa

Explicamos este desplazamiento, considerando la relacién entre la figura 6.10f y la figura 6.10g.
En la primer figura, entre las regiones H3 y el minimo principal, existen dos maximos relativos, que en la
figura 6.10g, aparecen desdibujados. A medida que el méximo B’ crece, estos minimos relativos decrecen'y
son “absorbidos” por las regiones H3.

Lasiguiente gréfica (fig. 6.10h) sefidala presencia de un punto de tangencia que dara lugar, aun 3-
ciclo superestable que pase por €l maximo principal. Uno de los otros tres puntos fijos del ciclo, que se
apoya en larama A’-B , que aln no se ha completado (ver siguiente figura). Se observa, ademéas, que los
maximos que menciondramos en el parrafo anterior, han sido completamente “absorvidos’ por las regiones
H3.

Un posterior aumento del valor del parametro, provocara un crecimiento del maximo central y
podran observarse dos puntos fijos del 3-mapa, a los costados de este maximo. Esos puntos fijos, estaran
sefidlando la presencia de dos 3-ciclos. uno izquierdo y otro derecho, en la rama A’-B de mapa
unidimensional y por lo tanto, €l nacimiento del wiggle simétrico y continuo (verde) de la figura 6.6
(izquierda y derecha, respectivamente). Entonces, los codos de los wiggles simétricos, se deben a
bifurcaciones nodo-silla en los extremos relativos del mapa unidimensional, mientras que el comienzo del
wiggle, se debe aunabifurcacion nodo-sillaen el méximo principal del mapa.

En lafigura 6.10i, ademas de laformacion del maximo A’, puede observarse, que laregiéon H3 de
laizquierda, contiene puntos fijos en el 3-mapa, evidenciando la presencia de los 3-ciclos que generaradn los
wiggles que se han dibujado en €l figura6.6a

Un posterior aumento del valor del parametro (fig.6.10j), genera la presencia de otro punto de
tangencia, en la tercera imagen del maximo principa y, por lo tanto se observa un nuevo 3mp-ciclo. Esta
bifurcacion tangente, (como la que se observa en la figura 6.10h) explica por qué existen 3i-ciclosy 3d-
ciclosen larama A’-A, apartir de a =8.96875: € surgimiento de esos ciclos estd, también, ligado a una
bifurcacion nodo-sillaen e maximo principal del mapa.

Por ultimo (fig. 6.10k) se observa la formacion insipiente del minimo A. Asimismo, puede
observarse como la region H3 de la derecha contiene puntos fijos, los cuales generan los wiggles de la
figura 6.6b.

48



NDS
143 ° ®
Ly Lg Ly La
8813232 8835 895 896875 9375
NDS 3mpca 3i-H 3mpcs 3d-H

Fig. 6.12: Esquema de 3-ciclos superestables asociados a los extremos
relativos y al maximo principal del mapa unidimensional para el Atractro de

Chua.

a

En lafigura 6.12, se esquematiza,
para € plano (a,b) de pardmetros, la
presencia de los diferentes 3ciclos que
hemos estudiado; se usa el color azul para
sefidar las curvas que indican cambios en
la dindmica y la presencia de ciclos
superestables asociados a los extremos
relativos. En negro, se dibuja € lugar
geométrico del 3mp-ciclo. En la parte
inferior de la figura se sefialan los valores
de a para los que se han observado €
Nacimiento del Doble Scrall, la presencia
de una bifurcacion tangente en € maximo
principal ddd mapa que da lugar a la
aparicion del wiggle asimétrico y
simétrico (3mp-ca y 3mp-cs,
respectivamente) y el valor del parametro
para € cua se observan las Orbitas
homoclinicas secundarias de perido 3,
siendo b =14.3.

Considerando la figura 6.12, en

relacion con la figura 6.11, observamos que antes y después del Nacimiento del Doble Scroll, se tiene un
comportamiento globa muy similar.
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6.4 ORBITASHOMOCLINICASEN EL ATRACTOR DE CHUA.

Por dltimo, empleando & mapa simulado de la figura 6.7, se calculan (en € plano (a ,b) , COMo
se sefiala en la figura 6.13) los lugares geométricos de las 6rbitas homoclinicas secundarias 2i-H, 2d-H,
3i-H, 3d-H, 4i-H, 4d-H que se observan coexistiendo con € Atractor de Chua.

Observamos que |os lugares geométricos de estas Orbitas en € plano de parametros, corresponden
a parabolas que se apoyan en la linea Nacimiento del Daoble Scroll y se extienden en la region del plano
(a ,b) para los cuales se observa € Atractor de Chua. El punto donde se unen las dos ramas de las
pardbolas (ramainferior, correspondiente a la presencia de la érbita nd-H y rama superior, correspondiente
ani-H), sefidlalos valoresde a y b, paralos cuales, el maximo principa y € punto H del mapa son puntos
fijos del n-mapa.

ORBITAS HOMOCLINICAS
30 T T T T T T

25

Nacimiento del Doble Scroll

20

15
beta

10

Homoclinica principal (1-H)

0 Il Il Il Il Il Il
2 4 6 8 10 12 14 16

alfa

FIG. 6.13: Orbitas Homoclinicas calculadas en el Circuito de Chua.
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CAPITULO 7.
CONCLUSIONES.

Como se observo en € capitulo 2, el sistema (1.1) presenta una variada galeria de
fendbmenos criticos. Con este trabgjo, hemos tratado de conectar esos fendmenos a una
estructura més complga, que actlia como soporte de ladindmicadel atractor.

Utilizando un mapa unidimensional, definido en e capitulo 3, hemos logrado
reproducir, en e capitulo 4, algunos resultados que Khibnik et a habian determinado,
trabgjando computacionalmente, con un sistema no lineal, en relacion a la homoclinica
principal del Circuito de Chua. En € capitulo 5, observamos que dicho mapa es ademés una
excelente herramienta de trabgjo en e andlisis de otros fenébmenos tales como los
relacionados con el pasaje espiral-tornillo, en el Atractor de Rossler.

En & capitulo 6, por un lado, determinamos la presencia de diferentes Orbitas
homoclinicas secundarias, cuyos wiggles estan asociados a las sucesivas duplicaciones de
periodo que sufre e sistema (1.1), en su ruta subarmoénica.

Pero ademés, hemos estudiado en detalle los cambios en la dindmica, observables en
mapas unidimensionales del tercer retorno (3-mapas), tanto para e Atractor de Rosser,
como para €l Atractor de Chua, observandose a ambos lados de la curva NDS (Nacimiento
del Doble Scroll), una compleja estructura de 3-ciclos, de similares caracteristicas.

Gaspard y Nicolis [5] sefialaban, con relacion alos diferentes cambios que sufriala
dinamica del Atractor de Rd&sser, una estructura de lineas que marcan sucesivos
traansiciones en la dindmica (curvas L ), la presencia de n-ciclos superestables que pasan
por el méximo principal 0 los extremos relativos del mapa y la presencia de orbitas
homoclinicas (curvas G) alrededor de los puntos P, 6 P. , las cuales pudimos reproucir para
el sistema(1.1).

También, determinamos que e Atractor de Chua, presenta un comportamiento
similar, aunque en su seno puedan observarse fendmenos criticos asmétricos y simétricos.
En & plano de pardmetros (a ,b) , entonces, podemos sefldlar curvas L que indiquen los

diferentes cambios en la dindmica, que seran €l soporte de n-ciclos simétricos y que
estaran asociadas a la presencia de Orbitas heteroclinicas D entre los puntos P, y P.. Unade
esas Orhitas, es claramente observable (figura 2.2h) y su mapa se grafico en la figura 3.4c¢..
En el plano (a ,b) , esta érbita heteroclinica, tiene su origen en unacurvacercanaalalinea

NDS y se manifiesta (para b =14.3), una vez que & Atractor de Chua se ha establecido
plenamente en la dinamica: ya se han generado todos los extemos relativos que convergen
hacia e punto H (definido en € capitulo 3) y que representa € pasaje de la dindmica
asimétrica a una dindmica simétrica.

La curva NDS, en € plano de pardmetros, entonces, oficia como curva de
acumulacion de toda esta estructura, tanto por la derecha como por laizquierda, como se ha
esquematizado, en lafigura7.1
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FIG.7.1: Cambios en la dinamica, homoclinicas y heteroclinicas en el Circuito de Chua.

Homoclinica
Principal

Por otro lado, € hecho de poder observar curvas en € plano de parametros que
indiquen la presencia de érbitas homoclinicas 2-H, 4'-H, 3-H, 4-H (como las observadas en
las figura 6.1, 6.3 y 6.13 ), induce a pensar, que existen otras curvas que sefiden la
presencia de otros n-ciclos, que “apoyados en la linea NDS’, indiquen €l lugar geométrico
de 6rbitas homoclinicas secundarias de mayor orden, en € plano de pardmetros.

Pero, ¢hacia donde convergen esos n-ciclos?. Siguiendo un razonamiento similar al
de capitulo 5 y teniendo en cuenta la estructura similar del Atractor de Rossler y e Atractor
de Chua, respecto de lacurvaNDS, en e plano de pardmetros, suponemos que las curvas n-
H se acumulan, sobre la curva NDS hacia una curva que indique la presencia de una Orbita
heteroclinica simétrica, entre los puntos P, y Py .

En ese caso, entonces, € mapa unidimensional debiera ser tal que la ordenada del
punto H, seria nula ya que € flujo que proviene de la region Dy, se inyecta en Dy
exactamente sobre la variedad estable de P, (el plano E3(Py)) ( por lo tanto paso por H) y se
mapea exactamente en € punto P, de coordenadas (0,0) en e mapa unidimensional (ver

figura2.4). En lafigura 7.2 se esquematiza como seria e flujo y mapa correspondientes ala
Orbita heteroclinica descrita

En conclusién hemos encontrado una estructura bien establecida en €l espacio de las
fases, que explica la existencia del Atractor de Chua. Asimismo existe evidencia numérica
de la presencia de una Orbita heteroclinica que involucra a los tres puntos fijos del sistema
(1,1) y que estaria asociada al nacimiento de dicho atractor.

\ Maximo Principal

L 4

FIG. 7.2a: Trayectoria heteroclinica entre los puntos P+ yPo.  FIG. 7.2b: Mapa para una trayectoria heteroclinica
entre P+ v Po.

“! Enlabibliografia, estudiada no se hareportado |a presencia de esta orbita.
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APENDICE.
SISTEMAS DINAMICOS[25,26,27].

En este apéndice se explican, en forma muy escueta alguna de las propiedades dinamicas més
sencillas, que presentan los sistemas dinanicos no lineales y en especial, el sistema de ecuaciones (1.1).
Nuestra meta no es hacer un andlisis forma de los fendmenos no lineales, sino, introducir algunos
conceptos, que por ser primarios, se nombran permanentemente durante este trabgjo.

I.1 DEFINICIONES.

El sistema de ecuaciones diferenciales:
—ox="f(x) /%] A" (1.1)

donde f:A" ® A"es una funcién suave (FT C¥) no lineal, tiene solucién tnica cuando se fija una
condicién inicial X(0) = X,. Llamaremosflujoj t()?0) adicha solucion.
Definimos los puntos de equilibrio (o puntosfijos) como aquellos puntos que verifican:
f(x)=0 (1.2)
Entonces, podemos caracterizar el comportamiento de la soluciones del sistema, cerca de los
puntosfijos, linealizando la ecuacion (1.1) en X y estudiando | a ecuacién de pequefias perturbaciones:

x =DF(X')x [/x T A" (1.3)
_ éqf U ~ -
donde Df :eﬂ—x'l;leslamamrizjacobianadeIafuncién f(X) y X=X +x /‘X‘<< 1.
e iu

Consideremos ahora, uno de los puntos fijos del sistema (1.1). Si la matriz jacobiana no tiene
autovalores reales nulos o autovalores complejos con parte real nula, € punto fijo es hiperbolico o no
degenerado y el comportamiento asint6tico de la solucion, cerca de este punto fijo, esté determinada por la
ecuacion (1.3). Los autovectores correspondientes a autovalores con parte real negativa, constituyen el
espacio tangente estable (E9) e indican las direcciones por las que €l flujo (a tiempos positivos) se acerca
asintéticamente a punto fijo; los autovectores correspondientes a autovalores (reales o complejos) con
parte real positiva, constituyen el espacio tangente inestable (E”) ya que sefialan |as direcciones por las que
el flujo (atiempos negativos) se acerca asintéticamente al punto fijo*.

Definimos, entonces las variedades estable e inestable locales del punto fijo, como el conjunto de
puntos gue pertenecen a un intervalo U (en A M)y tal que e flujo que parte de esos puntos (hacia adelante o
hacia atras en € tiempo, respectivamente), se acerca asintéticamente al punto fijo.

WE(x7) ={xT U /] (X)%%%® X'}
WY(x") ={xT U /j (%) %%%e X'}
El teorema de la variedad estable de un punto fijo, indica que las variedades estables e inestables de

los puntos fijos de un sistema como € (1.1) son funciones suaves en €l espacio, tienen lamismadimension
gue los espacios tangentes correspondientes y son tangentes a éstos.

(1.4)

“2 El concepto de “acercamiento atiempos negativos’ puede aplicarse, yaque el sistema (1.1) esreversible
en el tiempo. Hablar de un “aejamiento atiempos positivos’, seriarestringir ladefinicion de variedad
inestable, a aquellos puntos que estan cercadel punto fijo: € flujo que parte de estos puntos, puede algjarse
del puntofijo, solo si algunavez estuvo cerca.
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Fig.l.1: Puntos fijos segun la naturaleza de los autovalores de Df .

En lafigural.l se sefidla un esguema de las soluciones que tiene un sistema de dos ecuaciones, en
las inmediaciones de uno de sus puntos fijos y €l nombre con el cual se caracteriza dicho punto. En las
primeras dos figuras se muestra solamente los puntos que son de tipo sumidero (observar que todas las
raices (reales 0 complejas) tienen parte real negativa. Igua clasificacion, se hace en € caso en que las
raices sean (reales o complejas) con parte real positiva, excepto por €l hecho de que € flujo, en estos
casos, seagjadel punto fijo. EnlaUltimafigura se sefidlaun punto de tipo silla: los autoval ores de lamatriz
jacobiana son reales de diferente signo. Si el sistema es de 3 ecuaciones diferenciales, los esquemas de la
figura 1.1 pueden combinarse con una tercer raiz real | ;. Cuando esta raiz es positiva, los puntos fijos
pueden clasificarse en nodo-silla, foco-silla, en los dos primeros casos, mientras que el tercer caso sigue
siendo un punto fijo detipo silla. Si laraiz | 3 esnegativa, € primer caso sigue siendo un punto fijo detipo
nodo, el segundo caso se convierte en un punto foco-nodo y €l tercer caso, sigue siendo un punto silla

Las variedades locales de un punto fijo, tienen andlogos globales: si consideramos los flujos que
se inician en los puntos de las variedades locales del punto fijo, la variedad global estable de este punto,
esta constituida por la unién de todos los flujos que llegaron a ese punto. Del mismo modo, considerando
los puntos de la variedad inestable local del punto fijo, se define la variedad inestable global, como la unién
delos flujos que partieron de los puntos de la variedad inestable.

Es importante sefidlar que las variedades global es estables de dos puntos fijos distintos, no pueden
intersectarse, dado que €l flujo que parte de un punto es Unico, por lo que no puede llegar a dos puntos
distintos. Lo mismo ocurre con dos variedades inestables. Sin embargo, una variedad estable y otra
inestable (de un mismo punto o de puntos distintos) pueden intersectarse. Es mas, cuando esto sucede, se
observa uno de los fendmenos dinamicos mas complejos, como se vera a lo largo de este trabajo y en
especial, en el apéndice V.

Los sistemas dinamicos no lineales, ademas de puntos fijos, tienen drbitas periddicas, |lamadas
ciclos limites, por lo que es importante, definir variedades estable e inestable de las Orbitas cerradas g,
como aguellos puntos de donde parte € flujo que asintéticamente se “pegard” a la orbita (a tiempos
positivos o negativos):

i (%)- o|%%%® d

/
1 (%) - o|%%%® o )

.2 MAPAS.

Consideremos €l flujoj , (X,), solucién del sistema (1.1) con condicionesiniciaes. Si, alolargo
del flujo consideramos puntos aislados, podemos construir un mapa § que, aplicado a un punto de
coordenadas )?p del flujo, lleve a siguiente punto de coordenadas )?pﬂ (ver figural.2):

ip+1 = g()?p) (|6)
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Todas las propiedades que observamos para €
flujo (1.1) se verifican para e mapa (1.6): los puntos
fijos son no-degenerados o hiperbdlicos, cuando los
madul os de los autoval ores (en general, complgjos) de
la matriz jacobiana evaluada en e punto fijo, son
diferentes de 1 ya que en este caso, debe tenerse en
cuenta que la condicién de punto fijo esta dada por*:

Xy Z0(Xp) =X, (17)

Asi, cuando los médulos de los autovalores
son menores que la unidad, los autovectores
Fig. 1.2: Mapa. correspondientes definen el espacio tangente estable.
Y cuando € médulo de los autovalores es mayor que
launidad, los autovectores correspondientes, definen €l espacio tangente inestable.
Hacemos notar, que el mapa que acabamos de definir, conserva todas las propiedades del sistema
de ecuaciones diferenciales, pero adquiere otras propiedades, no observables en € flujo que le dio lugar,
como se observaraen laseccion |.5.

.21 MAPA DE POINCARE.

Dado un sistema de ecuaciones

diferenciales de n variables, es posible definir un

mapa, considerando el pasge del flujo a través de

una superficie (de dimension n-1), como se

. esquematiza en la figura 1.3. El mapa de Poincaré

: (Ilamado también de primer retorno) relaciona al

X, Xorr @ Xpeo punto de coordenadas X, (sobre la superficie), con

el siguiente punto de intersecciéon (en € mismo

sentido) del flujo con la superficie: X ;.

Fig. 1.3: Mapa de Poincaré. Cuando e flujo que parte del punto X,

describe una érbita periodica, a cabo de un tiempo
T (periodo), retornara a la superficie, incidiendo en el mismo punto: X;,; =X, En un mapade Poincare,

dicha drbita se representard, a través de un punto fijo, al que se le podran aplicar las propiedades que
describiamos en la seccion anterior.

*3Quien se anulaahora, eslafuncion: f(X) = g(X) - X y losautovalores de:

B} _ &g gu _
Df =Dg- | :Qﬂ—xgg- | explican |a estabilidad de dichos puntos.
e iu
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MAPA DE POINCARE Un mapa (en particular el mapa de Poincaré) puede
' ' ' ' representarse como en la figura 1.4, donde se ha graficado €l
0| m=0.75 ] mapa logistico*. Las absisas del mapa representan a las

coordenadas del punto X, mientras que las ordenadas,

representan a las coordenadas del punto X . ,. Considerando la

p+L
o 1 recta X,,; = X, (azul) se puede obtener facilmente, en forma
0. | gréfica, los sucesivos puntos del mapa. En la figura se sefidlan

dos puntos fijos. uno inestable (el origen) y otro de
o3 1 coordenadas:

= = 2
Xpr1 = X 3

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

FIG.l.4: Mapa de Poincaré. _VARIEDAD CENTRAL.

Extendiendo la definicion de espacio tangente y variedad a los autovalores con parte real nula (o
modulo 1, para mapas), sefidamos que exite una variedad centra W¢ (y un espacio tangente
correspondiente). Sin embargo, el teorema de la variedad central indica que ésta puede no ser Unica, como
veremos en |os gjempl os de la préxima secciéon.

De todas formas, aplicando un cambio de variable adecuado, €l sistemal.l (o0 € mapa |.6), puede
expresarse en tres ecuaciones que involucren a los espacios tangentes estable (s), inestable (u) y central
(o)

s=As+f,(500cC)

0= A 0+ f,(s,0,0) (1.8)

c=Ac+f,(3,0,0)
donde las matrices A contienen los autovalores con parte real negativa, positivay nula, respectivamente, y
las funciones f, son funciones no lineales que involucran alos tres espacios tangentes.

|.4 BIFURCACIONES LOCALESEN FLUJOS.

Una bifurcacion se define, en sentido amplio, como todo cambio cualitativo que sufre ladinamica
de un sistema o mapa, cuando se varia el valor de un parametro de control.

Para desarrollar esta idea, consideramos un sistema de ecuaciones diferenciales, que depende de
un parametrom

ax . - S
E°>“<=f(7(,m) /%1 An (1.9
donde f:A™ ® A" . Las coordenadas de los puntos fijos, los autovalores de la matriz jacobiana

evaluada en €llos, sus autovectores'y sus variedades dependen ahora, del pardmetrom

Entonces, |a parte real de uno de los autoval ores de la matriz jacobiana evaluada en alguno de los
puntos fijos, podria anularse, para un valor del pardmetro mx (Ilamado valor critico). El cambio dinamico
gue produce este fendomeno, se llama bifurcacién de codimension 1. En esta seccién nos proponemos
describir estas bifurcaciones locales, paralos puntos fijos de un flujo, dejando parala siguiente seccion las
bifurcaciones locales que se pueden determinar en un mapa.

Para desarrollar el andlisis de cada uno de los casos posibles, consideraremos que el sistema (1.9)
tiene una Unica variable y por lo tanto un Unico autovalor de la matriz jacobiana, evaluada en los puntos
fijos®™. Ademés, mediante un cambio de variable, siempre es posible que e valor critico del pardmetro sea

a4 X,,, =4mx (1- X)) dondemesun parametro de control.

45I(m)z‘l‘:]—f(x*,m)
X
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m=0 , tal que exista un punto fijo X (M. =0) = 0. Tales hipdtesis, determinan una forma normal para
los diferentes tipos de bifurcacién que analizaremos a continuaci 6n.

1.4.1 BIFURCACION NODO-SLLA.

.. . 2 . ., .
Laecuacion: X = M- X° eslaforma normal de una bifurcacién llamada nodo-silla. Observamos

12
cuando n»0. Evaluando la ecuacion de pequefias perturbaciones (X =X +X P x = Df (X')x),
obtenemos la estabilidad de los puntosfijos:

que, para dicha ecuacion, no existen puntos fijos cuando nx0, mientras que existen dos puntos fijos X

X, =4 m . . X, estable
; bx=-2xxb ... (1.10)
X, =-4/m X, inestable
. a . b En lafigura |.5a se esquematiza la posicion
X X _ - - de estos puntos fijos, a variar e parametro,
/_ , " utilizando una curva continua para € punto fijo
estable y una curva punteada parael punto inestable.

S m Km La bifurcacion nodo-silla, puede adquirir

otras formas normales, variando el signo de los
términos. En la figura 1.5b,c,d se sefidan todos los

x* ¢ X" d posibles esquemas de puntosfijos que ellas generan.
\ I N
/ m m Labifurcaciéon delafigural.5ay delafigura
_ -’ I.5b se [laman supercriticas, ya que los puntos fijos

tienen lugar para valores m> ng. Las figuras 1.5¢,d,

FIG.I.5: Diagrama de bifurcaciones nodo-silla. . . . 2
g muestran bifurcaciones nodo-silla subcriticas.

1.4.2 BIFURCACION DE INTERCAMBIO.

X La ecuacion X = X( m- X) tiene dos puntos fijos, cuya
7 estabilidad puede determinarse, como en €l caso anterior.
e En lafigura 1.6 se grafica este caso, aunque vale sefidar que la

forma normal puede tener términos de diferentes signos a los estudiados,
por lo gque existen, como en el caso anterior, cuatro diferentes esquemas

posibles. El caso graficado corresponde a:
FIG.1.6: Bifurcacion de Intercambio

x, =0 5 X = nx 5 M< 0: x, estable x; inestable
X, =m X =-2nx m>0: X inestable x, edable
(1.12)

1.4.3 BIFURCACION DE HORQUILLA.

Laecuacion X = X(M- x?), andlizada con la misma técnica
gue en los casos anteriores, indica la presencia de un punto fijo para nx0
y tres puntosfijos para n»O0.

En lafigural.7 se grafica esta situacion que, como en laseccion
1.4.1, a cambiar & signo de los términos, puede dar lugar a una

FIG.1.7: Bifurcacion de Horquilla.

“% Considerando un sistema méas complejo ( como el delaec.1.8), se puede aplicar un nuevo cambio de
variable, de modo tal de desacoplar los modos estable e inestable de los modos centrales [25,1]
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bifurcacion subcritica o supercritica o a intercambios de estabilidad de los puntos fijos. El caso graficado
verifica
XI:O X‘:n)( m<O0: xlestable

. . p .. .
X,, = £/ M X =-3nX m>0: X, inestable x, , estables

(1.12)

[.4.4 BIFURCACION DE HOPF.

Consideremos ahora el caso en que €l sistema tiene dos variables. Supongamos, ademas, que
evaluando la matriz jacobiana en alguno de los puntos fijos, se tienen dos raices complejas (s + iw).
Observaremos qué sucede cuando, a variar el paréametro de control, la parte real de las raices se anula.
Como © flujo esta definido en un plano (y se determinaron un par de autovectores (u,v), correspondientes
alos autovalores s * iw, se puede hacer un cambio de variable, de modo tal de expresar las ecuaciones en
coordenadas polares, considerando la distancia r de un punto del flujo a punto fijo y € angulo que forma
dicho radio vector con alguno de los ges coordenados u o v . Esto da como resultado una forma normal
que, en su expresion més sencilla, serd’’:

F=r(m-r?)

q =w(m

Al anularse la primer ecuacion, determinaremos el radio de las 6rbitas periddicas que se dan sobre

(1.13)

€ plano y cuyo periodo esta dado por: , quien también varia con €l valor del parametro.

El andlisis de la bifurcacion que surge para nz = 0, tiene las mismas caracteristicas que la
bifurcacion de horquilla, que explicamos en la seccion anterior, con una salvedad: como r representa una
distancia, la rama negativa de la bifurcacion de lafigural.8, no tiene sentido. Entonces, param< 0 existe un
punto fijo estable (dado por r = 0), mientras que para m> 0, ademas del punto fijo (que cambi6 su
estabilidad), existe una orbita periodica estable (de radio \/51), gue va creciendo, a medida que el valor del
parédmetro crece.

I.5 BIFURCACIONES EN MAPAS.

Un mapa unidimensional también puede depender de un parametro (como en el caso del mapa
logistico de lafigura 1.4). Si €l autovalor de la matriz jacobiana (evaluada en un punto fijo del mapa) esla
unidad, para un valor critico del parametro, e mapa sufre bifurcaciones como las estudiadas en las
secciones precedentes.

El mapa logistico, en particular, sufre una bifurcacion en ng = ¥4,
ya que inicialmente tenia solo un punto fijo en €l origen y ahora tiene,

7 ademés otro punto fijo:

Y m X; =0
X1 =9(%,) =4MX(1- X)) =%, P g }/ (1.14)
FIG. 1.9 : Bifurcacion en el mapa " 4m

logistico.
y la ecuacion de pequefias perturbaciones, aplicada a f(x) =4mx(1- x) - x, da como resultado €l

esquemadelafigural.9.

“"Laformanormal de una bifurcacion de Hopf esta dada por la expresion:
. é % 2i L‘l
r=r,s(m-+aa(mr- ~
s(m+aa (mr” g
. ¥ i
g =w(m) +ah (mr’
i=1
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En forma general, diremos que las bifurcaciones de tipo nodo-silla, de tipo intercambio y de tipo
horquilla, en un mapa, verifican: %(X*,mc) =1 y se llaman bifurcaciones tangentes, dado que se

producen cuando el valor del parametro estal que el mapaestangentealarecta X ,, = X, .
Supongamos que €l mapa logistico es el mapa
v del primer retorno de un flujo en A? donde la
superficie de Poincaré estd dada por una recta X.
X Considerando, nuevamente, la bifurcacion tangente que
sufre para mx = ¥4, podemos afirmar que dicho flujo
tiene, cuando m< ¥, un dnico punto fijo estable en €
origen, mientras que, cuando m> %4, ademas de tener un
punto fijo inestable, tiene una orbita periddica de radio:

1- %m(figura 1.10). Si hubiéramos estudiado e

FIG. 1.10: Flujo corresp(l)ndient(lea,una bifurcacion tangente comportamiento del flujo en Az, habriamos observado
AN £ mAna loaisfico. una bifurcacién de Hopf: e punto fijo no trivial del

u

mapa, representa una Orbita periodicadel flujo.
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1.5.1 DUPLICACIONES DE PERIODO.

Consideramos, nuevamente en forma general, un mapa unidimensiona: X.,; = 9(X,, M) que
tengaun valor criticoen ng= 0y tal que el origen seaun punto fijo (X* (m. =0)=0).
Si severificaque la pendientedel mapaen el punto fijo es:

%(0,0) =-1 (1.15)

no existe una bifurcacién tangente para este mapa, en ese punto. Sin embargo, €l mapa del segundo retorno:
X.., =9°(X,, M =g(g(x,,m),m), s presenta dicha bifurcacion, puesto que la funcién:
f (x,m = g*(x,m - x , adquiere la forma normal de una bifurcacién tangente® en el origen, como las
mencionadas en la seccidn anterior.

Para fijar ideas, supongamos que esa forma normal es la de tipo horquilla (fig.1.8). Entonces, en €l
2-mapa, cuando m< 0, €l origen es un punto fijo estable, mientras que cuando m> 0, el origen es un punto
fijo inestable y la bifurcacion provoco la aparicion de dos puntos fijos (X, = X, Y X;+2 = X;), los
cuales verificaran, en el mapa de primer retorno, que la ordenada de uno de los puntos fijos del 2-mapaesla
absisadel otro punto fijo :

Xor = 0(X) =Xy X = 90%) = X, (1.16)

Cuando € mapa unidimensiona es una medida
del mapa de Poincaré de un flujo en A" (n 3 3), la
bifurcacién tangente que sufre el 2-mapa, provoca una
dobIg vuelta de la 6rbita, como se sefidla en la figura
1.117%.

El mapa de Poincaré sufre una duplicaciéon de
periodo (o flip) para m= ¥%. En el 1-mapa de la figura
u I.12a se pueden observar los puntos X"y X, alos lados

del punto fijo no trivial, mientras que en el 2-mapadela

FIG. 1.11: Flujo correspondiente a una bifurcacion de figura 1.12b, dichos puntos se han convertido en puntos
duplicacion de periodo. fijos.

FIG.1.12: Duplicacion de periodo en el mapa logistico.

LU T\ 17 VAT L7 VNIV NI

Considerando €l 2-mapa de la figura |.12b, observamos que a aumentar el valor del parametro, €l
minimo central se mapea mas abajo, mientras los maximos relativos laterales tendran una ordenada mayor.
Los puntos fijos, ahora, se produciran entre € primer maximo y €l minimo y a la derecha del segundo
maximo. Si severificaque:

¥

*® Dado un 1-mapa simétrico: X ,, = é a,;,,(mM X, , se puede demostrar que el 2-mapa correspondiente
i=1

adquiere laformanormal de una bifurcacién tipo horquilla[26].

“9 Observar que estadoble vuelta no puede estar incliuda en un plano.

60



2
ﬂi(xi)z-l (1.17)
Tix
en el 2-mapa, se producira una duplicacion de periodo que se traducira una segunda duplicacion de periodo,
parael mapadel primer retorno.

El estudio de este fendmeno (cuyo detalle analitico no expondremos aqui) puede encararse,
considerando la region proxima a minimo central en el 2-mapa logistico (fig.l.12b). Alli se observaun
pequefio mapa logistico invertido que, mediante una renormalizacion adecuada, se convierte en e mapa
logistico original: € punto fijo no trivial del mapa original puede considerarse como el origen del nuevo
mapa, mientras que el punto fijox” cumpliralas veces de punto fijo no trivial.

. . En este nuevo mapa, se observan
propiedades de duplicacion de periodo como las
gue describimos en la seccién anterior, para un

*
X A

1
valor de pardmetro m=7 1+ JE), surgiendo otros

dos puntos fijos, a la derecha e izquierda del punto
fijo X. Masaln: como lazona central de sucesivos
4,8,...2"-mapas, conserva la misma propiedad, se
podran ir calculando sucesivas duplicaciones de
periodo, llamada cascada directa, que se acumulan

enny =0.99248....
Pero, mientras la dinamica va sufriendo
M esta cascada directa, también se produce una
cascada inversa: 1os puntos fijos se van uniendo dos
FIG. 1.13: Cascada directa e inversa. a dos (a traves de una bifurcacion horquilla
subcritica), por lo que van surgiendo ciclos de

>—

v

periodo (2j+1)2™.

En lafigural.13 se esquematizan las primeras duplicaciones de periodo, correspondientes al inicio
de la cascada directa. Se observan entonces, € 2-ciclo, €l 4-ciclo y el 8-ciclo. Posteriormente y sélo a
modo de esquema, se observa como surge el 6-ciclo, através del 8-ciclo.

Cuando m> 0.9196... el sistema pasa por “ventanas de periodicidad” de periodo (2j+1)%, las
cuales tienen una naturaleza diferente: considerando el 3-mapa de la figura .14, puede observarse que, a
medida que crece el parametro, €l mapa tiene tres puntos de tangencia con larecta X,,,; = X,,, por lo que se
produciran en el mapa, tres bifurcaciones nodo-silla supercriticas. Los puntos fijos estables de estas
bifurcaciones (que se convierten en rama, a medida que crece € pardmetro) constituyen la ventana de
periodicidad de periodo 3. La ventana de periodicidad desaparece cuando, en las ramas estables se produce
una duplicacién de periodo, dando lugar aun 6-ciclo.

*0 Se [lama ventana de periodicidad al rango de valores del pardmetro de control, parael cual el ciclo de
periodo (2j+1) es observable.
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3-MAPA LOGISTICO
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m= 0.9571

0 1 1 1 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

FIG.I.14: Surgimiento del 3-ciclo, en el mapa logistico.

Sérkovskii [28] determiné un orden
especifico para los nimeros naturales, como
se muestra e el cuadro que sigue.

El teorema de Sarkovskii garantiza que
s en un sistema dindmico existe un p-
ciclo, entonces, existen todos los (p-1)-ciclos
anteriores, en e orden de Sarkovskii. En
particular, €l hecho de que en € mapalogistico
se observe una ventana de periodicidad para €
3-ciclo, garantiza que este sistema dinamico
posea ciclos con todos |os periodos.

La cascada directa e inversa, constituyen lallamada ruta subarmonica al caos. Pese aque el valor de
m puede ser tan grande como se quiera, a fina de la ruta (M), €l sistema posee un caos débil, dado que
cada uno de los 2" puntos fijos se recorren en forma ordenada. Es después de este punto de acumulacion

gue surgen los fendmenos que se estudian en este trabajo.

ORDEN DE SARKOVSKII

1,2 4. 2m 2™ LLL(2j+1)* 2™ (2-1)* 2™ ... 5* 2™ 3k 2™

2j+1)*2™, (2j-1)*2™,......... 5x2™ 3¥2M ...
Qi+1)*2, (2-1)* 2 5%2, 3*2,..
Qi+1), (D) 5 3.
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APENDICE II.
EL CIRCUITO DE CHUA.

ig e g (Vri

+ hd +
‘ Mg
A l |
Ver o Cz t Ve Ci Ve i - T N
%» A i \Z]
: !
i i My

My

FIG. Il.1a: Circuito de Chua FIG. Il.1b: Curva de transferencia del dispositivo R

El circuito de lafigura Il.1a fue presentado por primera vez por Chua[1] y consiste
en un oscilador (condensador C, y bobina L en paralelo), unaresistencia Ry en serie con el
oscilador y un condensador C; en paralelo con un dispositivo lineal a trazos R, cuya
relacion de transferencia (irvs v4) se observaen lafigurall.lb. El circuito més simple que
permite obtener esa curva de transferencia se reprensenta en lafigurall.2 [7]. Setratade un
circuito, alimentado por una fuente de voltgje continuo V¢, encargada de polarizar los
transistores Q, y Q@ (a través de las resistencias Rg), en region activa. Cuando la sefial de
entrada al dispositivo (v, proveniente del oscilador) es pequeiia (| v; [<vg) los diodos D; y
D, no superan su voltgie umbral y se comportan como circuitos abiertos. Si v, eslevemente
positiva, aumenta la corriente de base del transistor Q, y €l colector exige del circuito una
corriente entrante que es proporcional a voltge v, aplicado. Esto equivale a decir que la
corriente ir es saliente del dispositivo, teniéndose una pendiente negativa entre el voltgje de
entrada y la corriente neta que circula. Cuando v, > v,, comienza a conducir €l diodo D, y
parte de la corriente que exige el colector del transistor @, proviene de la corriente que
circula por € diodo, disminuyendo de esa forma la corriente ir en vaor absoluto. Un
comportamiento similar que involucra al transistor Q y a diodo D,, se verifica para los

. vaores de v; negativos.
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ - La misma curva de

: r
RN, | tranferencia puede
+ | implementarse con dispositivos
| Ci ‘ | més sofisticados [10] e incluso
' 2, 0 Y Zip: ¢ ediste un integrado C-MOS
i f para implementar €l circuito de
| vee i la figura 11.1a, en su conjunto
U‘ 1 R} i [17] .
} ‘-l VAN i
a
: Rs
: Ry R:<C Rz {
1
iy { ' !
- Ao | ,
) {
'

FIG. 1.2 : Circuito de implementacion del dispositivo R [7].

63



[1.1. ECUACIONES.

Aplicando las leyes de Kirchhoff al circuito de la figura ll.1lay teniendo en cuanta
las variables sefialadas en la figura, obtenemos:

dv, 1 .
C, o = g (V- v,) - g
av. 1 .
Czd—tZZE(VZ-Vl)+IL (”1)
Li =-vV
dt 2

donde la corriente por la resistencia de pendiente negativa verifica:
: -myv,+(m,- m)yv, V,3 v,

=1-myv, ‘vl‘ﬁvo (11.2)
|
|

- MV, (M - my)v, v, £V,
siendo m, y ny los médulos de las pendientes en los diferente tramos de linealidad

Ig

(Fig.l1.1b).
S tomamos | as variables adimensionadas:
i t
x=a y=£ 7=l R, t = (11.3)
VO

1 dx
iq =2 (y-h(x)

i d C ’C

i Yoy y+z a=2 p RS (11.4)
1 dt Cl L

p 9z

ot y

_E_bx+a- b x31
con h(x)=i ax x| £1 y a=1-Rm  b=1- Rm, (11.5)
ibx-a+b x£-1

El sistema de ecuaciones (11.4-5) es simétrico respecto del origen y presenta tres
puntos de equilibrio que verifican:

i b- a
pX=—
I b
y=0 X=-2 h(x)=0i x=0 (11.6)
i _a-b
%" b
La existencia de esos puntos de equilibrio esta dada por la condicion:
1
mt— (1.7)

Ry

Pero ademés definiendo las regiones.

D1°{(x,y,z)/x3]} DOO{(x,y,z)/IXIEJ} D_1°{(x,y,z)/x£—]]
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o P e imponiendo que los puntos de equilibrio
D, (11.6) se encuentren en diferentes regiones,
tenemos una condicion adicional para la

/ z

pendiente del dispositivo R en laregion Dy:

D m?3— (11.8)
f y R .
De esaformalos puntos de equilibrio
o P seran:
D, P, = (k,0- k)
. . . P, =(0,0,0) (11.9)
FIG. 11.3: Puntos fijos en las regiones del espacio.
P =(-k0,k)
b-a
donde: k :T
Y el sistema de ecuaciones puede expresarse en forma simple:
dX . ik enD,
—=Aa,b,c)X/ X=(x-K,y,z+K donde K=i 11.10
= Aa.b.d (x- K.y.z+K) "y ep, (110
a3 c a 00 b enD,
-+ |
donde Ala b ,d =¢ 1 1 1l sendoc=ia enD, (11.11)
€0 -b Op tb enD,

El sistema de ecuaciones (I1.4-5) es linea atrazos, por lo tanto la matriz jacobiana
que determina los autovalores, calculada en los puntos de equilibrio, coincide con la matriz
Ala,b,c.

Pese a que e sistema (11.4-5) es un sistema lineal, la linealidad a trazos y las
pendientes negativas de la curva de transferencia de la figura I1.1b, hacen que € circuito en
muchas oportunidades tenga un comportamiento topoldgicamente equivalente a de un
sistema no lineal. Por esa razdén, algunos autores trabajan con una curva de tranferencia
polinémica de tercer grado, lacual permite determinar algunos resultados analiticamente.

!.2, ey

m} . h(x) =¢x° +c¢,x (11.12)
" ‘ La figura 11.4 compara la curva de
s ,»{/ - \\ /,/ {  transferencia (I11.5) con la expresada en la
W /o i ecuacion (11.13).  Utilizando ésta curva de
Wi} // \ - /}" / | transferencia, también podemos encontrar puntos
-t} \_/ i fijos que verifican ecuacion 11.9, con: k = / S y
N4 C1
h l, una matriz jacobiana calculada en ellos (ec.11.11)
4.1 J .
2 18 1 4% s 1 15 2 CON
se . I C3 en PO
FIG. Il.4 : Grafica comparativa de las curvas de c=hgx) = i .
transferencia (I1.5)y (I1.12) para los parametros: T 2C3 en Pi
a=- ¥ b=2/7 c=¥¢ =% En un trabajo anterior [18], trabajando

con e sistema (11.4-13), obtuvimos las variadades
estables e inestables de los puntos fijos, para la region de pardmetros donde
desarrollaremos este trabajo: Las variedades de los puntos fijos del sistema (11.4) tiene, con
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la curva de transferencia I1.13 un comportamiento completamente andlogo al sistemalinea a
trazos (curva de tranferenciall.5)".

11.2. BIFURCACIONES LOCALES.

Nos proponemos investigar alguna de las propiedades que presentan |os autovalores
de la matriz jacobiana (I1.11) tanto en e punto P, como en los puntos P.y P, cuando
variamos los parametrosa y b (positivos) y fijamos a negativo (verificando la condicién
11.8) y b positivo (verificando la condicién 11.7)%.

El polimonio caracteristico de esta matriz esta dado por:

P(1 )=1°+pl*+p,l +p, (11.13)
donde p,=1+ac p,=ac+b -a p,=a bc

Lo primero que se observa es que tanto para P, como para P., € término
independiente del polinomio (11.13) no se anula, lo cual implica que no existen autovalores
nulos. Esto nos permite afirmar que: s existiese un comportamiento topoldgicamente
equivalente al de una bifurcacién local de codimension 1, ésta seria de tipo Hopf.

11.2.1. ANALISISPARA P,

Evaluando el polinomio caracteristico (11.13) parael punto Py, obtenemos:
p10=1+aa='(|o+|1+|2)
Po=a (a-D+b =1, +1,l,+1,1, (1.14)
p,=aba=-1,1,1,<0

y observando la tercer ecuacion (11.14), podemos afirmar que una de las raices del
polinomio caracteristico evaluado en R es necesariamente real y positiva (I,), mientras

quelasotrasdosraices (1, y |,) pueden ser reales de igual signo o complejos conjugados.
Ademés, sabiendo que existe una raiz real, puede determinarse que las raices (1, y
|,) soniguales |, =1, =1, cuando se verifica que:
3% +2pgl +py =0
| = PP - 9P3 (11.15)
2(3p2 - Pio)
Estas relaciones determinan una ecuacion en a y b que oficia de frontera entre las
raices reales y las raices complgjas del polinomio caracteristico evaluado para P,.
Llamaremos a esta frontera s, y su gréfica puede observarse en lafigura Il.4: por debajo de
s,, |,y |, sonreales, mientras que por encimades,, I,y |, son complejas.
Cuando las raices son reales, como |, y |, no pueden anularse, mantendran su signo
y por lo tanto mantendran € tipo de estabilidad del punto P, Para determinar su
estabilidad bastainvestigar el caso particular que verifica:
l,=-1,=-1, (11.16)
Sustituyendo esta condicion en € polinomio (11.14), encontramos que la misma se
verifica en un punto de la curva s, (punto A de lafigurall.5). Entonces, dado que el caso

*1 En este trabajo se empled el sistema (11.4-5) pues la curva de transferencia lineal atrazos, demostré un
mejor gjuste entre |os datos experimentalesy computacionales.

%2 | osvalores de los pardmetrosay b en estetrabajo sehan fijadoen:  a=- — b=—
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particular es posible para valores positivos de |os parametros y que los autovalores no
cambian de signo podemos afirmar que:
Por debajo des, € punto de equilibrio Py esun punto silla.

Cuando I, y |, son complgos

' P conjugados, € punto P, podria sufrir una
/ bifurcacion de Hopf, en e plano (a,b). Sin

S1 1 embargo, sustituyendo la condicién:
l,=-1,=iw (11.17)

en los coeficientes del polinomio caracteristico
(11.14), puede determinarse que esta condicion
es incompatible con valores de a vy
b positivos, por 1o que se deduce que € punto
P, no sufre bifurcaciones de codimension 1. La
parte real de 1, y |,, entonces, no cambia de
signo y agui también (por encima de s,) se

s , alfa , mantiene € tipo de estabilidad del punto P, . El
° ° 0 ® ? | caso particular:

FIG. 1.5 : Comportamiento de las raices del polinomio l,=- Re(l)=- Re(lz) (11.18)

caracteristico, evaluado en Po. se verifica a lo largo de la curva s, para

valoresdea y b por encimade s, y a no verificarse un cambio de signo en la parte real
de las raices compl g as, puede afirmarse que:
Por encima des,, & punto P, esun punto silla-foco.

11.2.2. ANALISISPARA P..

Analizaremos ahora las propiedades de los autovalores de la matriz jacobiana,
evaluada en los puntos de equilibrio P,y P, alos cuales [lamaremosr .
Evaluando €l polinomio caracteristico (11.13) paralos puntos P. obtenemos:
p,=l+ab=-(r,+r +r,)
Pnp=a (b-D+b =r,r +rer,+r,r, (11.19)
p,=a b b=-r,r r,>0
y observando la tercer ecuacién, podemos afirmar que una de las raices es necesariamente
real y negativa (r,), mientras las otras dos raices (r, y r,) pueden ser reales de igual
signo, o complgjas conjugadas. La condicion de separacién entre estos dos tipos de
soluciones, (condicién para P. equivalente a la presentada en las ecs. (11.15) para e punto
Po), queda por debajo del eje a =0, por lo tanto, las Unicas raices posiblesson r,y r,
complegjas. Para buscar la existencia de una bifurcacion de Hopf para los puntos P.,
imponemos en (11.19) la condicion:
r,=-r,=iw (11.20)
y obtenemos una relacion que sefiala la existencia de un bifurcacion de Hopf alo largo dela
curva:
b =a (1- b)(1+a b) (11.22)
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Esto significa que a laizquierda de la curva (11.20), la parte real de los autovalores
r,, eésnegativa, por lo que P. son estables, mientras que ala derecha, los puntos fijos tienen
por variedad inestable local un plano (x,,y,) 3

Parala ecuacion (11.4) solo se tienen datos numeéricos que confirman la existencia de
esta bifurcacion, pero aplicando € teorema de la variedad central a un sistema cuya curva
de transferencia esté modelada por un polinomio de tercer orden, Altman [14] deduce la
formanormal de la ecuacion para s, €0:

r=s,r+ mr3+o(‘r,q ,slr)
(11.22)

d =w+o(r.a.s,|)
donde I es el radio del ciclo limite arededor de los puntos P. sobre la superficie
(z =S(x,,y,,s)(variedad central de los puntos R.) y g es e angulo de fase sobre dicho
ciclo. No es el proposito de este trabajo ahondar en los detalles del calculo, pero es
razonable pensar que & término x°de la curva de transferencia redundarén en términosen r®
en laformanormal.

4

El pardmetro m, puede expresarse en
28 | funcién de los parametros a y b . Su signo
indica s labifurcacién de Hopf es subcritica
(m, <0) o supercritica (m, >0). Enlafigura
1.6 se sefiala (punto M) que existen valores
25 : dea y b para los cuales m, cambia de
beta signo sobre la curva. Se dibujan, también, en
forma esguemética en funcion de uno de los
s parametros, la estabilidad de los puntos y

| 1 ciclos que protagonizan la bifurcacion. Por
gemplo, por encima dd punto M la
bifurcacion de Hopf es supercritica, dando
lugar aun ciclo limite estable ala derecha de
lacurva.

1 15 2 25 3

FIG. 1.6 : Bifurcacion de Hopf para P-.

r,<0pb z
53 P . -
Los autovalores y autovectores verifican, cercade la bifurcacion: _ :
r,=s,xiw, P (x,y,)
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APENDICE 1.
ESTUDIO CUANTITATIVO DEL ATRACTOR DE CHUA [9].

Para hacer un estudio més detallado y cuantitativo del comportamiento del sistema (1.1) en la
region del plano de parametros (a b ) paralacua se observa el Atractor de Chua, serd necesario trabajar

con nuevas coordenadas en las regiones Do y D.; (ver figura 2.4), de modo tal de definir mapas de retorno
sobre el plano U;. Lacomposicién de estos mapas, conduciran ala definicion de un mapa de Poincaré, que
permitird estudiar las condiciones del Nacimiento y la Muerte del Dable Scroll.

111.1. CAMBIO DE VARIABLE.

Comenzaremos definiendo nuevas coordenadas (Xo,Y0,Z0) €n Do, de modo tal que, aplicando una
transformacion lineal Y, el plano que constituye la variedad estable del punto Py se convi ertaen el plano zo

=0y lavariedad inestable del origen se convierta en unarecta perpendicular adicho plano:
EY(P)¥¥® (0,0,z) E°(P)¥%¥® z, =0
Ademas, la transformacion lineal Y, transformara € punto P, en €l origen de las nuevas
coordenadas y |as fronteras entre los dominios (planos U.1) en planos V" definidos como:

-I; YO(O):O
- o]
Y A ® A3/_"_ V0=Y0(U1):[(xo,yo,zo)/x0+zo:]} (111.2)
.vao_ =Yo(U_1)=[(XO,yO,ZU)/x0+zO :-1}

Entonces, el sistema (1.1), en |as nuevas coordenadas podra escribirse como®*:

ﬁ 5 1 o0
Lol s o ma
° 0 0 Go

En lafiguralll.la se muestran lavariedades estable e inestable de Py, asi como los planos Vo y Vo .
1

z D - unit

En forma similar, definiremos nuevas coordenadas (x1,y1,21) Y una nueva transformacion lineal Y,
gue aplicada a las variedades inestable y estable del punto P. las transforme en el plano z;=0 y unarecta
perpendicular a dicho plano, respectivamente:

E°(P,) ¥#® (0,0,2,) EY(P,) ¥#4® z, =0
teniendo en cuenta para ello, que la matriz de cambio de base Y, transformarael punto fijo P+ en el origen

delas nuevas coordenadas v € nlano U+ en el plano Va:
FIG.lll.1a: Variedades de Po y planos FIG.IIl.1b: Variedades de P+ y plano
x = +1 através de la tranformacién: Y x = Latravés de la tranformacion: Y ;

> Paralos valores tipicos de los pardmetrosa y b , mencionados en la seccién 2.2, los autvalores
normalizados de la matriz jacobiana calculada en los puntos fijos Py y P son respectivamente;

- S — -~ S ~
§,=20=.0358 §,=L=.0819 5 =-L=0062 g, ==-129
WO WO Wl Wl
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o Y,(P)=0
YA ® A’/

V=Y, (U) ={(xv2) 1% +2,=0) (3
El sistema (1.1), en las nuevas coordenadas, ser&
ax 1 oot o
X af g ~ TS
R:EDYl(f(\(l (Xl)))=<;1 S 0% (111.4)
€0 0 go

En la figura 111.1b se muestran las variedades estable e inestable del punto P, en las nuevas
coordenadas, asi como a plano Vi correspondiente al plano U, como sefida la ecuacion (111.3). Vale
sefidlar que es posible pasar de las coordenadas (Xo,Yo0,20) @ las coordenadas (x1,y1,z1), a través de una
funcion f  que, teniendo en cuenta que el sistema (1.1) es continuo en U;, seradelaforma

f=(YJu)e(yuy? (111.5)

Mas adel ante tendremos una definicion mas cuidadosa de esta funcién, pero puede observarse que,
aplicando las tranformaciones Y, y Y, alas rectas y puntos importantes para la dinamica (definidos en la
seccion  2.2), logramos ubicarlos en Vo y Vi, (fig.lll.1), respectivamente). Por eemplo:

Y, (A)=A Y, (A=A.
I11.2 MAPA DE MEDIO RETORNO EN EL PLANO V.

En el capitulo 2 se estudian los flujos del sistema (1.1), que se inician en el plano U, recorren la
region Dy e inciden en el plano U, o0 en el plano U;. Nos proponemos definir un mapa en el espacio
(X0.Y0.20), tal que acada punto del planoV, =Y, (U,), le corresponda un punto imagen en e plano Vo.

En primera instancia consideramos €l flujo que comienzaen € tridngulo AoBoEp del plano Vo (ver
figura 111.1a). El flujo (al estar a la izquierda de la recta E A, =Y,(L,)), se mantendran en el espacio
limitado por €l plano Vo y € plano zo= 0, pararegresar aagun punto de Vy, que se encuentre alaizquierda
delarecta E,B, =Y, (L,)*.

Entonces, para cada flujo j , que parte de un punto X, del tridngulo AoBoEo, definimos el mapade

retorno p g , teniendo en cuenta el tiempo (minimo) T que se demora en volver aincidir en €l plano Vo:
p,:DABE,®V, /p,(X)=] J()?) /T:T(io)zinf{t>0,j ;(Y(O)T VO} (111.6)

Por otro lado, las trayectorias que parten de puntos que estan a la derecha de BAy, recorren el
espacio (Xo,Yo,20), por debajo del plano z,=0'y llegan a Vo , como sefidalafiguralll.1a®. Entonces, podréd
definirse el mapa p ,, teniendo en cuenta el tiempo (minimo) T que demora el flujo j , en llegar desde el
plano Vp a plano Vy :

! Po (%)= o (%)/
p,:(PA,.BE, - DABE)®V, /i - . ot R -
0 ¢ 0 0 TT=T(x0)=|nf{t>O,J ST VO}
Asi, el mapade medio retorno (o sea el mapa quellevalos puntos de Vo en Vy) seradelaforma
. oy Po(X) % | DAB,E,
PoDALBoEs ® Vo /po(X) =i 0_ _(.) 31 (D E DABE
T-Po(%) % (BALBE,. - DAB,E,)

donde a cada punto deincidenciaen Vo' le corresponde un punto de V, de coordenadas simétricas.

(11.7)

(111.8)

*° Recordamos que en el espacio (x,y,z), € flujo que parte del tridngulo ABE, se mantiene en el
semiespacio superior, definido por lavariedad estable del origen (ver fig.2.4).

*® En el espacio (x,y,z) eso corresponde a partir del plano Uy, recorre el espacio Do por debajo dela
variedad estable del punto Py, eincidir en e plano U.; (ver figura 2.4).
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Las consecuencias de aplicar este mapa a los
puntos del angulo AoBoE, se observan en lafiguralll.2a
el tridngulo A)BoEp se mapea en la zona encerrada por
las espirales que comienzan en los puntos By Ry
convergen hacia €l punto Cy; la zona ddl angulo AsBoEg
gue no incluye a triangulo (zona limitadas por el
segmento de recta AjEo y por las semirrectas AoAo+ Y
° EoEo+) lo hace en la regién encerrada por las espirales
que partiendo del punto Gy, van hacia puntos Ag. y Eos,
imagenes de los puntos A. y Eo., respectivamente.
oy Este resultado es posible solo si completamos la

definicion del mapa de medio retorno, observando
cOmo es su comportamiento en las fronteras del
dominio:

Lo primero que observamos es que una
trayectoria que parte de puntos en e segmento BA,
permanece sobre € plano z=0 y no retorna a V..
Definimos, en e entendido de que ese retorno se
produce en un tiempo infinito:

Po(%)=C, "% 1 E,A (1.9

>
L]
/
:

En segunda instancia, observamos que el mapa
i de medio retorno es discontinuo en el segmento FBo:
" @ flujo que pasa por los puntos del segmento es
As ‘
Wl Q\m . tangente al plano V; (porgue estos puntos pertenecen a
i la recta YO(LZ)) y se dirige hacia la izquierda del
segmento; mientras que e flujo que pasa por puntos
¥o X, en el tridngulo AoBoE, y son cercanos a segmento
! FoBo, seré entrante a plano b y se dirigira (en la
A - direccion paralela a este plano) hacia la derecha del
£, ; segmento. En la figura 111.2b se esquematiza esta
. | Situacion, sefialdndose la proyeccion (en la direccion
N Yolla) - | pardela a planoVo) de los vectores directrices® del
FIG.Ill.2a: Portarretrato en el plano V. Imagen del angulo ~ fIUj0_que pasa por d'ferer;ges puntos del triangulo
ARaFn. AoBoEy y sus fronteras™. Para sodayar esta
discontinuidad, se definen los puntos del segmento
FoBo como puntos fijos del mapa de medio retorno:

po(%)=%, " %1 FB, (111.10)

©,

111.3. MAPA DE MEDIO RETORNO EN EL PLANO V;.

A través de la tranformacion linea Y., podemos definir para los puntos del espacio (X1,y1,21), €l
mapa de medio retorno que conecte los puntos de llegada a angulo Ai.B1E;+ (en el plano Vi) con los
puntos de partida (también en V;) y tenga en cuenta las trayectorias que pasaron entre €l plano z=0y V;
(ver figuralll.1b) %

p: DABE ®V, /p,(X)=j; (Xx) /T=T)=in{t>0,j ;' )TV} (.11

> El vector directriz del flujo, evaluado en determinado punto, sefidla haciadénde va latrayectoria que
FIG.Il.2b: Portarretrato en el plano Vb, Vectores directrices /€CtOr velocidad.
del fluio. en e segmento EoF , ya que el flujo que pasa por puntos
del triangulo AoBoFo, proximos a ese segmento, tiene la misma direccion que el flujo que pasa por puntos
del segmento.
%9 Esto corresponde a considerar en el espacio (x,y,z) € flujo que, atiempos negativos recorre laregion Ds.
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Pero la definicion de p, todavia no esta completa, dado que e mapa require definiciones
adicionales donde ladireccién del flujo presente discontinuidades, como en el caso anterior.?

En la figura I11.3a se esquematizan las proyecciones
‘Vs“% (en e plano V,) de los vectores directrices del flujo,
/ evaluados en algunos puntos del triangulo A;B;E;.
B4 Puede observarse que P, es continua en el segmento

de recta R B; ya que los flujos que llegaron a puntos
cercanos al segmento y aladerechade Y, (L,) tienen
, su vector directriz en aproximadamente la misma
- direccién que los puntos del segmento. Sin embargo,
si consideramos aquellos puntos cercanos a FE; (en
el triangulo A;B1E;) encontraremos que la direccion

M del flujo que llega a ellos, es claramente diferente ala

(A direccion del flujo que llega a los puntos que

FIG.IIl.3.b: Portarretrato en el plano V1. Imagen del &ngulo pertenecen & S,EQmento' 'E:.s P‘?r ello, que Se_g_me”to
ABEL F.E; contendrd, por definicién, los puntos fijos del

p(x)=% " %1 FRE
(111.12)

En lafiguralll.3b se sefidalaimagen (através
© dep,) de los puntos X; del tridngulo AB:E;. Por
- ¢lemplo, laimagen del segmento E,A; estadada por la
. espiral E;A;®:

p.(EA)=EA (111.13)
, Todas los segmentos de la forma EA; tienen
. unaimagen similar en el mapa. No se ha dibujado la
- imagen de un segmento E;.Aq., pero es facil ver que
1+ corresponde a una parte de espiral que rodea alacurva

' E/A eincideen larecta Yl( Ll) , enun punto Ay
. Pero s a medida que nos acercamos a By, los
- segmentos de la forma EA;, se mapean en curvas del
. tipo B1A; (de radio decreciente), existira un punto A;
T -7 tal que el segmento E:A;, se mapee en la curva E;B;.
Adicionamente, le pediremos a esta imagen que sea

tangente a Yl( Ll) en el punto Ba:
p,(E,A)=E,B (111.14)
Consideramos ahora, laimagen de un punto A que se encuentre entre B; y A y definimos el mapa
de medio retorno para estos puntos, como °;

FIG.III.3a: Portarretrato en el plano V1. Vectores directrices del
flujo.

% vale hacer notar que el vector directriz del flujo que llega, evaluado en determinado punto, esta dado en
este caso por el opuesto de la velocidad en ese punto.

®1 El punto E; es un punto fijo del mapa (ec.111.12) y e punto A; eslaiméagen del punto A;. Podria pensarse
que para los puntos de la semirrecta B;A; ., habria una definicién andloga a la de la ecuacion 1.9, que (a
tiempo infinito) Ilevara los puntos de esta semirrecta a punto Dy. Sin embargo, para los puntos de la
semirrecta A/A;+ esto no es posible: considerando el flujo que a tiempos negativos, parte del punto A
(fig.2.4), observaremos una espiral que se va cerrando hacia e punto P.. Sin embargo, por ser la parte real
del autovalor complejo no muy grande en modulo, el radio de esta espiral no decrece mucho y la misma
incidira en el plano Ui, antes de completarse. El mapa de medio retorno considera a este punto A , como
imagen del punto A.

%2 En el espacio (x,y,z) corresponderd a observar (atiempos negativos) |atrayectoria que parte de un punto
gue se encuentra sobrelarectal 1, alaizquierdade B y cerca de este punto. Dicha trayectoria, comenzara
con un radio (medido desde el punto P-), suficientemente pequefio como para mantenerse en el plano
EY(P.) (por encima del plano U;) de modo tal dellegar (atiempo - ¥ ) a punto P, (ver figura 2.4).
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p.(B/A)=D (111.15)
La imagen de los segmentos de la forma EA; con A entre B y Ay, s una espira de radio
decreciente que converge hacia el punto D,. En particular, existe un segmento EsA; que tendra por imagen

unaespiral EsW1D1, que seatangentea Yl( L2) en € punto Fy:

p,(E,A) = E,FWD, (111.16)
En relacion con esta espiral, debemos notar que existe un punto F; en el segmento EAs, cuya
imagen es el punto F; y dado que ese punto era un punto fijo del mapa (ec.111.12):
p,(F,)=F =p,(F) (111.17)
Entonces, la imagen del segmento EF, sera la curva E;F; (parte de la espiral definidaen 111.17),
mientras que laimagen del segmento F,As, seralacurvaFiW1D, y &l verificarse laecuacion 111.15, existird
una curva F,A,, tal que la zona encerrada por los puntos EEsFA; se mapeard en la zona encerrada por
E,EsF;B; (zonasrayadas delafiguralll.3a:

n(F,A)=FB, (11.18)
Pero aplicando la ecuacion 111.12 al punto F; y laecuacion [11.15 al punto B;, concluiremos que la
imagen del segmento F,B; es otraespiral F1W;Dx:
p,(FB)=FwD, (111.19)
Por lo que, la zona encerrada por los puntos RAzA2, se mapeara entre las espirales F;D; (zonas

punteadas en la figura I11.3b), con lo cual se concluye que inevitablemente, el mapa es discontinuo en €l
segmento FA,.

Por ultimo, diremos que P, ! se conoce como € mapa de retorno inverso. Este mapa juega un

papel importante en la definicion del mapa de Poincaré, como se vera en la préxima seccién. Dado que el
punto D; es laimagen através de P ; de todos los puntos del segmento B1A; (ec.111.15) y que el punto F; es

la imagen a través del mapa P, de los puntos F y F (ec.l11.17) el mapa de retorno inverso no esta bien
definido para Dy y Fi. Ademés, dado que p, es discontinua en RA;, e mapa de retorno inverso es
discontinuo en laespiral F1W1D,, puesto que de las ecuaciones (111.18) y (111.19) se deduce:

pl(FzAz) =F151=|01'1( F1V\4Dl) (111.20)
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1.3 MAPA DE CONEXION Y MAPA DE POINCARE.

Para poder construir el mapa de Poincare, en € plano U;, debemos tener en cuenta el mapa que
conectalasfiguraslll.2ay I11.3b:

=Y U)o (Y juy™? (111.21)
El calculo de este mapa es muy sencillo, si se tiene en cuenta que tenemos determinados tres
puntos Ag, Bo y Ep que se convertirdn en Aq, B, y E; (cuando se les aplique f ) y ademés, se verifica para

los planos Vo y V; (tranformados de U; atravésdeY0 le): z=1-x 1=0,1:
a0 axo- A,C aAGC
S5 S 5'en 5
Y, 9 yo eyo A) A1 ﬂ (1122)
L_éslx- Alx A& (wa Ab EOx- A)x.i.rl .
gBly- Aly A’L @BOy Ab EOy - A)yﬂ

Entonces, podemos definir el mapa de Poincaré en laregién del plano V4, alaizquierda de Yl( Ll) ,
(region V' ;) como:
i p;'f p,f i(x) "xI1 DPABE,

p V® Ve p(x)= R
o % Af p.f *p,i(x) "x1 Ve DABE,

(111.23)

Considerando las siguientes transformaciones de rectas y puntos, en la figura I11.4 se observa la
imagen de los principales puntos del angulo A;1B;E; atravésdelafuncionf p f - L

C,B,=f p,f "(AB)=f p,(AB) Fc =f p,f (RE) = po(RE,)
CA,=f p,f Y(AA)=T p(AA,)  CEE=fp,f (EE,)=T p,(EE,)
EA =p,(EA) C,=1 (C,)=Y,(C)

La region Sy (rayada) muestra la
imagen a través de f p,f ', de aquellos
puntos del espacio (x,y,2) que entraron a la
region Do por encima de EX(Py). Y esaimagen,
pertenece ala puerta de entrada superior, como
se sefialaba en la seccion 2.2. La region

punteada S, corresponde a la imagen de los
puntos del espacio (x,y,2) que, habiendo
entrado a Do por debgjo del plano EYPy),
inciden en U.;. Como se observ en la seccién
2.2, esta region corresponde a la puerta de
entradainferior.

FIG.III.4: Imagen de los principales elementos de Vo en Vi.
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FIG.II1.5.a: Nacimiento del Doble Scroll en el mapade  FIG. ll.5.b: Muerte del Doble Scroll en el mapa de Poincaré

Poincaré [1]. [11. 3
EN 1aTigura 111.5a S& muestra el INaclmiento ael UopnIe SCroll a raves ael mapa ae roincare. La

region §a =p 1'1(Sa) es laimagen del triangulo A;1B;E; atravésdel mapa p y estabien definida siempre
que el punto D; (de coordenadas (0,0,0) en V1) permanezca a laizquierda de la puerta de entrada superior,
como se sefialaba en la seccion anterior. Antes de producirse el Nacimiento del Doble Scroll laregion S,

esta totalmente contenida en el interior del triangulo A;1B;E; . Si fijamos los valores de los parametrosa, b
y b y aumentamosa , laregion aumentara de tamafio hasta hacerse tangente alarecta E;A; (en € punto

Q) . Este es el momento en que se produce el Nacimiento del Doble Scroll: Un posterior aumento en el
valor del pardmetro determinardyano el crecimiento de laregion S, sino laaparicion delaregion .

En € otro extremo, tenemos la Muerte del Doble Scroll (fig.l11.5b). Como ya habiamos dicho en
el capitulo 2, el atractor se ve rodeado de un ciclo limite que intersecta al plano U; en los puntos J"y J
(puntos de pasgje del ciclo desde Do a D; y viceversd). Su proyeccion sobre V; seran
respectivamente: J; =Y, (J") y J; =Y,(J7). Se trata de puntos fijos para e mapa de Poincaré p y
verifican: P,(J;)=J;. S se aumenta e valor del pardmetro @ , fijando e valor de los otros
pardmetros, la region §D =p, 1(SO) (imagen a través del mapa de Poincaré de los puntos del angulo
A1.B1E1+ que no estén en el triangulo A.B;E;), va aumentando hasta que J; ] §D Esto provoca la muerte
del Doble Scroll, dado que sucesivas aplicaciones del mapa a los puntos de la regién verificaran:
limp "(x,)=J;.
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APENDICE IV.
BIFURCACIONES HOMOCLINICAS [4,19,25].

Una orbita homoclinica es una trayectoria ] gue conecta la variedad estable e inestable de un
punto de equilibrio tipo silla (por giemplo Py, en el sistema (1.1)). Més formalmente;

i ()%3%® P () %3%® P, (V1)
En lafiguralV.1 se dibujan dos tipos de érbitas homoclinicas posibles en un sistema dindmico de

tres dimensiones, cuando los autovalores de la matriz jacobiana evaluada en Py son redles, siendo dos de
ellos negativos (fig.1V.1a) y cuando dos de los autoval ores de la matriz jacobiana son complejos.

FIG. IV.1a: Orbita homoclinica para un punto silla. ~ FIG. IV.1b : Orbita homoclinica para un punto silla- foco.

I COLT O{JC! IUIve 11Vo 'JI UrJUI ICTITIUD COolUuuIal 1o UliCi Tl itco va 1 ivivo quc U uri aotema dlnéITHCO
general de tres dimensiones, cuando se varia €l valor de un parametro de control, a partir de un valor critico
para €l cual se produce la 6rbita homoclinica. Estos cambios constituyen la bifurcacion homoclinica. En
particular, detallaremos €l andlisis en €l caso en que la 6rbita homoclinica sea de tipo Shilnicov (alrededor
de un punto sillafoco). Como el andlisis para otros casos que no verifican la condicién de Shilnicov, pero
gue también se dan €l el sistema (1.1), es de similares caracteristicas, al final del apéndice resumiremos las
diferentes bifurcaciones homoclinicas que puede sufrir €l sistema.

IV.1.“I.-»|9!\_/‘I”O_(ELINICAS DE SHILNICOV.

En lafiguralV.2 se esquematiza nuevamente
el comportamiento de una Orbita homoclinica
alrededor de un punto sillafoco. En particular, la
oOrbita dibujada une la variedad inestable del punto
fijo, dada por la recta w, con la variedad estable del
mismo punto, dada por el plano (u,v)®. Idénticas
: conclusiones se lograran trabajando con un punto de
l tipo silla foco que verifique tener por variedad

g estable una recta 'y por variedad inestable un plano,

FIG. IV.2 : Orbita homoclinica de tipo Shilnicov. Chua. En las condiciones observadas el sistema de la
figuralV.2, puede describirse cercadel punto fijo, através delas ecuaciones:
U=sS,uU- wyVv+ P(u,v,w)

V=WyU+s,Vv+Q(u,v,w) (V.2
Ww=1,w+ R(u,v,w)

donde los términos P, Q y R representan los términos no lineales del sistema. Entonces, cerca del punto
fijo, que tomaremos como origen de nuestro andlisis, la solucion del sistema de ecuaciones es de laforma:

u(t) = €% (u, cos(wy t) - v, sen(w, t))
v(t) = e (u, sen(w, t) +v, cosw, t)) (IV.3)
w(t) = w, e

%3supondremos que los autovalores verifican: wb 1,>0, (u,v)P 1, =s, *iw, /s, <0
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IV.1.1. DEFINICION DE UN MAPA LINEAL.

Si definimos dos planos: p, perpendicular a plano propio (u,v) definido por los autovalores
complejosy p, perpendicular alarecta(w) definida por el valor propio real positivo:

2p sy

i 3
pozjf(u,v,w)/vzo,ee Y fufe,0O<wEfey plz{(u,v,w)/wze} (1V.4)

con € suficientemente pequefio para garantizar que estamos en un entorno de Po y que e punto
(u,O,W)T P, seaunico, podemos definir un mapalineal entrelos planosp, y p,:

& So ooV a0
e/ % o e/ )=
(;u( W) T Ln( W)E,j_
O & ° .
L. CnaT e .—;’ &, e/\9
R'P,® P, 0.@ () seran( W)Z (IV.5)
g ¢ o j
¢ N
& o
Ademés, construiremos un mapalineal deretorno: P:U 1 p, ® p,

®0 @ b 0RO &0 2,
. d . - - _l+e 0

gv:® S O_;Gv;+90; lu, =
G S0 0 omws S05

Entonces, € mapa lineal que lleva los puntos contenidos en un entorno de up en p,(que

e (IV.6)

llamaremos V) a mismo plano, ser& P-: V1 p, ® p,.

c/
A

’

a S_O 5 o )
g:l?: gu(%v) o §a co% Ln(%)§+ b Sen;—f Ln(%)%r %
(] éu(e W) lo gc CO%aTI—;) Ln(%)§+d seng—ls Ln(%v)%+ X,

oOC

(IV.7)

(e g
|l

Ug

Para tener en cuenta, la influencia de un parametro m =a - a,, (siendo a, e valor del
pardmetro para € cua se produce la érbita homoclinicasi b permanece constante) consideraremos €l
mapa

a6 3 uw' cos(x Lnw+F ) +em+u, ¢ V.9
Svg & ruw cos(x Lnw+F,)+m g '

donde:
s
1T, el (Y
x =- Yo g=vc*+d’ f2=tg_l(dc)

o
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IV.1.2. PUNTOS FHIJOS DEL MAPA.

Analizaremos los puntos fijos del mapa definido en (1V.8) puesto que ellos representaran oOrbitas
periddicas en € espacio definido por la ecuacion (1V.3).

Entonces, |a ecuacion que calcula estos punto fijo (P-(u) = u) puede escribirse como:

(w- n‘)[l—J w cos(x an+F1)] =1 w (em+uy) cos(x Lnw+F,) (IV.9)

En particular, nos interesa ver en detalle qué sucede cuando €l autovalor real es mayor que €l
madulo de la parte real de los autovalores complejos: d <1, lacual constituye la condicion de Shilnicov

En estas condiciones W' &, puesto que w es muy pequefio, y la ecuacion puede aproximarse por
lacurvaque segraficaen lafiguralV.3a:

w- m=r w (em+u0)cos (x Lnw + Fz) (IV.10)

F<°

: Period
V\’O

‘\70 <

AR >

P
FIG. IV.3a: Puntos fijos deI mapa Imeal FIG. IV.3.b: Variacion del periodo de la 6rbita periddica, en
| - fiinecidn del narametrn

p<0 0

>0

Se observa, entonces, que cuando M=0 existe un nimero infinito contable de puntos fijos
mientras que cuando m >0y m <0 existe un nimero finito de puntos fijos para este mapa.
Dichos puntos fijos representan érbitas periédicas, cuyo periédo va creciendo a medida que el

punto fijo w se sitla cerca del origen. Eso se debe basicamente a que € tiempo que tarde la érbitaen ir
desde V hasta U esta dado por:

1
t, 1 Lrg— (IV.12)

En e esquema de lafigura I1V.3b se observa que a medida que € pardmetro I se aproximaasu
valor nulo, van apareciendo mayor cantidad de puntos fijos, representantes de orbitas periddicas con mayor
periodo.

IV.1.3ANALISIS DE ESTABILIDAD.
El problema de la estabilidad de las orbitas periddicas puede estudiarse, observando los
autovalores de la matriz jacobiana del mapalined (1V.8), evaluadaen los puntos fijos (u”,w')
A Co

J(u',w)= = V.12
( ) 8D Bo ( )
donde:
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A=J w? cos(x Lnw" +F,)
B=r u w*d'l[d cos(x Lnw" +F,)- x sen(x Lnw' +F2)]
C=J u W*d'l[d cos(x Lnw +F,)- x sen(x Lnw’ +Fl)]
D=r wcos(x Lnw +F,)

(A+B) +4/(A+B)2- 4(AB- CD)‘ (V.13)

12

Lo primero que se observa es que e determinante de lamatriz (1V.12) esde orden (2d - 1) enw
por lo que debemos distinguir dos casos®:

1 -1
2<d <1lb w &l cuandow &

1 ond . (IV.14)
O<d <ED w fil cuandow &l

Cuando el punto fijow esta proximo a uno de los ceros de la curva de la figura IV.3a, se cumple
queD =0y por lo tanto el punto fijoy su 6rbita periddica asociada, son de tipo silla
= Apwd ¥¥b 1| <1
d-1 ” (IV.15)
l,=Bu w9 %o |l,|>1

Cuando e punto fijo w esta proximo a uno de los maximos de la curva de la figura 1V.3a se
verificaque B = 0, lo cual implica que €l punto fijo y su érbita asociada son, en el primer caso de tipo
estable y en el segundo caso de tipo inestable;

2

A
|, = Axy/ A® +4CD cphwa l,,=+2JCD

1
T d>§b‘llvz‘<1 (1V.16)
JCouw 23.%he g
d<2p fi,,]>1

Basandonos en estos casos particulares, analizaremos qué sucede con la estabilidad, para distintos
valores de I, como se muestra en lafigura IV.4ay construiremos la figura IV.4b, la cua nos datoda la

informacién sobre la estabilidad de las orbitas periddica, en funcion del parametro y el valor de su periodo.
Trataremos de describir esta figura, comenzando desde un valor regativo de  y recorriendo la curva,

Ilamadawiggle, de arriba hacia abajo, 0 sea disminuyendo €l periodo de las érbitas resultantes.

1
%4 La condicion d = edta dada, en e sistema (1.1), por la condicion de resonancia S, por lo que los casos que se
estudiaran corresponden a la érbita homoclinica principal cuando ésta se observa para valores de los parametrosa y b a
laizquierday derechade S ,, resp, enlafigura4.1.
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FIG. IV.4a: Posicion de los puntos fijos de acuerdo a como FIG. IV.4h:Estabilidad de los puntos fijos, al variar el
varia el narametrn narAmatrn v el nerindn de |a Arhita

Para 1 =m, los posibles puntos fijos estarian a la derecha de la gréfica IV.4a, por lo que su
periodo seriamenor y no aparecen los puntosfijos en lafiguralV.4b.

Para m = Ir, se produce una bifurcacion nodo-silla con el consecuente surgimiento de un punto
estable o totalmente inestable y otro punto de tipo slla. En este momento se produce la bifurcacion
tangente: laderivada del término de laderechaen laecuacion (1V.10), evaluadaen € punto fijo es 1.

Para I = i, se observan ambos puntos fijos: W, es un punto estable (inestable) ya que se
encuentra préximo al méaximo de lafuncién y entonces, w; esel punto silla (més proximoaw = 0y por lo
tanto de mayor periodo).

Para m = Ir,, lacurvapasapor un cero en lafiguralV.4a, y por |o tanto existe un punto sillaen la
rama del wiggle donde antes habia un punto fijo estable (inestable). Para que esto suceda, € punto estable
(inestable) de m = I, tuvo que haber sufrido una duplicacion de periodo, para algin valor del parametro
entre I, y 1T, lapendiente del mapa, evaluadaen e punto fijo paso por -1.

Entre m, yIr, , se produce una duplicacion de periodo inversa, con el consecuente surgimiento
de una orbita estable (inestable), cuyo punto fijo esté proximo aun minimo de la curva, cuando I = Ir,.

Cuando I = v, se produce una bifurcacion nodo-sillainversa, por lo que desaparecen |os puntos
estable y silla, que estabamos observando, permaneciendo otros puntosfijos, aladerechadelafiguralV.4a
y por lo tanto de periodo menor.

Entonces, puede observarse que la 6rbita homoclinica (T ® ¥ ) coexiste para el valor critico del
pardmetro, con infinitas orbitas periddicas tipo silla. Mientras que si nos apartamos del valor critico del
parédmetro, persiste un nimero finito de érbitas periddicas tipo silla o estables (inestables). Las ventanas de
estabilidad de estas Ultimas van siendo cada vez mas estrechas, a medida que nos acercamos a la orbita
homoclinicaprincipal.
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IV.2. OTROS CASOS DE INTERES.

Siguiendo un razonamiento similar a desarrollado de la seccion anterior, podemos determinar
mapas lineales (equivalentes a 1V.10) cerca del origen, aln cuando no se verifique la condicion de
Shilnicov (0 sea cuando d >1) o cuando el punto de equilibrio es de tipo silla (es decir que los autoval ores
de lamatriz jacobiana son reales de distinto signo)®°.

Analizaremos primero el caso de autovalores reales, cuyos posibles mapas se dibujan en la figura
IV.5. Si bien los mapas son diferentes seglin sea la relacion entre los autoval ores, todos ellos, a diferencia
delo que sucedia para el sistema analizado en el capitulo anterior, tienen un Unico punto fijo (representante
de una orbita periddica) que se observa o bien cuando €l valor del pardmetro de control crece (primero,
segundo y cuarto caso) o bien cuando el valor del pardmetro de contro decrece (tercer caso).

| Slope'oo (1Al < Ny or DAyl <hj)
Slape Zera (I N5, Ng124;)

peo
J<O
- b .
z Cylinder(C) >0 z  Cylinder (C)
p>0
H<0 H<0
~=0 '“=°/,4>o
>0
# Z  Mobius Band (M) / I Mobiys Band (M)
i
1

FIG. IV.5: Mapas lineales y puntos fjos (orbitas periddicas) para una bifurcacién homoclinica de un punto silla.

Se observa, también que para una misma relacion entre |os autoval ores, existen dos tipos de mapa:
"Cilindro” y “Mobius’. No es nuestro propésito ahondar en los detalles de esta diferencia; simplemente
diremos que en el primer caso, un cilindro que contenga a la variedad estable de la drbita homoclinica

(aquella que lleva desde e plano P, d plano P, de la figura IV.6a) en e espacio A® no sufre

“retorcimiento” o sufre un ndmero par de “retorcimientos’, mientras que en el segundo caso, € cilindro
sufre un nimero impar de “retorcimientos’ por 1o que es homeomorfo a una cinta de Mobius, como se
esquematiza en lafigura |V.6b. EI comportamiento de la estabilidad del dnico ciclo que se genera en todos
los casos, viene dado por el siguiente esguema:

1) <1, ® estable

I +1>1,)Ll <1, ® silla
I,+1,|<1,® inestable

[,<0,l,<0 I,= max( [,
%*Supondremos la siguiente relacion entre los autovalores; 2 I 120 ! 2)
>

3
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FIG. IV.6a: Geometria global de la variedad estable. FIG. IV.6b: Cilindro y Mobius.

Por otro lado, en lafiguralV.7 se observa el comportamiento del mapa lineal, para el caso en que
el punto fijo tenga dos autoval ores complejos, cumpliendose o no la condicion de Shilnicov. La condicion
d =1, entonces, marca una frontera entre dos comportamientos bien distintos: obsérvese que cuando €l
maodulo de la parte real de los autovalores complejos es mayor que el moédulo del autovalor real, para
valores del parametro mayores que €l valor critico, surge un Unico ciclo estable. La 6rbitahomoclinicaes,
€en este caso un atractor.

£ 0
N Y\:O

,4//////’//5‘\~ E:j~&‘
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FIG. IV.7a: Mapa para un punto silla-foco: d <1 FIG. IV.7b: Mapa para un punto silla-foco: d >1
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